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Introduction - Simulation du comportement d’un fluide
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Modélisation d’un fluide

Caractéristiques d’un fluide

v - champs de vitesse du fluide

ρ = m/V - la densité volumique du fluide

p - champs de pression du fluide - force par unité de surface
que le fluide exerce sur n’importe quoi

Nous observons ensuite l’évolution de ces quantités au cours du
temps à partir de deux équations

Florence Zara UE Animation, Corps Articulés et Moteurs Physiques



Equations de la dynamique des fluides

Première équation assure la conservation de la masse

Conservation de la masse

Masse du domaine reste constante pendant son mouvement :

d

dt
m =

d

dt

∫
Dt

ρ dv = 0

Si nous utilisons formules dérivées particulaires d’une intégrale de
volume, nous obtenons :∫
Dt

(
∂

∂t
ρ+ div (ρ ~v)

)
dv = 0 ou

∫
Dt

(
∂

∂t
ρ+ ρ div ~v

)
dv = 0

Nous en déduisons formes locales de la conservation de la masse :

∂

∂t
ρ+∇ · (ρ ~v) = 0 et

∂

∂t
ρ+ ρ ∇ · ~v = 0

Pour rappel, soit ~u un vecteur de composantes (u1, u2, u3),
div ~u = ∇ · ~u = ∂u1

∂x + ∂u2

∂y + ∂u3

∂z (un scalaire).
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Equations de la dynamique des fluides

Seconde équation issue de l’équation du mouvement

Equation de Navier-Stokes pour fluide incompressible

En considérant la gravité, nous avons :

ρ

(
∂v

∂t
+ v · ∇v

)
= −∇p + µ∇2v + ρ g

avec µ la viscosité du fluide
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Equation de Navier-Stokes pour fluide incompressible

ρ

(
∂v

∂t
+ v · ∇v

)
= −∇p + µ∇2v + ρ g

Partie de gauche : ρ * accélération du fluide(
∂v
∂t + v · ∇v

)
: représente l’accélération du fluide

Partie de droite : somme des forces

−∇p : la pression - gradient de pression - fluide essaie de
s’écouler loin des régions à hautes pressions

µ∇2v : la viscosité - considère la dérivée seconde des vitesses
cad étalement des infos dans le champs des vitesses. Terme
exclus dans le cas de l’eau ou de l’air avec µ faible

ρ g : les forces extérieures (ici seulement la gravité)

avec g le vecteur de densité de force par unité de volume
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Equation de Navier-Stokes pour fluide incompressible

ρ

(
∂v

∂t
+ v · ∇v

)
= −∇p + µ∇2v + ρ g

Définition de l’advection

Transport d’une quantité (scalaire ou vectorielle) d’un élément
donné par le mouvement (et donc la vitesse) du milieu
environnant

Advection est égale au produit scalaire du vecteur vitesse v
par le vecteur gradient ∇ soit v · ∇

v · ∇v : advection du champ de vitesse du fluide avec lui-même

Si nous représentons le fluide par un ensemble de particules, toutes les
caractéristiques des particules du fluide sont advectées lors du
déplacement du fluide au sein de l’écoulement
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Equation de Navier-Stokes pour fluide incompressible

Equation du fluide : ρ
(
∂v
∂t + v · ∇v

)
= −∇p + µ∇2v + ρ g

Soit Dv
Dt =

(
∂v
∂t + v · ∇v

)
et f = −∇p + µ∇2v + ρ g

⇒ ρ
Dv

Dt
= f

f détermine le changement de mouvement ρ Dv
Dt des particules

Les particules se déplaçant avec le fluide, Dv
Dt est tout simplement

dv
dt , cad que nous ne considérons pas le terme v · ∇v
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Equation de Navier-Stokes pour fluide incompressible

Si nous considérons une particule i , son accélération est donnée
par :

ai =
dvi
dt

=
fi
ρi

vi = dxi/dt : vitesse de la particule i

fi et ρi : vecteur densité de force et la densité évalués à la
position xi de la particule i
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Equation de Navier-Stokes pour fluide incompressible

Si nous considérons une particule i , nous obtenons :

ai =
dvi
dt

=
fi
ρi

= − 1

ρi
∇pi +

µ

ρi
∇2vi + g

1
ρi
∇pi : décrit l’accélération de la particule due aux

différences de pression dans le fluide
µ
ρi
∇2vi : décrit l’accélération de la particule due aux forces de

friction entre les particules ayant des vitesses différentes
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Simulation du comportement d’un fluide - SPH [1]

Nous allons voir comment modéliser fi et ρi avec méthode SPH

Eurographics/SIGGRAPH Symposium on Computer Animation (2003)
D. Breen, M. Lin (Editors)

Particle-Based Fluid Simulation for Interactive Applications

Matthias Müller, David Charypar and Markus Gross

Department of Computer Science, Federal Institute of Technology Zürich (ETHZ), Switzerland

Abstract

Realistically animated fluids can add substantial realism to interactive applications such as virtual surgery sim-
ulators or computer games. In this paper we propose an interactive method based on Smoothed Particle Hydro-
dynamics (SPH) to simulate fluids with free surfaces. The method is an extension of the SPH-based technique
by Desbrun to animate highly deformable bodies. We gear the method towards fluid simulation by deriving the
force density fields directly from the Navier-Stokes equation and by adding a term to model surface tension effects.
In contrast to Eulerian grid-based approaches, the particle-based approach makes mass conservation equations
and convection terms dispensable which reduces the complexity of the simulation. In addition, the particles can
directly be used to render the surface of the fluid. We propose methods to track and visualize the free surface using
point splatting and marching cubes-based surface reconstruction. Our animation method is fast enough to be used
in interactive systems and to allow for user interaction with models consisting of up to 5000 particles.

Categories and Subject Descriptors (according to ACM CCS): I.3.7 [Computer Graphics]: Three-Dimensional
Graphics and Realism

1. Introduction

1.1. Motivation

Fluids (i.e. liquids and gases) play an important role in every
day life. Examples for fluid phenomena are wind, weather,
ocean waves, waves induced by ships or simply pouring of
a glass of water. As simple and ordinary these phenomena
may seem, as complex and difficult it is to simulate them.
Even though Computational Fluid Dynamics (CFD) is a well
established research area with a long history, there are still
many open research problems in the field. The reason for
the complexity of fluid behavior is the complex interplay of
various phenomena such as convection, diffusion, turbulence
and surface tension. Fluid phenomena are typically simu-
lated off-line and then visualized in a second step e.g. in
aerodynamics or optimization of turbines or pipes with the
goal of being as accurate as possible.

Less accurate methods that allow the simulation of fluid
effects in real-time open up a variety of new applications.
In the fields mentioned above real-time methods help to
test whether a certain concept is promising during the de-
sign phase. Other applications for real-time simulation tech-

Figure 1: Pouring water into a glass at 5 frames per second.

niques for fluids are medical simulators, computer games or
any type of virtual environment.

1.2. Related Work

Computational Fluid Dynamics has a long history. In 1822
Claude Navier and in 1845 George Stokes formulated the
famous Navier-Stokes Equations that describe the dynam-
ics of fluids. Besides the Navier-Stokes equation which de-
scribes conservation of momentum, two additional equa-
tions namely a continuity equation describing mass con-
servation and a state equation describing energy conserva-

c⃝ The Eurographics Association 2003.

Müller et al / Particle-Based Fluid Simulation for Interactive Applications
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Figure 3: A swirl in a glass induced by a rotational force field. Image (a) shows the particles, (b) the surface using point
splatting and (c) the iso-surface triangulated via marching cubes.

Figure 4: The user interacts with the fluid causing it to splash.

Figure 5: Pouring water into a glass at 5 frames per second.
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Figure 3: A swirl in a glass induced by a rotational force field. Image (a) shows the particles, (b) the surface using point
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Figure 5: Pouring water into a glass at 5 frames per second.
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SPH - Smoothed particle hydrodynamics

Simulation basée sur la méthode SPH publiée par Müller [1]

Fluide représenté par un ensemble de paramètres

Densité : ρ0 (= 1000, 0 Kg/m3 eau à 4 degrès Celsius)

Module de Bulk : K (= 2, 2 GPa pour l’eau)

Viscosité : µ (= 1, 002× 10−3 Pa.s pour l’eau à 20 degrès)

Choix du module de Bulk tel que la vitesse du son

cs =
√

K
ρ0
>> vitesse de la simulation
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SPH - Smoothed particle hydrodynamics

Principe de la méthode

Simulation du comportement de fluides basée particules
Fluide représenté par un ensemble de particules
Particules de masse m et de rayons d’interaction h

Chaque particule i comporte des informations sur le fluide par
rapport à une petite région

une position ri , une vitesse vi , une densité ρi

Les particules interagissent entre elles de façon à modéliser la
dynamique d’un fluide

Puis résolution d’un système d’équations différentielles

Florence Zara UE Animation, Corps Articulés et Moteurs Physiques



SPH - Smoothed particle hydrodynamics

Principe de la méthode

Particule i de position ri interagit avec l’ensemble Ni de
particules dans le rayon h de i

ri

rk

h

h
Ensemble	Ni	de	particules	en	
interaction	avec	particule	i
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SPH - Smoothed particle hydrodynamics

Boucle de simulation issue de la dynamique Newtonienne

Calcul des forces appliquées aux particules
Force d’interaction entre particules : f interactij (t)
Force de gravité : fg = m g

Calcul des accélérations des particules :
Principe fondamental de la dynamique :

∑
Fi = m ai = ρ V ai

⇒ ai (t) =
∑

Fi (t)/m

ai (t) =
1

ρi

∑
j∈Ni

f interactij (t) + g

Intégration pour obtenir les vitesses et positions
vi (t + dt) = . . .
xi (t + dt) = . . .
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Calcul au niveau des particules

Il faut calculer les forces d’interaction et la densité des particules

A chaque pas de temps

La densité de chaque particule i est donnée par :

ρi =
4m

πh8

∑
j∈Ni

(h2 − r2)3

Recherche des voisins j ∈ Ni de la particule i

Solution la plus simple (mais pas la plus efficace) :

Parcours de toutes les particules
Considère les particules tq : h2 − r2 > 0
où r2 = ‖ri − rj‖2 distance au carré entre les particules i et j
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Calcul de la densité de chaque particule

Considérons un fluide modélisé en n particules

Parcours de toutes les particules i de 0 à n − 1

// Pour considérer la particule i elle-même
Accumulation dans ρi de 4m/πh2 (cas r2 = 0)

// Pour considérer les voisins j de i
Parcours de toutes les particules j de i + 1 à n − 1

Si h2 − r 2 > 0 :

- calcul de ρij = 4m
πh8

∑
j∈Ni

(h2 − r 2)3

- ajout de ρij à ρi et à ρj
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Calcul des forces d’interaction entre les particules

A chaque pas de temps

Force d’interaction entre particules i et j définie par :

f interactij =
mj

πh4ρj
(1−qij)

[
15 K (ρi + ρj − 2ρ0)

(1− qij)

qij
rij − 40µ vij

]
rij = ri − rj

vij = vi − vj

qij = ‖rij‖/h

Symétrie des forces d’interaction avec :

f interactij (t) = −f interactji (t)

Rappel : calcul effectué ssi h2 − r2 > 0
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Calcul des forces d’interaction entre les particules

Remarque par rapport au code du TP :

Calcul direct de f interactij /ρi

Modification à faire au niveau du solveur dans le cas SPH :

void SolveurExpl::CalculAccel ForceGravite(...)

// On a calcule dans Force[i] : fij / rho i

// Il ne reste qu’à ajouter le vecteur g

A[i] = Force[i] + g ;
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Simulation de fluide - code TP

Récupération du code SPH

Modifications faites dans la base Git du code du TP

Il faut donc récupérer les modifications apportées :

git pull

Simulation à faire

Simulation d’un fluide représenté par un ensemble de
particules

Considère que ce fluide est contenu dans une boite

Collision à gérer avec les frontières de cette boite

Modification du signe des vitesses des particules en collision
pour qu’elles rebondissent
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