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Plan du cours

Dynamique Newtonienne

@ Rappel de cinématique

@ Lois de Newton
@ Boucle de simulation

@ Quelques exemples de forces

Moteur physique

@ Méthodes d'intégration numérique

o Stabilité des méthodes d'intégration
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Cinématique

Point matériel : morceau de matiere suffisamment petit pour
repérer sa position par ses coordonnées.

Corps solide : assimilé a un point matériel si son mouvement est
limité a I'étude du mouvement de son centre de masse.

Objet déformable basé sur un systeme de particules :
discrétisation de |'objet en un nombre fini de particules (p),
particule i de masse m; et de position x; avec 0 < i < p.
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Cinématique du point matériel

Coordonnées cartésiennes en 3D

e Position : OM = xi + yf—i— zk
o Trajectoire : ensemble des positions successives de M lorsque
ses coordonnées varient au cours du temps (courbe C)
o Equation horaire : X(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k
— position du point M au cours du temps

©)
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Cinématique du point matériel

Coordonnées cartésiennes en 3D
o Vitesse : V(t) = X(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k
o Accélération : A(t) = V(t) = X(t) = x(t)i + y(t)j + 2(t)k

Notation < point > = dérivée par rapport au temps t = d/dt
Vitesse de la particule au temps t = longueur du vecteur vitesse

©
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Lois de Newton

Notions de masse et de force

@ Mouvement d'un objet caractérisé par sa position, vitesse et
accélération

@ Objet également caractérisé par sa masse (en Kg) et par sa
force (en N)

@ Accélération de |'objet proportionnelle a I'intensité de la force

@ Force d'un Newton = intensité de la force requise pour donner
une accélération d'un metre par seconde au carré 3 une masse
d'un kilogramme
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Lois de Newton

Premiere loi

@ En I'absence de toute force externe, un objet au repos reste
au repos.

@ Si I'objet est en mouvement, et qu'aucune force extérieure ne
lui est appliquée, sa vitesse reste constante
— le mouvement d'un objet ne peut étre modifié que par
I'intervention d'une force

Seconde loi = principe fondamentale de la dynamique

@ Soit un objet de masse constante m, accélération X, force F.

o Equation du mouvement : F = mx
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Boucle de simulation

Simulation basée sur I'équation du mouvement : F = mx
=-accélération de |'objet définie par : X = F/m

Boucle de simulation basée sur la dynamique Newtonienne

© Calcul des forces F appliquées sur |I'objet
(dépend du modele physique employé pour modéliser I'objet)

@ Calcul de la nouvelle position x de I'objet
Résolution systeme différentielle du second ordre (X = F/m)

pour obtenir le mouvement de I'objet (position x)
ordre = degré de la plus haute dérivée
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Dynamique Newtonienne L

Forces

Dynamique Newtonienne

Etape 1 : Calcul des forces appliquées sur I'objet
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Quelles forces peuvent étre appliquées ?

Forces de gravitation

@ Soient deux masses de 1 Kg distantes de 1 m ayant des
interactions gravitationnelles

@ Ces deux masses s'attirent avec une force d'intensité égale
mais de directions opposées

G = 6.67 x 1071 N.(Kg2).(m?)

@ De maniere générale, pour deux masses m et M distantes de
r, la loi universelle de la gravitation de Newton donne :

GmM
Fgravité = T
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Quelles forces peuvent étre appliquées ?

Constante et force de gravité

@ Terre représentée par son centre de masse M

o Constante de gravité :

M
g= G,T =9.81m.s" % = 9.81N

@ Force de gravité appliquée a un objet de masse m :
F = —mgi (force a utiliser pour faire tomber un objet)
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Quelles forces peuvent étre appliquées ?

Force exercée par un ressort

@ Un coté du ressort est fixé, |'autre est libre pour pouvoir
pousser ou tirer sur le ressort

@ Force de rappel exercée par le ressort (loi de Hooke) :
F =—kAid
e Force toujours opposée a la déformation

o A le déplacement du ressort
o k la constante de raideur du ressort (N.m~1)

F F
F =0
=0
| | | I | | I |
I i I t i I t i
Ressort au repos Tire sur le ressort Pousse sur le ressort
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Quelles forces peuvent étre appliquées ?

Forces de dispersion

@ Force pour laquelle I'énergie du systeme décroit

@ Exemple : forces de friction, amortissement

Forces de friction / frottement

@ Force de frottement entre deux objets
— par exemple glissement d’'une brique sur une plaque

@ Brique glisse si I'angle d'inclinaison atteint une certaine valeur

Cas statique Cas dynamique

Florence Zara UE Animation, Corps Articulés et Moteurs Physiques



Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Quelles forces peuvent étre appliquées ?

Forces de friction / frottement entre deux objets

e Réaction Ry, : comp. tangentielle (T12) et normale (Np,)

o Coefficient d'adhérence = tan ¢ > %
— cOne de frottement d'adhérence
@ Objet commence a glisser quand angle > ¢ (angle d’adhérence)

Objet ne glisse pas encore Objet commence & glisser
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Quelles forces peuvent étre appliquées ?

Force de friction

@ Force tangente a la surface, opposée au déplacement
F=pFy
@ Deux coefficients de friction

o Coefficient de friction statique : us (objet a |'arrét)
Force de friction statique : force minimale a appliquer pour que
le solide se déplace (s'oppose au déplacement - méme a |'arrét)

o Coefficient de friction dynamique : 4 (objet en
mouvement) Force de friction dynamique s'oppose au
mouvement quand |'objet bouge

o g < [hs —> ,u'dFN < ,usFN — Ffrictiondy,,a,,,;qL,e < Ffrictionsm,me
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Quelles forces peuvent étre appliquées ?

Amortissement

o Partie de I'énergie totale dispersée (souvent en chaleur) créant
une force d'amortissement

@ Force de direction opposée au déplacement de I'objet

o Coefficient d'amortissement : v (> 0)

o Force: F = —vv
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Beaucoup de forces au final

Etat d’'équilibre

@ Plusieurs forces sont appliquées sur un objet
5 I'éaui

@ Objet est a I'équilibre si :
o Y7, F; =0, avec F; forces extérieures appliquées a I'objet

e Simulation jusqu'a cet état d'équilibre (si pas de nouvelles
forces dues par exemple a des interactions)
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Dynamique Newtonienne

Etape 2 : Résolution systeme différentielle du second ordre
Xx=F/m
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Rappel du probleme

Dynamique Newtonienne

Objet de masse m

@ Position x, vitesse x, accélération x

@ Ensemble des forces exercées sur |'objet : F
o

Seconde loi de Newton : mx=F =X = F/m

— Systeme d’équations différentielles du 2€ ordre a résoudre pour
obtenir la nouvelle position (x)

Probléme : méthodes d'intégration
pour résoudre des systemes du 1¢" ordre
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Reformulation du systeme différentiel

Dynamique Newtonienne

Passage du 2¢ au 1¢ ordre

@ Systéme peut étre reformulé en un systeme du 1" ordre
@ Considere la vitesse comme une variable du systéme avec

v=x,v=Ff
m

@ Systeme d'équations différentielles devient alors :

S THEHEH
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Dynamique Newtonienne

Définition du systeme

@ Définition de la structure de |'objet :

3 m< X

@ Position dans |'espace des phases : [ )‘; }

@ Vitesse dans I'espace des phases : < [ )‘; } = [ X ] = { v }

But de la simulation :
mettre 3 jour le vecteur S(t) = [xv] au cours du temps
< mettre a jour les vitesses et les positions (état de |'objet)
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Dynamique Newtonienne

Cas d'un objet discrétisé en n particules

@ Définition d'une particule i/ :

X1 X1 Vi
. v A
1 1 m
dS d !
dt  dt _
Xn Xn Vn
. E
Vn Vn m71n
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Cinématique
Lois de Newton
Forces

Dynamique Newtonienne

Dynamique Newtonienne - Point de vue animation 3D

Données de départ au temps tg

@ Masse de I'objet : m

@ Position initiale de I'objet : x(tp)
o Vitesse initiale de I'objet : v(tp)
@ Pas de temps de la simulation : h
© Affichage de I'objet : position au temps ty

@ Calcul des forces exercées sur I'objet au temps ty : F(to)
@ Calcul de I'accélération au temps to : a(ty) = F(tp)/m
@ Intégration de a(ty) pour obtenir v(ty + h)

@ Intégration de v(tp) pour obtenir x(tp + h)
Q et on boucle...
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Méthodes d
Moteur Physique Stabilité des m

Suite du cours - Comment on intégre ?

Moteur Physique

@ Différentes méthodes d'intégration numérique

o Méthode d’Euler
e Taylor

o Runge-Kutta

o Verlet

@ Critere pour choisir : la stabilité des méthodes d'intégration
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Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'intégration numérique

Etude des méthodes d'intégration numérique

Formulation abstraite du systeme EDO du 1€ ordre
{ x(t) = f(t,x(t)),t > to

X(to) = X0

avec x(t) dérivée de x(t) par rapport a t

A\

Connaissant x(t) pour tout t, on cherche x(t)

o Intégration de la vitesse x(t) pour obtenir la position x(t)
o x(t) = [x(t)dt = [ f(t,x(t))dt

o Etude des méthodes sur cette formulation abstraite
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Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'in tion numérique

Méthodes d'intégration numérique

Choix de la méthode d'intégration

o |l existe de nombreuses méthodes d'intégration

e Compromis entre le temps de calcul et la précision / stabilité
@ Deux grandes classes :

e méthodes explicites
e méthodes implicites
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Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'intégration numérique

Théoreme de Taylor

W Si x(t) et ses dérivées x(K)(t), pour 1 < k < n sont continues
sur I'intervalle fermé [to, t1] avec x(")(t) dérivable sur I'intervalle
ouvert (tp, t1), alors il existe un 7 € [to, t1] tel que :

x(t) = x(to)+ X )(tl — o)+ K (g — )2 L 2 (4 o) 4 R(1)
k
= Yo 1 (tl — 1)k + R(t1)
R(t ) XD (4 )L ( néralement bornée)
avec 1 W 1 0 erreur genera emen ornee

)

et Y ko

(t1 — t0)* polyndme de Taylor de degré n.H
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Méthodes d'intégration num
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'intégration numérique

Méthode d'Euler explicite

Présentation de la méthode pour x(t;) = f (t;, x(t;))
@ Méthode d'Euler utilise le théoreme de Taylor avec n = 1 sur
I'intervalle [t;, tiy1], avec h = tj; 1 — t; > 0 et 7 € [t;, tip1] :

x(tin) = x(t)+x(B)h+3(DE
x(t;) + h (&, x(t7)) + X(7) %
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Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'in tion numérique

Méthode d'Euler explicite

Reformulation

@ Soit x; = x(t;) pour tout i avec x; valeur exacte de la solution
de I'équation différentielle au temps t;

@ Soit y; I'approximation de x;
@ Ne tient pas compte du terme de I'erreur

@ La méthode d'Euler explicite s'écrit sous la forme :

Yie1 =yi+ h f(ti,yi),i = 0,% = xo
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Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'in tion numérique

Méthode d'Euler explicite

Concrétement

@ Au temps tg, xg connu
° Yo = Xo

@ Au temps t1, premiere approximation :
e y1=Yyo+ hf(to, )

@ Au temps to, on continue a partir de cette approximation :
o y2=y1+hf(ty, y1)

@ etc.
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Méthodes d'intégration num
Stabilité des méthodes d'inté

Moteur Physique

Méthode d'Euler explicite

ation numérique

e maniere de |'appréh
@ Temps est décomposé en intervalles de longueur h
@ Solution au temps t va fournir la solution au temps (t + h)

@ Dérivée y’'(t) remplacée par son approximation mathématique

w ~ y/(t) = F(£, y(t))

V.

Formulation du schéma pour un avancement h dans le temps

y(t+h) = y(t) + h f(t, (1))
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Méthodes d'intégration num ue
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'inté ion numérique

Méthode d'Euler explicite - Interprétation géométrique

@ Revient a calculer la tangente a la solution au temps t pour
obtenir la solution au temps t 4+ h

e Séquence d'approximations Y, =~ y(t,) = y(to + nh)

solution d’Euler explicite

|

Al

' O solution exacte
|

|

t t+h t

— Attention a la taille des intervalles de temps
— Méthode d'ordre 1 (elle converge linéairement)
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Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'intégration numérique

Méthode d'Euler explicite - Point de vue animation 3D

Données

Forces au temps ¢t : f (¢, x(t), v(t))
Vitesse au temps t : v(t)

Position au temps t : x(t)

Schéma d'intégration numérique

Accélération au temps t : v(t) = M7 (t,x(t), v(t))
Vitesse au temps t + h:  v(t+ h) v(t) + hv(t)
Position au temps t + h :  x(t + h) x(t) + h v(t)

@ Méthode tres simple et beaucoup utilisée

@ Mais méthode instable et peu précise
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Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'intégration numérique

Méthode d'Euler semi-implicite - Point de vue animation 3D

En pratique, utilise schéma d’Euler semi-implicite :

@ Encore plus facile a mettre en oeuvre

@ Plus stable

Données

Forces au temps ¢ : f (¢, x(t), v(t))
Vitesse au temps t : v(t)

Position au temps t : x(t)

Schéma d'intégration numérique

Accélération au temps t :  v(t) = M7Lf(t,x(t),v(t))
Vitesse au temps t+ h: v(t+h) = v(t)+ hv(t)
Position au temps t + h: x(t+h) = x(t)+hv(t+h)
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Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'intégration numérique

Méthodes de Taylor d'ordres plus élevés

o Méthode d'Euler explicite :
utilisation du polynéme de Taylor de degré 1 de x(t) pour
obtenir une approximation de x(t + h)

@ Utilisation du polynéme avec degré plus élevés :
méthodes de Taylor d’ordres plus élevés
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Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'intégration numérique

Méthode avec une formulation intégrale

@ Probleme initial : x = f(t,x),t > to, x(to) = X0

@ On cherche : x(t) = [ f(t,x)dt

@ Sur intervalle [t;, ti+1],

x(t) = [I F(t, x)dt = [F(t, )]+ = F(tip1) — F(t:)

avec F(t x) = x(t) la primitive de x(t)

@ On a donc: f:’“ (t,x)dt = x(tir1) — x(t;)
= x(t,+1) = x(t) + [, F(t, x(t))dt

e Soit ¢(t) = f(t,x(t)), #(t) >0
= x(tir1) = x(t;) + f:’l o(t)

@ Intégrale = surface bornée par la courbe de ¢(t), I'axe t, et lignes
verticales t = t; et t = tj4q
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Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'intégration numérique

Méthode avec une formulation intégrale

Approximation de I'intégrale par un rectangle
@ Figure (b) : approximation de l'intégrale par un rectangle
tiv1 tiva
/ F(t, x(t))dt = ¢(t)dt = (ti1—t:)p(ti) = (tia—t;)F (i, xi
t; ti
= x(tip1) = x(&;) + (tiv1 — 6)f (i, x;)

@ Soient : x(t;) = x;, y; approximation de x; et h =t 11 — t;
= méthode d’Euler explicite : y; 1 = y; + hf(t;,y;)

¢ o

ti ti+] t ti ti+] t

(a) (b)
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Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'intégration numérique

Méthode avec une formulation intégrale

Approximation de l'intégrale par un trapéeze

@ Figure (c) : approximation de I'intégrale par un trapéze

(ti,x;) + f(tit1, Xi41)

/t,-+1 f(t,x(t))dt 2 (t,'+1 — t,')f 2

i

h
= Vi1 = Vit 5 (f(t/axf) + f(ti+1-,@))

Rappel : aire du trapéze = moyenne des bases x hauteur

¢ o

ti ti+]
(a) ()
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Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'intégration numérique

Méthode avec une formulation intégrale

Approximation de l'intégrale par un trapeze

@ Terme y;.1 intervient des deux cotés de |'équation

@ Utilise un pas d'Euler explicite pour y remédier avec
Yi+1 = yi + hf(ti, x;)
= yit1 = yi + 2 (F(ti, x;) + F(& + h, yi + hf(ti, x))))
= schéma d’Euler modifié
= schéma explicite car terme y; 1 défini explicitement par t;
et y; calculé au temps précédent
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Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'intégration numérique

Méthode d'Euler implicite

@ Dérivée y'(t + h) remplacée par son approximation mathématique

y(t+h) = y(t)

m ~y'(t+h)=f(t+hy(t+h))

Formulation du schéma pour un avancement h dans le temps

y(t+h)=y(t)+ hf(t+ hy(t+ h))

— Schéma implicite car y(t + h) apparait des deux cotés de
I'équation
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Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'intégration numérique

Méthode d'Euler implicite - Point de vue animation 3D

Données

Forces au temps t : f (t,x(t), v(t))
Vitesse au temps t : v(t)

Position au temps t : x(t)

Schéma d'intégration numérique

M=Lf (t,x(t), v(t))
Vitesse au temps t+ h: v(t+h) = v(t)+ hv(t+h)

Accélération au temps t : v(t)

Position au temps t + h :  x(t + h) x(t)+ hv(t+ h)
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Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'intégration numérique

Méthode d'Euler implicite - Point de vue animation 3D

Soient Av
oren Ax = x(t+ h)—x(t)

Av =hv(t+h)=hM7f(t,x(t + h),v(t + h))
= { Ax = hv(t+h)=h(v(t)+ Av)

s (87 ) o T 2500720

— Systeme a résoudre pour obtenir les valeurs de Av et Ax

Florence Zara UE Animation, Corps Articulés et Moteurs Physiques



Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'intégration numérique

Méthode d'Euler implicite - Point de vue animation 3D

Utilisation des séries de Taylor appliquée a f pour obtenir
approximation du premier degré :

f(x(t) + Ax, v(t) + Av) = () + g’rAX+ ngv

Le systeme devient :

(Av ) _ < M~ (f(t) + LAx + SEAV) >

v(t) + Av

— matrices Jacob|ennes et a calculer
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Méthodes d'intégration numérique
Moteur Physique Stabilité des méthodes d'intégration numérique

Méthode d'Euler implicite - Point de vue animation 3D

On consideére la premiere équation du systeme.
On remplace Ax par h(v(t)+ Av) :

of of
_ -1
Av=hM <f(t)+axh(v(t)+Av)+avAv>

Soit | la matrice identité.

of of of
o 1Y 4 2p,—-1Y" _ -1 “r
= (/ M S — M 8x> Av = hM (f(t) + haxv(t)>

of 50 of
= <M — ha —h (7x> Av=nh <f(t) + haXv(t)>
— Systeme a résoudre pour obtenir Av, pour ensuite calculer :

{v(t+h) = v(t)+ Av,
x(t+h) = x(t)+ hv(t+ h).
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Méthode d'Euler implicite - Point de vue animation 3D

@ En résumé, utilisation du systeme différentiel reformulé
[Baraff, Witkin 1998] :

— (I\/l _ 9t h2gf> Av =h <f(t) + hg)iv(t)>

ov X

@ Evaluation des matrices % et 2f
X ov

@ Résolution du systéme pour obtenir Av
@ Calcul des nouvelles positions et vitesses

{ v(t+ h) v(t) + Av
x(t+h) = x(t)+hv(t+h)
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Méthode de Runge-Kutta

Méthodes de Taylor
@ Permettent une troncature des erreurs d'ordre élevé

@ Mais nécessitent le calcul des dérivées partielles de f(t,x)

Méthodes de Runge-Kutta

@ Permettent également une troncature des erreurs d’ordre élevé

o Utilisent seulement approximation de f(t, x)
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Théoreme de Taylor pour les fonctions a 2 variables

B Supposons f(t, x) et ses dérivées partielles d'ordres 1 a n+ 1
soient continues sur un domaine rectangulaire D. Soit (tg, x0) € D.
Pour tout (t,x) € D, il existe un t € [to, t] et un X € [xp, x] tels
que f(t,x) = Py(t,x) + Rn(t,x) ou :

1< J\ 9 f(to,x0) i i
'.Z(i)ﬁtf_"(?x"(t_toy (x =)

est le polynéme de Taylor de degré n et ou :

h Otnt1l-ipxi

n+1 n - _
Ra(t,x) = Z ( " + ! ) w(t — to)n+l_i(X - Xo)i

=
est le reste.ll
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Méthode de Runge-Kutta d'ordre deux

Soient x(t) = f(t,x(t)) et fp = 95, £ = 9f

Ona:

x(t) = 4f(t,x(t))
ft(t x(t)) + fi(t, x(t)) x(t)
= f(t,x(t)) + fi(t, x(t)) F(t,x(1))

Application du théoreme de Taylor sur x(t) :

x(t+ h) x(t) + hx(t) + Zx(t) + R(t), R(t) reste en O(h%)

i
x(t)+hf(t,x)+2”7( fi(t, x) + £ (t, x) £(t,x)) + R(t)

< nécessite |'évaluation des dérivées partielles du 1€ ordre de f
< en modifiant le reste, recherche autre formulation nécessitant
juste calcul de f et non des dérivées partielles
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Méthode de Runge-Kutta d'ordre deux

A la place, on souhaite obtenir une expression du type :
x(t+h)=x(t) +h A f(t+ B,x(t)+ C)+ R(t), avec R(t) en O(h?)

Utilise théoreme de Taylor pour fonction a deux variables :

Af(t+ B,x(t)+ C)=Af(t,x)+ ABfi(t,x) + A C f(t,x) + 5(t)
avec S(t) en O(h?)

=x(t+h)=

x(t)+hAf(t,x)+hABf(t,x)+hAC fi(t,x)+hS(t) + R(t)

Comparaison avec :
x(t+ h) = x(t) + hf(t,x) + & (f(t,x) + (£, x) F(£,x)) + R(t)
= A=1, AB=h/2, AC = (h/2)f, R(t) = hS(t) + R(t)

On obtient le schéma de la méthode de la tangente améliorée (midpoint
method) :

h h
Yit1 = yi + hf <fi + 5 Vi + 2"(’-‘;»%‘))
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Méthode de Runge-Kutta d'ordre deux

En utilisant le polynéme de Taylor de degré 1 pour approcher x(t),
on a obtenu un schéma numérique d'erreur en O(h?)

On peut utiliser le méme raisonnement avec :
x(t+ h) = x(t) + hf(t,x) + % dtft(t x)+ & dtzft(t x) + R(t)
avec R(t), le reste en O(h*)

On obtient alors le schéma d'Euler modifié ou de Heun :

h 2 2
Yir1 = Vi + Z <f(t,-,y,-) + 3f <t,‘ + gh, yi + 3hf(t;,y,')>>
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Méthode de Runge-Kutta d'ordre quatre (RK4)

Il existe plusieurs méthodes de Runge-Kutta d’ordre 4.

Méthode RK4 est une méthode d’ordre 4, ce qui signifie que
I'erreur commise a chaque étape est de I'ordre de h®, alors que
I'erreur totale accumulée est de I'ordre de h*.

Polynéme de Taylor utilisé pour la méthode RK4 :

. W df K3 d*F R d3f
X(t-l-h) —X(t)+h f—i-?E—FEP‘Fﬂﬁ
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Méthode de Runge-Kutta d'ordre quatre (RK4)

Méthode classique de Runge-Kutta d'ordre 4 (RK4) :

Yig1 = (kl + 2ko + 2ks + k4) avec :

@ ki = h f(t;,y;), la pente au début de I'intervalle

@ kp="hft <t,- 2,)// + —) la pente au milieu de I'intervalle en
utilisant la pente k; pour calculer la valeur de y; au point
ti + g par le biais de la méthode d'Euler

@ ks=hf (t, 2,y, + ) la pente au milieu de I'intervalle,
mais obtenue cette fois en utilisant la pente ko pour calculer y;

@ koa = hf(ti + h,y; + k3), la pente a la fin de I'intervalle, avec
la valeur de y calculée en utilisant k3
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RK4 : interprétation géométrique
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Méthode de Stoermer-Verlet / leapfrog

@ Schéma non applicable sur systéme du premier ordre
o Considere systéme du second ordre %(t) = M~L1f(t, x(t))
@ Approxime la vitesse v au temps t + g

@ Approxime la position x au temps t + h

Ty T X2 x3 Ty

| | | | |

! P va | vs | v
2\/2\//2\/ :

I T T R R T
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Méthode de Stoermer-Verlet / leapfrog

@ Calcul de la vitesse au milieu de l'intervalle :

Utilise le théoreme de Taylor :
X(t+h) = x(£) + h £(t) + ZxO(£) + ZxD(£) + B xO) (1) + O(h®)
xa—hy:ﬂn—hxuy+§%@ay—%ﬂﬂuy+§ﬂ@uy+ow%

= x(t + h) — x(t — h) = 2h x(t) + Ex®)(t) + O(h®)
= x(t+ h) = x(t — h) +2h x(t) + O(h3)

= x(t+ 8) = x(t = B + h (t) + O(h?)

= v(t+8) =v(t— 1)+ ha(t)
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Méthode de Stoermer-Verlet / leapfrog

e Calcul de la position :

Position calculée sur I'intervalle [t, t + h] en utilisant
I'approximation de la vitesse au milieu de I'intervalle (midpoint
method) :

x(t+ h) — x(t) h

= V(t+§)

:>X(t+h):x(t)+hv(t+g)
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Méthode de leapfrog - Point de vue animation 3D

Données de départ

Position au temps to : x(to)
Vitesse au temps t : v(tp)
Accélération au temps to : M~1f (to, x(to), v(to))

Vitesse au temps to + h/2 : v(t1/5) = v(to) + h/2 v(to)
Vitesse au temps to + h : v(t1) = v(to) + h v(to)

Position au temps to + h : x(t1) = x(to) + h v(ty2)

Schéma d'intégration numérique

Accélération au temps t:  v(t) = M7 (t,x(t),v(t))
Vitesse au temps t+2:  v(t+2) = v(t—2)+h(t)
Vitesse au temps t+h:  v(t+h) = v(t+2)+h/2V(t)
Position au temps t+h:  x(t+h) = x(t)+hv(t+2
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Stabilité des méthodes d'intégration numérique

Test de Dahlquist pour évaluer la stabilité numérique
o Equation y/(t) = Ay(t), A € C; valeur initiale y(0) = yo
o Solution exacte y(t) = ey

Solutions de y/(t) = Ay(t) avec y(0) =1

0 0.2 0.4 ¢ 0.6 0.8 1

— Amortissement caractérisé par partie réelle de A négative
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Stabilité - Euler explicite et implicite

Applique le schéma d'Euler explicite pour y'(t) = Ay(t)
o Y1 =y(to+ h) = y(to) + hAy(to) = y(to)(1 + Ah)
o Yo = y(to+2h) = y(to)(1+Mh)+hAy(to+h) = y(to)(1+\h)?
@ n®™ point de chaque solution donné par Y, = (1 + h\)"yo

Applique le schéma d'Euler implicite pour y'(t) = Ay(t)
o Y1 =y(to+h) = y(to) + hhy(to + h) = y(to)(1 — hA)~*
o Yo =y(to+2h) = y(to)(1 — hA\)~L + hAy(to + 2h)
= Y2 = y(to)(1 — hA)~?
@ n'®™ point de chaque solution donné par Y, = (1 — hA) "y
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Stabilité - Euler explicite et implicite

Euler explicite vs. Euler implicite sur 1 pas de temps

@ Solution exacte : e*

havec A= -5, yp =1
o Euler explicite : (1 + Ah)

o Euler implicite : (1 — Ah)~1

S solution exacte

S Euler explicite
e . Euler implicite
ol —_—
-1
=
=
-2+
-3 F
-4 L
0 0.2 0.4 0.6 08 1
h
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Méthode d'Euler explicite - Stabilité

@ Solution numérique bornée et donc stable ssi |1+ hA| < 1
— pour hA compris dans le cercle unitaire de centre (—1,0)

partie Imaginaire
Région de stabilité¢ du schéma d’Euler explicite
pour I'équation |y’ (¢) = Ay(t)

partie Réelle
Il

2

N
—
o
—
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Méthode d’Euler implicite - Stabilité

e Solution numérique bornée et donc stable ssi [(1 — h\) 71| <1
— pour hA non compris dans le cercle unitaire de centre (1,0)

2
partie Imaginaire
Région de stabilité¢ du schéma d’Euler implicite
e pour I’équation |y’ (¢) = Ay(t)
0
-1
partie Réelle
2 Il Il Il Il

-2 -1 0 1 2
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Méthode de RK4 - Stabilité

Applique le schéma RK4 pour y'(t) = Ay(t)
o k1 =h )\y,-
@ ko =hA1+h\/2)y;
@ ks=hA1+(hA/2)(1+hA/2))y
@ ky=hAX1+hX1+(h )\/2)(1+h)\/2)))y,-

= i1 = (1400 + 5000+ G0N + 2200 ) 3 = ol

Schéma est stable ssi : |g(h\)| <1

¢ dy schéma RK4

ion/ | y'(t) = \y(t)

-1

-2 0 1
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