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Résumé
Nous proposons une nouvelle technique de recherche de la
longueur optimale de pas (Line Search) pour l’ajustement
de faisceaux. L’idée principale est de déterminer la lon-
gueur idéale du pas de déplacement par une approxima-
tion de l’erreur de reprojection, en substituant la distance
euclidienne par la distance algébrique. Notre méthode est
comparée avec plusieurs algorithmes de minimisation non-
linéaires dans différentes configurations, sur des données
synthétiques et réelles. Elle améliore la convergence de la
minimisation de manière efficace et rapide.

Mots clefs
Line Search, moindres carrés non-linéaires, ajustement de
faisceaux.

1 Introduction
Depuis quelques décennies les travaux de recherche dans
le domaine de la vision par ordinateur se sont fortement
orientés vers les problèmes de reconstruction 3D. Dans de
nombreux problèmes liés à l’image ou à la vidéo, le cal-
cul de la structure 3D de la scène filmée ainsi que de la
localisation de la caméra est essentiel. Ce calcul, effectué à
partir des images 2D, est connu sous le nom de Structure-
from-Motion (SfM). Une bonne introduction au problème
de la reconstruction 3D à partir d’une séquence d’images
est donné par Pollefeys et al., voir [1].
L’ajustement de faisceaux est une optimisation non-
linéaire couramment employée dans les problèmes de re-
construction pour raffiner un modèle initial. Il s’agit d’op-
timiser directement un ensemble de paramètres modélisant
la structure 3D d’une scène (primitives 3D), les positions
et orientations des caméras (paramètres extrinsèques), et
éventuellement les paramètres intrinsèques des caméras
(focale, etc.). Le but est de minimiser la distance entre
les éléments détectés dans les images et leurs reprojections
théoriques définies par le modèle, voir [2]. Les algorithmes
de minimisation non-linéaires sont habituellement utilisés
dans ce contexte, par exemple Levenberg-Marquardt [3, 4].
Depuis quelques années des stratégies ont été développées
afin de rendre l’ajustement de faisceaux local. Le raffine-
ment n’est ainsi effectué que sur les paramètres les plus ré-

cents de la scène. De cette manière, il est aujourd’hui pos-
sible de faire appel à cet ajustement de faisceaux adapté
dans des applications temps-réel [5]. Il devient donc pri-
mordial de développer des stratégies de minimisation ra-
pides et efficaces.
L’un des inconvénients majeurs des méthodes de minimi-
sation itératives est qu’elles ne fournissent qu’une direc-
tion de déplacement dans l’espace des paramètres, et non
la longueur optimale du pas à réaliser. L’objectif des tech-
niques de Line Search est donc de déterminer la longueur
de pas la plus efficace, à chaque itération de l’algorithme.
De nombreux travaux ont été effectués sur cette recherche
(entre autres [6, 7, 8, 9, 10]). La plupart de ces méthodes
sont itératives et sont particulièrement coûteuses en temps
de calcul.
Nous proposons dans cet article une nouvelle technique de
Recherche de la longueur de pas non itérative, pouvant être
rapidement implantée dans un ajustement de faisceaux tra-
ditionnel. En approximant l’erreur de reprojection par une
distance algébrique, nous sommes en mesure de calculer
une longueur efficace du pas de déplacement. Nos expéri-
mentations montrent que cette longueur, optimale en dis-
tance algébrique, est de plus performante en distance eu-
clidienne.
Organisation de l’article. La section 2 définie les pro-
blèmes de Structure-from-Motion et d’ajustement de fais-
ceaux. Nous décrivons ensuite notre approche, la longueur
de pas algébrique. Enfin, la dernière section présente les
résultats de la méthode sur des données réelles et simulées.
Notations. Nous adoptons les notations suivantes : les sca-
laires sont en italique, e.g. x, les vecteur en gras, e.g. p P et
les matrices en caractères sans sérif e.g. M. I3 est la matrice
identité 3× 3.

2 Contexte et travaux antérieurs
2.1 Structure from Motion
Dans l’espace projectif, les matrices 3×4 de projection des
caméras sont notées Pi, avec i = 1 . . . n. Elles peuvent être
décomposées en métrique en PMi = PiH = KiRi(I3|−ti),
où Ki contient les paramètres intrinsèques de la caméra i et
Ri et ti représentent l’orientation et la position des caméras
dans le repère global. H est une homographie permettant de



passer d’un espace projectif à un espace métrique.
Le problème de reconstruction consiste à déterminer de
manière précise toutes les positions et orientations des ca-
méras, modélisées dans PMi - ou dans Pi en projectif -
ainsi que l’ensemble des points 3D Qj de la scène. Une
première solution est généralement déterminée à l’aide du
calcul des matrices fondamentales [11], puis raffinée par
un ajustement de faisceaux. Dans cet article nous consi-
dérons les cas projectif et métrique. Pour ce dernier, nous
supposons que les matrices de paramètres intrinsèques des
caméras sont constantes, connues et identiques : Ki = K.

Ajustement de faisceaux. A partir d’une première esti-
mation de la structure de la scène et des positions et orien-
tations des caméras, l’ajustement de faisceaux tente de raf-
finer le modèle en faisant appel à un algorithme d’opti-
misation non-linéaire, par exemple la méthode Levenberg-
Marquardt. Le modèle à optimiser (vecteur x des p para-
mètres de l’optimisation) est habituellement composé des
matrices Pi ou PMi et des points 3D Qj . Il peut toute-
fois contenir les paramètres intrinsèques de K et l’on parle
alors d’auto-calibrage. Lorsque l’on réalise un ajustement
de faisceaux projectif, l’optimisation du modèle des camé-
ras ne s’effectue qu’à une homographie près. Il faut donc
ensuite déterminer l’homographie rectificative H pour re-
venir à un modèle métrique.

Fonctions de coût. Dans l’ajustement de faisceaux, la
fonction de coût f(x) associée à l’algorithme d’optimisa-
tion calcule l’erreur de reprojection. Il s’agit d’une minimi-
sation au sens des moindres carrés de la distance entre les
observations 2D (mesures sur les images) et les reprojec-
tions théoriques. La caractérisation de la distance peut va-
rier. La fonction classique modélisant l’erreur géométrique
est la suivante :

εeuc = f(x) =
∑
i,j

‖qij −Ψ (PiQj)‖2 (1)

où qij est l’observation du point 3D Qj sur l’image (ca-

méra) Pi et Ψ(q) = 1
q3

(
q1
q2

)
Une autre fonction de coût proposé dans la littérature [12]
est basée sur la distance algébrique suivante :

dalg = ‖S[qij ]×PiQj‖2 (2)

avec S =
(

1 0 0
0 1 0

)
et [qij ]× est la matrice associée au

produit vectoriel.
Il est convenu [13] que sous une normalisation appropriée
des données, les fonctions de coût algébriques donnent des
résultats satisfaisants, eu égard au fait que cette distance
ne possède pas réellement de signification géométrique ou
statistique. La fonction de coût algébrique s’écrit alors :

εalg =
∑
i,j

dalg(qij ,PiQj)2 =
∑
i,j

‖S[qij ]×PiQj‖2 (3)

2.2 Techniques d’optimisation non-linéaire
Optimisation non-contrainte. Dans la suite de ce docu-
ment, nous considérons le problème suivant :

min
x∈Rp

f(x). (4)

où f : Rp → R est une fonction non-convexe, continue et
dérivable deux fois. On recherche alors x∗, l’optimum de
f , tel que :

∇f(x∗) = 0. (5)

En pratique, cette équation possède plusieurs solutions. Le
problème est habituellement résolu par un algorithme ité-
ratif de minimisation qui génère une série de déplacements
x0,x1, . . .xk pour lequel f(xk) −−−−→

k→∞
f(x∗). La sé-

quence xk est déterminée par :

xk+1 = xk + αkδk, (6)

où δk est la direction proposée par l’optimisation non
contrainte à l’itération k et αk la longueur du pas du dé-
placement à entreprendre dans cette direction.
Plusieurs stratégies ont été proposées afin de minimiser une
fonction de coût non-linéaire (méthodes de (quasi-)Newton
[7], de descente de gradient, Levenberg-Marquardt [13, 3,
14, 5], des régions de confiance de Powell [15, 9, 16], ...)

Levenberg-Marquardt. La technique de minimisation
Levenberg-Marquardt (LM) est une combinaison des mé-
thodes de Descente de Gradient et de Gauss-Newton. L’al-
gorithme détermine le déplacement δk en résolvant l’équa-
tion suivante : (

J>k Jk + λkI3
)
δk = −gk (7)

où Jk = ∂f
∂xk

(xk), gk = J>k f(xk) et λk est le paramètre
de damping. C’est ce dernier paramètre qui autorise l’al-
gorithme LM à choisir le comportement de minimisation
le plus adapté, suivant le contexte de la solution courante,
entre la Descente de Gradient et la méthode de Gauss-
Newton.
Plusieurs heuristiques de mise à jour de ce paramètre
existent. Lors de nos expérimentations, nous avons choisi
les règles décrites par Hartley et Zisserman dans [13] ainsi
que les méthodes proposées par Nielsen dans [14].

Recherche de la longueur de pas (Line Search).
Puisque la minimisation de Levenberg-Marquardt ne s’at-
tache pas à calculer la distance optimale du déplacement
à réaliser suivant la direction δk, les techniques de Line
Search tentent de déterminer cette longueur de pas mini-
misant le plus efficacement possible la fonction objective.
Il existe deux types de Line Search, les méthodes exactes
et inexactes.
Les méthodes exactes sont définies par :

αk = arg min
αk>0

f(xk + αkδk). (8)

Malheureusement la majorité des problèmes de vision pos-
sède des fonctions objectives f non linéaires et l’équation



(8) devient alors difficile à résoudre. De ce cas, il est beau-
coup plus intéressant de faire appel aux algorithmes de re-
cherche inexacte de la longueur de pas.
Pour trouver la meilleure distance de déplacement suivant
une direction définie par un algorithme de minimisation
non-linéaire, la plupart des méthodes de Line Search in-
exactes s’initialisent sur une première valeur du pas et
raffinent ensuite cette proposition itérativement à l’aide
de différents critères, comme par exemple les critères de
Goldstein ou de Wolfe.
Un des algorithmes les plus courants est l’algorithme de
Backtracking. Initialisé sur une première valeur de pas, il
génère et évalue ensuite à chaque itération une proposition,
et fournit en fin d’execution la meilleure proposition mini-
misant l’erreur finale.
De nombreuses techniques de Line Search, comme no-
tamment [6, 8, 9] ou [10], dérivent de la technique dite
du Backtracking. Après avoir réduit un intervalle de re-
cherche, elles se proposent de chercher la meilleur distance
de déplacement à l’aide de différentes heuristiques. Frand-
sen et al. [10] proposent une technique de Line Search
itérative grâce à une interpolation quadratique de la fonc-
tion objective. Liu et Nocedal [7] font appel aux cri-
tères de Wolfe dans le cadre d’une minimisation quasi-
Newtonienne limitée (L-BFGS), Hager et Zhang dans [17]
étudient la convergence de la méthode de gradient conju-
gué munie d’un Line Search basé sur les conditions de
Wolfe. Nous renvoyons le lecteur au chapitre de Nocedal
et Wright [18] sur les méthodes classiques de Line Search
couramment employées en optimisation non-linéaire.
Ces différentes techniques de recherche de la longueur de
pas sont itératives et, puisque pour chaque proposition la
fonction de coût est évaluée, elles ne peuvent être em-
ployées dans des algorithmes à contraintes temps-réel. La
complexité de la fonction à minimiser dans l’ajustement de
faisceaux dépend du nombre de points 3D de la scène ainsi
que des caméras du modèle à raffiner. En pratique, leur
nombre est important, ces méthodes sont par conséquent
peu utilisées dans les ajustement de faisceaux temps-réel.

3 Line Search Algébrique (ALS)
Dans cette partie nous présentons notre contribution : utili-
ser la distance algébrique dans une technique de Recherche
de la longueur de pas.
Notre idée n’est pas d’utiliser la distance algébrique en
tant que fonction de coût de l’ajustement de faisceaux,
nous gardons pour cela la distance géométrique. La dis-
tance algébrique est employée seulement pour trouver une
longueur de pas efficace.

3.1 ALS à une dimension

Une fois que l’algorithme d’optimisation nous fournit une
direction (δ =

{
δPi , δQj

}
), il reste à définir la distance de

déplacement α le long de cette direction. En considérant un

nouveau déplacement (équation (6)), l’équation (3) devient

εalg(α) =
∑
i,j

∥∥S[qij ]×(Pi + αδPi)(Qj + αδQj
)
∥∥2

(9)

Puisque nous cherchons le pas α dans la direction δ qui
minimise εalg(α), les valeurs optimales sont données par
les racines de l’équation :
∂εalg
∂α =

∑
i,j

(
S [qij ]× PiQj

)>
S [qij ]× (δPi

Qj + PiδQj
)

+

((
S [qij ]× PiQj

)>
S [qij ]× δPi

δQj

+
(
S [qij ]×

(
δPi

Qj + PiδQj

))2) α
+3
(
S [qij ]× (δPi

Qj + PiδQj
)
)>

S [qij ]× δPi
δQj

α2

+2(S [qij ]× δPi
δQj

)>(S [qij ]× δPi
δQj

) α3

(10)

En approximant ainsi la fonction classique de reprojection
par une distance algébrique (approximation quadratique)
nous simplifions le problème et le rendons résolvable litté-
ralement. La résolution du polynôme (10) de degré 3 en α
nous fournit donc une ou trois solutions et, dans la majorité
des cas, nous obtenons une seule solution réelle.
Cette méthode de calcul du déplacement - optimale en dis-
tance algébrique - est simple, rapide et approxime relati-
vement bien la fonction de coût géométrique. La majorité
du temps de calcul de la méthode se situe lors du calcul
des coefficients de l’équation (10). Contrairement aux mé-
thodes classiques de Line Search, aucune itération n’est né-
cessaire, ce qui rend cette technique rapide.

3.2 ALS à deux dimensions
Étant donné la nature différente des deux types de données
du modèle (les caméras et les points 3D de la scène), il
semble intéressant de séparer la recherche de la longueur
optimale du pas. Nous cherchons dès lors deux déplace-
ments αcam et αstr, les pas optimaux pour respectivement
les déplacements des caméras et de la scène (points 3D).
Cela revient à déterminer le minimum {α∗cam, α∗str} de la
fonction objective algébrique :

εalg({α∗cam, α∗str}) =∑
i,j

∥∥∥S [qij ]× (Pi + α∗camδPi)
(
Qj + α∗strδQj

)∥∥∥2

(11)
La recherche du minimum {α∗cam, α∗str} peut être effectuée
par un algorithme de minimisation, ou éventuellement de
manière analytique. Les résultats présentés dans la section
suivante ont été effectués à l’aide de la fonction fminsearch
de Matlab. Le temps de calcul de la méthode pourrait donc
être diminué par la résolution analytique du système.
Notes sur les ajustements métriques. Lors des ajus-
tements métriques, les paramètres des caméras ne sont
plus définis par la matrice Pi, mais par des informations
d’orientation et de position. Nous utilisons une paramé-
trisation en petits angles d’Euler δri (seulement) pour les
changements d’orientation des caméras. Dans ce contexte,
et afin de conserver la forme de l’équation (9), nous défi-
nissons δkPi tel que δkPi = P̂k+1

i − Pki avec

P̂k+1
i = KRki [δrki ]

(
I3| − (tki + δtik)

)
(12)



est la matrice de la pose i à l’itération k pour une longueur
de pas unitaire. Et [R] = [(α β γ)>] transforme les angles
d’Euler en une matrice de rotation.
Cela signifie que pour les ajustements de faisceaux mé-
triques, nous considérons l’approximation suivante :

Pk+1
i ≈ (1− α)Pki + αP̂k+1

i (13)

4 Résultats Expérimentaux
Dans cette partie nous présentons les résultats de notre mé-
thode obtenus sur des données réelles et simulées.

4.1 Contexte de l’évaluation
L’ensemble de nos essais ont été réalisés en langage MAT-
LAB. Une normalisation isotropique ([11]) a été appliquée
sur chaque observation, puis rectifiée pour l’affichage des
résultats (RMS).

Heuristiques. Il est important de noter que la distance
algébrique (qui n’est pas réellement une distance) n’est
qu’une approximation de la distance euclidienne puisque :

deuc(X, X̃) =
dalg(X, X̃)

zz̃
(14)

avec X> = (x, y, z) et X̃> = (x̃, ỹ, z̃).
En conséquence, les minima des fonctions de coût asso-
ciées ne sont pas obligatoirement identiques. L’expérience
montre cependant qu’avec une normalisation adaptée, les
minima sont toutefois proches. Nous avons donc expéri-
menté plusieurs heuristiques employant la distance algé-
brique.
Dans les deux heuristiques mentionnées ci-après (ALS1D

et ALS2D), nous procédons à plusieurs tests de vérifica-
tion. D’une part, nous limitons le domaine de définition
de la longueur du pas afin d’éviter les déplacements trop
grands ou trop faibles : α = min (max (α, αmin) , αmax)
avec αmin > 0.
Et d’autre part, nous vérifions que la simple distance de
déplacement unité n’est pas meilleure que la longueur de
pas définie par l’heuristique.
ALS1D : α = arg minα (εeuc(α = 1), εeuc(α = αALS))
ALS2D : α = arg minα(εeuc(α = 1), εeuc(α =
{α∗cam, α∗str})) Cette dernière heuristique reprend l’idée
d’ALS en deux dimensions de l’équation (11).

Techniques comparées. Pour chaque jeu de données
nous comparons notre technique de Line Search avec dif-
férents algorithmes de minimisation non-linéaires.

1. BA-Classic est une implémentation de l’ajus-
tement de faisceaux de [13] utilisant Levenberg-
Marquardt

2. BA-Nielsen est la technique proposée par Nielsen
dans [14]. Celui-ci utilise aussi Levenberg-Marquardt
mais avec notamment une règle distincte de mise à
jour du paramètre de damping.

3. BA-Powel-Lourakis est un ajustement de fais-
ceaux basé sur les régions de confiance [16].

4. LSFJNT est l’algorithme de Line Search de [10] dé-
crit en section 2.2.

4.2 Données simulées
Nous générons aléatoirement 500 points 3D dans un cube
de 6 mètres, et 30 caméras positionnées autour à une dis-
tance de 20 mètres par rapport au centre du cube. Les
caméras possèdent des paramètres intrinsèques identiques
et connus (focale : 1000 pixels, au centre de l’image, les
pixels sont carrés), nous appliquons ensuite les projections
2D sur des images (640×480). L’ajout d’un bruit gaussien
sur les points 3D et sur les poses des caméras nous four-
nit notre vecteur initial x0 de l’ajustement de faisceaux. La
Figure 1(a) illustre la configuration de la scène simulée.
Les résultats (Figure 1) montrent que sur des données syn-
thétiques, notre Line Search Algébrique choisit une lon-
gueur de pas de déplacement efficace puisqu’à chaque ité-
ration de l’algorithme de minimisation, l’erreur de repro-
jection est moins importante que les autres algorithmes.
Comme prévu, la technique LSFJNT itérative est beau-
coup plus performante que les autres méthodes, mais elle
est aussi beaucoup plus lente.
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Figure 2 – RMS (pixels) de reprojection suivant le temps et
les itérations, pour un ajustement projectif.

La Figure 2 présente une comparaison des différents algo-
rithmes de minimisation avec et sans Line Search sur un
ajustement projectif. La technique de l’ALS en deux di-
mensions (ALS2D) s’avère être très efficace puisque dès la
première itération la minimisation est fortement améliorée.
Le gain dans cet exemple est de plus supérieur aux résul-
tats de la méthode LSFNJT . Dans la majorité des tests ef-
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Figure 1 – Résultats sur les données synthétiques (a). Les figures (b) et (c) montrent l’évolution des RMS moyens normalisés
(%) sur 20 simulations, pour des ajustements projectifs (b) et métriques (c).

fectués sur des données simulées, nos heuristiques de Line
Search ALS1D et ALS2D ont montré de bons comporte-
ments. La technique ALS2D semble cependant être plus
efficace que l’ALS1D en projectif. En métrique, les deux
méthodes semblent être équivalentes.

4.3 Données réelles
Les jeux de données réelles ont été obtenus à l’aide une
caméra de type pinhole placée sur un véhicule se déplaçant
dans une ville (Figure 4(a)) sur 500 mètres. Un exemple de
reconstruction 3D est présenté en Figure 3.

Figure 3 – Reconstruction 3D de la ville et localisation du
véhicule.

Le calcul initial (précédant l’optimisation) des poses des
caméras et de la structure 3D de la scène a été effec-
tué par la méthode du SLAM incrémental temps réel de
Mouragnon-Lhuiller [5]. Nous appliquons ensuite un ajus-
tement de faisceaux global, c’est-à-dire sur toutes les don-
nées (150 caméras et 8000 points 3D), ou incrémental, i.e.
seulement sur les dernières données (les N = 15 plus ré-
centes caméras, avec les M = 300 derniers points 3D).
Avec des ajustements de faisceaux globaux, il est généra-
lement difficile de trouver une longueur de pas de dépla-
cement satisfaisant l’ensemble des paramètres à optimiser.
La distance optimale est en effet souvent proche de l’unité.

Nos tests ont cependant montré que nos heuristiques amé-
liorent cependant la convergence de l’optimisation et res-
tent équivalents à un Line Search LSFJNT dans le cadre
d’ajustements globaux.
Lorsque l’on considère des ajustements hiérarchiques (ré-
sultats présentés en Figure 4) le Line Search Algébrique
apporte réellement un gain à l’optimisation, la minimisa-
tion converge plus rapidement.
Les heuristiques ALS1D et ALS2D définissent une lon-
gueur de pas relativement efficace et minimisent ainsi d’au-
tant plus l’erreur de reprojection. Elles ont de plus le même
comportement que le LSFJNT dans les ajustement mé-
triques, mais sont bien plus rapides ! Enfin, l’ALS1D est
plus rapide que l’ALS2D comme attendu devant la com-
plexité des méthodes.

5 Conclusion
Cet article propose une nouvelle approche au problème de
Line Search pour l’ajustement de faisceaux. L’idée prin-
cipale consiste à utiliser une fonction objective basée sur
la distance algébrique seulement lors de la recherche de la
longueur du pas. Nos expérimentations, conduites sur des
données réelles et synthétiques, montrent qu’à chaque ité-
ration de l’algorithme de minimisation, notre proposition
fournit une distance de déplacement efficace pour un faible
temps de calcul. Cette méthode peut être aisément greffée à
des ajustements de faisceaux métriques ou projectifs, mais
possède de meilleurs résultats pour ces derniers. Les futurs
travaux s’attacheront à entreprendre une résolution exacte
de l’ALS en deux dimensions et à expérimenter cette ap-
proche en temps réel pour des applications de type SLAM.
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