
INF233 TD2 : Mots et sommes

16 septembre 2011

Exercice 1 :

Combien de nombres composés d’exactement trois chiffres et inférieurs à 500 peut-on
former à l’aide des chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et 7 si les répétitions :

Question 1 – sont permises ?

Question 2 – ne sont pas permises ?

Exercice 2 :

Combien de nombres à 6 chiffres peut-on former à partir des chiffres 0, 1, 3, 5, 6 et 7 ? (Les
répétitions sont permises.)

Exercice 3 :

Combien peut-on former de mots de 7 lettres avec les lettres du mot PLAFOND

Question 1 – si une même lettre ne peut être employée qu’une seule fois ?

Question 2 – si on tolère les répétitions d’une même lettre ?

Exercice 4 :

Combien peut-on former de mots avec les lettres du mot MISSISSIPPI (chaque lettre doit
être utilisé exactement une fois) ?

Exercice 5 :

On peut écrire 4 comme la somme de deux entiers positifs de trois façons différentes :

4 = 1 + 3

4 = 2 + 2

4 = 3 + 1.

Question 1 – De combien de façons peut-on écrire 5 comme une somme de trois entiers
positifs ?

Question 2 – De combien de façons peut-on écrire n comme une somme de k entiers positifs ?

Exercice 6 :

Question 1 – Deviner une formule pour la somme des n premiers entiers impairs.

Question 2 – Prouver la formule en utilisant le principe de double comptage.
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Exercice 7 : Prouver, en utilisant le dessin ci-dessous et le principe de double comptage,
que la somme des n premiers entiers est égale à

(
n+1
2

)
.

Exercice 8 : Prouver, en utilisant le dessin ci-dessous et le principe de double comptage,

que la somme des n premiers cubes est égale à
(
n(n+1)

2

)2

3.3 Binomial coefficients 75

Fig. 3.1 A graphical derivation of the formula for 13 + 23 + · · · + n3.

13. Prove the so-called Leibniz formula for the differentiation of a product.
Let u, v be real functions of a single real variable, and let f (k) denote
the kth derivative of a function f . Then

(uv)(n) =

n∑

k=0

(
n

k

)
u(k)v(n−k)

(supposing that all the derivatives in the formula exist). The case n = 1
is the formula for differentiating a product, (uv)′ = u′v + uv′, which
you may assume as being known.

14. CS Write a computer program that lists all k-element subsets of the
set {1, 2, . . . , n}, each of them exactly once. Use a reasonable amount
of memory even if

(
n
k

)
, the number of such subsets, is very large. ∗Can

you make the total number of operations of the algorithm proportional
to

(
n
k

)
, if the operations needed for the output are not counted?

15. Let p be a prime and let n, k be natural numbers.

(a) Prove that for k < p,
(

p
k

)
is divisible by p.

(b) Prove that
(
n
p

)
is divisible by p if and only if !n/p" is divisible

by p.

16. (a) ∗Using the binomial theorem, derive a formula for the number of
subsets of cardinality divisible by 4 of an n-element set.

(b) ∗Count the subsets of size divisible by 3 of an n-element set.

17. We have n kinds of objects, and we want to determine the number of
ways in which a k-tuple of objects can be selected. We consider vari-
ants: we may be interested in selecting ordered or unordered k-tuples,
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