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Résumé

On appelle résolution de largeur k, une restriction de
la résolution interdisant de produire des résolvantes de
taille supérieure ou égale a k + 1. Nous montrons que
la résolution étendue (ie, incorporant la regle d'exten-
sion) de largeur 3 des instances 3-SAT est compléte. De
plus, nous montrons que le probleme des pigeons peut
se résoudre en temps polynémial grace a la résolution
étendue de largeur 3. Au final, nous obtenons donc un
systeme de preuve dont la combinatoire est fortement
réduite mais qui reste complet et plus efficace que la
résolution sur certains problémes.

Abstract

We call k-width Resolution, a restriction of Resolu-
tion forbiding the production of resolvents of size greater
than or equal to k + 1. We show that 3-width Extended
Resolution (ie, Resolution incorporating the extension
rule) on 3-SAT instances is complete. Furthermore, we
show that the pigeonhole problem can be solved in po-
lynomial time by 3-width Extended Resolution. We thus
obtain a proof system whose combinatorics is greatly
reduced but remains complete and more powerful than
Resolution on some problems.

1 Introduction

Les systémes de preuve basés sur la résolution sont
utilisés pour permettre de trouver la réfutation d’une
formule booléenne supposée insatisfiable. Cependant,
certaines familles d’instances [7, 13, 4] nécessitent de
produire un nombre exponentiel de résolvantes. Dans
ces cas-la, beaucoup de résolvantes produites ont beau-
coup de littéraux. La résolution étendue [12] ajoute
une régle supplémentaire a la résolution, consistant a
ajouter les trois clauses correspondant a x < [; Vi a
la formule, ou seule z est une nouvelle variable. Dans
ce cadre, Cook [5] exhibe une réfutation de longueur

polynomiale du probleme des pigeons. Personne n’a ja-
mais trouvé d’instances nécessitant la production d’un
nombre exponentiel de résolvantes avec la résolution
étendue. Mais bien que rendant un systeme de preuve
par résolution plus puissant, la regle d’extension in-
troduit une source supplémentaire d’explosion combi-
natoire. En effet, le nombre potentiel de résolvantes
que l'on peut produire n’est plus une exponentielle du
nombre de variables de la formule mais du nombre to-
tal de variables, qui inclut les variables ajoutées par les
extensions. Or, le nombre d’extensions que ’on peut
faire n’est pas nécessairement polynomial. C’est pour-
quoi les rares systemes Uincluant (GUNSAT [2], Glu-
cosEr [1], [8]) restreignent beaucoup l’application de
cette regle afin que son avantage, le possible racour-
cissement de la longueur de la réfutation, ne soit pas
contrebalancé par son inconvénient, le traitement des
clauses supplémentaires. Dans cet article, nous propo-
sons un changement de perspective sur la question :
plutot que de limiter ’application de la regle d’exten-
sion, nous limitons ’application de la regle de résolu-
tion a la production de clauses de taille 3 au maximum.
Ce qui légitime cette approche est que I'ajout d’exten-
sions est fait pour réduire la longueur de la preuve,
donc il faut supposer que la taille des résolvantes sera
petite.

Apres avoir rappelé quelques notions sur le probleme
SAT (section 2), donné les rapports entre longueur et
largeur de preuve (section 3) et introduit la résolution
étendue (section 4), nous allons démontrer que, malgré
cette restriction sur la largeur des preuves, ce systeme
de preuve reste complet (section 5) et qu’il permet
de donner une réfutation de longueur polynoémiale du
probleme des pigeons (section 6).



2 Notions préliminaires

Une formule booléenne, sous sa forme dite CNF), est
un ensemble de clauses. Une clause est un ensemble de
littéraux. Un littéral est soit une variable booléenne,
soit sa négation. On définit var(l) comme étant la va-
riable du littéral [. Les variables peuvent étre affectées
a la valeur vrai ou faux. Une clause représente une
disjonction de 'ensemble de ses littéraux. Une formule
SAT représente une conjonction de ses clauses. Un mo-
déle d’une formule ¢ est une affectation de variables
qui est telle que ¢ est vraie. Une formule n’ayant pas de
modele est dite insatisfiable. La clause vide, notée [J,
est toujours fausse et si une formule la contient alors
elle est insatisfiable.

Les systemes formels de preuve propositionnelle per-
mettent de dériver d’autres formules a partir d’une
formule ¢, grace a des regles d’inférence. En particu-
lier, le systeme de Robinson [11], que nous appellerons
Res, permet de dériver des clauses induites a partir des
clauses d’une formule ¢ grace a la regle de résolution :

Cy, Cy C1\{l} @] CQ\{Z}

La clause inférée par résolution de C; avec Cs sera
appelé résolvante sur var(l) de Cy et Cy. L'intérét de
Res est qu'il permet d’établir des réfutations de for-
mules (ie, des preuves de leur insatisfiabilité) dans la
mesure ot une formule est insatisfiable si et seulement
si il existe une suite de résolutions qui dérive la clause
vide. Res fonctionne par saturation de ’application de
sa régle : si une formule est satisfiable, Res le détecte
quand plus aucune résolvante non redondante ne peut
étre dérivée.

Une dérivation est une suite d’applications de la
regle de résolution permettant de dériver une clause.
Elle constitue la preuve que cette clause est une consé-
quence logique de la formule. Elle peut se représen-
ter grace a un arbre binaire dont les feuilles sont des
clauses de ¢, les nocuds internes sont des résolvantes
et la racine est la clause dérivée. Une dérivation de la
clause vide s’appelle une réfutation.

3 Longueur et largeur de preuve

On appelle longueur d’une preuve, le nombre de
résolvantes qu’elle contient. On appelle taille d’une
clause le nombre de littéraux qu’elle contient. On ap-
pelle largeur d’une preuve la taille de la plus grande
clause apparaissant dans cette preuve.

Les liens entre longueur et largeur de preuve sont
maintenant assez bien établis. Il est clair qu’une preuve
étroite est forcément courte. Plus précisément, si la lar-
geur de la preuve est k alors la preuve ne peut conte-
nir que de 'ordre de ©(n*) résolvantes différentes, ou

n est le nombre de variables de la formule. Si k est
une constante alors la longueur de la preuve est po-
lynémialement bornée. Dans [3], les auteurs montrent
complémentairement que les preuves courtes sont for-
cément étroites. A partir de cette relation entre largeur
et longueur de preuve, il est possible de définir des al-
gorithmes de recherche de réfutations qui restreignent
la largeur des résolvantes produites. Par exemple, le
pré-traitement de Satz[10] (avant une résolution com-
plete & la DPLL) consiste & dériver toutes les résol-
vantes possibles de taille 3 au maximum jusqu’a sa-
turation (ou dérivation éventuelle de la clause vide).
Plus généralement, une maniere de garantir une com-
plexité polynomiale consiste a restreindre la résolution
a la production de résolvantes de taille inférieure a une
borne donnée. Evidemment, cela se fait au détriment
de la complétude dans la mesure ou il est parfois né-
cessaire de dériver des grandes clauses avant d’obte-
nir la clause vide. On peut aussi définir une méthode
complete qui restreint la résolution a la dérivation de
résolvantes de taille k maximum mais qui incrémente
la valeur de k a chaque fois qu’il y a saturation [3].
Dans cet article, nous explorons une autre voie. Au
lieu d’augmenter la valeur de k, que nous fixons une
fois pour toute a 3, nous nous plagons dans la cadre de
la résolution étendue, qui va nous permettre de rajou-
ter des clauses permettant de continuer a ne dériver
que d’autres résolvantes de taille 3.

4 La résolution étendue

La résolution étendue [12] consiste & ajouter & Res
la régle d’extension en plus de la regle de résolution.
Nous appellerons ER ce nouveau systeme de preuve. En
toute généralité, la regle d’extension permet d’ajouter
(a Pensemble des clauses) les clauses correspondant &
la formule x < F, ou x est une nouvelle variable et F'
est n’importe quelle formule portant sur des variables
existant déja. A partir de maintenant, nous distingue-
rons les nouvelles variables introduites par des exten-
sions, dites variables d’extension, des variables de la
formule initiale, dites variables d’entrée.

On peut toujours se restreindre a ce que F' soit
uniquement du type I3 V ls ou I et Iy sont des lit-
téraux portant sur des variables déja présentes. En ef-
fet, il est facile de décomposer récursivement n’importe
quelle formule F' en une composition de disjonctions
de sous-formules, éventuellement négatives. En asso-
ciant chaque sous-formule a une nouvelle variable, on
obtient un ensemble d’extensions de type z; < (I; Vis)
au lieu d’une seule du type x < F. Ce type d’extension
portant sur la disjonction de deux littéraux préexis-
tant sera appelée extension binaire disjonctive. Une
extension = < (I3 V l3) consiste & ajouter les clauses



TV Vi, VI et z VI Il faut noter qu’il est aussi
parfaitement possible de se restreindre a des exten-
sions binaires conjonctives (i.e., de type z < (I3 Als),
qui consiste & ajouter les clauses x VI, V Iy, TV 1; et
TV is).

L’intérét de rajouter la regle d’extension est qu’elle
rend le systeme plus puissant dans la mesure ol cer-
tains problémes dont la preuve est de longueur néces-
sairement exponentielle dans Res ont une preuve poly-
noémiale dans ER. C’est le cas du fameux probleme des
pigeons [7, 5]. En dehors de ce probleme particulier,
on peut identifier des cas plus généraux ou une exten-
sion permet un racourcissement de preuve. Conside-
rons une preuve contenant des séquences de résolutions
qui font que Cy V C est utilisée pour dériver C; V C’
et que Co V C est utilisée pour dériver Cy vV C’ grace a
la méme suite de clauses qui permet de passer de C' a
C' (C1, Cq, C et C’ sont des clauses). On peut vérifier
que grace aux clauses émanant de x < C7 A Cs, on
dérive d’abord x vV C a partir de C; vV C et Cy V C,
puis on effectue une seule fois la séquence de résolu-
tions sur C' permettant de dériver z vV C’, & partir de
quoi on peut & nouveau dériver C; V C’" et Cy V C
(encore grace aux clauses émanant de la méme exten-
sion). Cette idée est mise en ceuvre explicitement dans
[1], que les auteurs appellent compression de preuve
(et implicitement dans [8]) lors de la phase d’appren-
tissage d’une clause dans un solveur CDCL. Dans cet
article, nous nous plagons dans le cadre de la résolu-
tion étendue a ’aide d’extensions binaires disjonctives,
qui permet un autre type de transformation de preuve,
comme nous le verrons dans la section suivante.

Une question est de savoir quelles extensions il est
intéressant d’effectuer afin de réduire la longueur d’une
preuve. Mais une question encore plus cruciale est de
savoir quelles extensions il est toujours inutile d’effec-
tuer. Nous abordons ce point maintenant.

Définition 1 Développement d’une extension

On appelle développement d’une extension z < F,
l'expression d’une extension dans laquelle on remplace
récursivement chaque occurence de variable d’exten-
sion de F' par la disjonction binaire de l’extension qui
la introduite, jusqu’a ce que F' ne contiennent plus que
des littéraux portant sur des variables d’entrée.

Le développement CNF d’une extension z < F
consiste a la mise sous forme CNF du développement
de F.

Exemple : étant données les extensions x < (a V b)
et y & (Z Vc), le développement de z < (7 V d) est

z < (aVbVeVd) et son développement CNF est
ze ((avbvd)A(eVd)).

Définition 2 Niveau d’une variable, d’une extension

Etant donnée une formule ¢, on définit récursivement
le niveau N(x) d’une variable x ainsi :
— Si x est une variable d’entrée, N(x) = 0.
— Soit x la wariable introduite par [’extension
x < (It ViIg). On a N(x) = maz(N(var(ly)),
N(var(ly))) + 1.
Le niveau d’une extension est égal au niveau de la va-
riable qu’elle introduit.

Proposition 1 n étant le nombre de variables d’en-
trée, si le miveau d’une extension est supérieur a
nlogn alors il existe une extension dont le dévelop-
pement CNF est identique mais dont le niveau est in-
férieur.

Preuve 1 On peut construire n’importe quel dévelop-
pement CNF contenant n wvariables comme compo-
sition Técursive de disjonctions binaires. Pour toute
formule CNF a n wvariables, chacune de ses clauses
contient au plus n littérauz et la formule contient au
plus 2™ clauses. Par dichotomie, on peut exprimer
nimporte quel clause de taille n grace a une com-
position récursive de clauses binaires. La hauteur de
cette décomposition est logn. De méme, par dichoto-
mie, on peut représenter un ensemble de 2™ clauses
en une composition récursive de conjonctions binaires
de clauses. La négation de cette composition récursive
est une composition récursive de disjonctions de né-
gations de clauses. La hauteur de cette composition
récursive est n. Donc en tout, la hauteur maximale
de décomposition disjonctive récursive d’une formule
CNF est nlogn. Comme on peut associer une variable
d’extension a chaque disjonction binaire représentant
une sous-formule, une extension dont le développement
CNF porte sur n variables ne nécessite qu’un niveau
de nlogn au maximum.

Puisqu’on peut se limiter a n’ajouter que des exten-
sions de niveau inférieur a nlogn, le nombre d’exten-
sions possibles non redondantes (ie, dont le développe-
ment CNF differe de celui des autres extensions) est
borné.

5 Résolution étendue et largeur de réfu-
tation restreinte

Bien que ER soit théoriquement plus puissant que
Res, i.e. permet de trouver des preuves plus courtes,
en pratique elle pose des difficultés qui I'ont empé-
ché jusqu’a récemment d’étre performante. Le choix
des extensions a effectuer est difficile a faire. Et quand
bien méme les bons choix seraient faits, les résultats ne
seraient pas automatiquement meilleurs. Par exemple,
quand nous avons ajouté les ©(n?) clauses issues de la
régle d’extension proposés par Cook aux ©(n?) clauses



du probleme des n pigeons, nous avons expérimenté
quaucun type de solveurs (qu'il soit "moderne”, que
ce soit DP60 [6] ou de la SL-résolution [9]) ne résol-
vait plus rapidement (bien au contraire) le probleme
alors que son temps de résolution devenait théorique-
ment polynémial. A moins d’avoir un bon moyen de
choisir les résolvantes a produire, il y a le risque de
produire a peu pres les mémes résolvantes qu’aupara-
vant et beaucoup d’autres encore. Notre idée est donc
simple : puisque nous rajoutons des extensions pour
que la longueur de la preuve soit courte, nous devons
supposer que la largeur de la preuve sera petite.

Le principe est de faire de la résolution étendue
sans jamais produire de clause de taille supérieure ou
égale a 4. Nous allons d’abord présenter sa réalisa-
tion a travers un exemple tres simple. Soit la formule
¢ ={aVvbVec,avdVebVdVe} Pour obtenir la
résolvante ¢V d V e, on est obligé de générer une résol-
vante quaternaire (ie, de taille 4) (cf le ler arbre de la
figure 1). Or, en ajoutant une extension z < (dVe) ou
z < (¢ V d), on peut dériver ¢V d V e uniquement via
des résolvantes de taille 3 (cf les deux derniers arbres
de la figure 1).

Plus fondamentalement, I'idée est que lorsqu’une ré-
solution entre deux clauses ternaires aVbVcet cvVdVe
génere une clause quaternaire a VbV dV e, on va faire
en sorte de se ramener a une dérivation de clause ter-
naire. Soit Iy, ls € {a, b,d, e} et {l3, l4} ={a, b, d, e} \
{l1, I}. Grace aux clauses VI et 2Vl de I'extension
x < (I3 V1), nous dérivons la clause devenue ternaire
x Vi3Vl car I3 Vg a été remplacé par x. Ensuite, nous
attendons qu’on ait dérivé une clause binaire x V[ &
partir de x VI3 VI4 pour pouvoir remplacer z par I Vi
(une fois qu’il ne peut plus produire de clause quater-
naire) : la résolution entre x VI et Z V [ V Iy produit
alors [ V11 V.

La figure 2 montre les deux types de dérivations pos-
sibles : celle ou I; et Iy sont dans la méme clause (en
haut) et celle ol l; et I3 sont dans deux clauses diffé-
rentes (en bas).

Nous verrons qu’il est toujours possible d’éviter de
produire des clauses quaternaire de cette fagon tout
en restant complet. Mais ceci n’est d’abord possible
que si les formules CNF que nous cherchons a réfuter
sont des instances 3-SAT (i.e., ne contiennent que des
clauses de taille 3). Dans le cas contraire, il est toujours
possible de ramener une formule CNF & une instance
3-SAT équivalente du point de vue de la satisfiabilité.
La technique standard consiste a remplacer une clause
C =a1VasV...Vay par k—2 clauses ternaires a1 Vas V
T2, xaVasVTs, ..., Tp—3Var_oVTr—_2 et Tx_oVar_1Vag,
ou les k — 3 variables x; sont nouvelles. Cela se fait
simplement en ajoutant les extensions zs < (a1 V az)
etVi,3 <i<k—1,z; < (a;—1Vz;—1). En effet, il suffit
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de remarquer que les clauses ternaires ainsi ajoutées
sont celles du type z; V a;41 V T;31 qui remplacent
C, tandis qu’en appliquant linéairement la suite de
2k — 4 résolutions entre les clauses binaires ajoutées
et C, on dérive la derniere clause de remplacement
Tp—o V arp—1V a.

Définition 3 Généalogie d’un littéral pour une résol-
vante
Dans une preuve par résolution, la généalogie G d’un
littéral x pour une résolvante C se définit inductive-
ment ainsi :
- Ced.
- 81 Cy € G et que Cy est la résolvante de Cy et
d’une autre clause et que x est un littéral de Co
alors Cy € G.

Définition 4 Source de généalogie

Dans une preuve par résolution, une source de généa-
logie G est une clause de G qui est aussi une clause
d’entrée.

L’ensemble des sources d’une généalogie G d’une
preuve faite a partir d’une formule ¢ est donc G N ¢.

Définition 5 Amincissement de preuve arborescente
L’amincissement d’une preuve (par résolution) arbo-
rescente, dont la racine et les feuilles sont de taille
inférieure ou €gale a 3 et dont au moins une des Té-
solvantes est de taille 4, consiste en sa modification de
la facon suivante. Considérons la racine de la preuve
et remontons éventuellement 'un des chemins qui y
meéne jusqu’a trouver la premiere clause de taille 4,

disons aV bV ¢V d. Sans perte de généralité, considé-
rons que cette clause permet de produire la résolvante
bV cVd (avec une clause contenant @ et éventuelle-
ment un certain nombre de littéraux parmi b, ¢ et d).
Considérons lextension © < (bV¢) qui correspond auz
clauses ' b, x V€ et TV bV c. La modification de la
preuve consiste a :

— insérer une résolution entre x V b et chacune des
sources de la généalogie de b pour la clause bV
cV d. Ceci a pour effet de remplacer toutes les
occurences de b par x dans toutes les clauses de
la généalogie (a part les sources). En particulier,
bVeVd devient x VeV d.
insérer une résolution entre x V ¢ et chacune des
sources de la généalogie de c pour la clause x V
cV d. Ceci a pour effet de remplacer toutes les
occurences de ¢ par x dans toutes les clauses de
la généalogie (a part les sources). En particulier,
xVcVd devient xV d (les deux occurences de x
fusionnent.
imsérer une résolution entre la résolvante x \V d et
TV bV ¢ pour obtenir a nouveau bV ¢V d.

Un exemple d’amincissements se trouve en figure 3.
Dans toutes les figures, nous soulignons les clauses qui
sont ajoutées par les extensions.

Proposition 2 Un amincissement de preuve arbores-
cente contient au moins une clause de taille supérieure
ou €égale a 4 de moins qu’avant l’amincissement.

Preuve 2 Nous considérons l’amincissement tel qu’il
est présenté dans la définition précédente. Il y a tou-
jours une clause quaternaire a VbV cV d s’il y a des
clauses de taille supérieur a 4. En effet, une résolu-
tion ne peut produire une résolvante dont la taille est
inférieure de plus d’une unité a la plus petite des deux
clauses qu’on résout. Donc en partant d’une clause de
taille supérieure a 4, on est obligé de passer par une
clause de taille 4 pour aboutir a une clause de taille
inférieure a 4.

L’insertion des clauses Vb et x V€ dans la preuve
permet de renommer toutes les occurences de b et de
¢ par x dans toutes les clauses (a part les sources) de
la généalogie de a et b pour la clause a V bV cV d.
Plus précisément, dans le cas ot une clause contenait
bV ¢, ce dernier est remplacé par x, ce qui réduit sa
taille d’une unité. C’est le cas au moins de a V bV
cVd (de taille 4), qui devient a VvV x V d (de taille 3).
Par ailleurs, aucune autre clause de taille supérieure
ou €égale a 4 n’a pu apparaitre car seules une clause
ternaire et des clauses binaires ont été introduites, que
Ueffet de la clause ternaire a été de produire une clause
ternaire tandis que l’effet des clauses binaires a été de
renommer des littérauz.
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FiG. 3: Deux amincissements successifs d’une dérivation arborescente menant & une dérivation de largeur 3. Les
deux extensions sont z < (aV d) et y < (z V).



Proposition 3 La résolution étendue de largeur 3 de
formules 3-SAT est compléte.

Preuve 3 Nous partons du fait qu’il existe une réfu-
tation arborescente par résolution pour toute instance
3-SAT insatisfiable. D’apreés la proposition 2, un amin-
cissement permet de décroitre d’au moins une unité
le nombre de résolvantes de taille supérieure ou égale
a 4 d’une preuve dont la clause dérivée est de taille
stritement inférieure a 4. En réitérant cette procédure
d’amincissement, on élimine petit a petit toutes les ré-
solvantes de taille 4 ou plus jusqu’a obtenir une réfu-
tation de largeur 3.

Nous appellerons ER3 le systéeme de preuve ER re-
streignant la dérivation aux résolvantes de taille 3
maximum.

Nous nous intéressons maintenant a la nouvelle lon-
gueur des preuves (i.e., le nombre de nceuds des arbres)
obtenues apres une suite d’amincissements.

Lorsqu’on effectue un premier amincissement grace
a une extension = < (I; Vlz), on insere une résolution
avec T V l1 V Iy et un certain nombre de résolutions
entre une clause binaire, z VI3 ou z V Iy, et une feuille
de ’arbre de preuve. Le second type de résolution rem-
place une feuille contenant une clause C de I'arbre par
un sous-arbre composé d’une racine et de deux feuilles :
C et la clause binaire. La racine de ce sous-arbre est
la clause C' dont un littéral (I; ou l3) a été remplacé
par z. Lors des amincissements suivants, ce sous-arbre
pourra aussi étre modifié par des insertions de réso-
lutions avec des clauses binaires. Ce qui était initiale-
ment une feuille (avant le premier amincissement) est
devenu un sous-arbre dont la racine contient la clause
de cette feuille dont les littéraux ont été renommés par
les insertions de résolutions.

Définition 6 Sous-arbre de renommage

Un sous-arbre de renommage est un sous-arbre de
preuve représentant la facon dont une feuille d’un
arbre de preuve a eu ses littéraux renommés par une
suite d’amincissements.

Il faut remarquer qu’'un littéral peut étre renommé en
un littéral déja présent dans la méme clause. Dans
ce cas, les littéraux fusionnent et la clause diminue
sa taille d’'une unité. En conséquence, la clause étant
a la racine d’un sous-arbre de renommage peut étre
plus courte que la clause initiale dont elle représente
le résultat des renommages successifs. Dans toutes les
figures, nous avons encadré les racines des arbres de
renomimages.

Proposition 4 Lorsqu’une suite d’amincissements
d’une preuve arborescente réduit sa largeur a 3, la lon-
gueur de cette preuve est inférieur ¢ (3L + 1)L, ou L
est la longueur de la preuve avant amincissements.

Preuve 4 Chaque amincissement dimininuant d’au
moins une unité le nombre de résolvantes au moins
quaternaires, le nombre d’amincissements a effectuer
est inférieur a L, la longueur de la prewve (le nombre
de neeuds de Uarbre) initiale. Le nombre global d’inser-
tions de résolutions avec une clause ternaire de type
T V1 Vi est donc inférieur a L (car il y en a une
par amincissement). Evaluons maintenant le nombre
global d’insertions de résolutions avec des clauses bi-
naires de type zV 1y (ouxVliy). Il est égal a la somme
du nombre de neeuds des sous-arbres de renommage.
Or, & chaque amincissement, chaque sous-arbre de re-
nommage pourra éventuellement intégrer au maximum
trois résolutions. Voici pourquoi.

Au départ, un sous-arbre de renommage T ne contient
qu’une feuille correspondant a une clause ternaire.
Aprés un amincissement impliquant une extension
z & (I1 Vie), T n'est modifié que si sa racine contient
l1 (ouls). En effet, une résolution n’est inséré & partir
d’une feuille de T que si c’est une source de généalogie
dely (ouly) et donc tous les neeuds sur le chemin entre
cette feuille et le neud contenant la clause de taille 4
qu’on veut amincir doivent contenir Iy (ou ly), ce qui
doit donc étre le cas de la racine de T. Si la racine de T
contient a la fois 1y etly alors ces deuz littérauz seront
remplacés par une seule occurence de x et la taille de
la clause a la racine sera décrémentée. Quel que soit
le nombre d’amincissements, cela ne peut arriver que
deux fois par sous-arbre de renommage : une premiere
fois la clause ternaire a la racine devient binaire et une
deuxiéme fois elle devient unaire. Examinons mainte-
nant les cas ot un seul des littéraux parmi ly et ly est
présent dans la racine de T, disons l1. Trois cas sont
possibles :

~ La clause de la racine de T est ternaire (elle
n'a jamais été réduite). Montrons par récurrence
qu’un littéral ne peut avoir qu’une seule occurence
parmi l'ensemble des littéraux des feuilles de T.
Au début, T ne contenait qu’une seule clause,
dont tous les littéraux €taient différents. Ensuite,
4 chaque amincissement, au pire une clause bi-
naire y \V | était insérée une seule fois car seule
une feuille de T pouvait contenir I. Aprés inser-
tion, il y a une seule occurence de y (nouvelle va-
riable) et une seule occurence de | car il n’y en
avait pas avant (sinon, il aurait fallu qu’il y ait
une deuxieme occurence de l dans une clause qui
aurait fait disparaitre | par résolution, car la ra-
cine de T ne contient pas 1).
Comme un littéral ne peut avoir qu’une seule oc-
curence parmi ’ensemble des littéraux des feuilles
de T, il ne peut y avoir au pire qu’une insertion
de la clause binaire x V1, dans T.

- La clause de la racine de T est binaire (elle a



été réduite une fois). Avant d’étre réduite, chaque
littéral de feuille n’avait qu’une occurence. Lors-
qu’elle a été réduite par une insertion de y V1 et
une insertion de y V U, un seul littéral se trouve
alors en double dans les feuilles de T :y. A par-
tir de la, a chaque amincissement, il y a eu au
pire deux insertions dans T, lorsque le renommage
s’est fait sur y ou un de ses “renommeurs”. No-
tons le fait que renommery (ou un de ses "renom-
meurs”) dans le sous-arbre de renommage l'em-
péche d’étre renommé plus tard dans ce méme
sous-arbre car il a disparu de la racine donc il
n’est plus source de généalogie. Donc, sily est un
des “renommeurs” de y, x\V 1; est inséré deux fois
dans T et x remplace Iy dans la racine de T.

- La clause de la racine de T est unaire (elle a été
réduite deuz fois). Avant d’étre une deuziéme fois
réduite, chaque littéral de feuille avait au mazi-
mum deux occurences. Lorsqu’elle a été réduite
une deuxiéme fois par une insertion de y \V I et
une insertion de y VU, la racine de T était I\ 1.
Au pire, | avait deux occurences dans les feuilles
de T etl' une seule (ou Uinverse). En effet, | était
un “renommeur” de la variable ayant été ajoutée
deux fois lors de la premiére réduction de la ra-
cine de T contrairement a I (sinon il y aurait
eu deuz réductions). Il y a donc eu en tout au
mazimum deuz insertions de y \V | et une inser-
tion de y V1 dans T, lors de la deuziéme réduc-
tion. Seul le littéral y a trois occurences dans les
feuilles de T. Ensuite, a chaque amincissement,
trois clauses (ou aucune) sont insérées dans T et
la clause unaire de la racine est remplacée par
un “renommeur” de y. Donc, dans notre cas, la
racine de T est la clause 11, la clause x V 11 est
insérée trois fois dans T et la racine de T devient
x.

Puisqu’a chaque amincissement, une clause ternaire
est inséré dans l'arbre de preuve et qu’au mazrimum
3 clauses binaires sont insérés dans chaque sous-arbre
de renommage, qu’il y a moins de L sous-arbres de
renommage et moins de L amincissements, a la fin
de la série d’amincissements qui permet a [’arbre de
preuve d’avoir une largeur 3, la nouvelle longueur de
la preuve sera inférieure & (3L+1)L.

Une conséquence est que si une preuve arborescente
est de longueur polynomiale alors elle reste polyno-
miale apres étre amincie jusqu’a avoir 3 de largeur.
Ceci va nous aider a montrer qu’il existe une preuve
polynomiale du probleme des pigeons dans ER3.

6 Preuve polynomiale pour les pigeons

Tout d’abord, nous allons rappeler la preuve polyno-
miale dans ER du probleme des pigeons qu’avait donné
Cook [5] (sans qu’il ne Iait completement explicité).

Le probleme des pigeons PHP(n) consiste & mettre
n pigeons dans n — 1 trous. P;; signifie "le pigeon 7 est
dans le trou j”. La liste des clauses est :

- VZ, 1§i§n,:Pi1\/...\/PZ—7n_1

~ Vi gk, 1<k<n—-11<i<j<n:PyVPy

Voici le principe de la preuve par résolution étendue
tel qu’il apparait dans I’article de Cook. On va expri-
mer la satisfiabilité de PHP(n) en fonction de la satis-
fiabilité de PHP(n — 1). L’idée est qu’on peut obtenir
une solution de PHP(n — 1) & partir d’une solution de
PHP(n) en gardant les pigeons dans les mémes trous
a part que le pigeon qui se trouvait dans le trou n — 1
(qui n’existe pas dans PHP(n — 1)) prend la place du
pigeon n (qui n’existe pas dans PHP(n — 1)). Q;; si-
gnifie "le pigeon i est dans le trou j” pour PHP(n—1).
On a donc les relations suivantes entre les P;; et
les Qi : Vi,7,1 <i<n—-1,1<j<n—-2:
Qij & (P V (Pin—1 A Ppj)). Remarquons que cette
extension ternaire peut étre exprimée grace a deux ex-
tensions binaires disjonctives : Q;; < (Pij V R7”) et
Rij < (Piyn-1V P,;) mais nous garderons la formu-
lation de Cook par simplicité. Sous forme CNF, on
obtient donc les clauses :

(1) Qi; V Py, o

(2) Qij V P11 V Pyj,

(3) Qij vV Pij V Pi,n—l et

(4) Qij V Pij V Py

Ce sont les clauses d’extensions qu'on ajoute a
PHP(n). Il s’avere qu'en effectuant un nombre poly-
nomial (en ©(n?)) de résolutions, on génere les clauses
CNF de PHP(n—1) a partir de celles de PHP(n) et des
clauses d’extensions. On se rameéne donc en un temps
polynémial de PHP(n) & PHP(n —1). Il suffit de réité-
rer le processus de maniere récursive (ajouter de nou-
velles clauses d’extensions pour se ramener a chaque
fois & un probléme de taille juste inférieur) pour abou-
tir & la génération (en temps polyndmial) des clauses
de PHP(2) qui ne nécessitent que 3 résolutions pour
obtenir la clause vide.

Voici maintenant le détail de la résolution avec
clauses d’extensions non explicités dans 'article de
Cook.

La figure 4 indique comment on obtient chaque
clause Qi1 V Q;k en sept résolutions.

Voici comment on obtient chaque clause Q;1 V...V
Qin—2 en 2n — 2 résolutions. On note C; la clause
Qia V...V Qij VEijiiV...VF, oet D; la clause
Qi vV ...VQiiVPrj1V...VPyyu oV P, 1. V7,
C; se génere par résolution entre Cj_; et Qi V Pij.




Qik vV Qjk

////\

Qik vV Qjk V Pnk

N

Qik vV Pnk vV Pji Qjk vV Pjr vV Ppg

QlkVP,Lk\/P

kka\/P,n 1

Qik vV Qjk V Pnk

Qik VFPjn_1VPap Qjk vV Pjn—1V Ppp
Pk V Pnr Qi VPjkVPin_1 P VP
n1 VP a1

FiGc. 4

Itérativement, on part de P;; V...V P;,,—1 = Cj et on
finit par générer C,,_o = Q;1 V ...V Qi n—o V P,‘ n—1-
V3, D; se génere par résolution entre Dji_1 et Qi V
Po1 n—-1V Pnj Par résolution entre P, V...V P, ,_1 et
P -1V P, n_1, on obtient Dy. Puis, 1terat1vement, on
finit par générer D,,_o = Qi1 V...V Qin—2V Pip_1.
Enfin, par résolution entre C,,_5 et D,,_5, on obtient
Qi1 V...VQin—2.

La version 3-SAT du probleme des pigeons se dif-
férencie uniquement par ses clauses n-aires positives
Pi1V ...V P ,_1 qui sont remplacées par n — 3
clauses ternaires P; 1V P2V X; 0, XiaV P 3V X3, ...y
Xin-aVPin3VXinszet Xin3VPinoVP, 1.

Proposition 5 La version 3-SAT du probléeme des pi-
geons se résout en temps polynomial dans ER3.

Preuve 5 D’abord, on peut remarquer que la preuve
polynomiale de Cook est une composition de déri-
vations arborescentes. Les seules dérivations arbores-
centes qui ne sont pas de largeur 3 sont celles qui per-
mettent de dériver les clauses ¢; = Qi1 V ...V Qin—2
a partir des clauses p; = Ppu V...V P 1 et p, =
P,V ...V Py, (et d’autres clauses, binaires ou
ternaires). Pour obtenir une preuve de largeur 3, il
nous suffit donc de trouver les dérivations arbores-
centes qui vont dériver les clauses ternaires équiva-
lentes a q; (Qin V Qi2V Yia, Yia VQizVYis, ..,
Yin-sVQin-aVYinaetYin aVQins3VQin-2)ad
partir des clauses ternaires équivalentes a p;, p, et les
mémes autres clauses binaires et ternaires qu’aupara-
vant. Pour ceci, nous construisons d’abord des dériva-
tions de largeur mon borné. Pour obtenir les clauses
ternaires équivalentes o q; a partir des clauses ter-

naires équivalentes a p; et p, :
— nous dérivons p; et p, (nous les reconstituons) a
partir de leurs clauses ternaires équivalentes (en

n — 2 résolutions chacune),

— puis nous dérivons q; comme auparavant,

— puis a partir de g; et des extensions Y; 2 < (Q;1V
Qi72) etVj,3 <j<n—4, )/i,j = (Qi,j—l\/}/i,j—l);
nous dérivons linéairement (en 2n—6 résolutions)
Y;,n74 \ Qi,n73 \ Qi,n72-

Les autres clauses que nous voulons (Q; 1V Q;.2 \/W,g,
YioVQizVYiz, .., YinsV Qin-aVYin_a) sont
celles données par les extensions. Nous avons donc
les dérivations arborescentes de longueur polynomiale
que nous voulions, a part que leur largeur est en géné-
ral supérieure a 3. Mais comme nous avons vu (pro-
position 4) que nous pouvons les amincir jusqu’a ce
qu’elles soient de largeur 3 en n’augmentant leur lon-
gueur que de maniere polynomiale, nous pouvons rem-
placer toutes les dérivations arborescentes trop larges
par leur version amincie de largeur 3. Nous pouvons
en conclure qu’il existe bien une réfutation polynomiale
du probléeme des pigeons dans ER3.

Le cas du probleme des pigeons peut se généraliser a
tout probleme exponentiel dans Res, polyndémial dans
ER et dont la dérivation dans ER peut se décomposer
en sous-dérivations arborescentes dont les racines et
les feuilles contiennent toutes des clauses de taille 3
maximum. Par la méme technique d’amincissements
successifs de chaque sous-dérivation arborescente, on
peut obtenir une dérivation globale de largeur 3 de
longueur polyndmiale.

Il existe donc des problemes dont la réfutation est de
longueur polynoémiale dans ER3 alors qu’elle est expo-
nentielle dans Res. Cela signifie que la résolution éten-
due, méme si on restreint la largeur de ses preuves,
peut rester plus efficace sur certains problemes que
la résolution standard. Il n’est évidemment pas exclu
qu’il existe d’autres problemes pour lesquels le phéno-
mene inverse soit vrai mais cela légitime qu’on consi-
dére ER3 comme une alternative possible a Res.



Un schéma général d’algorithme pourrait étre le sui-
vant. En partant d’'un ensemble B contenant toutes
les clauses d’entrée d’une formule CNF, on complete
B avec des résolvantes de taille 3 maximum jusqu’a
saturation. Si la clause vide n’a pas été trouvée alors
on ajoute a B les 3 clauses d’une extension binaire
disjonctive non redondante et on recommence. Cet al-
gorithme est complet car si la formule est satisfiable,
il y a aura un moment ou on ne pourra plus ajouter
d’extensions non redondantes (on aura ajouté toutes
les extensions possibles de niveau inférieur a nlogn)
et on pourra alors conclure & la satisfiabilité de la for-
mule.

Chaque phase de saturation par résolution peut pro-
duire de I'ordre de ©((n + n’)3) résolvantes olt n est
le nombre de variables d’entrée et n’ est le nombre
actuel de variables d’extension. Cela est a comparer
avec les ©((n+n')") résolvantes potentielles qui pour-
raient étre produites si on ne limitait pas la taille des
résolvantes. Evidemment, n’ n’est pas nécessairement
borné par une fonction polynomiale. Par contre, si une
formule n’a besoin qu’on lui ajoute qu’un nombre po-
lynémialement borné d’extensions, cet algorithme est
susceptible de lui trouver une preuve de longueur po-
lynémiale en un temps polynomial, du moment que les
bons choix d’extensions sont faits.

Conclusion et perspectives

En démontrant que I’on pouvait restreindre la réso-
lution étendue a la dérivation de résolvantes ternaires
tout en restant complet, nous avons diminué tres for-
tement la combinatoire de ce systéme de preuve. En
montrant que dans ce cadre le probleme des pigeons
reste réfutable en temps polynémial, nous avons établi
que la résolution étendue de largeur 3 est une alterna-
tive possible a la résolution standard pour un certain
nombre de probléemes dont la quantité reste a définir.
Pour l'instant, une question théorique reste ouverte :
ER3 est-elle aussi puissante que ER, i.e. lorsque ER est
capable de trouver une preuve de longueur polyno-
miale a un probléme, ER3 le peut-il toujours aussi?
En effet, le résultat de polynoémialité sur la longueur
des preuves amincies ne concerne que les arbres et pas
toutes les preuves sous forme de DAG!.

Dans cet article, nous n’avons pas abordé d’aspect
pratique. Si on veut que la résolution étendue de lar-
geur 3 soit efficace, il reste a trouver une bonne heu-
ristique de choix d’extension dans ce contexte. C’est

1Depuis la soumission de cet article, nous avons établi que
ER3 est aussi puissante que (i.e., p-simule) ER. Ce résultat n’étant
pas encore formellement validé par la communauté suite & une
procédure de relecture, nous ne l’avons pas intégré a la version
finale de cet article.

cet aspect qu’il faudra aussi maintenant explorer.
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