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Information flow in logic programming
Ali Awada1, Philippe Balbiani2, Antoun Yaacoub2
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Abstract : This paper proposes a theoretical foundation of what could be an in-
formation flow in logic programming. Several information flow definitions (based
on success/failure, substitution answers, bisimulation between resolution trees of
goals) are stated and compared. Decision procedures are given for each definition
and complexity is studied for specific classes of logic programs.
Keywords : Logic programming, Information flow, Computational complexity

1 Introduction
Data security is the science and study of methods of protecting data in computer and

communication systems from unauthorized disclosure and modification. One of the as-
pects of data security is the control of information flow in the system. In some sense, an
information flow should describe controls that regulate the dissemination of informa-
tion. These controls are needed to prevent programs from leaking confidential data, or
from disseminating classified data to users with lower security clearances. The theory
of information flow is well defined for imperative programming. Different models of
information flow were proposed, namely, the Bell-LaPadula Model (Bell & LaPadula,
1973), nonlattice and nontransitive models (Foley, 1989; Denning, 1976) of informa-
tion flow, and nondeducibility and noninterference (Goguen & Meseguer, 1982). Each
model has rules about the conditions under which information can move throughout
the system. For example, in the Bell-LaPadula Model which describes a lattice-based
information flow policy, information can flow from an object in security level A to a
subject in security level B if and only if B dominates A. Both compile-time mecha-
nisms (Denning & Denning, 1977) and runtime mechanisms (Fenton, 1974) supporting
the checking of information flows were also proposed.

Intuitively, information flows from an object x to an object y if the application of a
sequence of commands causes the information initially in x to affect the information in
y. For example, the sequence tmp := x; y := tmp; has information flowing from x to
y because the value of x at the beginning of the sequence is revealed when the value of
y is determined at the end of the sequence. Several studies (Denning, 1982) addressed
information flow in imperative programming, but none were concerned to bring ans-
wers of what could be an information flow in security systems for logic programming.
In fact, logic programming is a well-known declarative method of knowledge repre-
sentation and programming based on the idea that the language of first-order logic is
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well-suited for both representing data and describing desired outputs. Logic program-
ming was developed in the early 1970s based on work in automated theorem proving,
in particular, on Robinson’s resolution principle.

In this paper, we propose three definitions of information flows in logic programs.
These definitions correspond to what can be observed by the user when a query ←
G(x, y) is run on a logic program P . In section 2 of this paper, we will present some
basic notions about logic programming, syntax and semantics. In section 3, several
definitions of information flow in logic programming are proposed relatively for a logic
program P and a goal ← G(x, y) of arity 2, (which stipulates the existence of a flow that
passes from the variable x to the variable y in the goal ← G(x, y)). The implications
between these definitions are then studied. Decision procedures are then given in section
4 for each of the previous definitions and computational issues studied for some types
of logic programs.

2 Syntax and semantics
In this section, we introduce basic concepts of logic programming. See (Lloyd, 1984;

Baral & Gelfond, 1994) for more details. In this article, we will use p, q, · · · for predi-
cate symbols, x, y, z, · · · for variables, f , g, h, · · · for function symbols, and a, b, c, · · ·
for constants.The language L considered here is essentially that of first order predicate
logic. It has countable sets of variables, function symbols and predicate symbols, these
sets being mutually disjoint. Each function and predicate symbol is associated with a
unique natural number called its arity ; a (function or predicate) symbol whose arity is
n is said to be an n-ary symbol. A 0-ary function symbol is referred to as a constant. A
term is a variable, a constant, or a compound term f(t1, · · · , tn) where f is an n-ary

function symbol and the ti are terms, 1 ≤ i ≤ n. A term is ground if no variable occurs
in it. The Herbrand universe of L, denoted UL, is the set of all ground terms that can
be formed with the functions and constants in L. An atom is of the form p(t1, · · · , tn),
where p is an n-ary predicate symbol and the ti are terms, 1 ≤ i ≤ n. An atom is ground

if all ti are ground. The Herbrand base of a language L, denoted BL, is the set of all
ground atoms that can be formed with predicates from L and terms from UL. A clause

is an expression of the form A ← B1, · · · , Bn where A,B1, · · · , Bn are atoms. A is
called the head of the clause and B1, · · · , Bn is called its body. A goal is an expression
of the form ← B1, · · · , Bn. A clause r of the form A ← (i.e., whose body is empty)
is called a fact, and if A is a ground atom, then r is called a ground fact. The empty
goal is denoted �. A predicate definition is assumed to consist of a finite set (possibly
ordered) of clauses defining the same predicate. A logic program consists of a finite set
of predicate definitions. With each logic program P , we associate the language L(P )
that consists of the predicates, functions, and constants occurring in P . If no constant
occurs in P , we add some constant to L(P ) to have a nonempty domain. A substitution

is an idempotent mapping from a finite set of variables to terms. The identity substitu-
tion will be denoted �. A substitution σ1 is said to be more general than a substitution
σ2 if there is a substitution θ such that σ2 = θσ1. Two terms t1 and t2 are said to be
unifiable if there exists a substitution σ such that σ(t1) = σ(t2) ; in this case σ is said
to be a unifier for the terms. If two terms t1 and t2 have a unifier, then they have a most
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general unifier mgu(t1, t2) that is unique up to variable renaming. In this paper, we
will be interested in

– Datalog programs, i.e. logic programs without function symbols and where each
variable appearing in the head of the clause, must also appear in its body.

– Binary programs, i.e. logic programs such that, the body of every program state-
ment is composed of at most one atom.

– Hierarchical programs, i.e. logic program having a level mapping such that, in
every program statement A(t1, · · · , tn) ← B, the level of every predicate symbol
in B is less than the level of A.

Note that the level mapping of a program is a mapping from its set of predicate
symbols to the non-negative integers. We refer to the value of the predicate sym-
bol under this mapping as the level of that predicate symbol. The operational be-
havior of logic programs can be described by means of SLD-derivations. An SLD-
derivation for a goal G =← A1, · · · , An with respect to a program P is a sequence
of goals G0, · · · , Gi, Gi+1, · · · , such that G0 = G, and if Gi =← B1, · · · , Bm, then
Gi+1 =← θB1, · · · , θBi−1, θB

�
1, · · · , θB�

k, θ Bi+1, · · · , θBm such that 1 ≤ i ≤ m ;
B ← B

�
1, · · · , B�

k is a variant of a clause in P that has no variable in common with
any of the goals G0, · · · , Gi ; and θ = mgu(Bi;B). The goal Gi+1 is said to be obtai-
ned from Gi by means of resolution step, and Bi is said to be the resolved atom. Let
G0, · · · , Gn be an SLD-derivation for a goal G with respect to a program P , and let
θi be the unifier obtained when resolving the goal Gi−1 to obtain Gi, 1 ≤ i ≤ n. If
this derivation is finite and maximal, i.e., one in which it is not possible to resolve the
goal Gn with any of the clauses in P , then it corresponds to a terminating computation
for G : in this case, if Gn is the empty goal then we say that P?G succeeds and the
computation is said to succeed with answer substitution θ, where θ is the substitution
obtained by restricting the substitution θn · · · θ1 to the variables occurring in G ; if Gn

is not the empty goal, then the computation is said to fail. We say that P?G fails if
all computations from G in P fail. If the derivation is infinite, the computation does
not terminate. Given a program P and a goal G, let Θ(P?G) be the set of all answer
substitutions of G in P .

3 Information flow
As the theory of information flow is well studied for imperative programming, it is

tempting to see what could be an information flow in logic programming, especially
given the fact that there are no notions of assignment, or variable of a program. In fact,
variables in logic programs behave differently from variables in conventional program-
ming languages. They stand for an unspecified but single entity rather than for a store
location in memory. The following three definitions for information flow in logic pro-
gramming are based on the following principle. The information flow that occurs when
the user ask a goal to logic programs depends mainly on what parts of the computation
the user sees. In the first definition, the user only sees whether goals succeed or fail. In
the second definition, the user has access to the set of substitution answers computed by
the program. In the third definition, the user obtains the shape of the computation trees
produced by the program.
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3.1 Successes and failures
Let P be a logic program, and G(x, y) be a two variables goal. We shall say that there

is a flow from x to y in G(x, y) with respect to successes and failures in P (in symbols

x
SF−→

P

G y) iff there exists a, b ∈ UL(P ) such that P?G(a, y) succeeds and P?G(b, y)
fails.
Example 1 Let P1 be the following program : p(a, b) ← and let G1(x, y) be the
following goal : ← p(x, y). Since P1?G1(a, y) succeeds and P1?G1(b, y) fails, then

x
SF−→

P1

G1
y.

3.2 Substitution answers
Let P be a logic program, and G(x, y) be a two variables goal. We shall say that there

is a flow from x to y in G(x, y) with respect to substitution answers in P (in symbols

x
SA−→

P

G y) iff there exists a, b ∈ UL(P ) such that Θ(P?G(a, y)) �= Θ (P?G(b, y)).
Example 2 Let P2 be the following program : p(a, y) ←, and let G2(x, y) be the
following goal : ← p(x, y). Since Θ(P2?G2(a, y)) = {�} and Θ(P2?G2(b, y)) = ∅,

then x
SA−→

P2

G2
y.

3.3 Bisimulation
Our third definition of flow is based on the notion of bisimulation between goals. Let

P be a logic program and Z be a binary relation between goals. We shall say that Z is
a P − bisimulation iff for all goals G,H , if GZH then :

– for all goals G� ∈ succP (G), there exists H � ∈ succP (H), such that G�ZH
�.

– for all goals H � ∈ succP (H), there exists G� ∈ succP (G), such that G�ZH
�.

– G = � iff H = �.
Above, succP (G) denotes the set of all goals obtained from a goal G by means of a
resolution step in the program P . Obviously,

Lemma 1 The relation identity Id between goals is a P − bisimulation.
Lemma 2 If Z is a P − bisimulation, then Z−1 is also a P − bisimulation.
Lemma 3 If Z1, Z2 are two P − bisimulations, then the composition Z1Z2 defined
by Z1Z2 = {(G,H)/∃I,GZ1I and IZ2H} is also a P − bisimulation.
Lemma 4 Let (Zi)i∈I be a family of P − bisimulations, then ∪

i∈I
Zi is also a

P − bisimulation.

By lemma 4, there exists a maximal P − bisimulation, denoted Zmax.

Example 3 Let P be the following program formed of :
p(a, y) ← q(y) , p(b, y) ← r(y) and p(b, y) ← s(y)
and let G,H be respectively the following goals ← p(a, y) and ← p(b, y)
Let Z be the binary relation between goals such that :

– ← p(a, y) Z ← p(b, y)
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– ← q(y) Z ← r(y)
– ← q(y) Z ← s(y)
Obviously, Z is a P − bisimulation. Since G Z H , then G Zmax H .

By lemmas 1, 2 and 3, we have
Lemma 5 Zmax is an equivalence relation.

Let P be a logic program, and G(x, y) be a two variables goal. We shall say
that there is a flow from x to y in G(x, y) with respect to the bisimulation in P (in

symbols x BI−→
P

G y) iff there exists a, b ∈ UL(P ) such that not G(a, y)ZmaxG(b, y).

Example 4 Let P3 be the following program : p(x, a) ← and p(a, b) ← q(a)
and let G3(x, y) be the goal : ← p(x, y). Let us prove not ← p(a, y)Zmax ← p(b, y).
Suppose that ← p(a, y)Zmax ← p(b, y). Since ← q(a) ∈ succP3(← p(a, y)), then
there should be G3 ∈ succP3(← p(b, y)) such that ← q(a)ZmaxG3. The problem is
that the only goal in succP3(← p(b, y)) is the empty goal, which cannot be bisimilar to

← q(a). Hence, not ← p(a, y)Zmax ← p(b, y). Therefore x
BI−→

P3

G3
y.

3.4 Links between the definitions of information flow
The existence of a flow with respect to substitution answers does not entail the

existence of a flow with respect to successes and failures. To see this, it suffices to
consider the following example.
Example 5 Let P be the following program : p(a, b) ← and p(Z, c) ← and
let G(x, y) be the goal : ← p(x, y). Since Θ(P?G(a, y)) = {y/b, y/c} and

Θ(P?G(b, y)) = {y/c}, then x
SA−→

P

G y. Since P?G(a, y) and P?G(b, y) both

succeed, then x

SF
�−→

P

G y.

However, one can establish the following result.

Lemma 6 Let P be a logic program and G(x, y) be a two variables goal. If

x
SF−→

P

G y then x
SA−→

P

G y.

Proof 1 Suppose that x SF−→
P

G y, then there exists a, b ∈ UL(P ) such that P?G(a, y)
succeeds and P?G(b, y) fails. Therefore, Θ(P?G(a, y)) �= ∅ and Θ(P?G(b, y)) = ∅.

Consequently, x SA−→
P

G y. �

The existence of a flow with respect to bisimulation does not entail the existence of a
flow with respect to successes and failures. The next example explains why.
Example 6 Let P3 and G3 be the program and goal considered in example 4. We know

that x BI−→
P3

G3
y. Nevertheless, since all the goals of the form G3(a, y), with a ∈ UL(P ),

succeed, thus x
SF
�−→

P3

G3
y.
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Nevertheless, it is worth noting at this point the following.

Lemma 7 Let P be a logic program and G(x, y) be a two variables goal. If

x
SF−→

P

G y then x
BI−→

P

G y.

Proof 2 Suppose that x SF−→
P

G y. Thus, there exists a, b ∈ UL(P ) such that P?G(a, y)
succeeds and P?G(b, y) fails. Suppose that G(a, y)ZmaxG(b, y). Since P?G(a, y)
succeeds, then there exists an SLD-refutation G0, · · · , Gn of G(a, y) in P . That is to
say, G0 = G(a, y), Gn = � and Gi is a successor of Gi−1 in P for i = 1 · · ·n.
Since G(a, y)ZmaxG(b, y) in P , thus P?G(b, y) succeeds : a contradiction. Thus, not

G(a, y)ZmaxG(b, y) and x
BI−→

P

G y. �

4 Decidability / Complexity
We now study the computational complexity of the following decision problems :

πSF

�
Input : A logic program P , a two variables goal G(x, y)

Output : Determine whether x SF−→
P

G y

πSA

�
Input : A logic program P , a two variables goal G(x, y)

Output : Determine whether x SA−→
P

G y

πBI

�
Input : A logic program P , a two variables goal G(x, y)

Output : Determine whether x BI−→
P

G y

4.1 Undecidability
In the general setting, our decision problems are undecidable.

Proposition 1 The three decision problems above are undecidable.
Proof 3 (πSF ) We will reduce the following undecidable decision problem π1

(Devienne et al., 1996) to πSF :

π1

�
Input : A logic program P , a ground goal q(a)
Output : P?q(a) succeeds

Let (P, q(a)) be an instance of π1 and let (P �
, G(x, y)) be the instance of πSF defined

by : P � = P ∪ {G(a, y) ← q(a)}, where G is a new predicate symbol of arity 2. We

need to show that, P?q(a) succeeds iff x SF−→
P �

G y.
(⇒) Suppose that P?q(a) succeeds. Thus P

�?G(a, y) succeeds and P
�?G(b, y) fails,

consequently x
SF−→

P �

G y.

(⇐) Suppose that x SF−→
P �

G y, then there exists a
�
, b

� ∈ UL(P ) such that P �?G(a�, y)
succeeds and P

�?G(b�, y) fails. Thus, a� = a and b
� �= a. Thus, P?q(a) succeeds.
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(πSA) A similar proof applies here.
(πBI ) We will reduce the following undecidable decision problem (Devienne et al.,
1993) to πBI :

π2

�
Input : A binary logic program P , a ground goal q(a)
Output : The SLD-tree of P?q(a) contains a failure branch

Let (P, q(a)) be an instance of π2 and let (P �
, G(x, y)) be the instance of πBI defined

by :

P
� = P ∪






G(a, y) ← q(a)
G(b, y) ← G(b, y) for all b in L(P ) such that a �= b

G(f(x1, · · · , xn), y) ← G(f(x1, · · · , xn), y) for all f in L(P )

Remark that for all a� ∈ UL(P ), the computation tree of P
�?G(a�, y) consists of a

unique infinite branch. We need to show that the SLD-tree of P?q(a) contains a failure

branch iff x BI−→
P �

G y.
(⇒) Suppose that the SLD-tree of P?q(a) contains a failure branch. Thus the SLD-
tree of P �?G(a, y) will eventually contains this failure branch while the SLD-tree of

P
�?G(b, y) will have infinite branche(s). Consequently x

BI−→
P �

G y.

(⇐) Suppose that x
BI−→

P �

G y, then there exists a
�
, b

� ∈ UL(P ) such that not

P
�?G(a�, y)ZmaxP

�?G(b�, y). Hence, either a� or b� is equal to a. Thus (in the case
of a� = a) the SLD-tree of P?q(a) contains a failure branch. �

4.2 Decidability
If one restricts the language to Datalog programs and goals then determining

existence of information flows becomes decidable.

Proposition 2 πSF is EXPTIME-complete for Datalog programs.
Proof 4 (Membership) The following algorithm decides the existence of the information
flow in Datalog programs.
Require: A Datalog program P , a goal ← G(x, y), finite Herbrand Universe UL(P ) =

{a1, · · · , an}

Ensure: x
SF−→

P

G(x,y) y for the Datalog program P and the goal g
1: answer = false ; i = 0 ;
2: while i < n and not answer do
3: i = i+ 1 ; j = i ;
4: while j < n and not answer do
5: j = j + 1 ;
6: if (p?G(ai, y) succeeds and p?G(aj , y) fails) or (p?G(ai, y) fails and

p?G(aj , y) succeeds) then
7: answer = true ;
8: end if
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9: end while
10: end while
11: return answer ;
This algorithm is deterministic and using the fact that Datalog is program complete
for EXPTIME (Vardi, 1982; Immerman, 1986), it follows that it can be executed in
EXPTIME.
(Hardness) In order to prove EXPTIME-hardness, we consider the following decision
problem known to be EXPTIME-hard (Vardi, 1982) :

π3

�
Input : A Datalog program P , a ground atom A

Output : P?A (A is a logical consequence of P )

Let (P,A) an instance of π3 and let (P �
, g(x, y)) be the instance of πSF defined by

P
� = P ∪{g(a, y) ← A}, where g is a new predicate symbol. Thus P?A iff x SF−→

P �

g y.
(⇒) Suppose that A is a logical consequence of P , thus P

�?g(a, y) succeeds and

P
�?g(b, y) fails. Consequently x

SF−→
P �

g y.

(⇐) Suppose that x SF−→
P �

g y. Then there exists a
�
, b

� ∈ UL(P ) such that P �?g(a�, y)
succeeds and P

�?g(b�, y) fails. Hence, it follows that a� = a and b
� �= a. Thus, P?A. �

Proposition 3 πSA is EXPTIME-complete for Datalog programs.
Proof 5 A proof similar to the previous one applies here. �

Concerning πSF , determining existence of flows is even in Σ2P if one considers
binary hierarchical Datalog programs.

Proposition 4 πSF is in Σ2P for binary hierarchical Datalog programs.
Proof 6 Let us consider the following nondeterministic algorithm with oracle :
Procedure SF(P,G(x, y))
Require: A binary hierarchical Datalog program P , a goal G(x, y).

Ensure: x
SF−→

P

G y

1: choose a, b in UL(P )

2: if (P?G(a, y) ∈ SUCCESSES and P?G(b, y) ∈ FAILURES) then
3: Accept
4: else
5: Reject
6: end if

The oracle SUCCESSES consists in the set of all pairs (P,G) such that G succeeds
in P . Restricting P to binary hierarchical programs, one can show that SUCCESSES
belongs to NP. The oracle FAILURES consists in the set of all pairs (P,G) such that G
fails in P . Restricting P to binary hierarchical programs, one can show that FAILURES
belongs to co-NP. Hence πSF is in Σ2P . �

At the time of writing, we do not know if πSA is in Σ2P too for binary hierarchical
programs. Now, let us address the complexity of deciding the existence of flows with
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TABLE 1 – Complexity results
General setting Datalog programs Binary hierarchical Datalog programs

πSF Undecidable EXPTIME-complete in Σ2P

πSA Undecidable EXPTIME-complete in EXPTIME
πBI Undecidable ? in EXPTIME

respect to our third definition.

Proposition 5 πBI is in EXPTIME for hierarchical binary Datalog programs.
Proof 7 Since EXPTIME = APSPACE, then it suffices to demonstrate that
πBI is in APSPACE for binary hierarchical Datalog programs. In this respect, we
consider the following alternating algorithm :
Procedure bisim(P,G1,G2)
Require: A hierarchical Datalog program P , two goals G1 and G2.
Ensure: Deciding whether G1ZmaxG2

1: case (succ(P,G1), succ(P,G2))
2: - (true, true) :
3: (∀) choose i, j ∈ {1, 2} such that i �= j

4: (∀) choose a successor G�
i of Gi in P

5: (∃) choose a successor G�
j of Gj in P

6: (.) call bisim(P,G�
i, G

�
j)

7: - (true, false) : reject
8: - (false, true) : reject
9: - (false, false) :

10: if (G1 = � iff G2 = �) then
11: accept
12: else
13: reject
14: end if
15: endcase
The subprocedure succ(., .) produces, given a program P and a goal G a Boolean value.
More precisely, succ(P,G) is true iff there exists a goal G� such that G� is derived from
G and P . Obviously, succ(., .) can be implemented in deterministic linear time. Concer-
ning the procedure bisim, seeing that P is hierarchical, it accepts its inputs P,G1, G2

iff G1ZmaxG2. Moreover, seeing that P is binary, bisim can be implemented in poly-
nomial space. �

5 Conclusion
In this paper, we have proposed three definitions of information flow in logic pro-

grams. As proved in section 4.1, determining whether there exists an information flow
is undecidable in the general setting. Hence, a natural question was to restrict the lan-
guage of logic programming as done in section 4.2. Table 1 contains the results we

9
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have obtained so far. Much remains to be done. Firstly, in the setting of Datalog pro-
grams, the main difficulty concerning πBI comes from loops or infinite branches in
SLD-refutation trees. Therefore, in order to determine, given a Datalog program P and
two Datalog goals G1 and G2, whether G1ZmaxG2, one can think about using loop
checking techniques and considering either restricted programs, or nvi programs or
svo programs. See (Bol, 1995) and (Bol et al., 1991) for details. Secondly, conside-
ring the unfold/fold transformations introduced by Tamaki and Sato (Tamaki & Sato,
1984) within the context of logic programs optimization, one can ask whether these
transformations introduce or eliminate information flows. Obviously, since folding or
unfolding clauses in logic programs change neither its successes, nor its failures (Ta-
maki & Sato, 1984), nor its substitution answers (Kawamura & Kanamori, 1990), the
information flows based either on successes and failures or on substitution answers are
preserved after applying the transformations of Tamaki and Sato. The same cannot be
said for information flows based on bisimulation. For example, let P0 be the logic pro-
gram containing the following clauses :
C1 : p(a, y) ← q(y) C4 : r(y) ← C7 : p(a�, y) ← s

�(y)
C2 : q(y) ← r(y) C5 : s(y) ← C8 : r�(y) ←
C3 : q(y) ← s(y) C6 : p(a�, y) ← r

�(y) C9 : s�(y) ←

and let G be the goal ← p(x, y). It is easy to verify that x BI−→
P0

G y. To see this, we
sketch, by omitting the different substitutions, the SLD-refutation trees corresponding
to the two goals ← p(a, y) and ← p(a�, y).

← p(a, y)

← q(y)

← r(y) ← s(y)

← p(a�, y)

← r
�(y) ← s

�(y)

SLD-tree(P0? ← p(a, y)) SLD-tree(P0? ← p(a�, y))

Obviously, as not ← p(a, y)Zmax ← p(a�, y), x BI−→
P0

G y. By unfolding C1, the pro-
gram P1 is obtained from P0 by replacing C1 with the following clauses :
C10 : p(a, y) ← r(y) C11 : p(a, y) ← s(y)
In the new transformed program P1, the two SLD-refutation trees of the goals
← p(a, y) and ← p(a�, y) are bisimilar as shown in the figure on the next page.

Thus x � BI−→
P1

G y. Hence, a general question concerns the definition of trans-
formations of logic programs that never introduce or eliminate information flows.

10
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← p(a, y)

← r(y) ← s(y)

← p(a�, y)

← r
�(y) ← s

�(y)

SLD-tree(P1? ← p(a, y)) SLD-tree(P1? ← p(a�, y))
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Résumé : Nous nous intéressons à un problème de décision consistant à dé-
terminer s’il existe une réponse à une requête conjonctive dans une base de
connaissances composée d’une base de données et d’une ontologie décrite par
un ensemble de règles contenant des variables existentielles en conclusion, équi-
valentes aux Tuple-Generating Dependencies (TGD) en bases de données. Ce
problème indécidable impacte de nombreux domaines (logiques de description,
bases de données, web sémantique...). Dans Baget (2004) et Baget et al. (2009)
il a été proposé une notion de dépendance entre règles pour définir de nouveaux
cas décidables. Cependant, si cette notion de dépendance est optimale à un ins-
tant donné du raisonnement, elle ne prend pas en compte l’historique de celui-ci.
Dans cet article, nous proposons un raffinement de cette notion, la k-dépendance,
qui tient compte d’un historique de taille bornée.
Mots-clés : Règles existentielles, TGD, Datalog+/-, Dépendance

1 Introduction
Un thème de recherche à la croisée des bases de données et de la représentation des

connaissances reçoit actuellement une attention croissante : il s’agit de l’interrogation
de bases de connaissances munies d’ontologies expressives par des requêtes conjonc-
tives. Dans ce domaine, le langage Datalog+/- (Calì et al. (2009)) code l’ontologie par
des contraintes, des EGDs (Equality Generating Dependencies) et des TGDs (Tuple
Generating Dependencies). Ce sont ces derniers objets que nous appelons règles exis-
tentielles, et que nous étudions sous leur forme logique, qui sont des formules closes du
type ∀x1 . . . xp(H → (∃z1 . . . zqC)), où H et C sont des conjonctions d’atomes. Le
problème fondamental est celui de la conséquence logique : étant donnée une base de
connaissances K = (F,R) et Q, où F et Q sont deux conjonctions d’atomes existen-
tiellement closes, appelés respectivement le fait et la requête, et R est un ensemble de
règles, est-il vrai que K |= Q ?

Les connaissances de nature ontologique sont traditionnellement représentées par des
logiques de description. Cependant, la nécessité de prendre en compte des requêtes
conjonctives (et non plus seulement des requêtes réduites à un atome) a profondé-
ment modifié le paysage de ces logiques. De nouvelles logiques, moins expressives,
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sont étudiées afin de répondre à ce problème avec un meilleur compromis expressi-
vité/complexité.

L’approche présentée ici provient d’un courant parallèle de recherche, où certaines
contraintes inhérentes aux logiques de description (arité des prédicats inférieure ou
égale à deux, pas de cycle dans les règles) n’ont plus lieu d’être. Cependant, sans
contraintes sur les règles, la réponse à des requêtes conjonctives est un problème indé-
cidable. Il est donc important de définir des cas particuliers pour lesquels ce problème
devient décidable. La plupart des cas décidables connus reposent sur un processus de
marche avant, appelé “chase” en base de données (Maier et al. (1979)). A l’aide des
règles, on opère une saturation de la base de faits, c’est-à-dire que l’on ajoute des in-
formations aux faits en appliquant les règles, tant que ces informations sont nouvelles.
Lorsque ce processus s’arrête (Fagin et al. (2005), Baget & Mugnier (2002), Baget
(2004), Spezzano & Greco (2010)), la conséquence logique est décidable. Si ce proces-
sus ne s’arrête pas, mais génère des faits dont la structure est quasi-arborescente (Calì
et al. (2008), Calì et al. (2009), Baget et al. (2010)), le problème est également déci-
dable. Enfin, une autre condition de décidabilité repose sur la finitude d’un mécanisme
de marche arrière. Malheureusement, décider si un ensemble de règles vérifie l’un des
trois critères sus-cités est un problème indécidable. Une zoologie de classes de règles
décidables ayant ces propriétés a donc été proposée.

Cependant, ces classes concrètes ne se comportent pas bien les unes par rapport aux
autres. Si R1 et R2 sont des classes décidables, il est généralement faux que R1 ∪R2

soit décidable. De manière à pouvoir décomposer un ensemble de règles en sous-
ensembles plus simples étudiables de manière (presque) indépendante, une notion de
dépendance a été introduite dans Baget (2004) et Baget et al. (2009). Intuitivement, une
règle R2 dépend d’une règle R1 s’il existe un fait F tel qu’une application de R1 sur F
peut permettre une application de R2 qui n’était pas possible sur F uniquement. Tou-
tefois, si cette notion de dépendance est optimale à un instant donné du raisonnement,
elle ne prend pas en compte l’historique de celui-ci. Dans cet article, nous proposons un
raffinement de cette notion, la k-dépendance, qui tient compte d’un historique de taille
bornée par k.

En section 2, nous formalisons le problème de conséquence logique pour les règles
existentielles, et introduisons les principales définitions. En section 3, nous rappelons la
définition de dépendance et certaines de ses propriétés. Nous étudions les k-dépendances
en section 4. Nous concluons et présentons quelques pistes à explorer en section 5.

2 Préliminaires
On considère un langage logique du premier ordre avec constantes mais sans autre

symbole de fonction. Un atome est donc de la forme p(t1, . . . , tk) où p est un prédi-
cat d’arité k et ti sont des variables ou des constantes. Un fait F est une conjonction
d’atomes fermée existentiellement, que l’on verra comme un ensemble d’atomes. Les
variables d’une conjonction d’atomes seront notées var(F ) et ses termes term(F ). Une
requête conjonctive a la même forme qu’un fait, et l’on identifiera donc les deux no-
tions. Une règle existentielle (et simplement règle par la suite) est une formule close
de la forme ∀x1 . . . ∀xp(H → (∃z1 . . . ∃zqC)) où H et C sont deux conjonctions non
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vides d’atomes appelées respectivement l’hypothèse et la conclusion de la règle R. Par
la suite, les quantificateurs seront implicites. Une base de connaissances est un couple
composé d’un ensemble de faits et d’un ensemble de règles. L’union de deux faits étant
un fait, on considérera l’ensemble des faits comme un seul fait. On note donc (F,R)
une base de connaissances, où F est un fait et R un ensemble de règles. Nous nous in-
téressons au problème suivant : “étant donnés une base de connaissances K = (F,R)
et un fait (aussi appelé requête conjonctive) Q, est-il vrai que F,R |= Q, i.e. que Q est
conséquence logique de la conjonction des formules composant F et R ?”
Substitution et homomorphisme. Etant donné un ensemble de variables V et un en-
semble de termes T , une substitution de V par T est une application de V dans T . Soit
σ : V → T une substitution, et F un fait. σ(F ) est le fait obtenu à partir de F en
remplaçant chaque occurrence de x ∈ V ∩ term(F ) par σ(x). Une substitution est dite
sûre s’il s’agit d’une bijection entre V et un ensemble de variables fraîches (c’est-à-dire
n’apparaissant nulle part dans les formules du raisonnement). Etant donnés deux faits
F et Q, un homomorphisme π de Q vers F est une substitution de var(Q) par term(F )
telle que π(Q) ⊆ F . L’homomorphisme est correct et complet par rapport à la consé-
quence logique dans le fragment des faits : étant donné deux faits F et Q, F |= Q ssi il
y a un homomorphisme de Q dans F .

Pour la facilité de lecture, nous rappelons quelques définitions provenant de Baget
et al. (2011a).

Définition 1 (Application d’une règle)
Soit F un fait et R = (H,C) une règle. R est dite applicable à F s’il existe un ho-

momorphisme π de H dans F . Dans ce cas, l’application de R à F selon π produit un

fait α(F,R,π ) = F ∪ π
s(C), où π

s = π sur le domaine de π, et est une substitution

sûre des autres variables. Les atomes créés par l’application de R à F selon π sont les

éléments de π
s(C)\F . Un atome créé par R est dit d’origine R.

Exemple 1
Soit F = {r(a, b), r(b, c)} un fait, R1 : r(x, y) ∧ r(y, z) → r(x, z) et R2 : r(x, y) →
r(y, z) deux règles. R1 s’applique par π(x) = a,π (y) = b,π (z) = c. Le fait obtenu est

alors F
� = {r(a, b), r(b, c), r(a, c)}. R2 s’applique à F

�
de trois manières différentes :

par π1(x) = a,π 1(y) = b, π2(x) = b,π 2(y) = c et π3(x) = a,π 3(y) = c. Si l’on

applique R1 à F
�

par π3, on obtient F
�� = {r(a, b), r(b, c), r(a, c), r(c, x1)}, x1 étant

existentiellement quantifiée.

Nous considérons la saturation d’un fait, qui est un mécanisme de marche avant en
largeur. En notant F0 le fait initial, Fi étant le fait à l’étape i, on obtient Fi à partir de
Fi−1 en calculant tous les homomorphismes d’une hypothèse de règle dans Fi−1 qui
n’ont pas déjà été appliqués, puis en les appliquant.

Définition 2 (Saturé d’ordre k, ordre et origine d’un atome)
Soit F un fait et R un ensemble de règles existentielles. Π(R, F ) désigne l’ensemble

des homomorphismes de l’hypothèse d’une règle de R dans F : Π(R, F ) = {(R,π )|R =
(H,C) et π est un homomorphisme de H dans F}. La saturation de F par R à l’ordre

k est notée F
k = αk(F,R) et est définie récursivement comme suit :
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– α0(F,R) = F

– ∀i > 0, F i = F
i−1 ∪(R=(H,C),π)∈Π(F i−1,R)\Π(F i−2,R) π

s(C), où par convention,

F
−1 = ∅.

Un atome est dit d’ordre k (par rapport à F,R) s’il est créé par une application de règle

appartenant à F
k\F k−1

.

On note α∞(F,R) = ∪k∈Nαk(F,R).

Théorème 1
Soit F et Q deux faits et R un ensemble de règles. F,R |= Q si et seulement s’il existe

k ∈ N et un homomorphisme de Q dans αk(F,R).

Définition 3 (Ensemble à expansion finie)
Un ensemble de règles R est dit à expansion finie si et seulement s’il existe un entier k

tel que F
k = αk(F,R) ≡ αk+1(F,R).

Avec un ensemble de règles à expansion finie, le problème de conséquence logique
devient décidable. L’algorithme 1 est en effet assuré de terminer avec un ensemble R à
expansion finie.

Données: R un ensemble de règles, F un fait et Q une requête
Résultat: Vrai si Q est conséquence logique de F,R, faux ou ne s’arrête pas sinon
Fc = F ;
tant que α(Fc,R) �≡ Fc faire

Fc = α(Fc,R);
si Fc |= Q;

alors
retourner Vrai;

fin
fin
retourner Faux;

Algorithm 1: L’algorithme générique de marche avant

En effet, il suffit d’appliquer des étapes de saturation de F , c’est-à-dire calculer
αk(F,R) jusqu’à ce que αk(F,R) ≡ αk+1(F,R). Un tel k existe par hypothèse :
il suffit alors de tester la conséquence logique entre faits.

3 Rappels sur la notion de dépendance
La recherche de cas décidables pour la conséquence logique, c’est-à-dire de contraintes

sur les ensembles de règles assurant la décidabilité a mené à la définition de nombreuses
classes de règles. Malheureusement, ces différents critères sont généralement incompa-
tibles, dans la mesure où si Ra et Rb appartiennent à des classes décidables, il est
généralement faux que Ra ∪Rb appartienne également à une classe décidable (Baget
et al. (2010)). Cette propriété empêche la décomposition d’un ensemble de règles en
sous-ensembles plus simples, que l’on souhaiterait étudier de manière séparée.
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Une réponse partielle à ce problème a été proposée dans Baget (2004) et Baget et al.

(2009) : la notion de dépendance. Intuitivement, une règle Rj dépend d’une règle Ri

si une application de Ri est susceptible de déclencher une nouvelle application de Rj .
Cette notion est formalisée ci-dessous. Les définitions et propriétés de cette section sont
tirées de Baget et al. (2009).

3.1 Définitions et propriétés
Définition 4 (Dépendance de Rj par rapport à Ri)
Soit Ri, Rj deux règles. Rj = (Hj , Cj) dépend de Ri = (Hi, Ci) s’il existe un fait F ,

un homomorphisme π : Hi → F et un homomorphisme π
� : Hj → α(F,Ri,π) tel que

π
�(Hj) �⊆ F .

Exemple 1 (suite)
L’application π3 de R2 n’était pas possible dans F , mais a été rendue possible dans

F
�

grâce à une application de R1. R2 dépend donc de R1. Dans F
��

obtenu en appli-

quant R2, il y a une nouvelle application de R1 rendue possible. R1 dépend donc de R2.

Cette notion abstraite de dépendance peut se calculer effectivement par un test d’uni-
fication entre Hj et Ci (cette notion étant relativement complexe, nous invitons le lec-
teur intéressé à se reporter à Baget et al. (2009)). Ce test est NP -complet, mais cette
étape peut être considérée comme étant faite hors-ligne dans le cas de réponses à des
requêtes conjonctives. Les relations de dépendance sont alors compilées dans le graphe

de dépendance des règles.

Définition 5 (Graphe de dépendance)
Soit R un ensemble de règles. Le graphe de dépendance de règles de R est le graphe

ayant pour sommets les éléments de R, et qui possède un arc de Ri vers Rj ssi Rj

dépend de Ri. Il est noté GRD(R) (de l’anglais Graph of Rule Dependencies).

Avoir un graphe de dépendance sans circuit est une condition suffisante pour être à
expansion finie :

Propriété 1 (GRD sans circuit)
Soit R un ensemble de règles. Si GRD(R) est sans circuit, alors R est à expansion

finie.

La propriété clé suivante permet (potentiellement) de décomposer un ensemble de
règles en sous-ensembles plus petits, qui peuvent être étudiés séparément.

Propriété 2 (Décomposition en composantes fortement connexes)
Soit R un ensemble de règles. Si toutes les composantes fortement connexes de GRD(R)
sont à expansion finie, alors R est à expansion finie.
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3.2 Limites de cette notion de dépendance
Nous présentons maintenant plusieurs limites de cette notion de dépendance. Pour

des raisons historiques, il est parfois demandé que les règles aient des conclusions ato-
miques. C’était en effet le cas dans le Datalog 1 de base, où cela peut être supposé sans
perte de généralité, car toute règle Datalog avec plusieurs atomes en conclusion peut
être décomposée en un ensemble de règles avec même hypothèse et un seul atome en
conclusion. Dans le cas des règles existentielles, la transformation est également pos-
sible, mais fait appel à un prédicat auxiliaire par règle, comme présenté ci-dessous.

Définition 6 (Décomposition atomique Ta)
Soit R = (H,C) une règle possédant k atomes en conclusion. Ta(R) est un en-

semble de k + 1 règles. Une première règle a pour hypothèse H et pour conclusion

pR(x1, . . . , xn), où var(C) = {xi}i, et pR est un prédicat frais. Les k autres règles ont

pour hypothèse pR(x1, . . . , xn), et pour conclusion l’un des atomes qui est en conclu-

sion de R (une règle par atome). On définit enfin Ta(R) = ∪R∈RTa(R).

Exemple 2
Les règles ci-dessous montrent la décomposition de R = {R1, R2} en Ta(R) =
{R0

1, R
1
1, R

2
1, R

3
1, R

0
2, R

1
2} :

R1 : p(x) → r(x, y) ∧ r(y, z) ∧ r(z, x) R2 : r(x, y) ∧ r(y, x) → p(y)
R

0
1 : p(x) → pR1(x, y, z) R

0
2 : r(x, y) ∧ r(y, x) → pR2(x, y)

R
1
1 : pR1(x, y, z) → r(x, y) R

1
2 : pR2(x, y) → p(y)

R
2
1 : pR1(x, y, z) → r(y, z)

R
3
1 : pR1(x, y, z) → r(z, x)

Propriété 3
Soit K = (F,R) une base de connaissances et Q une requête conjonctive. Ta(R) est

tel que R, F |= Q ssi Ta(R), F |= Q.

Cependant, les graphes de dépendance de ces deux ensembles de règles peuvent avoir
des comportements différents : GRD(R) peut être sans circuit alors que GRD(Ta(R))
en possède, comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 2 (suite)
En reprenant l’exemple précédent, les graphes de dépendance de R et Ta(R) sont

visibles dans la Figure 1. Du fait de la dépendance de R
0
2 envers R

1
1, R

2
1 et R

3
1, on

a maintenant un cycle dans le GRD. En découpant la conclusion de R1, on a ainsi

introduit de nouvelles dépendances.

Plus généralement, dans le cas où Rc dépend de Rb qui dépend elle-même de Ra,
il n’est pas certain qu’une application de Rc puisse être déclenchée par une appli-
cation de Rb qui a été déclenchée par une application de Ra. Ce cas de figure est
illustré par l’exemple 2, après décomposition atomique (en considérant par exemple
Ra = R

0
1, Rb = R

1
1, Rc = R

0
2). Alors que la dépendance calcule très exactement la

1. On a alors des règles sans variable existentielle en conclusion, i.e., pour toute R = (H,C), var(C) ⊆
var(H).
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R1 R2 R
0
1

R
1
1

R
2
1

R
3
1

R
0
2 R

1
2

FIGURE 1 – Les graphes de dépendances de R et de Ta(R)

possibilité pour une règle de déclencher l’application d’une autre sur un fait dont on
ne sait rien, l’utilisation de la dépendance à une étape k > 1 de saturation n’est plus
optimale, car nous avons une information supplémentaire sur le fait : il a été produit par
k − 1 étapes de saturation. C’est cette nouvelle notion de dépendance que nous nous
proposons d’étudier dans la suite de cet article.

4 Une nouvelle famille de dépendances
Pour cela, nous proposons dans cette section un raffinement de la notion de dépen-

dance : la dépendance à l’ordre k (k ≥ 1), encore appelée k-dépendance. L’intuition
derrière cette notion est d’exclure des cas de dépendance celles qui font “fortement”
appel au fait initial, au sens où elles ne peuvent avoir lieu “tard”, c’est-à-dire sur un
fait qui est un saturé à l’ordre k d’un autre fait. Il devient donc nécessaire (même si la
notation n’en fait pas explicitement mention) de prendre en compte l’ensemble R tout
entier, et plus seulement deux règles pour décider de la dépendance.

Définition 7 (k-dépendance)
Soit R un ensemble de règles, k ≥ 1, et Ri, Rj ∈ R. On dit que Rj = (Hj , Cj)
dépend à l’ordre k (ou k-dépend) de Ri = (Hi, Ci) s’il existe F et un homomorphisme

π : Hj → αk(F,R) tel qu’un atome de Hj ait pour image par π un atome d’ordre k et

d’origine Ri. Un tel fait F est appelé un k-témoin de la dépendance

Comme pour la dépendance usuelle, nous synthétisons les dépendances au sein d’un
graphe de dépendance, le GRDk(R) :

Définition 8 (GRDk(R))
Soit R un ensemble de règles. Le graphe de dépendance à l’ordre k de R a pour som-

mets les éléments de R, et un arc de Ri vers Rj ssi Rj dépend à l’ordre k de Ri. Il est

noté GRDk(R).

Nous commençons par démontrer que l’objet que nous définissons est bien "plus
petit" que le graphe usuel, ce qui était notre but initial :
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Propriété 4
Soit R un ensemble de règles. On a, pour 1 ≤ k ≤ k

�
, les inclusions suivantes :

GRDk�(R) ⊆ GRDk(R) ⊆ GRD1(R) = GRD(R)

Preuve : Soit 1 ≤ k ≤ k
�. Comme le saturé à l’ordre k� de F est égal au saturé à l’ordre

k de αk�−k(F,R), nous en déduisons que GRDk�(R) ⊆ GRDk(R).
Dans quels cas le GRDk(R) est-il strictement plus petit que le GRD(R) ? Pour

en obtenir une intuition, il est intéressant de considérer l’exemple suivant : p(x) ∧
r(x, y) → r(y, z). Cette règle dépend d’elle même, mais ne 2-dépend pas d’elle même
(car elle ne produit pas d’atome de prédicat p). Cet exemple est généralisable, en consi-
dérant des chaînes d’atomes de prédicat r de longueur k en hypothèse, la conclusion
apportant un k+1ème élément à la chaîne. Cette règle serait k dépendante d’elle-même,
mais pas k + 1-dépendante.

Nous montrons maintenant que les propriétés du GRD(R) concernant la marche
avant peuvent être généralisées au GRDk(R).

Propriété 5 (Acyclicité de GRDk(R))
Soit R un ensemble de règles. S’il existe k tel que GRDk(R) soit sans circuit, R est à

expansion finie.

Preuve : Soit F un fait quelconque. Soit F k le saturé à l’ordre k de F . Soit R1 l’en-
semble des règles qui s’appliquent de façon nouvelle à F

k. Les règles susceptibles de
s’appliquer à F k+l sont celles avec un chemin de longueur l partant d’une règle de R1.
Comme GRDk(R) est sans circuit, il existe m tel que m soit la longueur d’un plus
long chemin dans GRDk(R). On a alors Fk+m = Fk+m+1, et R est donc à expansion
finie.

Propriété 6 (Décomposition en c.f.c.)
Soit R un ensemble de règles. Si toutes les composantes fortement connexes de GRDk(R)
sont à expansion finie, alors R est à expansion finie.

Preuve : Similaire à celle de la propriété 5.
Il existe également des propriétés du GRDk qui ne sont pas directement le pendant

d’une propriété du GRD. En effet, la notion de k-dépendance possède une certaine
résistance aux transformations syntaxiques, par exemple à la décomposition atomique
présentée dans la section précédente :

Propriété 7 (Résistance à la décomposition atomique)
Soit R un ensemble de règles. Si GRDk(R) est sans circuit, alors GRD2k(Ta(R)) est

sans circuit.

Preuve : Voir Baget et al. (2011b).
L’intérêt de la notion de k-dépendance ne se limite pas à la définition de classes dé-

cidables plus générales qu’auparavant. Nous présentons ici de possibles optimisations
pratiques que peut apporter la connaissance du GRDk(R), avec la présentation de l’al-
gorithme 2. En effet, par définition de la k-dépendance, une fois effectuées k étapes
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de saturation, il n’est pas nécessaire de tester les applications potentielles de toutes
les règles, mais uniquement de celles étant successeurs dans le GRDk(R) d’une règle
appliquée au rang précédent.

Données: F un fait, R une base de connaissances, Q une requête, GRDk(R)
Résultat: Vrai si Q est conséquence logique de F,R, faux ou ne s’arrête pas sinon
Fb = αk−1(F,R);
Fc = α(Fb,R);
tant que Fb �≡ Fc faire

Fb = Fc;
Rb = l’ensemble des règles ayant été appliquées à Fb;
Rc = l’ensemble des successeurs des règles de Rb dans GRDk(R);
Fc = α(Fc,Rc);
si Fc |= Q alors

retourner Vrai;
fin

fin
retourner Faux;

Algorithm 2: L’algorithme de marche avant avec un graphe de k-dépendance pré-
compilé.

Enfin, nous mentionnons un résultat de complexité. Soit la famille de problèmes de
décision DÉDUCTIONk, paramétrée par k ≥ 1 :

– ENTRÉE : un ensemble de règles R, Ri, Rj ∈ R
– QUESTION : Rj k-dépend de Ri ?
On peut montrer (Baget et al. (2011b)) que pour tout k ≥ 1, le problème DÉDUCTIONk

est NP-complet.

5 Conclusion et travaux ultérieurs
Nous nous sommes intéressés au problème de l’interrogation de bases de connais-

sances munies de règles expressives à l’aide de requêtes conjonctives. Pour ce problème
indécidable dans le cas général, il a été proposé dans les nombreuses publications ré-
centes, un grand nombre de classes décidables de règles. Cependant, ces différentes
classes de règles sont incompatibles, au sens où l’union de deux ensembles de règles
décidables n’est plus nécessairement décidable. Le seul outil à la connaissance des au-
teurs permettant de combiner des résultats de décidabilité est le graphe de dépendance
des règles, qui souffre cependant de certaines faiblesses. Nous avons proposé un raffine-
ment de la notion de dépendance, à savoir la k-dépendance, qui possède de meilleures
propriétés. Il reste cependant des pistes à explorer. Premièrement, l’algorithme (non pré-
senté ici, voir Thomazo (2010),Baget et al. (2011b)) pour caractériser la k-dépendance
entre deux règles repose sur de la force brute. Deuxièmement, il serait bon d’adapter
les résultats obtenus également dans le cas de la marche arrière. Pour ces deux pistes,
étudier les liens entre la k-dépendance et les unificateurs (qui servent pour la marche
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arrière et pour caractériser la dépendance usuelle) est la démarche envisagée. Enfin,
l’étude de la k-dépendance invite à considérer des réécritures de règles, de manière à
obtenir des ensembles de règles équivalentes ayant de bonnes propriétés syntaxiques.
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Résumé : Le principe du diagnostic à base de modèle est mis en œuvre à l’aide
d’un algorithme qui, s’appuyant sur un modèle du système sous-jacent et de son
observation, génère des hypothèses de diagnostic. Dans les applications réelles et
contrairement aux hypothèses classiques, il se peut que ni le modèle, ni les obser-
vations, ni même l’algorithme implanté ne remplissent les pré-requis nécessaires
à la bonne marche du système de diagnostic. Le problème de méta-diagnostic
consiste à déterminer les anomalies du système de diagnostic utilisé. Dans cet
article, nous proposons dans un premier temps, une théorie générale du méta-
diagnostic avec une sémantique clairement définie pour résoudre ce problème.
Puis, nous établissons une liste des pré-requis au bon fonctionnement d’un sys-
tème de diagnostic et leurs relations. Enfin, à l’aide du cadre théorique proposé,
nous proposons et résolvons des exemples de problèmes de méta-diagnostic s’ap-
puyant sur les pré-requis définis précédemment.
Mots-clés : Diagnostic à base de modèle, représentation des connaissances

1 Introduction

Le raisonnement diagnostique consiste à déterminer les composants normaux et anor-
maux d’un système réel. Dans le cadre du diagnostic à base de modèle (Reiter, 1987),
(de Kleer & Williams, 1987), on dispose d’un algorithme générique produisant les diag-
nostics en s’appuyant sur une connaissance dite « profonde » du système et sur les
observations disponibles. Dans cet article, ce modèle de connaissance est appelé « re-
présentation du système » 1 et nous définissons un système de diagnostic par le triplet :
représentation du système, observations, algorithme de diagnostic.

Sur des applications réelles, il n’est malheureusement pas rare de constater que les
systèmes de diagnostic ne vérifient pas les prérequis usuels pour leur bon fonctionne-
ment tel que, par exemple, l’utilisation d’une représentation correcte (c.-à-d. ontologi-
quement vraie) du système. Dans le cadre aéronautique, par exemple, cette garantie est
nécessaire, sinon le système de diagnostic peut conduire à des opérations de mainte-
nance incorrectes provoquant des délais non anticipés avec de sérieuses conséquences
économiques. Néanmoins, disposer d’une représentation ontologiquement vraie n’est

1. Le mot « modèle » est, quant à lui, réservé à son usage classique dans le contexte de la théorie des
modèles.
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pas simple et de nombreux ingénieurs s’emploient à trouver des moyens d’en détecter
et d’en corriger les anomalies.

Nous proposons d’appeler méta-diagnostic le problème de la détermination des ano-
malies dans un système de diagnostic. Notre première contribution, en section 3, est
la définition d’une théorie logique de méta-diagnostic pour la résolution de ce type de
problème. Cette théorie offre de nombreux avantages : elle dispose d’une sémantique
clairement définie par la logique, c’est une théorie générale et unifiée afin de raisonner
sur tout type de système de diagnostic. De plus, cette théorie de méta-diagnostic rend
possible l’utilisation successive d’un ensemble de cas de tests (ensembles d’observa-
tions sur le système de diagnostic) afin de raffiner le méta-diagnostic. Cette possibilité
de raffinement est particulièrement utile dans le cadre aéronautique où l’on dispose d’un
ensemble important de cas de tests du système de diagnostic étudié ce qui permet une
automatisation du processus d’isolation des anomalies dans le système de diagnostic.

La section 5 décrit la modélisation et la résolution de deux problèmes importants
de méta-diagnostic. Ces problèmes de méta-diagnostic s’appuient sur des propriétés
généralement requises pour le bon fonctionnement de système de diagnostic et qui sont
présentées dans la section 4.

2 Rappels

Nous supposons ici que les bases de la théorie des modèles (structure, modèle et ex-
tensions) sont familières au lecteur (Hodges, 1993) ainsi que le cadre logique classique
du diagnostic à base de modèle (Reiter, 1987)(de Kleer & Williams, 1987).

2.1 Système réel/représentation du système

Le diagnostic à base de modèle (DBM) est un problème de raisonnement dont le but
est de déterminer les anomalies d’un système étant donnés sa description (souvent noté
DS) et un ensemble d’observations OBS. L’hypothèse cruciale sur laquelle s’appuient
les approches DBM est que le couple (DS,OBS) représente correctement la réalité
sous-jacente (c.-à-d. le système réel et les observations). Plus formellement, la réa-
lité n’est représentable qu’à travers une structure, notons-la Ψ, d’informations brutes
qui pourraient être accessibles (comportements et observations) si les capacités d’in-
génierie et de calcul étaient illimitées. L’hypothèse des approches DBM sous-entend
ainsi qu’il existe toujours une structure s disponible, modèle de DS∪OBS (c.-à-d.
s∈Mod(DS∪OBS)) pouvant être étendue à une structure t (c.-à-d. s⊆t) isomorphe à
Ψ : t � Ψ. Utilisant les mots de Tarski (Tarski, 1936), les approches DBM s’appuient
sur le fait que DS∪OBS est une théorie ontologiquement vraie, une théorie « which
says that the state of affairs is so and so, and the state of affairs is indeed so and so ».
Dans cet article, nous appelons système réel un ensemble R d’entités élémentaires (ou
unités) communicantes et remplaçables (UCR), sur lesquelles s’effectue toute action de
maintenance issue d’un diagnostic. La connaissance associée à R sera appelée repré-
sentation du système. Le système de diagnostic étant défini par l’utilisateur, la notion
d’anomalie du système réel est donc lié à son point de vue :

Définition 1 (Anomalies d’une entité)

Une entité c ∈ R est dite anormale (ou subit une anomalie) si au moins une de ses

caractéristiques, vitale pour l’application considérée, a subi une transformation irréver-

sible.
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Enfin, le système de diagnostic a pour objectif de déterminer l’état de santé réel σréel

constitué de l’ensemble des entités anormales.

2.2 Diagnostic à base de modèle

En s’appuyant sur les notions et les notations décrites ci-dessus, nous rappelons briè-
vement le cadre classique du diagnostic à base de modèle qui est utilisé dans cet ar-
ticle (de Kleer & Williams, 1987) (Reiter, 1987).

Définition 2 (représentation du système)

La représentation d’un système est un couple (DS,COMPS) où :

1. DS, la description du système dans cette représentation, est un ensemble de

phrases du premier ordre.

2. COMPS, est un ensemble fini de constantes modélisant les composants du sys-

tème réel.

Nous supposons ici l’existence d’un isomorphisme entre les ensembles R et COMPS

du fait que R est un ensemble défini par l’utilisateur et par les actions de maintenance
sur les entités de R. Le prédicat Ab(c) (resp. ¬Ab(c)) signifie que le composant c ∈
COMPS est anormal (resp. normal).

Les observations font partie des quelques liens entre le système réel et sa représenta-
tion. Intuitivement, les observations sont des captures d’information issues du système
réel effectuées à l’aide d’un ensemble O de capteurs mesurant la valeur v(p) d’un pa-
ramètre réel p. Une fois acquises, ces observations sont confrontées à la représentation
du système dans la forme dans laquelle v(p) et p sont effectivement représentés afin
d’effectuer le diagnostic.

Définition 3 (Observations)

Les observations OBS forment un ensemble de phrases du premier ordre.

L’exemple suivant illustre un système réel, sa contrepartie qui est modélisée ainsi que
des observations. Cet exemple servira de base tout au long de cet article.

Exemple 1

On considère le circuit de la figure 1 de Davis (Davis, 1984).

M1

A1

A2

M3

M2

a

b

c

d

e

f

g

x

y

z

FIGURE 1 – Un circuit avec 3 multiplicateurs (M1,M2, M3) et 2 additionneurs (A1,A2).

Supposons que ce circuit soit représenté par COMPS = {M1,M2,M3,A1,A2} et DS 2

2. Remarquons que, dans cet exemple, la première phrase de DS est manifestement incorrecte car elle ne

représente pas le comportement d’un multiplicateur réel.
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M1desc : ¬ Ab(M1) ⇒ (v(x) = (v(a) +1) ∗ v(c))

M2desc : ¬ Ab(M2) ⇒ (v(y) = v(b) ∗ v(d))

M3desc : ¬ Ab(M3) ⇒ (v(z) = v(c) ∗ v(e))

A1desc : ¬ Ab(A1) ⇒ (v(f) = v(x) + v(y))

A2desc : ¬ Ab(A2) ⇒ (v(g) = v(y) + v(z))

étendu avec les axiomes appropriés pour l’arithmétique en particulier. On suppose éga-

lement que les paramètres a, b, c, d, e, f et g sont observés avec pour valeurs 1, 2, 3,

4, 5, 11 et 22 respectivement.

Étant donnés une représentation (DS,COMPS) et des observations OBS, il est pos-
sible désormais d’introduire la notion de problème de diagnostic.

Définition 4 (Problème de diagnostic)

Un problème de diagnostic est un triplet (DS,COMPS,OBS).

Finalement, la définition sémantique du diagnostic repose sur le concept d’état de
santé s’appuyant sur la représentation du système σ(∆,COMPS\∆) = [

�
c∈ ∆Ab(c)]∧

[
�

c∈(COMPS\∆) ¬Ab(c)].

Définition 5 (Diagnostic (sémantique))

Soit ∆ ⊆ COMPS. Un diagnostic, DT-M, pour (DS,COMPS,OBS) est l’ensemble des

candidats σ(∆,COMPS\∆) tels que DS∪OBS∪σ(∆,COMPS\∆) est satisfiable.

La définition 5 fournit une sémantique parfaitement définie pour la notion de diagnos-
tic. Néanmoins, comme elle est donnée en terme de modèles, elle offre peu d’intérêts au
niveau algorithmique. La théorie de la démonstration offre une approche syntaxique et
un environnement algorithmique plus attractif. C’est pourquoi nous considérons qu’il
existe un démonstrateur automatique sous-jacent dans chaque algorithme de diagnostic
A. L’algorithme de (Reiter, 1987) utilise un tel démonstrateur de façon explicite.

Définition 6 (Diagnostic (syntaxique))

Un diagnostic (syntaxique) DT-D est l’ensemble de candidats calculé par l’algorithme

de diagnostic A (�A).

3 Caractérisation du méta-diagnostic

La section 2 a présenté les éléments servant à définir un système de diagnostic.

Définition 7 (Système de diagnostic)

Un système de diagnostic est un quadruplet (DS,COMPS,OBS,A).

Comme mentionné dans l’introduction, les systèmes de diagnostic peuvent être eux-
mêmes anormaux, par rapport à certaines propriétés souhaitées pour de nombreuses
raisons : des erreurs de modélisation, des erreurs de perception (observations incer-
taines), des erreurs algorithmiques (l’algorithme ne produisant pas les candidats de
diagnostic issus de la définition sémantique). Sachant que dans les applications réelles
de telles anomalies sont loin d’être rares, il est nécessaire d’établir une théorie de méta-
diagnostic dont la finalité est de raisonner sur le système de diagnostic lui-même. Afin
d’obtenir une théorie générale, nous nous appuyons ici sur la logique du premier ordre. 3

3. Les résultats de ce papier sont également valides pour un ensemble d’autres logiques.
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3.1 Méta-système

Au niveau méta-diagnostic, les méta-composants sont associés aux éléments du sys-
tème de diagnostic dont le comportement peut être suspecté comme étant normal ou
anormal. Le comportement de ces composants, de même que leurs interactions sont dé-
crits dans un méta-système à l’aide du prédicat unaire M-Ab(·) sémantiquement associé
à la présence d’une anomalie dans un méta-composant. Intuitivement, un méta-système
rassemble donc la connaissance statique utilisée par le méta-diagnostic pour raisonner
sur le système de diagnostic sous-jacent.

Définition 8 (Méta-système)

Un méta-système est un couple (DM-S,M-COMPS) où :

1. DM-S, la description du méta-système, est un ensemble de phrases du premier

ordre.

2. M-COMPS l’ensemble des méta-composants identifés par des constantes.

Le choix des méta-composants dépend de l’objectif du raisonnement et des hypo-
thèses de départ.

1. Il n’est pas nécessaire de considérer chaque élément d’un système de diagnostic
comme un méta-composant.

2. Les méta-composants peuvent être définis à différents niveaux d’abstraction.
Par exemple, si pour un problème donné, nous supposons que les algorithmes de

diagnostic sont corrects et les observations normales, alors, afin de déterminer dans la
représentation du système si chaque phrase décrit correctement le système réel, il suffit
d’associer à chacune de ces phrases un méta-composant et uniquement à ces phrases.
Ceci est illustré ci-dessous en s’appuyant sur l’exemple 1. Une possibilité pour DM-S

avec M-COMPS={M1desc, M2desc, M3desc, A1desc, A2desc, Alg} serait 4 :

¬M-Ab(M1desc) ⇒ [¬Ab(M1) ⇒ (v(x) = (v(a)+1)∗v(c))]
¬M-Ab(M2desc) ⇒ [¬Ab(M2) ⇒ (v(y) = v(b) ∗ v(d))]
¬M-Ab(M3desc) ⇒ [¬Ab(M3) ⇒ (v(z) = v(c) ∗ v(e))]
¬M-Ab(A1desc) ⇒ [¬Ab(A1) ⇒ (v(f) = v(x) + v(y))]
¬M-Ab(A2desc) ⇒ [¬Ab(A2) ⇒ (v(g) = v(y) + v(z))]

L’idée derrière la description DM-S est que si une DS-phrase n’est pas anormale, alors
elle décrit correctement ce qui se passe en réalité.

3.2 Méta-observations

Les méta-observations sont utilisées en liaison avec les méta-systèmes afin de déter-
miner les anomalies des méta-composants.

Définition 9 (Méta-observations)

Les méta-observations M-OBS forment un ensemble fini de phrases du premier ordre.

La disponibilité des méta-observations peut avoir plusieurs sources : il peut s’agir
d’informations issues de cas de tests dans lesquels l’état de santé réel σréel est connu, des
résultats de diagnostic calculés par le système de diagnostic, des observations du sys-
tème, etc. Les méta-observations regroupent ainsi toutes les observations disponibles au
niveau système et au niveau méta-système. Dans l’exemple précédent, si l’état de santé

4. La section 5 présente plus clairement la méthode pour décrire un méta-système.
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réel est connu et a produit l’ensemble d’observations OBS alors les méta-observations
disponibles M-OBS sont :

1. σréel≡ ¬Ab(M1)∧¬Ab(M2)∧¬Ab(M3)∧¬Ab(A1)∧Ab(A2),
2. OBS≡v(a)= 1∧v(b)= 2∧v(c)= 3∧v(d)= 4∧v(e)= 5∧v(f)= 11∧v(g)= 22.

3.3 Méta-diagnostic

Un méta-système et un ensemble de méta-observations forment un problème de méta-
diagnostic.

Définition 10 (Problème de méta-diagnostic)

Un problème de méta-diagnostic est un triplet (M-DS,M-COMPS,M-OBS).

La résolution d’un problème de méta-diagnostic consiste à déterminer les anomalies
des méta-composants M-COMPS en s’appuyant sur les méta-observations.

Définition 11 (État de méta-santé)

Soit Φ ⊆ M-COMPS un ensemble de méta-composants, l’état de méta-santé π(Φ,M-

COMPS\Φ) est la conjonction :
�

mc∈ ΦM-Ab(mc)]∧[
�

mc∈(M-COMPS\Φ) ¬M-Ab(mc).

Définition 12 (Méta-diagnostic)

Le méta-diagnostic M-D, pour le problème (M-DS,M-COMPS,M-OBS) est l’ensemble

des candidats π(Φ,M-COMPS\Φ) tels que M-DS∪M-OBS∪π(Φ,M-COMPS\Φ) est

satisfiable.

Au final, le lecteur pourra constater que les définitions 5 et 12 sont identiques. En
effet, un problème de méta-diagnostic est un problème de diagnostic dont l’objet diag-
nostiqué est un système de diagnostic, ce qui conduit entre autres à ce que :

1. chaque algorithme de diagnostic existant peut être utilisé comme un algorithme
de méta-diagnostic s’il est correct et complet au sens de la sémantique sous-
jacente (Hodges, 1993).

2. chaque méthode pouvant réduire la complexité pratique du problème de diagnos-
tic peut s’appliquer au problème de méta-diagnostic.

4 Propriétés des systèmes de diagnostic et de leur résul-

tats

La section précédente décrit une caractérisation du méta-diagnostic suffisamment gé-
nérique pour résoudre différents problèmes de méta-diagnostic. Avant d’en décrire cer-
tains en section 5, il est nécessaire de présenter un certain nombre de propriétés sur les
systèmes de diagnostic dont l’absence est considérée comme anormale. Une liste plus
exhaustive est proposée dans (Belard et al., 2010).

4.1 Propriétés sur les résultats de diagnostic

La qualité d’un diagnostic peut être évaluée à l’aide de deux propriétés : la validité et
la certitude.

Définition 13 (Validité)

Soit σréel un état de santé tel que, pour chaque c∈COMPS, si c est l’image de r∈R : 1)

si r est anormal, ¬Ab(c)∧σréel|=⊥ ; et 2) si r est normal, Ab(c)∧σréel|=⊥. Un résultat

de diagnostic, D, est valide si σréel ∈ D ; et invalide sinon.
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Définition 14 (Certitude)

Un résultat de diagnostic, D, est certain s’il ne contient qu’un seul candidat, c.-à-d.

#D=1 ; et incertain sinon.

Disposer de résultats valides et certains est extrêmement intéressant, notamment dans
le monde aéronautique où les résultats invalides peuvent conduire les équipes de main-
tenance d’un appareil à déposer des composants en parfait état de fonctionnement et où
des résultats incertains peuvent entrainer des tâtonnement impactant de manière inac-
ceptable la disponibilité de l’avion.

4.2 Propriétés sur les observations

Dans cet article, nous ne citons qu’une propriété sur les observations : la véracité.
Informellement, des observations sont dites ontologiquement vraies si la perception
d’un paramètre réel est correct, autrement dit, si la mesure de la valeur du paramètre p

est x alors celle-ci est réellement sa valeur. Formellement :

Définition 15 (Véracité)

Soit Ω l’ensemble de toutes les structures et Ψ ∈ Ω l’ensemble des informations

brutes sur la réalité du système
5
. Les observations OBS sont ontologiquement vraies

ssi ∃s∈Mod(OBS) ∃t∈Ω (s⊆t)∧(t�Ψ) (Tarski, 1936).

Il faut insister ici sur la différence entre la vérité logique et la vérité ontologique
(véracité), la première étant fondée sur les axiomes d’une théorie et la deuxième s’ap-
puyant sur une correspondance entre les phrases de la théorie et la réalité (Tarski, 1936).
Sans observations ontologiquement vraies, les résultats de diagnostic au sens de la dé-
finition 5 ne sont pas garantis d’être valides au sens de la définition 13 comme nous le
démontrerons plus tard à travers le théorème 1.

4.3 Propriétés sur la représentation du système

On identifie deux propriétés associées à la représentation du système : la véracité et
la diagnosticabilité. Intuitivement si la représentation du système est ontologiquement
vraie alors toute phrase X de DS énonce que X a effectivement lieu en réalité. Formel-
lement,

Définition 16 (Véracité de la représentation du système)

Soit Ω l’ensemble de toutes les structures et Ψ ∈ Ω l’ensemble des informations brutes

disponibles sur la réalité. Une représentation du système est ontologiquement vraie ssi,

pour tout ensemble ontologiquement vrai OBS, ∃s∈Mod(DS∪OBS) ∃t∈Ω (s⊆t)∧(t�Ψ). Si

la représentation du système est ontologiquement vraie alors toutes ses phrases le sont.

Comme pour la véracité des observations, la véracité de la représentation du système
est essentielle pour garantir que tout diagnostic au sens de la définition 5 soit valide
comme nous le montrerons plus tard.

Concernant la diagnosticabilité de la représentation du système, nous reprenons la
définition de (Console et al., 2000) avec nos termes :

Définition 17 (Diagnosticabilté)

La représentation du système, associée à un ensemble de capteurs O, est diagnosticable

ssi pour tout ensemble d’observations ontologiquement vraies, il existe toujours un et

un seul candidat de diagnostic au sens de la définition 5.

5. Pour une discussion détaillée, voir la sous-section 2.1.
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L’intérêt de la diagnosticabilité est motivé par le besoin de fournir des diagnostics
certains.

4.4 Propriétés sur l’algorithme de diagnostic

Comme on l’a vu, un algorithme de diagnostic peut être vu comme un démonstrateur
de théorèmes, deux propriétés lui sont associées : la correction et la complétude.

Définition 18 (Correction et complétude)

Soit T une théorie logique et ϕ une phrase dans un langage L pour une sémantique

donnée. Un algorithme de diagnostic A est correct ssi : si (T �A ϕ), alors (T |=L ϕ). Il

est complet ssi : si (T |=L ϕ), alors (T �A ϕ).

Par définition, un algorithme de diagnostic correct et complet rend équivalent les no-
tions de diagnostic sémantique et de diagnostic syntaxique (voir définition 6). C’est la
raison essentielle de ces propriétés qui sont requises, par exemple, dans le démonstra-
teur sur lequel s’appuie l’approche de Reiter (Reiter, 1987). On pourrait se demander
quel est l’intérêt de méta-diagnostiquer si un algorithme est correct ou pas, complet
ou pas, sachant qu’il suffirait de garantir par construction les propriétés d’un tel algo-
rithme. Là encore, le problème est lié aux applications réelles dont la complexité fait
que certains algorithmes de diagnostic peuvent difficilement être modélisés dans un
cadre logique ou bien encore, le fonctionnement même de l’algorithme n’est pas connu
de l’utilisateur final (l’intégrateur en aéronautique par exemple) pour des raisons de
confidentialité.

5 Quelques problèmes de méta-diagnostic

Avec la caractérisation présentée en section 3 et les propriétés décrites en section 4,
il est possible de modéliser et de résoudre des problèmes de méta-diagnostic typiques.
Le processus de modélisation est constitué de 4 étapes :

1. définition des méta-composants en s’appuyant sur les hypothèses du problème et
le niveau de détail de la solution ;

2. définition des propriétés dont l’absence est considérée anormale ;
3. définition des comportements normaux et anormaux des méta-composants ;
4. définition des méta-observables.

Pour résoudre les problèmes suivants, nous avons directement utilisé GDE (General
Diagnostic Engine) (de Kleer & Williams, 1987)(Forbus & de Kleer, 1993). Ceci a été
possible du fait que tout algorithme de diagnostic correct et complet peut devenir un
algorithme de méta-diagnostic, ce qui est le cas de GDE.

5.1 Le problème de la représentation erronée d’un système

Posons le problème suivant : « soit le système de diagnostic (DS, COMPS, OBS,

A), supposons que OBS soit ontologiquement vrai et que A soit correct et complet, dé-
terminer des phrases ontologiquement fausses dans DS ». La résolution de ce problème
requiert le théorème suivant :

Théorème 1

Si (DS,COMPS) est ontologiquement vrai, alors pour tout problème (DS, COMPS,

OBS) avec des observations ontologiquement vraies, le diagnostic sémantique DT-M est

valide.
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Preuve Démontrons par contrapposition. Supposons que σréel, l’état de santé réel, ne
soit pas un candidat de diagnostic au sens de la définition 5 : DS∪OBS∪σreél est donc
non-satisfiable, il n’a pas de modèle. L’état σréel étant issu de la réalité, il doit avoir
un modèle s tel que ∃t∈Ω (s⊆t)∧(t�Ψ) et par conséquent ¬(∃s∈Mod(DS∪OBS) ∃t∈Ω

(s⊆t)∧(t�Ψ)). Comme les observations sont ontologiquement vraies, la représentation
du système ne l’est donc pas.

Imaginons l’instance du problème suivant issu de l’exemple 1.
1. Les méta-composants sont les phrases de DS.
2. La propriété requise est la véracité de chaque phrase de DS.
3. Considérons la phrase A de DS représentée par le méta-composant mc1 : soit A

est ontologiquement vraie, soit mc1 est anormal, c.-à-d. M-Ab(mc1) ∨ A. Ainsi
le comportement normal de cette phrase est ¬M-Ab(mc1) ⇒ A.

4. À partir du théorème 1 et des hypothèses de ce problème, on sait que si chaque
méta-composant est normal alors le diagnostic sémantique est valide. Il suffit
donc de méta-observer l’état de santé réel et les observations du système. 6

Suivant ce processus de modélisation, on obtient le DM-S et les M-COMPS de l’exemple
1. Si on suppose que les M-OBS sont ceux de ce même exemple, on obtient par GDE
le méta-diagnostic suivant constitué de 3 diagnostics minimaux (noyaux) : {M1desc} ;
{M2desc} ; {A1desc}. Bien qu’ambigu, ce méta-diagnostic inclut bien la non-véracité
de la phrase M1desc.

5.2 Le problème de la diagnosticabilité de la représentation du sys-

tème, de la correction et de la complétude des algorithmes de

diagnostic

Supposons maintenant que la phrase M1desc ait été corrigée, nous posons désormais
l’hypothèse que la représentation du système est ontologiquement vraie. Investigons le
problème suivant : « déterminer si la représentation du système associée aux capteurs
O est diagnosticable et si l’algorithme de diagnostic est correct et complet ». Là encore,
un certain nombre de théorèmes sont nécessaires pour résoudre ce problème.

Théorème 2

Si A est correct et complet et si (DS,COMPS) est ontologiquement vrai, alors pour

tout problème (DS,COMPS,OBS) où OBS est ontologiquement vrai, le diagnostic

DT-D est valide.

Preuve A étant correct et complet, DT-D et DT-M sont équivalents, d’où le résultat par
le théorème 1.

Théorème 3

Si A est correct et complet et si (DS,COMPS) est ontologiquement vrai et de plus

diagnosticable à partir des capteurs O, alors, pour tout problème (DS,COMPS,OBS)

où OBS est ontologiquement vrai, tout diagnostic DT-D est valide et certain.

Preuve Résultat issu de la définition 17 et du théorème 2.

Reprenons une fois encore l’exemple 1 mais avec la version corrigée de M1desc et
modélisons le problème.

6. Dans de nombreuses applications réelles, il est possible, a posteriori, d’observer avec certitude l’état
de santé réel ou du moins une partie. Dans le domaine aéronautique, par exemple, cette observation se fait au
cours de (voire après) la réparation où des tests systématiques et poussés aboutissent à cette observation.
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1. Méta-composants : l’algorithme Alg et la description DS.
2. Propriétés étudiées : diagnosticabilité de DS muni des capteurs O, correction et

complétude de Alg.
3. Le théorème 2 donne le bon comportement de Alg à savoir ¬M-Ab(Alg) ⇒ (σréel

⇒ Dis(DT-D)) où Dis(DT-D) est la disjonction représentant l’ensemble DT-D. Le
théorème 3 donne le bon comportement de DS : ¬M-Ab(Alg)∧¬M-Ab(DS) ⇒
(#DT-D =1).

4. Les méta-observables sont DT-D et l’état de santé réel σréel.
Maintenant, imaginons que σréel = ¬Ab(M1)∧ ¬Ab(M2)∧ ¬Ab(M3)∧ ¬Ab(A1)∧

Ab(A2) et que le diagnostic DT-D issu de l’algorithme A soit l’ensemble des candidats
couverts par les diagnostics noyaux suivants : {A2}, {A1∧M2}, {M3} and {M1∧M2}.
GDE retourne alors les deux diagnostics noyaux suivants : {Alg} ; {DS}.

Ce premier résultat de méta-diagnostic nous informe d’une anomalie sur les méta-
composants mais n’est pas satisfaisant. Sachant que le méta-diagnostic est un raison-
nement monotone (DM-S étant issu de théorèmes mathématiques, et M-OBS étant on-
tologiquement vrai), on peut utiliser d’autres cas de tests pour raffiner le résultat. Sup-
posons par exemple, le nouveau jeu de méta-observations suivant : σréel = ¬Ab(M1) ∧
¬Ab(M2) ∧ ¬Ab(M3) ∧ ¬Ab(A1) ∧ Ab(A2) et le diagnostic DT-D est l’ensemble des
candidats couverts par les diagnostics noyaux suivants : {A1∧M2}, {M3} and {M1∧M2}.
Il en résulte le méta-diagnostic {Alg} montrant un problème d’incorrection ou d’incom-
plétude dans l’algorithme et non pas un problème de diagnosticabilité dans DS.

6 Conclusions

Dans cet article, nous avons proposé une théorie générale de méta-diagnostic et avons
modélisé et résolu deux problèmes communs de méta-diagnostic. Un problème de méta-
diagnostic est posé comme un problème de diagnostic si bien que les outils de diagnos-
tic disponibles et les techniques pour gérer la complexité algorithmique sont les mêmes,
comme l’utilisation de GDE le montre ici. Le méta-diagnostic a de nombreuses appli-
cations, tant dans le monde académique qu’industriel. Citons par exemple le cas de
la maintenance en aéronautique où la détection d’erreurs et la validation automatique
d’algorithmes « boîtes noires » sont des enjeux cruciaux.
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Résumé : La logique possibiliste est un formalisme permettant de raisonner à
partir d’informations incertaines représentées à l’aide de bases de croyances pon-
dérées potentiellement incohérentes. Elle associe pour cela à des formules de la
logique propositionnelle des degrés strictement positifs issus de l’intervalle [0,1].
Cependant, en pratique, il peut être difficile pour un expert de fournir les degrés
exacts à associer aux formules d’une base de croyances.
Cet article propose une représentation flexible de l’information incertaine dans
laquelle les poids associés aux formules sont fournis sous forme d’un intervalle.
Nous étudions en premier lieu une approche pour raisonner à partir de bases de
croyances possibilistes reposant sur les intervalles, en étendant les principaux
concepts de la logique possibiliste tels que les mesures de possibilité ou de né-
cessité. Nous fournissons ensuite une caractérisation d’une base de croyance pos-
sibiliste reposant sur les intervalles, par le biais du concept des bases de croyances
possibilistes compatibles.
En particulier, nous montrons que la logique possibiliste reposant sur les in-
tervalles étend la logique possibiliste classique lorsque les intervalles sont des
singletons. Finalement, nous fournissons un résultat de complexité calculatoire
concernant l’obtention des conclusions plausibles d’une base de croyances possi-
biliste à intervalles. En particulier, nous montrons que considérer cette flexibilité
dans la représentation de l’information incertaine ne nécessite aucun coût calcu-
latoire supplémentaire.

1 Introduction

La logique possibiliste (Dubois et al., 1994; Dubois & Prade, 2004) est un formalisme
permettant de représenter et de raisonner à partir d’informations incertaines et incom-
plètes. D’un point de vue syntaxique, l’incertitude est représentée par un ensemble de
formules pondérées de la forme K = {�ϕi,αi� : i = 1, .., n} où ϕi représente une
formule propositionnelle, et αi un nombre réel appartenant à l’intervalle [0,1]. De cette
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façon, la paire �ϕi,αi� signifie que ϕi est certaine (ou importante) à un degré d’au
moins αi.

Un mécanisme d’inférence a été proposé dans Lang (2000) afin de dériver les conclu-
sions plausibles d’une base de croyances possibiliste, qui nécessite log2(m) appels au
test de satisfiabilité d’un ensemble de clauses propositionnelles (SAT), où m est le
nombre de degrés différents employés par K. D’autre part, l’incertitude est représentée
au niveau sémantique en associant un degré de possibilité à chaque monde possible (ou
interprétation).

Différentes extensions de la logique possibiliste ont été proposée, en particulier pour
remplacer l’intervalle unitaire [0, 1] par un treillis complet ou encore un pré-ordre par-
tiel. Par exemple, dans Lafage et al. (1999), un ensemble d’hypothèses supportant une
formule est utilisé en lieu et place d’un nombre positif réel. Dans Dubois et al. (1992b),
les degrés sont remplacés par un ensemble de valeurs positives (pas nécessairement
incluses dans [0, 1]) représentant une fenêtre de temps dans laquelle les formules sont
vraies. Dans Benferhat et al. (2004); Benferhat & Prade (2006), une extension est pro-
posée afin de traiter des informations partiellement ordonnées. Cependant, ces exten-
sions peuvent augmenter la complexité calculatoire (en particulier dans le cas d’in-
formations partiellement ordonnées), ou encore ne généralisent pas (au sens strict) la
logique possibiliste.

Cet article s’inscrit dans l’esprit de ces extensions de la logique possibiliste. Il étudie
les fondements théoriques, fournissant une analyse des problèmes calculatoires d’une
logique possibiliste basée sur les intervalles. La question abordée par cet article est de
savoir si il est possible d’étendre et d’accroitre la puissance d’expressivité de la logique
possibiliste standard en représentant l’incertitude associée aux formules par les moyens
d’intervalles, sans pour autant augmenter la complexité calculatoire du processus de
raisonnement.

Le formalisme considéré dans cet article est celui de la logique possibiliste basée sur
les intervalles. Au niveau syntaxique, les informations sont représentées par une base
de croyances possibilistes à intervalles, de la forme IK = {�ϕi, Ii� : i = 1, .., n}, où
Ii = [αi,βi] est un sous-intervalle fermé de ]0, 1]. La paire �ϕi, Ii�, appelée formule
pondérée par un intervalle, signifie que le poids associé à ϕi est un des éléments de
Ii. Cette interprétation disjonctive de �ϕi, Ii� ne doit pas être confondue avec l’inter-
prétation conjonctive présentée dans Dubois et al. (1992b), qui correspond au fait que
pour tout αi ∈ Ii, �ϕi,αi� est vraie. Cette interprétation conjonctive a du sens lorsque
l’on considère des intervalles de temps, lorsque �ϕi, Ii� signifie que ϕi est vraie sur
l’intégralité de l’intervalle de temps Ii.

De façon similaire, la sémantique de la logique possibiliste basée sur les intervalles
est une distribution de possibilités à intervalles, où un sous-intervalle de [0,1] est associé
à chaque interprétation. À l’inverse de la logique possibiliste classique, une distribution
de possibilités à intervalles n’induit qu’un préordre partiel sur l’ensemble des interpré-
tations.

Sur la base d’une interprétation disjonctive de la notion d’intervalle, nous proposons
de voir une base de croyances à intervalles comme une famille de bases de croyances
possibilistes standards compatibles. Une base possibiliste compatible est obtenue en
considérant un unique poids possible de l’intervalle associé à chaque formule. Un pre-
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mier résultat intéressant est que raisonner avec l’ensemble de toutes les bases pos-
sibilistes compatibles est équivalent à définir le niveau d’incohérence d’une base de
croyances possibiliste à intervalles. Nous montrons également que raisonner à partir de
bases de croyances possibilistes à intervalles n’est pas plus coûteux que de raisonner à
partir de la logique possibiliste standard : nous étendons cette dernière sans coût cal-
culatoire supplémentaire. Nous fournissons également une caractérisation sémantique
où une base de croyances possibiliste à intervalles induit un unique préordre partiel sur
l’ensemble des interprétations.

La Section 2 présente une brève introduction à la logique possibiliste. La Section 3
ainsi que la Section 4 étudient les représentations sémantique puis syntaxique de la lo-
gique possibiliste basée sur les intervalles. La Section 5 étudie le processus d’inférence
et présente les résultats en termes de complexité calculatoire qui lui sont associées.
Enfin, la Section 6 discute de travaux apparentés.

2 Quelques rappels sur la logique possibiliste

2.1 Distributions de possibilité

Nous considérons un langage propositionnel L utilisant un nombre fini de variables
propositionnelles. Nous notons Ω l’ensemble fini des interprétations de L et ω désigne
un élément de Ω.

Une distribution de possibilité, notée π, est une fonction de Ω vers [0, 1]. π(ω) repré-
sente le degré de compatibilité (ou cohérence) d’une interprétation ω avec les connais-
sances disponibles. π(ω) = 1 signifie que ω est totalement compatible avec les connais-
sances disponibles, là où π(ω) = 0 signifie que ω est impossible. π(ω) > π(ω�) signi-
fie simplement que ω est plus compatible que ω�. Une distribution de possibilité π est
dite normalisée si il existe une interprétation ω telle que π(ω) = 1. Celle-ci est dite
sous-normalisée sinon. Les distributions de possibilité sous-normalisées encodent des
ensembles de croyances incohérents.

Une distribution de possibilité permet de définir deux fonctions de L vers [0, 1] appe-
lées mesures de possibilité et de nécessité, notée Π et N , définies par :

Π(ϕ) = max{π(ω) : ω ∈ Ω, ω |= ϕ}, et

N(ϕ) = 1−Π(¬ϕ).

Π(ϕ) indique dans quelle mesure la formule ϕ est compatible avec l’ensemble des
connaissances disponibles, alors que N(ϕ) apprécie dans quelle mesure celle-ci peut
être déduite.

Étant donnée une distribution de possibilité π encodant un ensemble de connaissances
disponibles, une formule ϕ est dite conséquence de π, noté π |=π ϕ, si et seulement si
Π(ϕ) > Π(¬ϕ). Intuitivement, ϕ est conséquence de π si les meilleurs modèles de ϕ

(les modèles de ϕ associés aux degrés les plus forts) sont plus plausibles (ou préférés)
que les meilleurs modèles de ¬ϕ.
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2.2 Base de croyances possibiliste

Une formule possibiliste est un tuple �ϕ,α � où ϕ est un élément de L et α ∈ (0, 1] est
une valuation de ϕ représentant N(ϕ). Remarquons qu’il est possible de ne considé-
rer aucune formule de la forme �ϕ, 0�, dans la mesure où celles-ci n’apportent aucune
information. Une base de croyances K = {�ϕi,αi�, 1 ≤ i ≤ n} est un ensemble de
formules possibilistes.

Une notion importante, jouant un rôle central dans le processus d’inférence, est celle
d’α-coupe stricte. Une α-coupe stricte, notée Kα, est l’ensemble des formules propo-
sitionnelles définies par Kα = {ϕ : �ϕ,β � ∈ K et β > α}.

L’α-coupe stricte est une notion utile pour mesurer le degré de cohérence de K, défi-
nie par Inc(K) = max{α : Kα en cas d’incohérence, α = 0} sinon.

Si Inc(K) = 0, alors K est dite totalement cohérente. Si une base possibiliste est
partialement incohérente, alors Inc(K) peut être vu comme un seuil à partir duquel
toute formule est considérée comme non suffisamment fondée pour être prise en compte
dans le processus d’inférence. Plus précisément, nous définissons la notion de noyau
d’une base de croyances comme étant composé des formules associées à un degré de
certitude supérieur à Inc(K), soit formellement :

Core(K) = KInc(K) = {ϕ : �ϕ,α � ∈ K et α > Inc(K)}

Une formule ϕ est une conséquence d’une base possibiliste K, dénoté K �π ϕ, si et
seulement si Core(K) � ϕ.

Une base de croyances possibiliste est une représentation compacte répandue d’une
distribution de possibilité. Étant donnée une base possibiliste K, nous pouvons générer
une unique distribution possibiliste où chaque interprétation ω satisfaisant toute for-
mule propositionnelle de K est associée au degré le plus haut possible, soit π(ω) = 1
(puisqu’elles sont totalement cohérentes), là où les autres sont ordonnées vis-à-vis de
la formule la plus importante qu’elles falsifient. Plus formellement :

∀ω ∈ Ω,πK(ω) =

�
1 si ∀�ϕ,α � ∈ K,ω |= ϕ

1−max{αi : �ϕi,αi� ∈ K,ω � ϕi} sinon.

Le résultat de complétude et d’adéquation suivant est vérifié :

K �π ϕ ssi πK |=π ϕ.

3 Distributions de possibilités à intervalles

L’objectif de cette section est l’étude d’un cadre plus générale, où l’incertitude n’est
pas encodée au moyen d’une simple valeur de nécessité mais par le biais d’un intervalle
de degrés possibles. Ce cadre permet l’introduction d’une imprécision sur la priorité
associée aux croyances. Nous utilisons des intervalles de nombres réels de la forme
I = [α,β ] ⊆ [0, 1] afin d’encoder l’incertitude associée aux formules. Nous notons I
l’ensemble de tous les intervalles inclus dans [0, 1].
Opérations sur les intervalles Étant donnés I1 = [α1,β1] et I2 = [α2,β2] deux in-
tervalles, nous définissons les opérations suivantes qui seront utilisées dans la suite, et
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garantissent la cohérence de cet article. En particulier, elles permettent l’extension de
la logique possibiliste standard lorsque les intervalles sont des singletons de la forme
[α,α ].

– Maximum d’intervalles : étant donné un ensemble d’intervalles Ii = [αi,βi]
M{I1, . . . , In} = [max{α1, . . . ,αn},max{β1, . . . ,βn}]

– Inverse d’un intervalle : 1� I1 = [1− β1, 1− α1]
– Comparaison d’intervalles : I1 � I2 ssi β1 < α2

Intuitivement, quand I1 et I2 sont associés à deux formules ϕ1 et ϕ2, alors I1 � I2

signifie que la formule ϕ2 est strictement préférée à ϕ1. Cette attitude est clairement
une interprétation sûre (mais prudente) de la notion de préférence. En effet, en utilisant
la relation �, �ϕ2, I2� est préférée à �ϕ1, I1� si quelque soir le degré assigné à ϕ2 en
provenance de I2, il sera plus grand que le degré associé à ϕ1 obtenue de I1.
Distributions de possibilités à intervalles et compatibles Une distribution de possi-
bilités à intervalles, notée πI , est une fonction de Ω vers I. πI(ω) = I signifie que
le degré de possibilité associé à ω est un des éléments de I . πI n’induit seulement
qu’un préordre partiel sur les interprétations, défini par ω < ω� (ω� est préférée à ω) si
et seulement si πI(ω) � πI(ω�). Puisque � est un préordre partiel, une distribution de
possibilités à intervalles n’induit qu’un préordre partiel sur les interprétations. Une dis-
tribution de possibilités à intervalles peut être vue comme une famille de distributions
de possibilités standard compatibles définie par :

Définition 1

Soit πI une distribution de possibilité à intervalles. Une distribution de possibilité π est
dite compatible avec πI si et seulement si ∀ω ∈ Ω, π(ω) ∈ πI(ω).

Il n’existe pas une distribution compatible unique. Nous notons Cmp(πI) l’ensemble
de toutes les distributions de possibilités compatibles avec πI . Une distribution de pos-
sibilités à intervalles est normalisée s’il existe une interprétation ω, telle que πI(ω) =
[1, 1]. Il peut être constater que πI est normalisée si et seulement si toutes ses distribu-
tions compatibles sont normalisées.
Mesures de nécessité et de possibilité Une façon naturelle de définir la contrepartie
des mesures de possibilité et de nécessité associées à une formule ϕ à partir d’une
distribution de possibilité à intervalles est de prendre en compte l’ensemble de toutes
les distributions compatibles, c’est à dire :

Définition 2

Soit πI une distribution de possibilité à intervalles et soit ϕ une formule. Alors :

ΠI(ϕ) = [ min
π∈Cmp(πI)

Π(ϕ), max
π∈Cmp(πI)

Π(ϕ)], et

NI(ϕ) = [ min
π∈Cmp(πI)

N(ϕ), max
π∈Cmp(πI)

N(ϕ)]

L’intervalle des degrés de possibilité associé à une formule représente toutes les va-
leurs possibles qui peuvent être obtenues à partir de l’ensemble des distributions com-
patibles. La proposition suivante montre que les degrés de possibilité et de nécessité
peuvent être calculés directement et de façon équivalente en utilisant les distributions
de possibilités à intervalles :
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Proposition 1

Soit πI une distribution de possibilités à intervalles, et soit ϕ une formule. Alors :

ΠI(ϕ) = M{πI(ω) : ω ∈ Ω,ω |= ϕ} et

NI(ϕ) = 1�ΠI(¬ϕ)

avec 1� et M respectivement les opérations inverse et maximum sur les intervalles
définies précédemment.

Il est possible de montrer que dans des cas particuliers où les intervalles fournis par
les distributions de possibilités sont des singletons, notre approche coïncide avec les
définitions standard des mesures de la logique possibiliste. Formellement :

Proposition 2

Dans les cas où les intervalles de πI sont seulement des singletons (en d’autres termes,
quels que soient ω,πI(ω) = [α,α ]) alors :

(i) πI possède une unique distribution de possibilités compatibles π et
(ii) ΠI(ϕ) = [Π(ϕ),Π(ϕ)] et NI(ϕ) = [N(ϕ), N(ϕ)] où N et Π sont les mesures

possibilistes standards.

Définition 3

Étant donnée une distribution de possibilités à intervalles πI , une formule ϕ est dite
acceptée, ou conséquence de πI , noté πI |=I ϕ, si et seulement si ΠI(¬ϕ) �ΠI(ϕ).

Il peut être montré que le Définition 3 peut être reformulée au moyen de distributions
de possibilité compatibles, formellement :

πI |=I ϕ ssi ∀π ∈ Cmp(πI),Π(ϕ) > Π(¬ϕ).

D’un point de vue sémantique, l’utilisation de distributions de possibilités compa-
tibles représente une justification solide des concepts principaux de la logique des pos-
sibilités à intervalles : les mesures de possibilité et de nécessité à intervalles, et la condi-
tion de normalisation. La section suivante montre que ceci se tient au niveau syntaxique
de la représentation de la logique possibiliste à intervalles.

4 Base possibiliste à intervalles

Nous étudions dans cette section la représentation syntaxique de la logique possibi-
liste basée sur les intervalles. Pour cela, nous généralisons la notion de base possibiliste
à celle de base de croyances possibiliste à intervalles.

Définition 4 (Base possibiliste à intervalles)

Une base possibiliste à intervalles, notée IK, est un multi-ensemble de formules asso-
ciées à des intervalles :

IK = {�ϕ, I�,ϕ ∈ L et I ∈ I}
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Cette représentation intuitive de �ϕ, I� signifie que le degré associé à ϕ est un des
éléments de I = [α,β ]. De façon similaire à la logique possibiliste classique, nous ne
permettons pas à α de valoir 0. De cette façon, nous ne représentons explicitement que
les informations acceptées. L’utilisation d’intervalles ouverts, ou d’intervalles incluant
0 fera l’objet de futures recherches.

Exemple 1

Nous utiliserons la base de croyance possibiliste à intervalles suivante pour illustrer les
concepts principaux de cet article :

IK = {�a, [.7, .9]�, �a ∧ b, [.55, .8]�, �¬a, [.5, .6]�, �¬b, [.1, .3]�}

4.1 Bases compatibles

Une base possibiliste à intervalles IK peut être vue comme une famille de bases
possibilistes standard, appelées bases compatibles. Une base possibiliste à intervalles
K est dite compatible avec IK si et seulement si il existe une bijection de IK vers K
telle que pour chaque formule associée avec un intervalle I de IK, le degré de cette
formule dans K est un élément de I . Plus formellement :

Définition 5 (Base possibiliste à intervalles)

Une base possibiliste K est dite compatible avec une base possibiliste à intervalles IK
si et seulement si il existe une bijection f de IK vers K telle que {f(�ϕ, [α,β ]�) =
�ϕ,δ � ∈ K t.q. α ≤ δ ≤ β}

En d’autres termes, les bases possibilistes compatibles sont obtenues à partir des bases
possibilistes à intervalles en remplaçant chaque formule possibiliste à intervalles �ϕ, I�
par une formule possibiliste classique �ϕ,δ � où δ ∈ I . Chaque base possibiliste com-
patible est telle que K = {�ϕ,δ � : �ϕ, I� ∈ IK et δ ∈ I}.

Nous notons Cmp(IK) l’ensemble infini des bases possibilistes compatibles asso-
ciées à une base possibiliste à intervalles IK.

Étant donnée une base possibiliste à intervalles IK, nous définissons deux bases com-
patibles particulières, notées IKlb et IKub, en sélectionnant respectivement soit la borne
inférieure de l’intervalle (point de vue pessimiste), soit la borne supérieure (point de vue
optimiste) :

(i) IKlb = {�ϕ,α � : �ϕ, [α,β ]� ∈ IK}

(ii) IKub = {�ϕ,β � : �ϕ, [α,β ]� ∈ IK}

Exemple 2

Le Tableau 1 présente cinq exemples de bases possibilistes compatibles. La valeur de
nécessité associée à chaque formule de chacune de ces bases standard appartient à l’in-
tervalle qui leur est respectivement associé dans IK. Les bases compatibles K1 et K5

fournies par le Tableau 1 correspondent respectivement à IKlb et IKub.
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IK K1 K2 K3 K4 K5

a [.7,.9] .7 .7 .8 .8 .9
a ∧ b [.55,.8] .55 .6 .6 .6 .8
¬a [.5,.6] .5 .55 .56 .58 .6
¬b [.1,.3] .1 .2 .2 .2 .3

TABLE 1 – Exemples de bases compatibles

4.2 Inférence à partir des bases compatibles

La relation d’inférence à partir d’une base possibiliste à intervalles peut être défi-
nie à partir de l’ensemble des bases possibilistes compatibles. En d’autres termes, une
formule ϕ est une conclusion plausible d’une base possibiliste à intervalles IK si et
seulement si elle peut être déduite de chaque base possibiliste appartenant à Cmp(IK).
Formellement :

IK �c ϕ ssi ∀K ∈ Cmp(IK),K �π ϕ

où �π est défini Section 2.2.

4.3 Des bases possibilistes à intervalles aux distributions possibi-

listes à intervalles

De même que dans le cadre des bases possibilistes standard, une base de croyances
possibiliste à intervalles IK permet également la représentation compacte d’une dis-
tribution de possibilités à intervalles πIK . Cette distribution de possibilités peut être
obtenue par le biais : i) d’une extension de la définition de πK donnée par la Section 2.2
afin de manipuler les intervalles, ii) des distributions de possibilités obtenues des bases
compatibles, et iii) des deux bases compatibles particulières IKlb et IKub. Ceci est
résumé par la Définition 6 et la Proposition 3

Définition 6 (Distribution de possibilités à intervalles)

Soit IK une base possibiliste à intervalles. Alors :

πIK(ω) = [ min
K∈Cmp(IK)

πK(ω), max
K∈Cmp(IK)

πK(ω)]

où πK est la distribution possibiliste standard associée à la base compatible K.

Proposition 3

La définition de πIK de la Définition 6 est équivalente à :

i) πIK(ω) = [πIKub(ω),πIKlb(ω)], en d’autres termes πIK(ω) est bornées par les
poids associés à ω respectivement par les bases particulières IKlb et IKub

ii) πIK(ω) =

�
[1, 1] si ∀(ϕ, I) ∈ IK,ω |= ϕ

1−M{I : (ϕ, I) ∈ IK,ω �|= ϕ} sinon.
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Un résultat important se trouve dans le fait que la relation d’inférence à partir de πIK

est équivalente à considérer la relation d’inférence basée sur l’ensemble des bases com-
patibles. En d’autres termes, le résultat de cohérence et de complétude est également
vérifié dans le cadre de la logique possibiliste basée sur les intervalles :

Proposition 4

Soit IK une base possibiliste à intervalles. Alors :

IK |=c ϕ ssi ΠIK(¬ϕ) �ΠIK(ϕ).

Exemple 3

L’Exemple 1, nous donne IKlb = {�a, .7�, �a ∧ b, .55�, �¬a, .5�, �¬b, .1�} et IKub =
{�a, .9�, �a ∧ b, .8�, �¬a, .6�, �¬b, .3�}. Le Tableau 2 fournit les distributions de possi-
bilités induites par IKlb et IKub.

ωi ∈ Ω a b πIKlb(ωi) πIKub(ωi) πIK(ωi)
ω0 0 0 .3 .1 [.1,.3]
ω1 0 1 .3 .1 [.1,.3]
ω2 1 0 .45 .2 [.2,.45]
ω3 1 1 .5 .4 [.4,.5]

TABLE 2 – Distributions de possibilités à intervalles

D’après le Tableau 2, nous avons, par exemple, πIK |= a puisque ΠIK(¬a) = [.5, .6]�
ΠIK(a) = [.7, .9].

5 Analyse d’un point de vue calculatoire

5.1 Degré d’incohérence

La section précédente fournit la définition d’une relation d’inférence à partir d’une
base de croyances possibiliste à intervalles, utilisant le concept de base compatible ou
de la distribution de possibilités qui lui est associée. Cette section se concentre sur les
problèmes calculatoires en proposant une caractérisation syntaxique de cette relation
d’inférence.

Cette caractérisation est basée sur une extension naturelle de la notion de degré d’in-
cohérence, et de celle du noyau d’une base de croyance possibiliste utilisé par la logique
possibiliste classique (voir Section 2).

À nouveau, une façon de définir le degré d’incohérence associé à une base de croyances
possibiliste à intervalles est de considérer l’ensemble des degrés d’incohérences asso-
ciés à chaque base possibiliste compatible avec IK. Formellement :

Définition 7 (Degré d’incohérence basé sur les intervalles)

Soit IK une base possibiliste à intervalles. Alors :

Inc(IK) = {Inc(K) : K ∈ CmpIK}
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La proposition suivante montre que Inc(IK), l’ensemble des degrés d’incohérence
associés à chaque base compatible, constitue un intervalle. Formellement :

Proposition 5

Soit IK une base possibiliste à intervalles. Alors : Inc(IK) = [Inc(IKlb), Inc(IKub)].

5.2 Noyau d’une base possibiliste à intervalles

Le noyau de IK est intuitivement l’ensemble des formules propositionnelles dont les
intervalles associés sont plus grand que Inc(IK) au sens de � fourni par la Section 4.2.
Formellement :

Définition 8

Soit IK une base possibiliste à intervalles. Alors :

Core(IK) = {ϕ : �ϕ, I� ∈ IK et Inc(IK) � I}

La Proposition 6 ci-après montre que Core(IK) est cohérent et est inclus dans le
noyau de chaque base compatible, soit encore :

Proposition 6

Soit IK une base possibiliste à intervalles. Alors :

i) Core(IK) est cohérent ;

ii) ∀K ∈ CmpIK , Core(IK) ⊆ Core(K).

Finalement, la proposition suivante montre que les conclusions plausibles dérivées
de Core(IK) sont les mêmes que celles obtenues de l’intégralité de l’ensemble des
bases compatibles. En corollaire, elles sont également les mêmes que celles fournies au
niveau sémantique.

Proposition 7

Soit IK une base possibiliste à intervalles. Alors : ∀ψ ∈ L :

IK |=c ψ ssi Core(IK) � ψ ssi ∀K ∈ CmpIK , Core(K) � ψ

Exemple 4

Considérant à nouveau l’exemple 1, nous avons IKlb = {�a, .7�, �a ∧ b, .55�, �¬a, .5�,
�¬b, .1�} et IKub = {�a, .9�, �a ∧ b, .8�, �¬a, .6�, �¬b, .3�}. Ainsi, nous obtenons
Inc(IKlb) = .5 et Inc(IKub) = .6, et ainsi Inc(IK) = [.5, .6].

De cette façon, Core(IK) = {a}. Il est possible de vérifier que les conclusions obte-
nues de l’Exemple 3 sont les mêmes que celles obtenues en considérant Core(IK).
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5.3 Complexité calculatoire

Cette sous-section analyse le complexité calculatoire du processus d’inférence in-
troduit dans cet article. Nous rappelons que le problème de décision « Une formule
ψ est elle la conséquence d’une base possibiliste standard ? » est un problème ∆2

p-
complet (Nebel (1994)). Puisque lorsque les intervalles sont des singletons, l’inférence
à partir de bases possibilistes à intervalles correspond à celle utilisé dans le cadre de
la logique possibiliste standard, notre relation d’inférence est au moins ∆2

p. En fait,
celle-ci est exactement ∆2

p − complet :

Proposition 8

Le problème de décision « Une formule ψ est-elle la conséquence d’une base possibi-
liste à intervalles ? « est un problème ∆2

p − complet.

La Proposition 8 montre que les bases possibilistes à intervalles offrent un cadre plus
flexible pour la représentation des informations incertaines sans coût calculatoire sup-
plémentaire. La complexité calculatoire du raisonnement à partir de telles bases est en
effet du même ordre de magnitude que celle observée dans le cas de bases possibilistes
classiques.

Algorithme 1 Calculer les conséquences d’une base possibiliste à intervalles
ENTRÉES: IK, ψ
SORTIES: Vrai si ψ est une conséquence de IK. Faux sinon.

1: Calculer IKlb

2: Calculer Inc(IKlb)
3: Calculer IKub

4: Calculer Inc(IKub)
5: Inc(IK) ← [Inc(IKlb), Inc(IKub)]
6: Core(IK) ← ∅
7: pour tout �ϕ, I� ∈ IK faire

8: si Inc(IK) � I alors

9: Core(IK) ← Core(IK) ∪ {ϕ}
10: finsi

11: fin pour

12: renvoyer CoreIK � ψ

Détaillons maintenant l’Algorithme 1). Celui-ci est de complexité O(log2(n)×SAT )
où SAT est le test de satisfiabilité propositionnelle et n = max(mlb,mub), où mlb

(resp. mub) est le nombre de degré différents dans IKlb (resp. IKub). L’algorithme cal-
cule d’abord Core(IK). Cette étape est accomplie en déterminant IKlb et IKub et leur
degré d’incohérence associés (Étapes 1-5). Ces étapes nécessitent 2× log2(n) appels à
un oracle SAT. Les Étapes 6-10 calculent Core(IK) depuis IK en considérant les for-
mules propositionnelles ϕ dont l’intervalle associé est plus grand que Inc(IK). Cette
étape est de complexité O(|IK|) où |IK| est le nombre de formules de IK. La dernière
étape nécessite un unique appel à SAT afin de vérifier si ψ est une conséquence de
Core(IK). Ainsi, dériver les conclusions plausible peut être accompli en O(log2(N))
appels à la résolution d’un problème SAT.
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6 Travaux associés

Dans Dubois et al. (1992b), une extension de la logique possibiliste, Timed Possi-

bilistic Logic (TPL), a été proposée afin de gérer des informations temporelles. Les
formules sont pondérées grâce à des ensembles finis de valeurs dont les bornes sont
des nombres réels quelconques (les intervalles n’appartiennent pas forcément à [0, 1]).
Elles représentent des trames temporelles où les formules sont vraies, autrement dit la
valeur de nécessité de la formule est positive pour la formule dans l’intervalle de temps
associé. La sémantique sous-jacente diffère de la notre dans le sens où nous considé-
rons une interprétation disjonctive en ne considérant comme vrai qu’un seul élément
de l’intervalle. Par conséquent, les outils et les opérateurs utilisés dans Dubois et al.

(1992b) (comme les opérateurs d’union et d’intersection) diffèrent de ceux que nous
avons utilisés.

D’un point de vue plus technique (et indépendamment des problème de représenta-
tion) notre approche étend la logique possibiliste classique, ce qui n’est pas forcément
le cas de TPL. Par exemple, si ω1 et ω2 sont les seuls modèles d’une formule ϕ, et si
π(ω1) = [.3, .3], π(ω2) = [.4, .4] (c’est-à-dire que les intervalles sont réduits à des sin-
gletons), alors avec notre approche nous obtenons Π(ϕ) = [.4, .4], alors qu’en utilisant
celle décrite dans Dubois et al. (1992b) nous obtenons Π(ϕ) = [.3, .4], qui n’est plus
un singleton. Néanmoins, les différences entre nos approches respectives s’expliquent
par l’interprétation différente que nous associons aux intervalles : TPL est définie pour
des informations temporelles alors que la notre est plus orientée vers des situations où
l’incertitude associée aux formules est imprécise.

La logique des supporters proposée dans Lafage et al. (1999) est très proche de celle
donnée dans Dubois et al. (1992b). La différence principale se situe une nouvelle fois
dans la signification des intervalles : ils sont ici considérés en tant que justification
(dans le sens d’un ATMS) d’une formule. Cette approche est également conjonctive ne
permets pas réellement de traiter des imprécisions.

Dans un article plus récent, Marquis & Öztürk (2009) ont proposés de représenter
les préférences grâce à des formules pondérées par des intervalles. Les intervalles ne
représentent pas un degré associé à la formule mais une connaissance sur une valeur
numérique quelconque. Par exemple, une formule �hauteur,≥, 6,≤, 7� représente la
connaissance qu’une valeur hauteur est incluse entre 6 et 7. L’objectif de cet article
est de représenter de manière compacte les ordres d’intervalles associés aux interpréta-
tions en utilisant ces formules pondérées. Ils ont étudiés certaines familles d’opérateurs
d’agrégation et fournis plusieurs résultats concernant la complexité. Leur travail est
orienté vers le problème de décision et de représentation compacte de préférence ; ils
ne traitent pas de problèmes d’inférence.

Conclusion

Cet article propose les fondations pour le raisonnement à l’aide de bases possibilistes
à intervalles. La méthode proposée étend la logique possibiliste classique dans le cas
où les intervalles sont des singletons. La flexibilité dans la représentation des informa-
tions incertaines est obtenues en utilisant le concept de bases compatibles. Nous avons
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montré que les mesures de possibilité et de nécessité ainsi que la distribution de possi-
bilité peuvent être calculés simplement et sans coût calculatoire supplémentaire. Ainsi,
le problème de décision dans le cadre de la logique possibiliste à intervalles est ∆2

p-
complet. Finalement, lorsque les intervalles sont des singletons, toutes les relations de
conséquences données dans cet article sont équivalentes à celle de la logique possibi-
liste classique.

Ce travail ouvre différentes perspectives. Par exemple, il a été brièvement proposé
dans Dubois & Prade (2004) une extension du principe de résolution aux intervalles.
Il serait intéressant de comparer cette définition à notre cadre. Il serait également inté-
ressant d’étudier ce principe de résolution par rapport à différentes extensions basées
sur d’autres ordres sur les intervalles et proposées dans Benferhat et al. (2011) (dont
d’ailleurs ce présent article reprend les principaux résultats). Un autre problème inté-
ressant serait d’établir les liens entre notre formalisme et celui de la logique possibiliste
multi-source présentée dans Dubois et al. (1992a). Enfin, un travail futur consisterait
en l’étude de la fusion, de la révision et du conditionnement dans le cadre de la logique
possibiliste à intervalles.
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Résumé : Dans cet article, nous proposons de calculer un ensemble de formules
booléennes partiellement définies qui correspond à la recherche de caractéri-
sations de groupes de vecteurs booléens selon un ensemble de caractères (va-
riables). Ce problème peut être utile pour de nombreuses applications pratiques
où les données sont des résultats expérimentaux de tests de présence/absence.
Ce problème a été largement étudié, mais généralement dans un cas plus limité,
car ici nous avons à calculer simultanément un ensemble complet de formules
de caractérisation minimale. Nous proposons donc deux approches différentes
qui nous permettent d’étudier la satisfiabilité et la complexité sous-jacente de
ce problème. Afin de mettre en évidence l’applicabilité de notre travail, nous
fournissons aussi des résultats expérimentaux que nous avons obtenus à partir de
données biologiques.

1 Introduction
L’apprentissage automatique de fonctions booléennes à partir d’exemples a été lar-

gement étudié pendant de nombreuses années, des travaux initiaux de Valiant (1984),
Natarajan (1987), à d’autres plus récents comme Gavaldà & Thérien (2009). L’acqui-
sition de connaissances comme des ensembles de vecteurs booléens est en effet un
moyen facile de collecter les résultats d’expériences dans divers domaines d’applica-
tion. Comme il sera illustré dans le présent document, les entités qui sont modélisées
comme des vecteurs de booléens correspondent aux résultats d’une série de tests de
diagnostic où la présence ou l’absence de caractères (les variables du problème) sont
observées. L’objectif général est alors de fournir une formule booléenne qui est satis-
faite par un ensemble d’entités (les exemples positifs) et qui est falsifiée par un autre
ensemble (les exemples négatifs). La formule qui en résulte peut être exprimée en des
syntaxes différentes (CNF, DNF, fonctions booléennes, BDD, . . .). Les deux ensembles
constituent une définition partielle de la formule. Bien entendu, de nombreuses autres
techniques provenant de l’apprentissage peuvent être utilisées pour apprendre à partir
d’exemples, telles que les classificateurs (par exemple, Support Vecteur Machine de
Meyer et al. (2003) ) mais elles n’apportent pas toujours des résultats précis et il est
difficile de les utilisées sur un grand ensemble de variables. Le système FOIL de Quin-
lan (1990) a été conçu pour apprendre des clauses de Horn à partir d’exemples et peut
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apparaître bien adapté à notre problème, mais la notion de minimalité n’est pas traitée
avec ce système.

Dans cet article, nous nous concentrons sur une extension de ce problème initial en
considérant simultanément plusieurs ensembles d’entités. Cette extension induit un sup-
plément de niveau combinatoire. Informellement, on considère un ensemble G de n

ensembles (appelés groupes) gi d’entités. Chaque gi doit être satisfait par une formule
booléenne, et falsifié par toutes les autres entités qui sont dans G \ gi. Cela peut être in-
terprété comme une caractérisation multiple exclusive des n groupes d’entités. En outre,
nous exigeons que le nombre de variables utilisées dans chaque formule soit minimisé.
La minimisation des expressions booléennes a sont importance, par exemple dans la
conception de circuit électronique, et a sollicité beaucoup de travail afin de fournir des
techniques d’optimisation efficaces. Néanmoins, notez que notre problème diffère du
principal objectif de la conception de circuits électroniques dont le but est de réduire au
maximum les composants logiques du circuit par rapport à un nombre fixe d’entrées et
sorties (McCluskey (1956)). En effet, notre problème reviendrait à minimiser le nombre
d’entrées en gardant le nombre de composants logiques fixe.

Nous étudions ici deux façons de traiter le problème qui correspondent à deux pos-
sibles formulations comme illustré par la figure 1. Le problème initial est défini par
une matrice booléenne. Dans la partie gauche, nous abordons le problème par des tech-
niques dont les formules booléennes sont le support. Nous étudierons d’abord la satis-
fiabilité du problème et sa complexité. Dans la partie droite, le problème se traduit par
un problème de projection, basé sur l’approche de Makino et al. (1999), où les fonctions
booléennes partiellement défini (partially defined Boolean formula - pdBf) sont expo-
sées et dûment étudiées. Cela nous fournit une autre façon de calculer des solutions plus
compactes.

FIGURE 1 – Présentation générale des approches proposées.

La transformation entre les deux approches est polynomiale. Dans la première ap-
proche, les solutions sont exprimées sous forme de formules de la logique proposi-
tionnelle, qui induisent plusieurs difficultés liées à leur taille. En particulier, il parait
difficile de contrôler les redondances et les tautologies lors de la recherche de solutions.
En outre, l’espace de recherche peut être infini, sans définir des règles de réduction
convergentes vers des formes normales. Au contraire, le second formalisme utilisant des
projections fournit une représentation plus compacte des solutions. Néanmoins, notre
première modélisation nous permet de bien étudier la satisfiabilité du problème et de
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fournir une solution canonique.
Dans la dernière partie du document, nous montrons comment ce problème est appli-

quée à la biologie végétale avec des résultats expérimentaux. Ces expériences ont été
menées avec des biologistes et ont conduit à l’élaboration d’un kit de diagnostic breveté
pour l’identification des maladies bactériennes.

2 Le problème de caractérisation multiple
La description du problème de caractérisation multiple (PCM), dans le sens de la

présence/absence de plusieurs caractères, nous permet naturellement d’utiliser le for-
malisme de la logique propositionnelle. Nous considérons qu’une matrice de booléens
correspond à n caractères et m entités.

A ≡




a11 . . . a1n

...
...

...
am1 . . . amn





Chaque ligne de cette matrice représente une entité, caractérisée par la présence ou
l’absence d’un ensemble de caractères. Nous considérons ensuite les caractères comme
des variables booléennes et les entités comme des affectations booléennes.

Pour chaque colonne indexées par j ∈ {1, . . . , n}, nous définissons une variable pro-
positionnelles xi qui correspond à un caractère. X est l’ensemble initial des variables
propositionnelles. Pour chaque ligne i ∈ {1, . . . ,m}, nous considérons une entité ei

comme une interprétation booléenne, c’est à dire une application de X à {0, 1} (faux,
vrai), tel que ∀i, j, ei(xj) = aij . Nous notons E l’ensemble de toutes les entités. Pour
une formule propositionnelle φ sur X et e ∈ E , nous notons e |= φ le fait que l’inter-
prétation e satisfasse la formule φ.

Remarquons que dans des cas réels, des techniques de pré-traitements sont appli-
cables pour réduire la taille de la matrice originale. L’ensemble des variables qui est
utilisé pour la caractérisation peut donc être plus petit que le jeu original. En particulier,
s’il y a un caractère j tel que ∀i, k ∈ {1, . . . ,m}, aij = akj , alors la colonne corres-
pondante j est retirée de la matrice puisque ce caractère ne peut évidemment pas être
utilisé pour distinguer les entités.

La définition des groupes correspond à des ensembles disjoints de lignes de la matrice
A. S’il y a deux lignes identiques appartenant au même groupe, on peut supprimer
l’une des eux. Dans ce cas, chaque groupe est alors un sous-ensemble des entités de E .
Notons que deux entités identiques peuvent appartenir à deux groupes différents. Nous
étudierons ce dernier aspect en ce qui concerne la satisfiabilité du problème.

Un littéral est une variable x ∈ X ou sa négation, notée ¬x. Une clause est une
disjonction de littéraux. Nous notons L l’ensemble des littéraux construit sur X . Une
formule φ est dite sous forme normale conjonctive (CNF) si elle est une conjonction
de clauses. Une formule est dite en forme normale disjonctive (DNF) si elle est une
disjonction de conjonctions de littéraux.

Nous allons maintenant définir une instance du problème PCM.
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Définition 1 (Instance du PCM)
Une instance de PCM est définie par un tuple (X, E , G) où X est un ensemble de
variables propositionnelles, E un ensemble d’entités défini sur X et G ⊆ 2E .

Nous nous focalisons maintenant sur la définition de la caractérisation d’un groupe
qui doit permettre de reconnaître ses propres entités et à la discrimination (c.-à-d. de ne
pas accepter) des entités d’autres groupes (d’un point de vue logique cela correspond
donc à la satisfaction ou la réfutation de formules).

Définition 2 (Caractérisation de Groupe)
Soit une instance (X, E , G), une formule φg caractérise un groupe g ∈ G ssi :
∀e ∈ g, e |= φg (accepte les entités du groupe)
et
∀g� ∈ G \ {g}, ∀e� ∈ g�, e� �|= φg (discrimine les entités des autres groupes).
Par extension, nous notons g |= φg le fait que φg caractérise g selon la définition

précédente. Sol(g) est l’ensemble de toutes les caractérisations du groupe g et Sol(g) =
{φg|g |= φg}.

Définition 3 (Solution du PCM)
Soit une instance P ≡ (X, E , G), une solution admissible du PCM est un |G|-tuple de
formules Φ = (φ1, · · · ,φ|G|) tel que ∀i ∈ 1..|G|, gi ∈ G, gi |= φi.
SOL(P ) est l’ensemble de toutes les caractérisations multiples pour tous les groupes.

SOL(P ) = Sol(g1) × · · · × Sol(g|G|). Soit un tuple de formules Φ = (φ1, · · · ,φ|G|)
et un ensemble de groupe G, nous notons par extension G |= Φ le fait que ∀i ∈
1..|G|, gi ∈ G, gi |= φi.

Définition 4 (Satisfiabilité du PCM)
Une instance (X, E , G) est satisfiable (resp. insatisfiable) ssi ∀g ∈ G,Sol(g) �= ∅ (resp.
∃g ∈ G,Sol(g) = ∅).

Nous rappelons quelques définitions sur la taille et la longueur de formules.

Définition 5 (Taille et longueur d’une formule)
Soit φ une formule et var(φ) l’ensemble des variables de φ.

– la taille de φ est |var(φ)| ;
– la longueur de φ, notée len(φ), est le nombre de feuilles du terme φ.

Exemple 1
Soit φ = a ∧ b ∧ (¬a ∨ c), nous avons |var(φ)| = 3 et len(φ) = 4.

Définition 6 (Taille d’un tuple de formules)
Pour un tuple de formules Φ = (φ1, · · · ,φn) nous avons |Φ| = |

�
φi

var(φi)|.

3 L’approche par formules booléennes
Intuitivement, l’approche par formules booléennes semble la plus adaptée à résoudre

le PCM.
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3.1 Satisfiabilité
Notre premier but est d’étudier la satisfiabilité d’une instance du PCM (problème de

décision). Nous proposons de construire une formule canonique qui peut être une solu-
tion pour n’importe quel problème satisfiable. Nous utilisons cette formule canonique
pour exhiber une condition nécessaire et suffisante pour le problème de satisfiabilité.

Pour chaque entité e dans g, nous construisons la formule φ+
e ≡

�
x∈X δ(e, x) où

δ : E ×X → L est une fonction telle que δ(e, x) = ¬x si e |= ¬x et δ(e, x) = x sinon.
Nous notons φ+

g ≡
�

e∈g φ
+
e . Nous remarquons que φ+

g est en DNF. De la même façon
nous avons φ−

e ≡
�

x∈X ¬δ(e, x) et φ−
g ≡

�
g�∈G\{g}

�
e�∈g� φ

−
e� (qui est en CNF).

Nous notons φg ≡ φ+
g ∧ φ−

g .

Proposition 1 (Satifisfiabilité d’une instance)
Soit une instance P ≡ (X, E , G), nous avons :

SOL(P ) �= ∅ ssi ∀g ∈ G






∀e ∈ g, e |= φg

et
∀g� ∈ G \ {g}, ∀e� ∈ g�, e� �|= φg

Preuve 1
Nous devons prouver que L ⇔ R avec L et R respectivement la première partie et la
seconde partie de la proposition.
L ⇐ R :

Si R nous avons immédiatement que l’ensemble {φg}g∈G est une solution de P puisque
chaque formule φg caractérise g (définition 2). Donc SOL(P ) �= ∅.
L ⇒ R :

Nous devons prouver que ¬R ⇒ SOL(P ) = ∅. Considérons ¬R :

¬[∀g ∈ G
�
(∀e ∈ g, e |= φg) ∧ (∀g� ∈ G \ {g}, ∀e� ∈ g�, e� �|= φg)

�
]

⇔ (∃g ∈ G, ∃e ∈ g, e �|= φg) ∨ (∃g ∈ G, ∃g� ∈ G \ {g}, ∃e� ∈ g�, e� |= φg)

Nous devons prouver que (∃g ∈ G, ∃e ∈ g, e �|= φg) ⇒ SOL(P ) = ∅ et (∃g ∈
G, ∃g� ∈ G \ {g}, ∃e� ∈ g�, e� |= φg) ⇒ SOL(P ) = ∅.

Commençons avec ∃g ∈ G, ∃e ∈ g, e �|= φg ⇒ SOL(P ) = ∅. Nous avons φg ≡
φ+
g ∧φ−

g . Par construction, ∀g ∈ G, ∀e ∈ g, e |= φ+
g . Alors ∃g ∈ G, ∃e ∈ g, e �|= φg ⇒

SOL(P ) = ∅ ssi ∃g ∈ G, ∃e ∈ g, e �|= φ−
g ⇒ SOL(P ) = ∅.

∃g ∈ G, ∃e ∈ g, e �|= φ−
g

⇔ ∃g ∈ G, ∃e ∈ g, e �|=
�

g�∈G\{g}
�

e�∈g� φ
−
e�

⇔ ∃g ∈ G, ∃e ∈ g, ∃g�G \ {g}, ∃e� ∈ g�, e �|= φ
−
e�

⇔ ∃g ∈ G, ∃e ∈ g, ∃g�G \ {g}, ∃e� ∈ g�, e �|=
�

x∈X ¬δ(e�, x)
⇔ ∃g ∈ G, ∃e ∈ g, ∃g�G \ {g}, ∃e� ∈ g�, e |=

�
x∈X δ(e�, x)

Nous avons besoin du lemme suivant.
Lemme 1
∀e, e� ∈ E , e |=

�
x∈X δ(e�, x) ⇔ e = e�
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Nous avons l’équivalence ∃g ∈ G, ∃e ∈ g, ∀g� ∈ G \ {g}, ∃e� ∈ g�, e = e� ce qui
implique SOL(P ) = ∅.

Considérons la seconde partie de ¬R. Nous devons prouver que ∃g ∈ G, ∃g� ∈
G \ {g}, ∃e� ∈ g�, e� |= φg ⇒ SOL(P ) = ∅.

De la même manière par construction, ∀g� ∈ G \ {g}, ∀e� ∈ g�, e� �|= φ−
g par ∀e� ∈

g�,φ−
e� ≡

�
x∈X ¬δ(e�, x). Considérons la partie correspondante à φ+

g dans φg , qui est :

∃g ∈ G, ∃g� ∈ G \ {g}, ∃e� ∈ g�, e� |= φ+
g

⇔ ∃g ∈ G, ∃g� ∈ G \ {g}, ∃e� ∈ g�, e� |=
�

e∈g φ
+
e

⇔ ∃g ∈ G, ∃g� ∈ G \ {g}, ∃e� ∈ g�, ∃e ∈ g, e� |= φ+
e

⇔ ∃g ∈ G, ∃g� ∈ G \ {g}, ∃e� ∈ g�, ∃e ∈ g, e� |=
�

x∈X δ(e, x)
⇔ ∃g ∈ G, ∃g� ∈ G \ {g}, ∃e� ∈ g�, ∃e ∈ g, e = e�

⇒ SOL(P ) = ∅

Nous avons ¬R ⇒ SOL(P ) = ∅.
Corollaire 1
Soit P ≡ (X, E , G) :

∃g, g� ∈ G, g �= g
�
, ∃e ∈ g, ∃e� ∈ g

�
, e = e

� ⇔ SOL(P ) = ∅

Remarquons que le corollaire précédent prouve que si G est une partition de E , alors il
existe toujours une solution. Bien sûr, il était manifeste qu’une instance possédant deux
entités dans deux groupes différents n’était pas satisfiable mais les résultats précédents
garantissent que c’est l’unique raison. Ce qui peut être reformulé par :
Corollaire 2
Soit P ≡ (X, E , G) :

P est satisfiable ⇔ ∀g, g� ∈ G, g �= g
�
, g ∩ g

� = ∅

Nous exhibons alors une solution canonique ΦP
Max pour n’importe quel problème

satisfiable P :
ΦP

Max ≡ (φg1 , . . . ,φg|G|)

Cette solution canonique est aussi une solution maximale.
Proposition 2
Soit P ≡ (X, E , G), nous avons les propriétés suivantes :

1. SOL(P ) �= ∅ ⇔ G |= ΦP
Max

2. ∀Φ ∈ SOL(P ),Φ ↔ ΦP
Max

3. ∀Φ ∈ SOL(P ), |ΦP
Max| ≥ |Φ|

Un algorithme par génération de formules booléennes a été développé mais il ne sera
pas présenté dans ce papier. Nous exposons par contre les deux difficultés rencontrées
par cette approche.

– La taille de la formule peut être infinie si nous nous basons sur les règles de la
logique propositionnelle.
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– La détection, lors de la construction,d’un terme redondant (commutativité des opé-
rateurs logiques,distributions, . . .) ou logiquement inutile (tautologie,insatisfiable)
est très coûteuse.

Malheureusement ces problèmes ne sont pas totalement surmontés en se restreignant à
une syntaxe de forme normale (CNF). Pour preuve, la génération des CNF sans redon-
dances est semblable au problème de détection des clauses redondantes qui est coNP-
complet (Boufkhad & Roussel (2000); Fourdrinoy et al. (2007)).

3.2 Caractérisation minimale
Avant d’étudier une autre formulation du PCM, nous introduisons un critère d’opti-

malité qui est de minimiser la taille de la solution. Étant donné un PCM P , nous cher-
chons d’abord à calculer une solution (φ1, · · · ,φn) telle que chaque φi est un élément
minimal de Sol(gi). Remarquons qu’une solution minimale globale est un élément mi-
nimal de SOL(P ) (en ce qui concerne la définition 6) dont le calcul est beaucoup plus
coûteux. En effet, une solution ne contenant que des formules minimales pour chacun
des groupes ne garantit en rien l’obtention d’une solution minimale globale.

Nous nous intéressons maintenant à la caractérisation pour un groupe. Nous savons
que les bornes sont données par :

– inférieure : |min(SOL(P ))| ≥ max(|min(Sol(g1))|, · · · , |min(Sol(gn)|).
– supérieure : |min(SOL(P ))| ≤ |Φ| avec Φ = (min(Sol(g1)), · · · ,min(Sol(gn))

Sur la complexité, le problème de caractérisation minimale pour un groupe semblerait
être NP-difficile, et le PCM minimale serait tout aussi difficile mais nous ne pouvons
pas actuellement en apporter la preuve formelle. Mais en considérant ceux-ci comme
un problème du choix d’une partie de X , l’idée est de se ramener au problème de
couverture dont le problème de décision est bien connu pour être NP-complet (Garey
& Johnson (1985) - le problème de minimisation est NP-difficile).

4 L’approche par pdBf
Dans cette section, nous proposons maintenant d’encoder le problème d’une manière

différente afin d’exclure les problèmes majeurs à l’approche par formules booléennes
(la possibilité de construire des termes infinis et la difficulté à éviter les redondances
et tautologies) mais aussi de calculer directement une solution globale. Pour présenter
l’approche par fonctions booléennes partiellement définies (partially defined Boolean

formula - pdBf), nous rappelons quelques notations et concepts liés aux pdBf (voir Ma-
kino et al. (1999) pour plus de détails) et nous montrons l’équivalence entre les deux
approches.

Définition 7 (Fonction booléenne)
Une fonction booléenne f est une application f : Bn �→B d’arité n dont B désigne
l’ensemble des booléens.
Définition 8 (Fonction booléenne partiellement définie)
Une fonction booléenne partiellement définie pf est définie comme un sous-ensemble
C+ ∪ C− ⊆ Bn, où ∀e ∈ C+ (resp. ∀e� ∈ C−), nous avons pf(e) = � (resp. pf(e�) =
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⊥) et C+ (resp. C−) est appelé l’ensemble des exemples positifs (resp. négatifs). Une
pdBfg est définie comme une pdBf avec C+ = g et C− = G \ {g}

Nous étendons la notion de consistance de la logique propositionnelle aux pdBf.
Proposition 3 (Consistance et inconsistance d’une pdBf)
Une pdBf est consistante (resp. inconsistante) ssi C+ ∩ C− = ∅ (resp. C+ ∩ C− �= ∅).
Définition 9 (Extension d’une pdBf)
Une extension d’une pdBf est une formule φ, telle que φ est satisfaite (resp. falsifiée)
par tous les éléments dans C+ (resp. C−)

Dans la définition ci-dessus, on remarque que l’arité d’une pdBf est égale à la taille
de son extension. Dans Eiter et al. (2002), les auteurs développent plusieurs techniques
en temps polynomial pour trouver des extensions pour de nombreuses catégories défi-
nies. Nous introduisons maintenant la notion de projection qui est un concept clé pour
calculer des représentations compactes de solutions.
Définition 10 (Projection)
Une projection est une fonction π : Bn �→B k où k ≤ n.
k est la dimension de la projection. πpdBfg est la projection associée à la pdBfg .

Nous notons g |= π (i.e., πpdBfg est consistante) le fait que nous ayons :

∪e∈C+πpdBfg (e)
�

∪e∈C−πpdBfg (e) �= ∅

Dans le but de préserver les résultats des sections précédentes, nous avons à prouver
que les approches par formules et par projections (sur les pdBf) sont équivalentes.
Proposition 4 (Projetabilité et satisfiabilité)
P ≡ (X, E , G) est satisfiable ssi P est projetable sur G, c-à-d ∀g ∈ G, ∃φ, g |= φ ⇔
∃π, g |= π

Preuve 2
L ⇒ R : En réutilisant la définition nous pouvons écrire g |= φ ⇒ ∀e ∈ g, e |=
φg ∧ ∀e� /∈ g, e� �|= φ et en raisonnant par récurrence sur la longueur de φ, nous avons :

– cas de base : len(φ) = 1
Soit φ = xi (resp. φ = ¬xi) et si g |= φ alors la seule pdBf consistante xi est
∀e ∈ g, e(xi) = � (resp. e(xi) = ⊥) et ∀e� ∈ G \ {g}, e�(xi) = ⊥ (resp.
e(xi) = �). Il existe alors π telle que g |= πxi .

– cas d’induction : Pour n>1, len(φ) = n− 1 et g |= φ ⇒ g |= π

Nous pouvons toujours construire φ� = φ⊗ xi avec ⊗ ∈{∧ ,∨}, telle que g |= φ�

(selon le principe du cas de base). Nous avons ∃π�, g |= π�.
R ⇐ L : A partir d’une projection sur une pdBfg , nous pouvons toujours trouver une
solution via une extension (formule canonique par exemple).
Remarque 1

– Une même projection qui est valide pour chaque groupe est donc une solution pour
le PCM.

– Pour chaque groupe, l’extension trouvée peut-être de longueur non minimale mais
nous garantissons par contre la minimalité de sa taille.

L’algorithme EXACT-PROJ-CAR calcule des projections de la plus petite à la plus
grande et retourne une extension pour la première projection trouvée (solution opti-
male).
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5 Application : la minimisation de données biologiques

Le PCM est d’un grand intérêt pour de nombreux biologistes. La caractérisation
précise des collections de souches bactériennes est un enjeu scientifique majeur, car
les bactéries sont responsables d’importantes maladies sur les plantes, et donc sou-
mise à des procédures officielles de contrôle (par exemple, en Europe, la directive
2000/29/CE). Le développement de tests de diagnostic est donc un enjeu important
pour systématiquement identifier les souches de ces espèces. Dans ce contexte, le pro-
blème de la caractérisation correspond à l’identification d’un groupe de souches vis à vis
d’autres groupes, basée sur la présence ou l’absence de certains caractères particuliers.
Une souche est donc un vecteur de valeurs binaires qui reflète la présence (valeur 1) ou
l’absence (valeur 0) de ces caractères. En outre, pour réduire le coût prohibitif des tests
biologiques, nous nous intéressons à minimiser les solutions (le nombre de tests asso-
ciés pour chaque identification) que ce soit pour un PCM ou pour un test plus spécifique
pour un groupe donnée.

Les biologistes nous ont fourni les 3 instances suivantes :

– A : 8 groupes, 108 entités (de 2 à 54 par groupe), 155 caractères.
– B : 4 groupes, 112 entités (de 5 à 69 par groupe), 155 caractères.
– C : 7 groupes, 112 entités (de 2 à 40 par groupe), 155 caractères.

A, B et C sont des exemples provenant de l’API BioMérieux basée sur des propriétés
bio-chimiques de l’espèce Ralstonia. Dans le tableau 1, nous présentons les résultats
expérimentaux que nous avons obtenus avec notre algorithme. Les quatre premières
lignes fournissent les caractéristiques de l’instance. La cinquième ligne donne la carac-
térisation minimale obtenue par EXACT-PROJ-CAR (“-” si inconnue) pour chacun des
groupes. Nous n’avons aucune solution globale pour chacune de ces instances.

Instances A B C
Entités Totales 108 113 112

Groupes 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 1 2 3 4 5 6 7
Entités par groupes 21 5 3 54 9 8 7 2 31 69 8 5 38 15 5 6 2 40 6

EXACT-PROJ-CAR (taille) 2 2 2 4 4 3 3 3 3 6 5 2 - - 5 4 2 5 4

TABLE 1 – Application sur des instances réelles.

Les solutions de tailles inférieures à 3 sont instantanément trouvées. Nous constatons
une augmentation exponentielle du temps de calcul qui peut aller de quelques secondes
pour des tailles de 5, jusqu’à plusieurs heures pour des tailles supérieures.

Ces résultats, même partiels, ont permis d’apporter des solutions aux biologistes qui
ne disposaient pas encore de telles méthodes pour analyser, traiter, et garantir la mini-
malité des caractérisations trouvées. De nouveaux tests de diagnostic ont ainsi pu être
produits et vérifiés expérimentalement.
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6 Conclusion et travaux futurs
Dans ce document, nous avons défini le problème de la caractérisation multiple et

nous avons proposé deux formalismes afin d’étudier ses propriétés et de calculer une
solution minimale. Malheureusement, l’approche complète associée aux pdBf pour un
PCM échoue. Toutefois à partir du problème de caractérisation minimale des différents
groupes, nous pouvons établir des bornes. Dans l’avenir, nous pensons nous orienter
vers des méthodes de recherches locales ou évolutionnaires afin de trouver et améliorer
les solutions de ce problème combinatoire et ainsi compléter l’approche par force brute
de EXACT-PROJ-CAR. Une application aux données biologiques a été décrite pour
mettre en évidence les utilisations possibles de ce problème d’acquisition de connais-
sances générales. Du point de vue des utilisateurs, le formalisme semble être utile, car il
précise l’information (quels caractères sont importants et quelles formules sont à mettre
en œuvre pour un test de diagnostic). Il serait également très utile d’être en mesure de
calculer plusieurs solutions optimales différentes et les biologistes sont également in-
téressés par le découverte de relations entre les caractères. Les conséquences logiques
seraient un moyen d’y parvenir. Nous pensons donc orienter nos prochains travaux vers
des techniques issues de la compilation de connaissances.
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Résumé : Dans le cadre d’une traduction des réseaux de contraintes temporelles
de l’Algèbre des Intervalles en problèmes SAT, Li et al. [7] ont récemment pro-
posé une nouvelle décomposition de ces réseaux de contraintes afin de réduire
le nombre de clauses SAT à résoudre. Dans cet article, nous montrons que ces
décompositions sont équivalentes à des décompositions arborescentes. Dans un
deuxième temps, nous considérons la propriété de fermeture par faible composi-
tion sur laquelle sont basées les méthodes de filtrage pour la résolution de réseaux
de contraintes qualitatives (RCQ). Nous montrons que pour certaines classes de
RCQ, la satisfaction de cette propriété par les clusters issus d’une décomposition
arborescente est suffisante pour décider de la cohérence. À partir de ce résultat,
nous proposons un nouvel algortithme permettant de décider du problème de la
cohérence des RCQ à l’aide d’une classe traitable et d’une décomposition arbo-
rescente.

1 Introduction
Le raisonnement sur des informations temporelles et spatiales est une tâche cruciale

dans certaines applications informatiques, en particulier dans des domaines tels que
les SIG (Systèmes d’Informations Géographiques), le traitement du langage naturel, la
planification temporelle/spatiale. Le raisonnement spatio-temporel qualitatif est un do-
maine dans lequel sont proposés des formalismes permettant de représenter et de traiter
qualitativement les informations sur des configurations d’entités spatiales/temporelles.
Un formalisme qualitatif considère des éléments particuliers pour représenter les diffé-
rentes entités et un ensemble fini de relations de base sur ces entités. Chaque relation de
base est représentative d’une position relative particulière entre des entités, et corres-
pond à une abstraction de configurations pouvant être caractérisées de manière numé-
rique. Ces dernières années de nombreux formalismes ont été proposés et étudiés, pour
le raisonnement temporel nous pouvons par exemple citer l’Algèbre des Intervalles pro-
posée par Allen [1]. Ce formalisme considère comme entités les intervalles de la droite
et treize relations de base représentant toutes les configurations possibles des quatre

55



IAF’11

bornes de deux intervalles (voir la figure 1). L’algèbre des Intervalles a inspiré la dé-
finition de nombreux formalismes qualitatifs pour le temps [9, 10, 14]. Concernant le
raisonnement spatial, le plus connu et étudié des formalismes qualitatifs est certaine-
ment RCC [15, 16]. RCC permet de représenter qualitativement des configurations de
régions à l’aide de relations de base d’ordre topologique.
Dans le cadre des formalismes qualitatifs, l’ensemble des informations temporelles

ou spatiales est habituellement représenté par des réseaux de contraintes particuliers
appelés réseaux de contraintes qualitatives (RCQ en abrégé). Dans un RCQ, chaque
variable représente une entité spatiale/temporelle du système et une contrainte définit
les configurations possibles entre des entités à l’aide d’un ensemble de relations de base
permises. Étant donné un RCQ, le principal problème se posant est de déterminer s’il
admet une solution (le problème de la cohérence). Ce problème est en règle général
un problème NP–Complet, de nombreuses études ont été réalisées afin de proposer des
méthodes pour résoudre efficacement en pratique ce problème. Deux types d’approches
sont suivies pour l’élaboration de ces méthodes.
La première approche, initiée par Nebel [11], consiste en la définition d’algorithmes
de recherche de type backtrack combinés avec une propagation locale de contraintes
basée sur des classes de relations dites traitables et la méthode de fermeture par faible
composition. Cette dernière permet de maintenir le RCQ !–cohérent (propriété proche
de la chemin-cohérence). À chaque étape de la recherche, une contrainte est découpée
en sous-relations de la classe traitable utilisée. Puis, pour chacune des sous-relations
issues de ce découpage, la contrainte est remplacée par la sous-relation et un filtrage est
réalisé à l’aide de la fermeture par faible composition. Ce filtrage permet de supprimer
des relations de base non satisfiables et de réduire l’espace de recherche. L’utilisation
d’une classe traitable dans ce processus permet de réduire le facteur de branchement
lors de la recherche. Les solveurs de contraintes qualitatives utilisent en général cette
approche, en particulier GQR∗ [5] qui est actuellement le plus performant.
Une autre approche plus récente [13] consiste en la traduction des RCQ en SAT

(problème de satisfiabilité propositionnelle). Typiquement, les problèmes SAT issus
de telles traductions contiennent d’une part des clauses modélisant les contraintes ex-
plicites du RCQ, et d’autre part des clauses modélisant les configurations possibles
compte tenu de l’opération de faible composition sur laquelle est basée la fermeture par
faible composition. L’avantage d’une telle approche est que les instances SAT obtenues
peuvent être résolues de manière efficace par les solveurs SAT actuels. Un inconvénient
majeur est que ces instances SAT sont de tailles très importantes. Récemment, pour ten-
ter de pallier cet inconvénient dans le cadre de RCQ de l’Algèbre des Intervalles, Li et
al. [7] ont proposé une méthode décomposant récursivement à chaque étape un RCQ en
deux RCQ équivalents portant chacun sur moins de variables. Les contraintes présentes
dans le RCQ initial et non présentes dans l’un des deux RCQ sont caractérisées comme
non nécessaires à la recherche d’une solution et ne sont donc pas considérées lors d’un
processus de traduction en SAT. Les instances SAT obtenues en utilisant cette méthode
sont de moindre tailles comparativement à des traductions complètes. De plus, Li et al.
ont montré expérimentalement que ces instances étaient résolues plus rapidement.
Dans cet article, nous définissons formellement des décompositions de RCQ appelées

décompositions de type PartRec. Ces décompositions particulières permettent de re-
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présenter les décompositions de RCQ issues de l’approche suivie par Li et al. dans leur
processus de traduction SAT. Nous montrons que les décompositions de type PartRec
peuvent de manière équivalente se définir à l’aide de décompositions arborescentes de
RCQ, décompositions intensivement étudiées dans le cadre des CSP discrets. Dans un
second temps, nous étudions le problème de la cohérence des RCQ au travers des dé-
compositions arborescentes. Nous montrons notamment qu’étant donnée une décom-
position arborescente d’un RCQ définie sur un classe traitable possédant certaines pro-
priétés, la fermeture par faible composition restreinte aux contraintes appartenant aux
différents clusters est suffisante pour décider du problème de la cohérence du RCQ. Fort
de ce résultat, nous proposons un algorithme permettant de décider du problème de la
cohérence des RCQ à l’aide d’une classe traitable et d’une décomposition arborescente.

2 Préliminaires sur les formalismes qualitatifs

2.1 Les relations
Un formalisme qualitatif considère un ensemble fini B de relations appelées relations
de base ou encore relations atomiques. Ces relations sont définies sur un domaine D et
nous supposerons dans la suite que ces relations sont binaires. Il est à noter que peu
de formalismes qualitatifs considèrent des relations de base d’arité supérieure à deux.
Les éléments de D sont utilisés pour représenter les entités temporelles ou spatiales.
L’ensemble B correspond à toutes les configurations qualitatives possibles entre deux
entités temporelles ou spatiales et satisfait des propriétés particulières [17] : (1) B forme
une partition de D × D, (2) B contient la relation identité sur D et, (3) B est fermé pour
l’inverse, i.e. la relation inverse d’une relation de base de B appartient également à B.
Une relation (complexe) d’un formalisme qualitatif correspond à l’union de relations de
base. Une relation est représentée par l’ensemble des relations de base incluses dans la
relation. Ainsi, l’ensemble 2B représentera l’ensemble des relations du formalisme qua-
litatif considéré. Parmi les relations de 2B nous dénoterons par Ψ la relation contenant
toutes les relations de base de B. Comme ensemble d’ensembles, 2B est muni des opé-
rations ensemblistes d’intersection et d’union. Comme ensemble de relations binaires
il est également muni de l’opération inverse (−1). L’inverse d’une relation r ∈ 2B est
l’union des relations de base inverses des relations de base appartenant à r. L’ensemble
2B est aussi muni de l’opération binaire de faible composition, notée dans la suite par
!. Cette opération peut être définie de la manière suivante : a ! b = {c ∈ B : ∃x, y, z ∈
D avec x a z, z b y et x c y}, avec a, b ∈ B, r ! s =

⋃
a∈r,b∈s{a ! b}, avec r, s ∈ 2B.

Remarquons que la relation r ! s peut être également définie par la plus petite (pour
l’inclusion) relation appartenant à 2B incluant la composition relationnelle habituelle
r ◦ s = {(x, y) ∈ D × D : ∃x, y, z ∈ D avec x a z, z b y et x c y}. Pour certains
formalismes qualitatifs r ◦ s et r ! s correspondent à la même relation. Une classe de
relations C est un sous-ensemble de 2B fermé pour les opérations d’inverse, d’intersec-
tion et de faible composition, contenant les relations singletons de 2B et la relation Ψ.
Étant données une relation r ∈ 2B et une classe de relations C, la plus petite (pour l’in-
clusion) relation de C contenant r sera dénotée par rC et sera appelée la fermeture de r
par rapport à C.
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Comme illustration, considérons le formalisme qualitatif temporel bien connu appelé
Algèbre des Intervalles [1]. Pour ce formalisme, les intervalles de la droite des ra-
tionnels sont utilisés pour représenter les entités temporelles. Ainsi, D est l’ensemble
{(x−, x+) ∈ Q × Q : x− < x+}. L’ensemble des relations de base consiste en
un ensemble de treize relations binaires, chacune correspondant à une position rela-
tive particulière de deux intervalles de la droite. Ces relations sont illustrées dans la
figure 1. Nous avons B = {eq, p, pi,m,mi, o, oi, s, si, d, di, f, fi}. Chacune de ces re-
lations de base peut être définie par des contraintes sur les bornes de deux intervalles.
Par exemple, la relation de base meets (m) peut être définie de la manière suivante,
m = {((x−, x+), (y−, y+)) ∈ D × D : x+ = y−}. À titre d’exemple, l’ensemble
{p,m} ∈ 2B correspond à la relation p ∪ m. Nous avons, {p,m}−1 = {p−1,m−1} =
{pi,mi} et {p,m} ! {m, s, eq} = {p,m}.

Relation
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equals
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Y

Y

Y
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FIG. 1 – Les relations de base de l’Algèbre des Intervalles.

2.2 Les réseaux de contraintes qualitatives
Un réseau de contraintes qualitatives (RCQ) est un couple composé d’un ensemble de
variables représentant les entités temporelles du système et d’un ensemble de contraintes
défini par une application associant à chaque couple de variables un ensemble de rela-
tions de base (les configurations possibles). Formellement, un RCQ est défini de la
manière suivante :

Définition 1 Un RCQ N est un couple (V,C) où :
• V = {v1, . . . , vm} est un ensemble fini de m variables avec m un entier positif ;
• C est une application associant à chaque couple (vi, vj) de V × V un ensemble

C(vi, vj) de relations de base : C(vi, vj) ∈ 2B. Dans la suite, C(vi, vj) sera éga-
lement dénoté par N [vi, vj ]. C est telle que C(vi, vi) ⊆ {Id}, avec Id la relation
de base correspondant à la relation d’identité sur D et C(vi, vj) = C(vj , vi)−1

pour tout vi, vj ∈ V .
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Dans la figure 2(a) est représenté un RCQ N de l’Algèbre des Intervalles. Sur la fi-
gure ne sont par représentées les contraintes définies par la relation Ψ et la contrainte
entre deux variables vi et vj lorsque vi = vj ou lorsque la contrainte entre vj et vi est
déjà présente. Concernant un RCQ N = (V,C) nous avons les notations et définitions
suivantes : Une instanciation partielle de N sur V ′ ⊆ V est une application s de V ′

vers D. Une solution partielle de N sur V ′ ⊆ V est une instanciation partielle sur V ′

telle que (s(vi), s(vj)) satisfait C(vi, vj) pour tout vi, vj ∈ V ′, i.e. il existe une re-
lation de base b ∈ C(vi, vj) telle que (s(vi), s(vj)) ∈ b pour tout vi, vj ∈ V ′. Une
solution de N est une solution partielle de N sur V . N est cohérent si, et seulement
si, N admet une solution. N est dit trivialement incohérent dans le cas où il existe
deux variables v, v′ ∈ V telles que N [v, v′] = ∅. N est globalement cohérent si, et
seulement si, toute solution partielle de N peut être étendue en une solution de N . La
projection du RCQ N sur V ′ avec V ′ ⊆ V , dénotée par NV ′ , est le RCQ (V ′, Cproj)
avec Cproj la restriction de C sur V ′. Un sous-RCQ N ′ de N est un RCQ (V,C ′) tel
que C ′(vi, vj) ⊆ C(vi, vj), pour tout vi, vj ∈ V . Soient deux RCQ N 1 et N 2 défi-
nis respectivement sur les ensembles de variables V 1 et V 2, avec pour chaque couple
de variables v, v′ ∈ V 1 ∩ V 2, N 1[v, v′] = N 2[v, v′]. Le RCQ N 1 ∪ N 2 est l’unique
RCQ N défini sur l’ensemble de variables V 1 ∪ V 2 tel que N [v, v′] = N 1[v, v′] pour
tout v, v′ ∈ V 1, N [v, v′] = N 2[v, v′] pour tout v, v′ ∈ V 2, N [v, v′] = Ψ pour tout
v ∈ V 2 \ V 1 et v′ ∈ V 1 \ V 2.
Un RCQ N = (V,C) est dit !-cohérent ou fermé par faible composition si, et seule-
ment si, C(vi, vj) ⊆ C(vi, vk) ! C(vk, vj) pour tout vi, vj , vk ∈ V . La fermeture par
faible composition du RCQ N , dénotée par !(N ) est le plus grand (pour ⊆) !-cohérent
sous-RCQ de N . Cette fermeture peut-être obtenue par itération de l’opération de tri-
angulation : C(vi, vj) ← C(vi, vj) ∩ (C(vi, vk) ! C(vk, vj)) pour tout vi, vj , vk ∈ V
jusqu’à ce qu’un point fixe soit atteint. Cette méthode peut-être implémentée avec des
algorithmes de complexité temporelle O(m3), avec m le nombre de variables. Pour
certaines classes de relations, le problème de la cohérence d’un RCQ peut-être résolu
par la fermeture par faible composition. Pour l’Algèbre des Intervalles, nous avons par
exemple tout RCQ N !-cohérent (et non trivialement incohérent) dont les contraintes
sont définies par des relations de la classe des relations préconvexes, appelées également
relations ORD-Horn [12, 8], qui est cohérent. Pour la classe des relations convexes de
l’Algèbre des Intervalles nous avons une propriété plus forte, en effet tout RCQ N !-
cohérent défini par des relations de cette classe est globalement cohérent [2].
Pour clore cette section nous donnons quelques notations concernant les arbres. Étant
donné un arbre (un graphe acyclique connecté) enraciné T = (X,F ) et un noeud
Xi ∈ X , nous dénoterons par desc(Xi) (resp. asc(Xi)) l’ensemble des descendants
de Xi (resp. des ascendants de Xi). Notons que desc(Xi) et asc(Xi) contiennent Xi.
Étant donnéX ′ un sous-ensemble non vide de noeuds deX , lca(X ′) dénotera le noeud
de T qui est le plus bas ascendant commun des noeuds appartenant à X ′. L’ensemble
leaves(T ) correspond à l’ensemble des feuilles de T . Et enfin, étant donné Xi ∈ X ,
TXi

dénotera le sous-arbre de T de racine Xi.
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3 Décompositions de RCQ

3.1 Décompositions arborescentes
La relationΨ est composée de toutes les relations de base possibles de B et est satisfaite
par toute paire d’éléments du domaine D. La définition d’une contrainte entre deux
variables d’un RCQ à l’aide de la relation Ψ permet de spécifier que localement il n’y
a pas de contrainte concernant la position relative des deux entités représentées par les
deux variables. Ainsi, de manière naturelle nous définissons le graphe de contraintes
d’un RCQ N = (V,C), par le graphe non orienté G(N ) = (V,E) avec (v, v′) ∈ E
si, et seulement si, N [v, v′] += Ψ et v += v′. Dans la suite nous supposons qu’étant
donné un RCQ N , G(N ) est connecté. Dans le cas contraire, N peut être trivialement
partagé en deux RCQ indépendants sans variable commune. Comme dans le cadre des
CSP discrets nous définissons une décomposition arborescente d’un RCQ comme une
décomposition arborescente de son graphe de contraintes [18] :

Définition 2 Soit N = (V,C) un RCQ et G(N ) = (V,E) son graphe de contraintes.
Une décomposition arborescente de N est un arbre T = (X = {X0, . . . ,Xn}, F )
avec n un entier positif, où X est une famille de sous-ensembles de variables de V
(Xi ⊆ V ), telle que :
(1)

⋃
{Xi ∈ X} = V ,

(2) ∀(v, v′) ∈ E, il existe Xi ∈ X tel que v, v′ ∈ Xi,
(3) pour tout Xi,Xj ,Xk ∈ X , si Xj est sur l’unique chemin entre Xi et Xk alors

Xi ∩ Xk ⊆ Xj .

Étant donnée une décomposition arborescente T = (X = {X0, . . . ,Xn}, F ) d’un
RCQ, la largeur de T est égale à max{|Xi| − 1 : Xi ∈ X}. De plus, chaque en-
semble de variables Xi est appelé cluster. Dans la figure 2(c) se trouve représentée une
décomposition arborescente du RCQ N de la figure 2(a).

3.2 Les décompositions de type PartRec

Récemment, Li et al. [7] ont proposé une méthode permettant de traduire un RCQ de
l’Algèbre des Intervalles en problème SAT. Cette méthode décompose récursivement à
chaque étape un RCQN = (V,C) en deux RCQN 1 etN 2 tels queN = N 1∪N 2. Les
contraintes définies par la relationΨ dans le RCQ N non présentes dansN 1 etN 2 sont
caractérisées comme non nécessaires à la recherche d’un scénario cohérent du RCQ
global initial et donc non traduites en SAT. L’avantage d’une telle traduction est que
l’instance SAT obtenue par cette méthode est de plus petite taille qu’une instance issue
d’une traduction complète de l’ensemble des contraintes. En nous inspirant de cette
méthode, nous définissons des décompositions de RCQ particulières, appelées dans la
suite décompositions PartRec (pour partitionnement récursif), de la manière suivante :

Définition 3 SoitN un RCQ = (V,C). Une décomposition PartRec deN est un arbre
enraciné T = (X = {X0, . . . ,Xn}, F ), avec n un entier positif, où X est une famille
de sous-ensembles de V (Xi ⊆ V ) etXr = V avecXr la racine de T . De plus, chaque
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noeud de T a deux fils ou aucun et étant donnés Xi,Xj ,Xk ∈ X tels que Xj et Xk

sont fils de Xi, T satisfait les propriétés suivantes :
(1) NXi

= NXj
∪NXk

, Xj \ Xk += ∅ et Xk \ Xj += ∅.
(2) Pour tout Xm ∈ desc(Xi), si Xm ∩ (Xj ∩ Xk) += ∅ alors (Xj ∩ Xk) ⊆ Xm.

Intuitivement, d’après la condition (1) nous avons les contraintes pertinentes sur l’en-
semble des variables Xi qui appartiennent à l’ensemble des contraintes sur Xj ou
à celui des contraintes sur Xk, ou aux deux. De plus, l’ensemble Xj ou l’ensemble
Xk ne regroupe pas la totalité des variables de Xi. La condition (2) stipule que toute
contrainte entre deux variables appartenant à l’intersection de deux RCQ issus d’un dé-
coupage ne pourra pas être scindée lors d’un nouveau découpage. Dans la figure 2(b)
est représentée une décomposition PartRec du RCQ N de la figure 2(a). Notons que
le traitement récursif employé dans le cadre de la traduction des RCQ en clauses SAT
proposée par Li et al. [7] définit implicitement une décomposition T = (X,T ) de type
PartRec du RCQ N considéré. Les ensembles de variablesXi ∈ X \ leaves(T ) corres-
pondent aux ensembles de variables partagés au cours du traitement. Les ensembles de
variables non partagés pour lesquels le traitement s’arrête correspondent aux éléments
Xi ∈ leaves(T ). Seules les contraintes portant sur des variables appartenant à un même
ensemble Xi ∈ leaves(T ) sont traduites en clauses SAT. Li et al. donne un algorithme
polynomial permettant de calculer une partition de type PartRec . En pratique, lors des
découpages récursifs, un équilibre concernant le nombre des variables des deux RCQ
obtenus et une minimisation des contraintes appartenant à l’intersection de ces deux
RCQ permettent de maximiser le nombre de contraintes à laisser de côté.
Nous définissons la largeur d’une décomposition PartRec T = (X,F ) parmax{|Xi|−
1 : Xi ∈ leaves(T )} et appelons cluster de T tout élément Xi ∈ leaves(T ). Remar-
quons que du fait de la propriété (1) de la définition précédente, Xi += ∅ pour tout
Xi ∈ X . De plus, une décomposition PartRec satisfait les propriétés suivantes :

Proposition 1 Soit T = (X = {X0, . . . ,Xn}, F ) une décomposition PartRec d’un
RCQ N = (V,C). Pour tout Xi ∈ X , nous avons :
(1) Pour tout Xj ∈ X tel que i += j, Xi += Xj et de plus, si Xj ∈ desc(Xi) alors

Xj ⊂ Xi ;
(2) TXi

est une décomposition PartRec de NXi
;

(3) NXi
=

⋃
{NXj

: Xj ∈ leaves(TXi
)} ;

(4) Xi =
⋃
{Xj ∈ leaves(TXi

)}.

Les preuves de ces propriétés sont omises et peuvent être directement établies à partir de
la définition 3. Notons que du fait de la propriété (1), nous avons pour toutXi,Xj ∈ X
les ensembles Xi et Xj qui sont différents si, et seulement si, i += j. Ainsi, pour tout
Xi ∈ X , l’ensemble des variables deXi caractérise un et un seul noeud deX . Soit une
décomposition PartRec T = (X,F ) d’un RCQ N = (V,C). Étant donné Xi ∈ X , Xi

dénotera l’ensemble Xi dans le cas où Xi ∈ leaves(T ), l’ensemble Xj ∩ Xk avec Xj

et Xk les deux fils de Xi dans le cas où Xi +∈ leaves(T ). Notons que Xi ⊆ Xi puisque
Xj ⊆ Xi et Xk ⊆ Xi. De plus, nous avons les propriétés suivantes :

Proposition 2 Soit une décomposition PartRec T = (X = {X0, . . . ,Xn}, F ) d’un
RCQ N = (V,C).
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(1) Pour tout Xi ∈ X , Xi += ∅.
(2) Soient Xi,Xj ,Xk ∈ X avec Xk = lca({Xi,Xj}). Si Xk += Xi et Xk += Xj

alors Xi ∩ Xj ⊆ Xk.
(3) Pour tout Xi ∈ X , il existe Xj ∈ leaves(X) tel que Xi ⊆ Xj .

Pour une meilleure lisibilité, la preuve de cette proposition et celles des suivantes sont
données en Annexe.

3.3 Des décompositions PartRec vers les décompositions arbores-
centes

Dans cette section nous allons montrer qu’à partir d’une décomposition PartRec T
d’un RCQ nous pouvons définir une décomposition arborescente de même largeur qui,
comme nous le verrons par la suite, considère les mêmes regroupements de variables.
Avant cela, nous introduisons une nouvelle notation : étant donnésXi,Xj ∈ X avecXj

un noeud fils de Xi, X̃iXj dénotera l’ensemble {Xk : Xk ∈ desc(Xj) et Xi ⊆ Xk}.
Concernant l’ensemble X̃iXj , nous avons les propriétés suivantes.

Proposition 3 Soit une décomposition PartRec T = (X,F ) d’un RCQ N = (V,C) et
Xi,Xj ∈ X avec Xj fils de Xi. Nous avons : (1) X̃iXj += ∅, (2) lca(X̃iXj) ∈ X̃iXj .

Maintenant, nous définissons à partir d’une décomposition PartRec T d’un RCQ N , un
arbre dénoté par T . Nous montrerons par la suite que cet arbre est une décomposition
arborescente de N possédant certaines particularités.

Définition 4 Soient N un RCQ et une décomposition PartRec T = (X = {X0, . . . ,
Xn}, F ) de N . À partir de T et d’un élément Xi ∈ X , nous définissons inductivement
un arbre TXi

= (XXi
, FXi

) de racine Xi de la manière suivante :
– Cas de base : Xi ∈ leaves(T ), TXi

= ({Xi}, ∅).
– Cas Inductif : Xi +∈ leaves(T ). Dans T , soient Xj et Xk les deux noeuds fils de

Xi, Xl = lca(X̃iXj) et Xm = lca(X̃iXk). XXi
et FXi

sont définis par XXi
=

XXj
∪ XXk

∪ {Xi}, FXi
= FXj

∪ FXk
∪ {(Xi,Xl), (Xi,Xm)}.

T est défini par l’arbre de racine TXr
avec Xr ∈ X la racine de T .

L’arbre T est une décomposition arborescente du RCQ N pour lequel T est une décom-
position PartRec :

Proposition 4 Soient N = (V,C) un RCQ et une décomposition PartRec T = (X =
{X0, . . . ,Xn}, F ) de N . Nous avons : T = (X = (X = {X0, . . . ,Xn}, F ) est une
décomposition arborescente deN telle que pour tout Xi ∈ X il existe Xj ∈ leaves(T )
avec Xi ⊆ Xj et telle que pour tout Xj ∈ leaves(T ) il existe Xi ∈ X avec Xi = Xj .

Ainsi, à toute décomposition T de type PartRec peut être associée une décomposition
arborescente dont les clusters considèrent les mêmes regroupements de variables que
ceux issus de leaves(T ). Sous ce point de vue, une décomposition de type PartRec
peut donc être considérée comme une décomposition arborescente particulière. À titre
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FIG. 2 – (a) un RCQ N = (V,C) de l’Algèbre des Intervalles, (b) une décomposition
PartRec T = (X,F ) de N , (c) une décomposition arborescente de N correspondant à
T , (d) un sous-RCQ de N ORD-Horn et %X–cohérent.
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d’illustration, considérons le RCQ N = (V,C) de la figure 2(a) et T = (X,F ) une
de ses décompositions de type PartRec illustrée dans la figure 2(b). La décomposition
arborescente T est représentée dans la figure 2(c).

4 Décompositions arborescentes et cohérences de RCQ

Dans cette section, nous montrons que pour certains RCQ, une décomposition arbo-
rescente permet de réduire le nombre de contraintes à considérer dans la cadre de la ré-
solution du problème de la cohérence. En particulier, nous montrons que pour certaines
classes de relations, la fermeture par faible composition restreinte aux clusters issus
d’une décomposition arborescente est complète pour le problème de la cohérence. Tout
d’abord, nous introduisons une nouvelle cohérence locale pour les RCQ correspondant
à la propriété de !-cohérence restreinte à des ensembles de variables d’un RCQ :

Définition 5 Soient N = (V,C) un RCQ et X = {X0, . . . ,Xn} une famille de sous-
ensembles de V . N est %X -cohérent si, et seulement si, pour tout Xi ∈ X , le RCQ NXi

est un RCQ !-cohérent.

Notons que la %
X -cohérence est proche de la chemin-cohérence partielle proposée dans [3].

Étant donnés un RCQ N = (V,C) et X = {X0, . . . ,Xn} une famille de sous-
ensembles de V , nous dénoterons par %

X(N ) le plus grand (pour ⊆) %
X -cohérent sous-

RCQ de N .
Le résultat suivant concerne des RCQ dont les contraintes sont définies par des relations
issues d’une classe C pour laquelle tout RCQ fermé par faible composition est globale-
ment cohérent. À titre d’illustration, nous pouvons citer la classe des relations convexes
de l’Algèbre des Intervalles pour laquelle les RCQ possèdent une telle propriété.

Théorème 1 Soit N = (V,C) un RCQ défini sur une classe de relations C pour la-
quelle tout RCQ !-cohérent est globalement cohérent et soit T = (X = {X0, . . . ,Xn},
F ) une décomposition arborescente de N . Si N est un RCQ %

X -cohérent et non trivia-
lement incohérent alors N est cohérent.

Nous allons caractériser un résultat similaire pour la classe des relations ORD-Horn de
l’Algèbre des Intervalles. Étant donné un RCQ N fermé par faible composition défini
par des relations de cette classe, dans le cas généralN n’est pas forcément globalement
cohérent. Malgré tout, nous avons une propriété proche de la globale cohérence qui est
satisfaite : toute solution partielle de maximale de N peut être étendue en une solution
maximale deN (voir Proposition 6 dans [8]). Dans [8], Ligozat attribue une dimension
(un entier compris entre 0 et 2) à chacune des relations de base de l’Algèbre des Inter-
valles. Une solution partielle de dimension maximale est une solution satisfaisant pour
chaque couple de variables une relation de base de dimension maximale par rapport
aux dimensions des autres relations de base présentes dans la contrainte. Ainsi, nous
pouvons établir la propriété suivante :

Théorème 2 Soit N = (V,C) un RCQ défini sur la classe des relations ORD-Horn
de l’Algèbre des Intervalles et soit T = (X = {X0, . . . ,Xn}, F ) une décomposition

64



arborescente de N . Si N est un RCQ %
X -cohérent et non trivialement incohérent alors

N est cohérent.

Preuve La preuve est similaire à la preuve de la proposition 5 si ce n’est que les instan-
ciations partielles manipulées sont des instanciations partielles maximales. /

Nous avons démontré dans la section précédente qu’étant donné un RCQ N et une
décomposition PartRec T = (X = {X0, . . . ,Xn}, F ) d’un RCQ nous pouvions dé-
finir une décomposition arborescente T ′ = T = (X ′ = {X ′

0, . . . ,X
′
n}, F ) telle que

pour tout X ′
i ∈ X ′, il existe Xj ∈ leaves(T ) avec X ′

i ⊆ Xj . À partir de cela et des
deux théorèmes précédents découlent les propriétés suivantes.

Corollaire 1 Soient N = (V,C) un RCQ défini sur une classe de relations C et T =
(X = {X0, . . . ,Xn}, F ) une décomposition PartRec de N .
– Si C est telle que tout RCQ !-cohérent défini sur C est globalement cohérent et si

N est %
leaves(T )-cohérent alors N est cohérent.

– Si C est la classe des relations ORD-Horn de l’Algèbre des Intervalles et si N est
%
leaves(T )-cohérent alors N est cohérent.

5 Algorithme
Dans cette section nous proposons un algorithme permettant de résoudre le problème

de la cohérence d’un RCQN = (V,C) à partir d’un ensembleX de clusters issus d’une
décomposition arborescente T = (X,F ) deN et d’une classe de relations C. La classe
C est supposée être la classe des relations ORD-Horn de l’Algèbre des Intervalles ou
bien une classe pour laquelle tout RCQ !-cohérent est globalement cohérent. À l’aide
d’une recherche exhaustive de type backtrack, l’algorithme proposé tente de caractériser
un sous-RCQ de N %

X -cohérent et défini sur C. L’intérêt de l’algorithme proposé réside
d’une part dans le fait que seules les contraintes définies par des variables d’un même
cluster seront considérées lors de la recherche. Et d’autre part, lors de la recherche,
la fermeture par faible composition est réalisée uniquement au travers d’opérations de
triangulation impliquant des triplets de variables issues d’un même cluster.
Présentons en détails l’algorithme proposé. La fonction principale Cohérence débute

son traitement en dupliquant le RCQ N et le poursuit en réalisant un pré-traitement
sur N à l’aide d’un appel de la fonction preTreatment. Cette fonction non définie ex-
plicitement doit retourner un sous-RCQ équivalent à N . En règle générale, la méthode
par faible composition est utilisée comme pré-traitement du fait de sa rapidité. Malgré
tout, des méthodes avec des forces de filtrage plus élevées telles que celles proposées
dans [4] peuvent être utilisées. Si le pré-traitement conduit à un RCQ trivialement in-
cohérent l’algorithme se termine (lignes 4-5). À la ligne 6, est initialisé l’ensemble E
par l’ensemble des couples de variables appartenant à au moins un des clusters de X .
L’ensemble E délimite d’une part les contraintes sur lesquelles est réalisée la recherche
(fonction CohérenceAux, ligne 5). D’autre part, E permet de délimiter les contraintes
sur lesquelles doivent être réalisées les opérations de triangulation pour maintenir le

65



IAF’11

RCQ %
X -cohérent, traitement réalisé par la fonction %

X–Cohérence. La recherche effec-
tive est réalisée par la fonction CohérenceAux. En premier lieu, cette fonction main-
tient N %

X–Cohérent (ligne 2). Dans le cas où le RCQ est détecté non cohérent, un
retour arrière est réalisé (lignes 3-4). Dans le cas contraire, la prochaine contrainte à
traiter est sélectionnée (ligne 5). La fermeture par rapport à C de la relation définissant
la contrainte sélectionnée ne doit pas être incluse dans la relation définissant initiale-
ment cette même contrainte. Nous verrons par la suite que cette condition est suffisante
pour assurer l’arrêt de la recherche (ligne 6-7). La relation N [v, v′] correspondant à la
contrainte sélectionnée est scindée en sous-relations r1, . . . , rk appartenant à C (ligne
8). Ainsi, nous avons N [v, v′] = r1 ∪ . . . ∪ rk. Puis, en remplaçant alternativement la
contrainte sélectionnée par chacune de ces sous-relations ri, un sous-RCQ de N cohé-
rent est recherché à l’aide de l’appel de CohérenceAux à la ligne 11. Ce sous-RCQ aura
pour particularité d’avoir comme relation définissant la contrainte entre les variables
v et v′ une relation r ⊆ ri. Notons que ri ∈ C et est forcément une sous-relation de
NInit[v, v′], ainsi nous pouvons affirmer que la contrainte entre v et v′ ne sera plus
sélectionnée (ligne 5) lors des appels suivants de CohérenceAux. Ceci garanti l’arrêt de
notre algorithme. Dans le cas où chacune des sous-relations r1, . . . , rk ne conduit pas à
la caractérisation d’un sous-RCQ cohérent, l’incohérence de N est détectée.

Function Cohérence(N ,X ,C) : Booléen
in :N = (V, C), un RCQ,X un ensemble d’ensembles de variables de V , C une

classe de relations.
output : true siN est cohérent, false sinon.
begin1

NInit ← N ;2
N ← preTreatment(N );3
ifN = ⊥ then4

return false ;5

E ← {(v, v′) : ∃Xi ∈ X, avec v, v′ ∈ Xi};6
return CohérenceAux(N ) ;7

end8

Théorème 3 Soit N = (V,C) un RCQ défini sur une classe de relations C. C est la
classe des relations OrdHorn de l’algèbre des intervalles ou bien est telle que tout
RCQ !-cohérent défini sur C est globalement cohérent. Soit T = (X,F ) une décompo-
sition arborescente de N . L’algorithme Cohérence(N ,X, C) résout le problème de la
cohérence de N .

Preuve. À partir de la description précédente de l’algorithme nous pouvons affirmer que
l’algorithme s’arrête et que de plus, lorsqu’une incohérence est détectée,N est bien in-
cohérent. Concentrons nous sur le cas où l’algorithme Cohérence détecte la cohérence
de N et montrons que dans ce cas là, N est bien un RCQ cohérent. Dans la suite, ND

dénotera le RCQ N initial et nous dénoterons par NF le RCQ correspondant au RCQ
N lors de l’arrêt de Cohérence. Nous pouvons affirmer que NF est un sous-RCQ de
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Function CohérenceAux(N) : Booléen
in :N = (V, C), un RCQ.
output : true siN est cohérent, false sinon.
begin1

N ← "
X–Cohérence(N , E);2

ifN = ⊥ then3
return false ;4

Sélectionne (v, v′) ∈ E tel que (N [v, v′])C %⊆N Init[v, v′];5
if un tel couple n’existe pas then6

return true ;7

PartagerN [v, v′] en sous-relations r1, . . . , rk ∈ C ;8
foreach i ∈ 1, . . . , k do9

N [v, v′] ← ri ;N [v′, v] ← r−1

i ;10
if CohérenceAux(N ) then11

return true ;12

return false13
end14

Function %
X-Cohérence(N)

in :N = (V, C).
output :N est '-cohérent par rapport à E.
begin1

changement← true ;2
while changement do3

changement← false ;4
foreach triplet (vi, vj), (vi, vk), (vk, vj) ∈ E do5

relij ← N [vi, vj ] ∩ (N [vi, vk] 'N [vk, vj ]);6
ifN [vi, vj ] %⊆ relij then7

changement← true ;8
N [vi, vj ] ← relij ;9

returnN10
end11

NI puisque toutes les opérations de modification du RCQ consistent en des suppres-
sions de relations de base présentes dans ses contraintes. Soit N ′ = (V,C ′) défini
par N ′[v, v′] = (NF [v, v′])C , pour tout v, v′. Du fait de la ligne 5 de CohérenceAux,
nous pouvons affirmer que N ′ ⊆ ND. Considérons maintenant le RCQ %

X(N ′), du
fait que N ′ est défini sur la classe C nous pouvons affirmer que %

X(N ′) est également
un RCQ défini sur C (ceci provient du fait que C est un ensemble stable pour les opé-
rations d’intersection, d’inverse et de composition faible). Par définition de N ′ nous
avons NF ⊆ N ′, il suit que %

X(NF ) ⊆%
X(N ′). Du fait de la ligne 2 de CohérenceAux,

nous pouvons également affirmer que NF =%
X(NF ). Ainsi, NF ⊆%

X(N ′) ⊆ ND. De
plus, %X(N ′) n’est pas trivialement incohérent car NF n’est pas trivialement incohé-
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rent. %X(N ′) est donc un RCQ non trivialement incohérent, défini sur C et %X -cohérent.
D’après les théorèmes 1 et 2 nous pouvons en déduire que %

X(N ′) est cohérent. %X(N ′)
étant un sous-RCQ de ND nous pouvons en conclure que ND est cohérent. /
L’application de l’algorithme Cohérence nécessite au préalable le calcul d’une décom-
position arborescente T = (X,F ) de N . Notons qu’il n’est pas nécessaire de calculer
une décomposition arborescente optimale (de largeur minimale) qui est un problème
NP-difficile. Lors d’une étude expérimentale préliminaire, nous avons considéré des
RCQ générés aléatoirement de manière similaire à celle utilisée dans [4]. À partir de
décompositions de type PartRec calculées selon la méthode proposée dans [7], nous
avons pu constater que le temps de calcul de ces décompositions est négligeable compte
tenu du temps effectif mis lors de la recherche. D’autre part, l’utilisation de ces décom-
positions permet d’éliminer en moyenne un peu moins de 40% des triplets à considérer
lors de l’application de la fermeture par faible composition et un peu plus de 20% des
contraintes lors de la recherche pour les instances difficiles se trouvant à une densité
de relations non triviales de 10.25. Ceci se traduisant par un gain de temps lors de la
résolution de ces instances.

6 Conclusion et perspectives

Dans cet article, nous avons défini et étudié les décompositions de RCQ de type
PartRec. Ces décompositions correspondent à celles utilisées par Li et al. [7] dans un
processus de décomposition de RCQ proposé dans le cadre d’une traduction de RCQ en
problèmes SAT. Nous avons montré que les décompositions de type PartRec peuvent
s’exprimer de manière équivalente par des décompositions arborescentes. D’autre part,
nous avons étudié le problème de la cohérence d’un RCQ en lien avec une décompo-
sition arborescente, une classe traitable et la fermeture par faible composition. Nous
avons montré que pour certaines classes de relations, en particulier pour la classe des
relations ORD-Horn de l’algèbre des intervalles, l’obtention de la !–cohérence sur les
contraintes appartenant aux différents clusters de la décomposition arborescente est
suffisante pour affirmer la cohérence du réseau de contraintes qualitatives. Ce résul-
tat généralise des propriétés établis dans [7] puisque nous considérons d’une part des
décompositions arborescentes et d’autre part des classes traitables incluant l’ensemble
des relations singletons. Nous avons également proposé un algorithme permettant de
décider du problème de la cohérence des RCQ en tirant profit d’une classe traitable et
d’une décomposition arborescente. Une évaluation expérimentale de cet algorithme est
en cours de réalisation. Elle consiste en l’application de cet algorithme sur des RCQ de
l’Algèbre des Intervalles en utilisant la classe des relations ORD-Horn et des décom-
positions PartRec calculées d’une manière similaire à celle utilisée par Li et al. [7]. Il
est également envisagé d’utiliser des décompositions arborescentes autres que les dé-
compositions de type PartRec. Une autre perspective de recherches est la définition et
l’étude d’algorithmes inspirés de l’algorithme BTD [6] afin de profiter des structures
des décompositions arborescentes utilisées lors de la résolution des RCQ.
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Annexe
Preuve (Proposition 2).
(1) Considérons le cas où Xi +∈ leaves(T ) (pour le cas où Xi ∈ leaves(T ) la pro-
priété est trivialement vraie puisque Xi = Xi et Xi += ∅). Soient Xi,Xj ,Xk ∈ X
tels que Xi est le père de Xj et Xk. Supposons par l’absurde que Xj ∩ Xk = ∅.
D’après la définition 3, nous avons NXi

= NXj
∪NXk

. Ainsi, pour tout v ∈ Xj

et v′ ∈ Xk, nous pouvons affirmer que N [v, v′] = Ψ et que (v, v′) n’est pas une
arête de G(N ). De plus, nous avons précédemment effectuer l’hypothèse que pour
tout RCQ N considéré G(N ) est connecté. Ainsi, pour tout v ∈ Xj et v′ ∈ Xk, il
existe un chemin dans G(N ) entre v et v′ et ce chemin passe forcément par deux
arêtes (v, v′′) et (v, v′′′) avec v′′ ∈ V \ {Xj ∪ Xk} et v′′′ ∈ V \ {Xj ∪ Xk}.
Puisque Xj ∪ Xk = Xi nous avons v′′ +∈ Xi. Soit Xl le plus proche ascendant de
Xi tel que v′′ ∈ Xl. Soit Xm et Xo les deux fils de Xl avec Xm ∈ asc(Xi). Nous
avons v′′ +∈ Xm et v ∈ Xm. De plus, v′′ ∈ Xo puisque Xo ∪ Xm = Xl. De plus,
nous savons queNXl

= NXm
∪NXo

. Il s’ensuit queN [v, v′′] = Ψ. Or, (v, v′′) est
une arête de G(N ). Il y a une contradiction. Nous pouvons conclureXj ∩Xk += ∅.

(2) Soient Xi,Xj ,Xk ∈ X avec Xk = lca({Xi,Xj}). Supposons que Xk += Xi

et Xk += Xj . Nous avons forcément Xk +∈ leaves(T ), dénotons par Xl et Xm

les deux fils de Xk. Nous avons Xi ∈ desc(Xl) et Xj ∈ desc(Xm) ou bien,
Xi ∈ desc(Xm) et Xj ∈ desc(Xl). Ainsi d’après la proposition 1 (1), nous avons
Xi ⊆ Xl etXj ⊆ Xm ouXi ⊆ Xm etXj ⊆ Xl. Il suit queXi ∩Xj ⊆ Xm ∩Xl.
Nous pouvons en conclure queXi ∩ Xj ⊆ Xk.

(3) Soit Xi ∈ X . Considérons tout d’abord le cas où Xi ∈ leaves(X). Par dé-
finition, Xi = Xi, ainsi la propriété est satisfaite. Supposons maintenant que
Xi +∈ leaves(X) et soient Xk et Xl les deux fils de Xi. Nous avons Xk ∩ Xl =
Xi += ∅. Soit v ∈ Xi, nous avons v ∈ Xi. D’après la proposition 1 (4), il existe
Xj ∈ leaves(T ) ∩ desc(Xi), tel que v ∈ Xj . D’après la propriété (2) de la défini-
tion 3, nous avons Xk ∩ Xl ⊆ Xj puisque (Xk ∩ Xl) ∩ Xj += ∅.

/
Preuve (Proposition 3).
– Nous savons que Xi += ∅ (proposition 2 (1)), il existe donc une variable v ∈ Xi.
Par définition de Xi, nous savons que v ∈ Xj . D’après la proposition 1 (4), il
existe Xk ∈ leaves(T ) ∩ desc(Xj) tel que v ∈ Xk. D’après la propriété (3) de
la définition 3, nous pouvons affirmer que Xi ⊆ Xk. Ainsi, Xk ∈ X̃iXj et nous
pouvons en conclure que X̃iXj += ∅.

– Soit Xl = lca(X̃iXj). Il existe Xk,Xm ∈ X̃iXj tels que Xl = lca({Xk,Xm}).
Dans le cas où Xl = Xk ou Xl = Xm la propriété est trivialement vraie. Dans le

70



cas où,Xl += Xk etXl += Xm nous avons d’après la proposition 2 (2),Xk∩Xm ⊆
Xl. Comme Xi ⊆ Xk et Xi ⊆ Xm nous pouvons en déduire que Xi ⊆ Xl. De
plus, comme Xl = lca({Xk,Xm}), Xk ∈ desc(Xj) et Xm ∈ desc(Xj), nous
avons Xl ∈ desc(Xj). Nous pouvons en conclure que Xl ∈ X̃iXj .

/
Preuve (Proposition 4). Les propriétés (1) et (2) de la définition 2 découlent du fait que
pour tout Xi ∈ leaves(X), Xi = Xi et de la proposition 1. Montrons maintenant que
la propriété (3) de la définition 2 est satisfaite par T . Soient Xi,Xj ,Xk ∈ X avec Xj

sur l’unique chemin entre Xi et Xk dans T . Montrons que si v ∈ Xi et v ∈ Xk alors
v ∈ Xj . Si la longueur du chemin entreXi etXk est 0 la propriété est trivialement vraie.
Supposons que la propriété soit vraie pour tout chemin de longueur l ≥ 0 et montrons
par induction qu’elle est vraie pour tout chemin entre Xi et Xk de longueur l + 1.
Supposons dans un premier temps que Xi +∈ desc(Xk) et Xk +∈ desc(Xi) dans T . En
examinant la définition 4 nous remarquons que dans T un chemin entreXi etXk passe
forcément par Xl avec Xl = lca({Xi,Xk}). Nous avons d’après la proposition 2 (2),
Xi ∩ Xk ⊆ Xl. Par conséquent, v ∈ Xl. En considérant les deux chemins Xi, . . . ,Xl

et Xl, . . . ,Xj qui ont une longueur inférieure ou égale à l, et en utilisant l’hypothèse
d’induction nous pouvons affirmer que tous les noeuds du chemin Xi, . . . ,Xl et ceux
du chemin Xl, . . . ,Xk contiennent v puisque Xi,Xl et Xk contiennent v. Supposons
maintenant que Xi ∈ desc(Xk) dans T (le cas Xk ∈ desc(Xi) peut être traité de
manière similaire). Le cas Xi = Xk est trivial, supposons que Xi += Xk. Nous avons
Xi ∈ desc(Xl) avec Xl un des deux fils de Xk dans T . En examinant la définition
4 nous remarquons que dans T , un chemin entre Xk et Xi passe forcément par Xm

avec Xm = lca(X̃kXl). D’après la proposition 3 (2), nous savons que Xk ⊆ Xm. Il
en résulte que v ∈ Xm. En considérant les deux chemins Xi, . . . ,Xm et Xm, . . . ,Xk

qui ont une longueur inférieure ou égale à l, et en utilisant l’hypothèse d’induction
nous pouvons affirmer que tous les noeuds du chemin Xi, . . . ,Xm et ceux du chemin
Xm, . . . ,Xk contiennent v puisque Xi,Xm et Xl contiennent v.
Le fait que pour tout Xi ∈ X , il existe Xj ∈ leaves(T ) tel que Xi ⊆ Xj découle, de
manière directe de la proposition 2 (3). /
Preuve (Proposition 1). Nous supposons sans perte de généralité que T possède une
racine. Soient un noeud Xi ∈ X et TXi

= (XXi
, FXi

) le sous-arbre de T de racine
Xi. Étant donnée une instanciation partielle s sur V ′ avec V ′ ∩ X ′

i ⊆ Xi pour tout
X ′

i ∈ XXi
et telle que pour toutXj ∈ X avecXj ⊆ V ′, sXj

est solution deNXj
, nous

allons montrer la propriété suivante. s peut-être étendue en une instanciation partielle s′

sur V ′′ = V ′ ∪
⋃
{X ′

i ∈ XXi
} telle que que pour toutXj ∈ X avecXj ⊆ V ′′, s′Xj

est
solution de NXj

. Nous allons effectuer une preuve par induction sur la taille de XXi
.

– Cas de base : |XXi
| = 1. Nous avons XXi

= {Xi}. Puisque N est %X -cohérent,
nous avons le RCQ NXi

qui est un RCQ !-cohérent et donc globalement cohérent.
sV ′∩Xi

est une solution partielle de NXi
pouvant être étendue en une solution s′′

deNXi
. Nous définissons par s′ l’instanciation partielle sur V ′ ∪Xi de la manière

suivante : si v ∈ V ′ alors s′(v) = s(v) sinon s′(v) = s′′(v). Nous avons s′Xi
qui

est une solution de NXi
et plus généralement s′Xk

est solution de NXk
pour tout

Xk ∈ X et Xk ⊆ V ′ ∪ Xi.
– Cas d’induction : |XXi

| > 1. Nous supposons la propriété vraie pour tout sous-
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arbre TXj
= (XXj

, FXj
) avec |XXj

| < |XXi
|. Comme dans le cas précédent

nous étendons s en une instanciation partielle s′ sur V ′∪Xi telle que s′Xk
est solu-

tion de NXk
pour toutXk ∈ X et Xk ⊆ V ′ ∪ Xi. Par hypothèse d’induction cette

instanciation partielle s′ peut-être étendue à toutes les variables appartenant aux
descendants de Xi. En effet, considérons Xl un fils de Xi. Nous remarquons tout
d’abord qu’en dénotant par TXl

= (XXl
, FXl

) le sous-arbre de T de racine Xl,
|XXl

| < |XXi
|. De plus comme T est une décomposition arborescente, nous avons

pour tout Xm ∈ XXl
, Xm ∩ (V ′ ∪ Xi) ⊆ Xl (d’après la propriété (3) de la défi-

nition 2). Ainsi, l’hypothèse d’induction peut s’appliquer sur TXl
= (XXl

, FXl
).

En appliquant la propriété précédente sur Xr racine de T , nous savons qu’il existe une
instanciation partielle s sur l’ensemble des variables

⋃
{Xi : Xi ∈ X} telle que sXi

est solution du RCQ NXi
pour tout Xi ∈ X . Notons tout d’abord que V =

⋃
{Xi :

Xi ∈ X} d’après la propriété (1) de la définition 2. Ainsi, s est une instanciation sur
V . De plus nous pouvons montrer que s est solution de N . En effet, soient v, v′ ∈ V ,
siN [v, v′] = Ψ nous avons s(v) et s(v′) qui satisfont clairement la contrainteN [v, v′].
Maintenant supposons que N [v, v′] += Ψ. D’après la propriété (2) de la définition 2,
il existe Xi ∈ X tel que v ∈ Xi et v′ ∈ Xi. Nous savons que s(v) et s(v′) satisfont
NXi

[v, v′]. Comme, NXi
[v, v′] = N [v, v′] nous en déduisons que s(v) et s(v′) satis-

font N [v, v′]. Nous pouvons conclure que s est une solution de N /
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Résumé : La fusion et la révision de connaissances temporelles ou spatiales sous
la forme de réseaux de contraintes qualitatives (RCQ) sont motivées par de nom-
breuses applications. En particulier, déterminer la distance ou le coût éventuel qui
induit la modification d’un scénario est une tâche essentielle. Pour cela, la notion
de voisinage conceptuel entre relations de base de certains formalismes quali-
tatifs a été introduite dans la littérature. Actuellement, l’approche utilisée pour
le calcul de la distance possède l’inconvénient d’être trop dépendante de l’as-
pect structurel du RCQ, car elle est réalisée localement, de manière “syntaxique”
sur les contraintes. Dans cet article, nous proposons une nouvelle définition du
voisinage conceptuel entre relations de base pour de nombreux formalismes qua-
litatifs. En nous appuyant sur les configurations qualitatives spatio-temporelles,
nous donnons une définition de voisinage entre scénarios pertinente et naturelle,
nous permettant ainsi d’y associer la notion de distance.
Mots-clés : formalismes qualitatifs, réseaux de contraintes qualitatives, voisinage
conceptuel

1 Introduction
La représentation des connaissances est un domaine majeur en intelligence artifi-

cielle. En particulier, la représentation de connaissances temporelles ou spatiales prend
une part très importante dans ce domaine, et les applications sont nombreuses (e.g., sys-
tèmes d’informations géographiques, navigation de robots, planification). L’approche la
plus communément utilisée est une approche qualitative, dans laquelle les entités tem-
porelles et spatiales ne sont pas associées à des données « numériques », mais à des
notions symboliques. Ces informations peuvent être représentées par un formalisme
qualitatif, défini par un ensemble fini de symboles, appelés relations de base, caractéri-
sant la position relative entre des entités temporelles ou spatiales. Parmi les formalismes
qualitatifs les plus célèbres, l’algèbre des intervalles (Allen, 1981) permet de modéli-
ser des informations temporelles, décrites par des intervalles sur la droite du temps,
et l’algèbre RCC8 (Randell et al., 1992) permet la représentation d’informations spa-
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tiales/topologiques. Dans le cas général, décider de la cohérence d’informations quali-
tatives modélisées à l’aide de tels formalismes est un problème NP-complet.

Face à des connaissances erronées ou incomplètes, Freksa (1992) propose d’adap-
ter l’algèbre des intervalles en s’intéressant à la notion de voisinage conceptuel entre
relations de base. Cette approche permet un raisonnement sur des connaissances fines
ou grossières en exploitant les propriétés « physiques » de ce formalisme. Ceci a pour
but d’améliorer la puissance du processus d’inférence par abstraction ou relaxation sur
les connaissances. Gooday & Cohn (1994) adaptent les travaux de Freksa au forma-
lisme RCC-8 afin d’améliorer l’efficacité calculatoire. Cependant, définir le voisinage
conceptuel entre relations de base n’est pas trivial. Cette notion est dépendante des
formalismes qualitatifs et de la façon dont les entités temporelles ou spatiales peuvent
se déplacer dans leur domaine. La notion de voisinage est donc régie par une loi de
transformation, basée sur la notion de continuité dans un espace topologique.

Le voisinage conceptuel est également étudié par Egenhofer & Al-Taha (1992), en
identifiant les déformations topologiques des relations de base du formalisme RCC-8,
dans le but de déterminer l’évolution de certaines connaissances ou de manière plus
fine les étapes par lesquelles passe cette évolution. Cette approche relève des domaines
de la révision et de la fusion de connaissances temporelles ou spatiales, complètes ou
incomplètes, et l’étude du voisinage conceptuel est un élément primordial pour défi-
nir une distance entre les connaissances. Pour cela, la manipulation des connaissances
temporelles ou spatiales est facilitée par une représentation sous la forme de réseaux
de contraintes qualitatives (RCQ en abrégé). On parle alors de distance entre configu-
rations - un état figé des entités dans leur domaine - ou scénarios - un ensemble de
configurations défini par les relations entre entités - qui sont les ingrédients majeurs
des processus cités précédemment (Condotta et al., 2008, 2010). Dans la littérature, le
calcul de ces distances relève d’une analyse « syntaxique » des contraintes du RCQ, et
est réalisé localement à partir de l’agrégation des distances entre relations de base. En
d’autres termes, cette distance dépend de la structure qui décrit les connaissances et non
des configurations qualitatives qu’elles représentent. Notre approche permet de définir
un voisinage « sémantique » entre scénarios cohérents plus naturel et représentatif du
domaine, au moyen du voisinage entre les configurations de ces scénarios. Ce voisinage
induit naturellement une nouvelle définition de distance entre scénarios cohérents, pour
de nombreux formalismes qualitatifs.

La suite de l’article s’organise comme suit. Dans la section 2, nous introduisons
quelques notions préliminaires sur les formalismes qualitatifs et la représentation sous
la forme de RCQ. Nous y introduisons également un exemple « fil conducteur » sur
l’algèbre des intervalles nous permettant d’illustrer nos définitions. Nous donnons éga-
lement quelques rappels de topologie et introduisons les notations utilisées. Dans la
section 3, nous définissons la notion de « loi de transformation », illustrée en adaptant
les lois de transformations de Freksa à notre cadre. Nous définissons ensuite le voisi-
nage conceptuel entre relations de base, puis nous illustrons le graphe de voisinage des
relations pour deux lois de transformations. Dans la section 4, nous définissons le voi-
sinage entre scénarios cohérents ainsi que la notion de distance entre scénarios, avant
de conclure dans la dernière section.
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2 Notions préliminaires

2.1 Formalismes qualitatifs
Un formalisme qualitatif considère un ensemble fini B de relations de base binaires

définies sur un domaine D. Les éléments de D représentent les entités temporelles ou
spatiales considérées. Chaque relation de base b B représente une position relative
particulière pouvant être satisfaite par deux éléments de D. L’ensemble B satisfait éga-
lement les trois propriétés suivantes : (i) B forme une partition de D D, autrement
dit tout couple de D D satisfait une et une seule relation de base de B ; (ii) la rela-
tion identité sur D, notée eq, appartient à l’ensemble B ; (iii) pour toute relation de base
b B, la relation inverse de b, notée b 1, appartient également à l’ensembleB. Ces trois
propriétés font de B un schéma de partition (Ligozat & Renz, 2004).
Par exemple, considérons le formalisme d’Allen, dit également l’algèbre des inter-

valles (Allen, 1981), qui permet de décrire des positions relatives entre des intervalles
de temps non ponctuels, sans notion de mesure sur ces intervalles. Ce formalisme consi-
dère un ensemble Bint de treize relations de base définies sur le domaine des intervalles
fermés de la droite Dint x , x R2 : x x . Les relations de base de
Bint eq, p, pi,m,mi, o, oi, s, si, d, di, f, fi sont illustrées dans le tableau 1.

Relation Illustration Relation inverse
X précède Y

p
Y succède X

pi
X

Y

X rencontre Y
m

Y est rencontré par X
mi

X
Y

X chevauche Y
o

Y est chevauché par X
oi

X
Y

X commence Y
s

Y est commencé par X
si

X
Y

X est contenu par Y
d

Y contient X
di

X
Y

X fini Y
f

Y est fini par X
fi

X
Y

X est égal à Y
eq

Y est égal à X
eq

X
Y

TABLE 1 – Illustration des relations de base de l’algèbre des intervalles

Les entités peuvent être mises en relation par une relation dite complexe. Une relation
complexe est l’union de relations de base, que l’on représente par l’ensemble des rela-
tions de base qu’elle contient. (dans la suite, nous omettons le qualificatif « complexe »).
Par exemple, dans le cadre du formalisme d’Allen, deux intervalles x et y satisfont la
relation p,m, eq , noté x p,m, eq y, si et seulement si l’intervalle x précède, ren-
contre ou est égal à l’intervalle y. L’ensemble 2B, l’ensemble des sous-ensembles de B,
forme l’ensemble des relations. 2B est muni, entre autres, des opérations ensemblistes
usuelles et de l’opération inverse définie par R 1 b 1 b R . Dans la suite, étant
donné un ensemble B de relations de base sur un domaineD, 2B dénotera le formalisme
qualitatif considéré.
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2.2 Réseaux de contraintes qualitatives
Il est courant de représenter un ensemble de configurations qualitatives à propos d’un

ensemble d’entités spatiales ou temporelles à l’aide d’un graphe de contraintes, appelé
réseau de contraintes qualitatives (RCQ en abrégé). Les nœuds d’un tel graphe repré-
sentent les entités en question et ses arcs représentent des contraintes définies pour cha-
cune d’elles par un ensemble de relations de base « permises » entre les entités reliées
par la contrainte. Une structure de RCQ constitue un moyen très naturel pour représen-
ter un ensemble de croyances ou de préférences sur un ensemble d’entités, et fournit
également les outils algorithmiques nécessaires pour le raisonnement et la déduction
sur les informations qualitatives. Formellement, étant donné un formalisme qualitatif
2B défini sur le domaine D, un RCQ sur 2B est un couple V,C où V v1, ..., vn
est un ensemble fini de variables représentant les entités, et C est une application qui
associe à tout couple de variables vi, vj une relation N vi, vj de 2B, notée égale-
ment N i, j . C est telle que pour tout couple de variables vi, vj , N i, i eq et
N i, j N j, i

1.
Étant donné un RCQN V,C , le RCQN V,C est un sous-RCQ deN , noté

N N , si et seulement si pour tout vi, vj V , N i, j N i, j . Un RCQ est ato-
mique si et seulement si chaque contrainte est définie par une relation singleton de 2B.
Un scénario de N est un sous-RCQ atomique de N . Une instanciation est une applica-
tion de V dansD. Une instanciation α est appelée solution d’un RCQN V,C si et
seulement si pour tout couple de variables vi, vj , α vi ,α vj N i, j . Un RCQ est
cohérent si et seulement si il admet une solution. Dans la suite de l’article, N dénotera
l’ensemble des scénarios cohérents deN et N l’ensemble de ses solutions.

Exemple 1 (Réseau de contraintes qualitatives)
Pour illustrer les RCQ, considérons l’exemple suivant : la présentation de travaux scien-
tifiques doit être réalisée durant un certain temps (T ). La présentation se compose d’un
exposé (E), lui-même terminé par une session dédiée aux questions (Q), puis elle est
suivie d’une phase de délibération (D). Le RCQ N V,C correspondant, défini sur
le formalisme d’Allen 2Bint est représenté sur la figure 1. On a V T,E,Q,D et
C défini par les contraintes décrites ci-dessus 1. Par exemple, l’exposé (E) précède ou
rencontre la phase de délibération (D).
La figure 2 illustre, quant à elle, un scénario cohérent σ deN ainsi qu’une solution α

de ce scénario.

Dans le cas général, le problème de la cohérence d’un RCQ sur un formalisme qua-
litatif quelconque, i.e., le problème de la recherche d’une solution de ce RCQ, est un
problème indécidable (Hirsch, 1999). Néanmoins, nous considérons d’une part que ré-
soudre le problème de la cohérence d’un RCQ N revient à déterminer si N admet un
scénario cohérent, et d’autre part nous supposons que le problème de la cohérence d’un
scénario est décidable en temps polynomial, ce qui est le cas à notre connaissance pour
l’ensemble des formalismes qualitatifs d’intérêt qui ont été définis dans la littérature.

1. Par souci de clarté, pour tout couple de variables vi, vj , on ne représente pas la contrainte N i, j
lorsque N i, j B (i.e., lorsqu’aucune information n’est spécifiée quant à la position relative entre les
entités représentées par les variables vi et vj ), lorsque N j, i est représentée ou lorsque i j.
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FIGURE 1 – N , un RCQ défini sur 2Bint
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FIGURE 2 – σ, un scénario cohérent de N et α, une solution de σ.

Par conséquent, le problème de la cohérence d’un RCQ appartient à la classe NP de
problèmes de décision. Pour la plupart des formalismes qualitatifs d’intérêt, ce pro-
blème est NP-complet.

2.3 Rappels de topologie et notations

Nous rappelons maintenant quelques notions de base sur les topologies. Considérons
D un ensemble fixé. Une topologie sur D est un couple D,VoisT où VoisT est une
application qui associe à tout élément x de D un ensemble non vide VoisT x de sous-
ensembles de D appelés voisinages de x, et qui vérifie les conditions suivantes, x D,
W VoisT x :
– x W ;
– W D, siW W , alorsW VoisT x ;
– W VoisT x ,W W VoisT x ;
– W VoisT x y W ,W VoisT y .
Un ouvert O d’une topologie T sur D est un sous-ensemble de D qui est voisinage

de chacun de ses points. Une topologie peut être également définie à partir des ouverts,
et dans ce cas le voisinage d’un élément x de D correspond à l’ensemble des sous-
ensembles de D qui contiennent un ouvert contenant x.
Soit E D. Étant donné une topologie particulière T sur D, l’adhérence deE, notée

adhT E , est définie par adhT E x D W VoisT x ,W E ;
l’intérieur de E, noté intT E , est défini par intT E x D E VoisT x ; la
frontière de E, notée frontT E , est définie par frontT E adhT E intT E .
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3 Loi de transformation et voisinage conceptuel entre
relations

Une notion de voisinage conceptuel peut être définie entre les relations de base d’un
schéma de partition B. Freksa (1992) est le premier à évoquer une telle notion dans
le cadre du formalisme d’Allen. Parallèlement, Egenhofer & Al-Taha (1992) ont pro-
posé une notion similaire de voisinage, appelée distance topologique, entre des relations
de type topologique, correspondant aux relations de base du formalisme RCC8 (Ran-
dell et al., 1992). Quel que soit le formalisme qualitatif étudié, la notion de voisinage
conceptuel entre relations est elle-même basée sur une notion sous-jacente de loi de
transformation des entités dans leur domaine.

3.1 Loi de transformation
Une loi de transformation décrit l’ensemble des manières possibles pour une entité

du domaine de se « transformer » au sein de son domaine, autrement dit, l’ensemble des
valeurs d’une entité qui succèdent directement une valeur initiale de l’entité, lorsque
l’on souhaite « transformer » l’entité selon la loi correspondante.
La définition d’une loi de transformation reste arbitraire. Tout d’abord, elle dépend du

type de domaine considéré. Par exemple, pour le domaine correspondant à l’ensemble
des sous-ensembles fermés d’un espace topologique (par exemple, un segment du plan,
une région de points fermée du plan, . . .), Kurata (2009) considère une loi de transfor-
mation d’entité correspondant à la « déformation » de l’entité de manière continue dans
le domaine sans modifier sa structure topologique. Un autre exemple est celui où le
domaine correspond à un espace affine réel de dimension finie, la notion de transforma-
tion d’une entité ne correspond plus alors à celle de sa déformation, mais plutôt à celle
de son « déplacement » dans l’espace. Par ailleurs, au sein d’un même domaine une
loi de transformation peut être définie de différentes manières : dans le cas des points
d’un espace affine réel de dimension finie, une loi de transformation peut correspondre
au « déplacement » d’une entité ponctuelle librement sur le plan, i.e., dans n’importe
quelle direction autour de lui, ou elle peut restreindre ses possibilités de déplacement
en suivant l’un des axes du repère définissant le plan.
Par exemple pour le formalisme d’Allen, Freksa (1992) identifie trois lois de trans-

formation des intervalles dans leur domaineDint :
– la première loi de transformation (dite A-transformation) considère un contexte
où une transformation d’un intervalle correspond au déplacement de l’une de ses
deux bornes vers la gauche ou vers la droite ; dans un tel contexte, on considère par
exemple que le décalage d’un intervalle vers la gauche ou vers la droite s’effectue
en deux temps, par un déplacement indépendant de chacune de ses deux bornes ;

– pour la deuxième loi de transformation (B-transformation), un intervalle peut être
déplacé vers la gauche ou vers la droite en déplaçant simultanément ses deux
bornes dans la même direction ;

– enfin, la troisième loi de transformation identifiée par Freksa (C-transformation)
correspond au rétrécissement ou à l’élargissement d’un intervalle, i.e., en déplaçant
chacune de ses deux bornes dans des directions opposées.
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Nous proposons une définition très générale de la notion de loi de transformation qui
peut s’appliquer à n’importe quel domaine D pour les entités considérées.

Définition 1 (Loi de transformation)
Une loi de transformation τ sur D est un ensemble de topologies sur D.

La topologie est le socle conceptuel des notions de continuité (et donc de transforma-
tions continues), ce qui constitue un cadre suffisamment général pour s’appliquer à un
grand nombre d’applications. En effet, en considérant pour support une topologie par-
ticulière sur D, on peut représenter une transformation d’entité particulière de la loi de
transformation comme un continuum linéaire sur D, i.e., un sous-ensemble de D muni
d’une relation d’ordre totale et dense : un tel continuum linéaire peut être caractérisé
par une application continue sur D. Ainsi, une topologie sur D caractérise un ensemble
de continuums linéaires qui représente l’ensemble des possibilités pour une entité de
D de se « déplacer » ou se « déformer » de manière ordonnée et continue dans son do-
maine. Enfin, une loi de transformation est formée de manière générale de plusieurs
topologies, ceci permettant de représenter des situations où une entité peut se déplacer
de plusieurs manières différentes. Par exemple, la loi représentant un déplacement d’un
point du plan suivant l’un des deux axes générant le plan est définie par deux topologies,
chacune correspondant à la topologie usuelle sur R que l’on associe à chaque axe.
Nous illustrons cette notion au travers des lois de transformation τA et τC , correspon-

dant respectivement auxA-transformation et C-transformation décrites précédemment.
Chacune de ces lois de transformation est formée de deux topologies sur Dint. Formel-
lement :

Exemple 2 (Lois de transformation τA et τC )
– τA TA, TA , où pour tout intervalle fermé x Dint :

VoisTA x est l’ensemble des sous-ensembles de Dint qui contiennent un ou-
vert O x,X de TA, où O x,X est un sous-ensemble de Dint de la forme
O x,X x X X un intervalle ouvert contenant x ;
VoisTA

x est l’ensemble des sous-ensembles de Dint qui contiennent un ou-
vert O x, Y de TA, où O x, Y est un sous-ensemble de Dint de la forme
O x, Y Y x Y un intervalle ouvert contenant x ;

– τC TC , TC , où pour tout intervalle fermé x Dint :
VoisTC x est l’ensemble des sous-ensembles de Dint qui contiennent un ou-
vert O x,X, Y de TC , où O x,X, Y est un sous-ensemble de Dint non sin-
gleton de la formeO x,X, Y x X Y X un intervalle ouvert tel que
X x , Y un intervalle ouvert tel que Y x ;
VoisTC

x est l’ensemble des sous-ensembles deDint qui contiennent un ouvert
O x,X , Y de TC , où O x,X , Y est un sous-ensemble de Dint non single-
ton de la formeO x,X , Y x X Y X un intervalle ouvert tel que
X x , Y un intervalle ouvert tel que Y x .

Les figures 3 et 4 représentent schématiquement des sous-ensembles O x,X ,
O x, Y , O x,X, Y , O x,X , Y de Dint, étant donné un intervalle de référence
x Dint. Par exemple, un voisinage d’un intervalle x Dint selon la topologie TA
est un sur-ensemble d’un ensemble d’intervalles de Dint de la forme O x,X .
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FIGURE 3 – Loi τA TA, TA
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FIGURE 4 – Loi τC TC , TC

3.2 Voisinage conceptuel entre relations
Étant donnée une loi de transformation surD, on peut définir une notion de voisinage

entre deux relations binaires disjointes sur D. De manière informelle, étant donnée une
topologie particulière surD, une relation binaireR1 D D est dite voisine d’une autre
relation binaire R2 D D si l’on peut passer directement d’un couple de valeurs de
R1 à un couple de valeurs de R2 par une transformation de la seconde valeur du couple
(Freksa, 1992; Condotta et al., 2008; Kurata, 2009), la transformation étant régie par la
topologie correspondante. Formellement :

Définition 2 (Voisinage faible entre relations)
Soient T une topologie sur D et R1, R2 deux relations binaires disjointes sur D. R2

est dite faiblement voisine de R1 pour T ssi x, y R1, W D tel que y
frontT W et tel que ( y D, si y intT W alors x, y R2).

Une notion plus restrictive de voisinage entre relations peut être définie : une relation
R1 D D est dite fortement voisine d’une autre relation R2 D D si pour tout
couple de valeurs de R1, on peut passer directement à un couple de valeurs de R2 par
une transformation de la seconde valeur du couple. Formellement,

Définition 3 (Voisinage fort entre relations)
Soient T une topologie sur D, et R1, R2 deux relations binaires disjointes sur D. R2 est
dite fortement voisine deR1 pour T ssi x, y R1, W D tel que y frontT W
et tel que ( y D, si y intT W , alors x, y R2).

Dans la suite de cet article, nous considérons les formalismes qualitatifs pour lesquels
les notions de voisinage faible et fort entre relations coïncident sur l’ensemble des rela-
tions de base du schéma de partition associé B. Cette restriction n’est pas contraignante,
puisqu’elle est vérifiée pour la plupart des formalismes qualitatifs proposés dans la lit-
térature : c’est le cas en particulier du formalisme d’Allen, de l’algèbre des points ou
des directions cardinales 2. Par conséquent, dans la suite de l’article nous omettons le
qualificatif « faible » ou « fort ».
Nous étendons maintenant la notion de voisinage entre relations à celle basée sur un

ensemble de topologies, c’est-à-dire à une loi de transformation. La notion correspon-

2. La propriété qui caractérise de tels formalismes reste inconnue à ce jour, mais il reste cependant aisé
de vérifier ad hoc si les deux notions coïncident pour un formalisme qualitatif donné.
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dante définit une relation de voisinage conceptuel entre relations 3 :

Définition 4 (Voisinage conceptuel entre relations)
Soient τ une loi de transformation et R1, R2 deux relations binaires disjointes sur D.
On dit que R2 est conceptuellement voisine de R1 pour la loi τ , noté R1

τ
R2 ssi il

existe une topologie T τ telle que R2 est voisine de R1 pour T .

Étant donné un schéma de partition B sur D et une loi de transformation τ , une rela-
tion de voisinage conceptuel entre les relations de base de B peut alors être représen-
tée au moyen d’un graphe de voisinage conceptuel sur B, i.e., un graphe orienté dont
chaque noeud représente un élément de B. Dans un tel graphe, une arête relie un nœud
na correspondant à une relation de base a B à un autre nœud nb correspondant à une
relation de base b B si et seulement si a τ

b.

Exemple 3 (Voisinage conceptuel sur Bint pour les lois τA et τC )
Les figures 5 et 6 illustrent respectivement les graphes de voisinage conceptuel sur
Bint pour les lois de transformation τA et τC . Les figures 7 et 8 montrent chacune une
instance de voisinage conceptuel entre deux relations de Bint pour les lois τA et τC .
Ainsi pour la loi τA, on a par exemple eq

τA si (cf. figure 7), et pour la loi τC , on a par
exemple eq τC di (cf. figure 8).

d
fs

p m o eq oi mi pi
sifi

di

FIGURE 5 – Graphe de voisinage
conceptuel sur Bint pour la loi τA.

d
fs

p m o eq oi mi pi
sifi

di

FIGURE 6 – Graphe de voisinage
conceptuel sur Bint pour la loi τC .

Q

x

X

Y

FIGURE 7 – si est conceptuellement
voisine de eq pour la loi τA.

Q

x

X

Y

FIGURE 8 – di est conceptuellement
voisine de eq pour la loi τC .

3. La relation de voisinage conceptuel entre relations introduite ici n’est pas symétrique. La fermeture sy-
métrique de cette relation donne lieu à la notion de voisinage conceptuel entre relations initialement proposée
dans (Condotta et al., 2008).
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4 Voisinage entre scénarios cohérents
Le problème du changement de croyances ou de préférences représentées au moyen

de RCQ a suscité l’intérêt de plusieurs chercheurs ces dernières années, notamment ce-
lui de la fusion de RCQ (Condotta et al., 2008, 2010) ou la réparation de RCQ incohé-
rents (Dylla & Wallgrün, 2007). Afin d’élaborer le processus de fusion ou de réparation
de RCQ, il est très souvent nécessaire de disposer d’une notion de distance entre RCQ,
plus précisément d’une distance entre scénarios. Une telle distance peut par ailleurs être
exploitée pour représenter une notion de « coût » pour passer d’une configuration qua-
litative à une autre. Considérons par exemple le scénario σ représenté sur la figure 2.
Supposons que nous souhaitions optimiser l’utilisation du temps dont on dispose (T )
pour la présentation de l’exposé (E) et la phase de délibération (D), sans perturber le
séminariste, i.e., en conservant un planning proche de l’original. Le scénario σ repré-
senté sur la figure 9 caractérise le scénario « idéal ». On suppose également que les
modifications des créneaux sont régies par la loi de transformation τC (cf. figure 4),
autrement dit un créneau peut être soit élargi, soit réduit. La question qui se pose alors
est la suivante « Dans quelle mesure faut-il modifier le scénario initial σ pour obte-
nir le scénario idéal σ ? » . La définition d’une distance entre les deux scénarios nous
permettrait alors de répondre à cette question.

T

E D

Q

s

d

f

f

m

m

Q

T

E

D
Q

FIGURE 9 – σ , un scénario cohérent de N et α , une solution de σ .

Condotta et al. (2008, 2010) ont proposé une notion de distance entre scénarios qui
est définie de la manière suivante. Pour tout scénario σ,σ sur le même formalisme
qualitatif 2B et sur le même ensemble de variables V la distance entre σ et σ , notée d
est définie par :

d σ,σ f dB σ i, j ,σ i, j vi, vj V, i j ,

où dB est une pseudo-distance 4 sur B et f une fonction d’agrégation 5 symétrique en
chacun de ses arguments.
Cette définition de distance entre scénarios exploite la notion de voisinage conceptuel

entre relations de base de B. En effet, dB peut être définie pour toute relation de base
a, b B comme étant la longueur de la chaîne la plus courte dans le graphe de voisinage

4. Une pseudo-distance dE sur E est une application de E E dans R qui vérifie e1, e2 E,
dE e1, e2 0 si et seulement si e1 e2 et dE e1, e2 dE e2, e1 .
5. Une fonction d’agrégation est une application qui associe à un vecteur de nombres réels positifs un

nombre réel positif.
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conceptuel sur B en question reliant les nœuds na et nb correspondant aux relations de
base a et b. Ainsi, pour le formalisme d’Allen, si l’on considère le graphe de voisi-
nage conceptuel sur Bint pour la loi τC (cf. figure 5), on a par exemple dB o, si 3.
Lorsqu’une distance dB sur B est définie, la fonction d’agrégation f est utilisée pour
agréger les distances calculées localement au niveau des contraintes entre les scénarios,
et par conséquent obtenir une distance entre les deux scénarios. Le choix pour la fonc-
tion d’agrégation f dépend du contexte. Par exemple pour f , les distances dB sur
toutes les contraintes sont sommées (Condotta et al., 2008).
Bien qu’une telle distance exploite la notion de voisinage conceptuel entre relations

de base, elle peut donner lieu à des résultats contre-intuitifs. Considérons de nouveau
les scénarios cohérents σ et σ représentés sur les figures 2 et 9. Intuitivement, ces deux
scénarios devraient être considérés comme étant « voisins » selon la loi de transforma-
tion τC (cf. figure 4) puisqu’il suffit, à partir d’une solution de σ (cf. figure 2), de réduire
la durée de l’intervalle représenté par la variableD pour directement obtenir une solu-
tion de σ (cf. figure 9). Cependant, il s’avère que les scénarios diffèrent au niveau de
plusieurs paires de variables ( D,E , D,T et D,Q ). Ainsi, lorsque f , on peut
vérifier dans l’exemple que d σ,σ 3.
De manière générale, la transformation d’une entité au sein d’une solution d’un scé-

nario entraîne souvent une modification simultanée de plusieurs contraintes de ce scé-
nario, et c’est ici que cette distance rencontre ses limites : sa définition s’effectue en
deux temps, d’abord de manière locale où une distance entre relations de base est cal-
culée contrainte par contrainte, puis passe par une étape d’agrégation de ces valeurs
locales. Par conséquent, elle dépend très fortement de la structure des RCQ et non pas
des configurations qualitatives que ces derniers représentent.

Nous proposons ici une approche différente pour définir la distance entre scénarios
cohérents ; celle-ci est basée sur une notion sous-jacente de voisinage entre scénarios
cohérents, qui se veut être une extension naturelle du voisinage entre relations vers le
voisinage entre ensembles d’instanciations du domaine. Ainsi, la définition du voisinage
entre scénarios cohérents ne dépend plus de la structure de ces derniers, mais des solu-
tions qu’ils représentent. La définition du voisinage entre deux scénarios cohérents σ,σ
définis sur un ensemble de variables V se base sur deux paramètres : une loi de trans-
formation d’entité, et un sous-ensemble V de V qui définit l’ensemble des variables
dont les entités représentées peuvent se transformer dans leur domaine suivant la loi
correspondante, et ce, de manière successive. Cette définition est générique au sens où
l’on peut considérer selon le contexte que la modification d’une configuration qualita-
tive s’effectue par la transformation d’une seule entité, de plusieurs entités ou même de
l’ensemble des entités représentées par V . Intuitivement, pour une loi de transformation
τ et un sous-ensemble V de V fixé, deux scénarios σ et σ sont V -voisins pour la loi
τ si et seulement si l’on peut, à partir d’une solution α de σ, construire directement une
solution α de σ en modifiant α par transformation successive des entités représentées
par V pour la loi τ . Formellement,

Définition 5 (Voisinage entre scénarios cohérents)
Soient τ une loi de transformation sur D, B un schéma de partition, σ,σ deux scénarios
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cohérents sur 2B et V , et V V où les variables de l’ensemble V sont renommées
pour former l’ensemble V v1, . . . , vm . σ est V -voisin de σ pour la loi τ ssi
α σ , W1, T1 , . . . , Wm, Tm D τ , ( vj V , α vj adhTj Wj ) et
( α Dn, (( vi V V , α vi α vi ) et ( vj V , α vj intTj Wj )) ssi
α σ ).

La définition 5 formalise la notion de voisinage entre scénarios cohérents, mais ne
fournit pas de méthode algorithmique pour déterminer si deux scénarios cohérents don-
nés sont voisins ou non. Le théorème suivant nous permet de pallier le problème.

Théorème 1
Soient τ une loi de transformation surD, B un schéma de partition, σ,σ deux scénarios
cohérents sur 2B et V , et V V . Soit V l’ensemble vi vi V . On définit le RCQ
N N σ,σ , V , τ sur 2B et l’ensemble de variables V V par :
– vi, vj V V , N vi, vj σ vi, vj ;
– vi, vj V V , N vi, vj σ vi, vj ;
– vi, vj V V V , N vi, vj σ vi, vj ;
– vi, vj V V , i j, N vi, vj B ;
– vi V , N vi, vi est défini par l’ensemble des relations de base voisines de la
relation eq pour la loi τ .

σ est V -voisin de σ pour la loi τ si et seulement si N est cohérent.

Déterminer si deux scénarios donnés sont voisins (pour un certain paramétrage de ce
voisinage) revient à décider de la cohérence d’un RCQ. Étant donné que le problème
de la cohérence d’un RCQ est un problèmeNP-complet (donc décidable), nous avons à
disposition une méthode algorithmique afin de décider du voisinage entre deux scéna-
rios cohérents.

Exemple 4 (Voisinage entre scénarios cohérents)
Considérons de nouveau les scénarios σ et σ (cf. figures 2 et 9). σ est D -voisin de σ
pour la loi τC , puisque d’après la définition 5, on peut à partir d’une solution α de σ ,
construire directement une solution α de σ en modifiant α par un « rétrécissement » de
l’intervalleD.
La figure 10 illustre le RCQ N σ,σ , D , τC construit selon la définition donnée

dans le théorème 1. Ce RCQ est cohérent, nous pouvons déduire du théorème 1 que les
scénarios cohérents σ, σ sont D -voisins pour la loi de transformation τC .

Nous pouvons à présent construire une distance entre scénarios cohérents, basée sur
la notion de voisinage entre scénarios cohérents que nous venons de définir et de carac-
tériser de manière algorithmique. Pour cela, nous introduisons la notion de k-voisinage
entre scénarios cohérents, pour tout entier k 0. Deux scénarios cohérents sont k-
voisins si et seulement si l’on peut trouver un sous-ensemble V de variables de taille
au plus k tel que les deux scénarios soient V -voisins :

Définition 6 (k-voisinage entre scénarios cohérents)
Soient τ une loi de transformation surD, B un schéma de partition, σ,σ deux scénarios
cohérents sur 2B et V , et k un entier positif. σ est k-voisin de σ selon la loi τ ssi il existe
V V , V k tel que σ est V -voisin de σ pour la loi τ .
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FIGURE 10 – Le RCQN σ,σ , D , τC .

Le choix du paramètre k dépend du contexte. Il correspond au nombre maximum
d’entités qui ont la possibilité de se transformer successivement pour former une étape
unique de transformation d’une configuration qualitative représentée par un scénario.
On peut en effet remarquer de manière évidente que pour tout entier k 0, le k-
voisinage entre scénarios cohérents implique leur k -voisinage, pour tout entier positif
k k.
Étant donné un schéma de partition B sur D, un ensemble de variables V , une loi

de transformation et un entier k 0 fixé, une relation de k-voisinage entre scénarios
cohérents (à l’instar d’une relation de voisinage conceptuel entre relations de base, voir
section précédente) peut être représentée au moyen d’un graphe de voisinage sur l’en-
semble des scénarios cohérents sur 2B et V , i.e., un graphe orienté dont chaque noeud
représente un scénario cohérent sur 2B et V . Dans un tel graphe, une arête relie un
nœud nσ correspondant à un scénario cohérent σ à un autre nœud nσ correspondant à
un scénario cohérent σ si et seulement si σ est k-voisin de σ pour la loi τ . Une notion
de k-distance entre scénarios cohérents peut alors être dérivée de ce graphe.

Définition 7 (k-distance entre scénarios cohérents)
Soient τ une loi de transformation sur D, B un schéma de partition, σ,σ deux scénarios
cohérents sur 2B et V , et k un entier positif. La k-distance entre σ et σ est la longueur
de la chaîne la plus courte reliant les deux nœuds représentant σ et σ dans le graphe de
voisinage dérivé du k-voisinage entre scénarios cohérents correspondant.

Nous avons donc à disposition une distance entre scénarios cohérents générique et
pertinente puisqu’elle est indépendante de l’aspect structurel de ces scénarios.

5 Conclusion
Dans cet article, nous avons proposé une définition générique de la notion de loi de

transformation, qui peut être appliquée à n’importe quel domaine D (muni d’une topo-
logie) pour les entités spatiales ou temporelles. Cette définition s’appuie sur la notion
de continuité induite des espaces topologiques. À titre d’exemple, nous avons importé
dans notre cadre deux lois de transformation particulières de l’algèbre des intervalles
initialement proposées par Freksa. À partir de ces lois de transformations, nous avons
défini la notion de voisinage entre relations de base d’un formalisme qualitatif. Cette
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notion donne naturellement naissance à un graphe de voisinage conceptuel entre re-
lations de base. Nous avons également proposé une nouvelle définition du voisinage
entre scénarios, dont nous avons fourni une caractérisation algorithmique. Nous avons
également proposé par extension une notion de distance entre scénarios cohérents, in-
grédient majeur des opérateurs de changements de croyances ou de préférences décrites
par des RCQ. La distance ainsi définie est plus pertinente et naturelle que les distances
actuellement proposées dans la littérature.
En perspective, une étude expérimentale est prévue afin d’évaluer la complexité de

calcul d’une distance entre deux scénarios cohérents donnés. Une méthode « brutale »
consiste à choisir l’un des deux scénarios donnés, à générer l’ensemble de ses scénarios
cohérents voisins, puis pour chacun de ces scénarios voisins obtenus à générer l’en-
semble de leurs voisins, et ainsi de suite jusqu’à atteindre l’autre scénario ; la profondeur
de l’arbre de recherche finalement obtenu correspond alors à la distance entre les deux
scénarios initiaux. Cet algorithme paraît très coûteux, et c’est pourquoi une recherche
approfondie doit être menée dans le but de permettre l’élagage de certaines branches de
l’arbre de recherche lors de son développement. En outre, il serait intéressant d’étudier
dans quelle mesure la notion de distance introduite dans cet article peut être adaptée
d’autres formalismes de représentation d’informations. Par exemple, dans le cadre de
la logique propositionnelle, de nombreux opérateurs de fusion de bases de croyances
sont construits à partir d’une notion de distance entre interprétations (Konieczny et al.,
2004). Une distance typiquement choisie par ces opérateurs est la distance de Ham-
ming (Dalal, 1988). L’utilisation de cette distance nécessite d’admettre une hypothèse
d’indépendance entre les variables propositionnelles. Or, lorsque l’on est en présence
de contraintes d’intégrité (représentées par une formule propositionnelle) qui codent la
structure du problème représenté, i.e., des lois « physiques » et indéniables, l’indépen-
dance entre les variables est remise en cause et la distance de Hamming est alors un
choix inapproprié (Konieczny et al., 2011). Par conséquent, à l’instar de notre approche
qui consiste à construire une distance basée sur les lois du domaine et du formalisme
qualitatif considéré, un travail futur sera (dans le cadre de la logique propositionnelle
en particulier), d’élaborer de nouvelles distances, plus pertinentes que la distance de
Hamming, et qui dépendent de ces contraintes d’intégrité.
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Résumé : L’ATMS est un système de maintien de la cohérence qui calcule pour
chaque fait les ensembles d’hypothèses cohérentes dont il dépend (son label).
La justification d’hypothèses dans l’ATMS, bien que possible, pose un problème
combinatoire. En effet, la taille du label d’une hypothèse croit linéairement en
fonction du nombre d’hypothèse qui la justifie. Or l’ATMS est d’une complexité
exponentielle en fonction de la taille des labels. Nous proposons une modification
de la définition des labels en considérant des environnements clos pour l’impli-
cation. Ainsi le label des hypothèses contient un unique environnement qui croit
linéairement en fonction du nombre d’hypothèses qui la justifie. Le calcul de la
clôture d’un environnement est d’une complexité polynomiale. Nous montrerons
une application de cette technique pour le raisonnement temporel.
Mots-clés : ATMS, maintenance de vérité, hypothèses, raisonnement hypothé-
tique

1 Introduction

Les TMS (Truth Maintenance System) sont des systèmes créés pour faciliter la
construction d’applications mettant en œuvre des connaissances pouvant s’avérer
contradictoires.

Parmi les TMS on distinguera le Justification based Truth Maintenance System
(JTMS) (Doyle, 1979) qui entretient un unique état consistant, et l’Assumption ba-
sed Truth Maintenance System (ATMS) (de Kleer, 1986; de Kleer & Reiter, 1987;
De Kleer, 1992) qui est multi-contexte, et entretient donc tous les états possibles en
parallèle. C’est de ce dernier dont parle cet article.

Comme son nom l’indique l’ATMS utilise une approche à base d’hypothèses. Ce sont
des sous-ensembles de faits, désignés par le concepteur, qui seront remis en cause lors
de l’ajout de contradiction. Le rôle de l’ATMS est de calculer le label de chaque fait,
c’est à dire les ensembles d’hypothèses dont il dépend.
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Certaines applications nécessitent pour garantir la cohérence de faire se justifier
les hypothèses entres elles (raisonnement temporel, diagnostic de cascade de pannes).
L’ATMS le permet, mais cela a pour effet de faire croître le label des hypothèses ainsi
justifiées. Or l’algorithme de calcul des labels est exponentiel en fonction de la taille
des labels. La justification d’hypothèse pose donc rapidement un problème d’efficacité.

Après un rappel sur l’ATMS (section 1.1) nous illustrerons le problème sur un
exemple motivant (section 1.2). Dans la partie 2 nous montrerons que la solution du
papier d’origine (de Kleer, 1986) ne résout pas le problème (section 2.1). Nous pré-
senterons ensuite un travail sur le raisonnement temporel qui laissait transparaitre une
solution (section 2.2). Dans la partie 3 nous présenterons notre solution en commen-
çant par la définition des environnements clos (section 3.1). Puis nous proposerons une
modification de l’algorithme pour les calculer (section 3.2). Dans la dernière partie (sec-
tion 4) nous monterons en quoi la modification des labels peut être utile dans le cadre
du raisonnement temporel.

1.1 Assumption based Truth Maintenance System (ATMS)

L’application – aussi appelé résolveur de problème (problem solver) – utilisant un
ATMS lui transmet incrémentalement les étapes de son raisonnement et en retour
l’ATMS calcule les états cohérents du système.

L’application déclare à l’ATMS des faits, des hypothèses (qui sont des faits distin-
gués) et les inférences qu’elle effectue.

L’ATMS opère en logique des propositions (l’application peut être dans une logique
différente), les faits sont des propositions, donc des termes constants (sans variables).

On rappelle que :
– Un ensemble d’hypothèses s’appelle un environnement.
– L’ensemble des environnements cohérent dont dépend un fait est son label.
– Les environnement minimaux incohérents sont appelés les nogoods.
Par exemple (les hypothèses sont notées avec une majuscule, et les faits "simples"

avec une minuscule) :

A ∧ b → c
B → b

E ∧ F → c
b ∧ c → ⊥

L’ATMS établira que :
– le label de b est {B}
– le label de c est {{E,F}}
– {A,B} et {B,E, F} sont incohérent.
Les ensembles de fait représentent des conjonctions, par exemple {A,B} signifie

A ∧B.
Les inférences transmises à l’ATMS s’appellent des justifications et peuvent être de

trois formes :
1. une clause de Horn : liste de faits → fait, exprime l’implication habituelle ;
2. une assertion : → fait, pour désigner un fait toujours vrai ;

89



ATMS pour la justification efficace d’hypothèses

3. une contradiction : liste de faits →⊥, tous les faits de la liste ne peuvent être vrais
simultanément.

Le rôle de l’ATMS est de calculer le label de chaque fait. Il garantit pour les labels
les quatre propriétés qui suivent. Soit f un fait (hypothèse ou non), J l’ensemble des
justifications, H l’ensemble des hypothèses. Un label est :

1. Fondé : le fait peut être déduit de chaque environnement du label à l’aide de
l’ensemble des justifications. ∀E ∈ Lab(f), J � E → f

2. Cohérent : chacun de ses environnements est cohérent (n’est pas un sur-ensemble
d’un nogood). ∀E ∈ Lab(f),¬(E, J � ⊥)

3. Complet : tous les environnements susceptibles de produire ce fait sont sur-
ensemble d’un environnement du label. ∀E ⊆ H, tel que J � E → f, ∃E� ∈
Lab(f), E� ⊆ E

4. Minimal : aucun de ses environnements n’est sur-ensemble d’un autre. ∀E ∈
Lab(f),¬(∃E� ∈ Lab(f), E� ⊂ E)

1.2 Enoncé du problème

La justification d’hypothèse est possible. La cohérence globale est maintenue, et les
labels calculés conservent les propriétés exposées. Toutefois, un problème de perfor-
mance réside. Soit une cascade d’hypothèses :
H1 → H2 → ... → Hn.

Les labels sont :
Lab(H1) = {{H1}}
Lab(H2) = {{H1}, {H2}}
...
Lab(Hn) = {{H1}, {H2}...{Hn}}

Chaque nouvelle justification à gauche de la cascade, rajoute un environnement dans
les labels des hypothèses de droite. La cardinalité du label d’une hypothèse croit linéai-
rement en fonction du nombre d’hypothèses qui la justifient (y compris transitivement).

Or l’ATMS est exponentiel en fonction de la taille des labels.

2 Etat de l’art

2.1 Assumed node

Dans le papier de référence, De Kleer déconseille de justifier directement des hypo-
thèses et propose les "assumed nodes". Cette technique permet de dissocier la donnée
supposée, de l’action de supposer. Un couple (hypothèse, assumed-node) A → a repré-
sente une donnée rétractable. La donnée portée par a peut être retiré en contredisant A,
puis rajoutée à nouveau par une hypothèse A� justifiant a. Cela permet d’éviter de faire
se justifier les hypothèses. Sur notre exemple on aurait :
H1 → h1, H2 → h2, ..., Hn → hn,
h1 → h2 → ... → hn.
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Les labels sont :
Lab(h1) = {{H1}}
Lab(h2) = {{H1}, {H2}}
...
Lab(hn) = {{H1}, {H2}...{Hn}}

Le problème combinatoire n’est pas résolu puisque les labels sont les mêmes.

2.2 HEART

How to Enhance Assumption based Reasoning with Time (HEART) (Joubel & Rai-
man, 1990) est une généralisation de l’ATMS pour des données temporelles. Là où
l’ATMS classique manipule des faits, HEART manipule des épisodes. Un épisode est
un couple (dat, int) qui représente un intervalle de temps Int durant lequel la donnée
dat est vraie.

Un environnement est un ensemble d’épisodes. HEART adapte la notion de minima-
lité en définissant une relation d’ordre permettant de comparer de tels environnements.
Les environnements non-minimaux sont redondants et éliminés.

HEART maintient des environnements dont les épisodes sont maximaux en fusion-
nant les épisodes, portant sur la même donnée, qui se recouvrent, se superposent ou se
touchent.

Les nogoods sont des environnements pour l’épisode faux (noté ⊥), leurs épisodes
sont donc maximaux.

Comme Joubel & Raiman (1990) n’évoquent pas la justification directe d’hypothèses,
nous utiliserons des assumed nodes. Soit H1 = (d, [0, 3[) et H2 = (d, [1, 2[) deux
hypothèses, h1 et h2 deux épisodes quelconque, avec H1 → h1, H2 → h2, et h1 → h2.
En utilisant un ATMS classique on aurait :
Lab(h1) = {{H1}}
Lab(h2) = {{H1}, {H2}}

Mais dans HEART H1 porte sur la même donnée que H2 mais sur un épisode plus
grand ([1, 2[⊆ [0, 3[) ; {H1} est donc redondant car non-minimal. HEART simplifie le
label de h2 pour ne conserver que les environnements minimaux :
Lab(h2) = {{H2}}

Cette manière de faire résout le problème combinatoire puisque les labels des hypo-
thèses justifiées n’augmentent plus (même si les tests de comparaison d’environnements
sont plus coûteux que de simples tests d’inclusion d’ensembles).

Cependant, la notion de redondance qui permet de simplifier les labels, ne s’applique
pas forcément à d’autres applications que le raisonnement temporel. De plus les no-
goods calculés ne sont pas minimaux par rapport à ceux calculés par l’ATMS classique
puisque HEART fusionne les épisodes des environnements de ⊥ afin de les rendre maxi-
maux. C’est pourquoi nous avons cherché une méthode plus générale pour résoudre
notre problème.
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3 Nouvelle définition des labels

3.1 Environnements clos pour l’implication

Prenons l’exemple minimal : H1 → H2. Peut-on parler de H1 indépendamment de
H2 ? L’idée de base est que H2 est nécessairement vraie si H1 est vrai. En effet, la seule
assignation pour {H1, H2} où H1 est vraie est : {H1 ← true,H2 ← true}

Nous changeons la définition d’un label pour que chacun de ses environnements
contiennent toutes les hypothèses nécessairement vraies en même temps que lui. C’est
la clôture d’un environnement pour l’implication : toute hypothèse impliquée par un
environnement appartient à cet environnement. Nous parlerons d’environnements clos
pour désigner ces nouveaux environnements. Soit H l’ensemble des hypothèses, J l’en-
semble des justifications et f un fait :

Définition 1

∀E ∈ Lab(f), E est clos si et seulement si : ∀h ∈ H tel que E, J � h alors h ∈ E

On dira qu’un label est clos si et seulement si tous ses environnements le sont.

Définition 2

On dira que �E est la clôture minimale de E si et seulement si �E est clos et E ⊆ �E et

¬∃E�
clos tel que E ⊆ E� ⊂ �E.

La notation� sera utilisée dans le reste de l’article pour désigner la clôture minimale
d’un environnement.

Sur l’exemple minimal on avait :
Lab(H1) = {{H1}}
Lab(H2) = {{H1}, {H2}}

Avec la nouvelle définition {H1} n’est plus un environnement clos et doit être rem-
placé par {H1, H2} :
Lab(H1) = {{H1, H2}}
Lab(H2) = {{H1, H2}, {H2}}

Or {H2} ⊆ {H1, H2} donc pour respecter la propriété de minimalité des labels :
Lab(H1) = {{H1, H2}}
Lab(H2) = {{H2}}

Le label d’un fait dont les environnements sont clos est complet au sens ou il contient
tous les environnements clos susceptibles de produire ce fait. La troisième propriété est
donc modifiée ainsi :

Définition 3

Un label est complet si et seulement si tous les environnements clos susceptibles de

produire ce fait sont sur-ensembles d’un environnement du label ; ∀ �E ⊆ H tel que J �
�E → f, ∃E� ∈ Lab(f), E� ⊆ �E.

C’est pourquoi dans l’exemple, {H1} est fondé, cohérent et minimal (il n’est pas un
sur-ensemble d’un environnement du label) mais il n’est pas clos, {H1, H2} est fondé,
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cohérent et clos mais il n’est pas minimal. Le seul environnement fondé, cohérent, clos
et minimal est {H2}.

Cette nouvelle définition des labels respecte les quatre propriétés classiques (dont une
est légèrement modifiée) auxquelles est ajoutée la propriété de clôture.

Définition 4

Un label est fondé, cohérent, clos, complet (au sens de la définition 3) et minimal.

Deux remarques :
– les labels des hypothèses contiennent au plus un seul environnement,
– les environnements des labels sont toujours les implicants du fait, par contre ils ne

sont plus premiers (puisque les implicants premiers par définition sont minimaux).
En appliquant notre nouvelle définition à l’exemple du 1.2 les labels sont les suivants :

Lab(H1) = {{H1, H2, ...Hn}}
Lab(H2) = {{H2, ...Hn}}
...
Lab(Hn) = {{Hn}}

Autrement dit lorsqu’une hypothèse en justifie une autre, au lieu d’augmenter la taille
des labels on augmentera la taille de l’environnement qu’elle contient. L’ATMS étant
d’une complexité exponentielle en fonction de la taille des labels et seulement logarith-
mique en fonction de la taille des environnements, on comprend bien l’intérêt d’une
telle modification.

3.2 Mise en œuvre

Les exemples que nous avons vus jusqu’à présent font justifier une hypothèse que par
une seule autre hypothèse. Ce cas simplifié laisse penser que le calcul de la clôture d’un
label est immédiat, et ne nécessite qu’une petite modification de l’algorithme. Dans le
cas général les hypothèses peuvent aussi être justifiées par des conjonctions. Et alors
les environnements non clos peuvent apparaître bien après la prise en compte de la
justification qui les rend non clos. Un des piliers de l’ATMS est son fonctionnement
incrémental : on doit pouvoir prendre en compte une nouvelle justification sans avoir
à analyser l’intégralité des justifications déjà présentes. Nous proposons d’utiliser une
table des environnements non-clos qui n’apparaissent pas forcément dès la prise en
compte de la justification d’une hypothèse. Prenons l’exemple suivant (figure 1), les Hi

sont des hypothèses, les autres lettres des faits :

(a) (b) (c)

FIGURE 1 – Hypothèse justifiée par une conjonction
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On a pour le 1(a) :
Lab(a) = {{H1}, {H2}}
Lab(b) = {{H3, H4}}

Puis (figure 1(b)) rajoutons-y la justification H2 ∧H3 → H5, aucun label n’a besoin
d’être modifié pour l’instant puisque l’environnement {H2, H3} n’apparaît nulle part.
Par contre il convient de noter que cet environnement n’est pas clos et que lorsqu’il
apparaîtra il faudra le remplacer par {H2, H3, H5}.

Enfin (figure 1(c)) rajoutons maintenant la justification a∧ b → c le label de c devrait
être Lab(c) = {{H1, H3, H4}, {H2, H3, H4}}, mais comme {H2, H3} n’est pas clos
on a Lab(c) = {{H1, H3, H4}, {H2, H3, H4, H5}}.

3.2.1 Définition et calcul de la table de clôture

Pour pouvoir calculer la clôture de chaque environnement il faut noter les environne-
ment non clos trouvés au fur et à mesure. Nous allons construire une table de clôture
C composés de couples d’environnement (E, �E) où �E est la clôture minimale de E.
C sera complète si elle nous permet de calculer la clôture de tout environnement, et
cohérente si elle ne contient aucun environnements incohérent.

Afin de stocker un minimum d’information, C ne contiendra que les éléments mi-
nimaux. Intuitivement un élément de C est plus petit qu’un autre s’il est inclu dans
ce dernier et permet de calculer les mêmes clôtures. Par exemple : ({a}, {a, b}) <
({a, c}, {a, b, c}) car {a} ⊂ {a, c} et {a, b} ⊂ {a, b, c} et {a, b} ∪ {a, c} = {a, b, c}.
Soit la relation d’ordre suivante :

Définition 5

< est une relation d’ordre partielle stricte sur les éléments de C définie par : (E, �E) <

(F, �F ) si et seulement si E ⊂ F et �E ∪ F = �F .

< hérite de l’antisymétrie, et de l’anti réflexivité de ⊂. Pour la transitivité si (E, �E) <
(F, �F ) et (F, �F ) < (G, �G) alors �E ∪ F = �F , �F ∪ G = �G d’où �E ∪ F ∪ G = �G or
F ⊂ G donc �E ∪G = �G d’où (E, �E) < (G, �G).

Définition 6

Soit C une table de clôture :

1. C est fondée si : ∀(E, �E) ∈ C, �E est la clôture minimale de E (définition 2) ;

2. C est cohérente si : ∀(E, �E) ∈ C,¬( �E � ⊥) ;

3. C est complète si :

∀E ⊆ H,
�
E est clos ⇔

�
∀(F, �F ) ∈ C,F ⊆ E ⇒ �F ⊆ E

��
;

4. C est minimale si : ∀c ∈ C,¬(∃c� ∈ C, c� < c).

Il faut garantir ces quartre propriétés. Pour cela, lorsqu’une justification conclut sur
une hypothèse, f1 ∧ ... ∧ fn → H avec Lab(H) = {E} ( pour le cas où Lab(H) = ∅
voir section 3.2.3), il faut mettre à jour la table de clôture, afin de s’assurer qu’elle
respecte toujours les quatre propriétés. Soit L l’ensemble des combinaisons des labels
des fi, et soit C � = {(F,E ∪ F )|F ∈ L} une table intermédiaire. Il faut :
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– s’assurer de la propriété de fondement (c’est à dire vérifier que les éléments de
C sont bien des couples de clôture) : ∀(E,E�) ∈ C il faut calculer �E qui vérifie
E� ⊆ �E et ∀(F, F �) ∈ C �, F ⊆ �E ⇒ F � ⊆ �E. Si E� �= �E alors (E,E�) est retiré
de C et (E, �E) y est ajouté.

– verifier la complétude : ∀(F, F �) ∈ C �, ∃(E, �E) ∈ C,E ⊆ F , si ce n’est pas le cas
alors (F, F �) est ajouté dans C,

– vérifier la cohérence des environnements ajoutés, c’est-à-dire retirer les (E, �E) de
C dont �E est sur-ensemble d’un nogood,

– et retirer de C les éléments non minimaux : ∀c ∈ C si ∃c� ∈ C tel que c� < c alors
c est retiré de C.

La table de clôture est ainsi obtenue incrémentalement. Elle ne dépend pas de l’ordre
d’application des justifications.

3.2.2 Calcul de la clôture d’un environnement

Avec C nous sommes maintenant en mesure de calculer la clôture de chaque environ-
nement. Nous définissons un opérateur de clôture noté clore (algorithme 1) qui calcule
la clôture d’un environnement E pour une table de clôture C.

Algorithme 1: clore(E,C) — E un environnement, C une table de clôture

si ∃F tel que (F, �F ) ∈ C et F ⊆ E alors retourner clore(E ∪ �F ,C − {(F, �F )})
sinon retourner E

Cet opération est au pire cas de n(n + 1)/2 où n est le cardinal de C. Dans
la pratique ce pire cas n’est atteint que sur des instances pathologiques telle que
H1 ∧ H2 → H3, H3 ∧ H4 → H5, ...Hn−2 ∧ Hn−1 → Hn pour le label de
{H1, H2, H4, H6, ..., Hn−1}.

Cet opérateur est appelé lors du calcul du label des faits "simples" afin de calculer la
clôture de chaque environnement de chaque label. Avant de rajouter un environnement
E dans un label il faut d’abord le clore en calculant clore(E,C). Si l’environnement
trouvé n’est pas sur-ensemble d’un environnement du label, alors on l’y rajoute.

Lorsque C est modifiée (lorsque des éléments y sont rajoutés) il faut vérifier que les
environnements des labels sont bien clos en appliquant l’opérateur clore/2 avec les
éléments nouvellement ajoutés à C pour le deuxième argument.

La complexité rajoutée au calcul d’un fait "simple" est en O(n2) en fonction de la
taille de C dans le pire cas. La taille de C est au maximum le nombre de justifications
concluant sur une hypothèse (y compris transitivement).

3.2.3 Calcul des nogoods

La base des nogoods doit toujours contenir les environnements minimaux, par
exemple pour utiliser les nogoods pour un calcul de candidats. Or les labels contiennent
désormais des environnements clos. C’est pourquoi nous devons retrouver les environ-
nements minimaux qui engendrent ces environnements clos avant de les rajouter aux
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nogoods. Pour cela nous allons utiliser la table de clôture "à l’envers" et retirer toutes
les hypothèses qui avaient été ajoutées par l’opération de clôture.

Lorsque l’algorithme classique trouve un nogood �N on calculera :

N = �N −
�

(E, �E)∈C, �E⊆ �N

( �E − E) (1)

C’est N qui sera ajouté aux nogoods. De plus pour tous les (E, �E) ∈ C si N ⊆ �E
alors le couple est retiré de C et E est ajouté aux nogoods.

3.3 Expérimentation

Nous avons repris l’exemple initial (section 1.2) en construisant une cascade d’hy-
pothèse. Les justifications sont transmises dans l’ordre : H1 → H2, H2 → H3, ...,
Hn−1 → Hn. Après implémentation, nous obtenons les résultats suivants, la première
ligne est le nombre d’hypothèse de la cascade, les deux suivantes donnent les temps
d’exécution en ms pour déclarer les hypothèses, transmettre les justifications, et faire
calculer à l’ATMS les labels de chaque hypothèse :

n 200 400 600 800 1000 1200 1400
ATMS classique 461 3575 12549 30945 62639 111732 183616

ATMS "clos" 240 390 881 1563 2663 3756 5066
On voit bien l’explosion combinatoire dans le cas classique, tandis que notre propo-

sition évolue bien plus raisonnablement.

4 Application : les variables estampillées

Dans le cadre d’un travail sur un modèle de plan pour des agents cognitifs, nous avons
appliqué cette technique à un type de donnée à évolution discrète dans le temps appelé
variable estampillée. Le changement de valeur est instantané et ponctuel. L’information
est potentiellement incomplète, parvient ponctuellement et éventuellement en retard. Et
nous autorisons d’y accéder à tout instant.

Il y a de nombreuses sources d’informations qu’on ne peut pas connaître en temps
réel : celles qui doivent transiter par des intermédiaires, qui arrivent en différé ou à des
fréquences variables. L’exploitation de ces sources est difficile car une information sur
leur changement peut nous parvenir a posteriori (disons à t4) concernent le passé (à
t2) entre l’instant t1 de la dernière valeur connue et l’instant t3 où l’on a utilisé cette
donnée ( t1 < t2 < t3 < t4 ), voir la figure 2

Nous utilisons des hypothèses de persistance signifiant l’absence de changement de
valeur. Sur des intervalles de temps passé elles permettent de se prémunir contre l’arri-
vée d’information tardive. Dans l’exemple l’utilisation de l’information à t3 se fait sous
l’hypothèse que la donnée reste constante entre t1 et t3. L’arrivée tardive d’une nouvelle
valeur concernant t2 engendrera une contradiction entre les deux valeurs et l’hypothèse
de persistance. Si les informations ne nous parviennent pas de la même source alors soit
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FIGURE 2 – Accès à une variable estampillée

l’une des deux est fausse, soit elles sont toutes deux justes et alors la valeur a effective-
ment changé. Dans ce dernier cas l’hypothèse de persistance deviendra un nogood, et
tout ce qui avait était déduit à partir d’elle sera injustifié (l’agent cessera d’y croire).

Lors d’accès successifs à une variable estampillée on retombe dans le cas d’hypo-
thèses en cascade. Prenons par exemple la figure 3. Soit l’attribut défini par (a, v, t0),
et trois accès à t1, t2 et t3. Il y aura trois hypothèses de persistance pers(a, [t0, t1])
notée p1, pers(a, [t0, t2]) notée p2 et pers(a, [t0, t3]) notée p3. Il y aura les justifica-
tions p3 → p2, p3 → p1 et p2 → p1. Avoir trois hypothèses de persistance différentes
permet de d’obtenir des environnements différents pour chacun des accès et tout ce qui
en sera déduit. L’utilisation d’environnements clos permet de maîtriser la combinatoire
engendrée.

FIGURE 3 – Accès successifs à une variable estampillée

L’utilisation de HEART sur cet exemple ne permet pas d’utiliser les nogoods pour
un calcul de candidats puisque les épisodes des nogoods sont fusionnés afin d’être
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maximaux. Par ailleurs, notre approche s’applique à des raisonnements symboliques
en dehors du raisonnement temporel.

5 Conclusion

Dans cet article nous avons proposé une modification de la définition des labels de
l’ATMS. Dans cette nouvelle définition les environnements des labels sont clos pour
l’implication, c’est à dire qu’ils contiennent toutes les hypothèses qu’ils impliquent.
Cette modification permet de maîtriser la croissance des labels des hypothèses si des in-
férences concluent à des hypothèses. Leurs labels ne contiennent plus qu’un unique en-
vironnement, alors qu’il augmentait linéairement en fonction du nombre d’hypothèses
qui la justifiait avec l’ATMS classique – qui est exponentiel en fonction de la taille des
labels. Le calcul de la clôture des environnements est polynomial (dans le pire cas) en
fonction du nombre de justifications concluant sur une hypothèse (y compris transitive-
ment). Le gain en complexité, pour les instances de problème ayant besoin de justifier
les hypothèses entre-elles, est considérable.

Nous avons appliqué l’utilisation de cette modification sur une structure de donnée
appliquée au raisonnement temporel.
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Résumé : La description formelle des interactions dans  la cellule est un champ d'investigation très 

adapté à l'Intelligence Artificielle.  On est, en particulier, dans un cadre de représentation de 

connaissances incomplètes et d'abduction.  Les problèmes posés par la complexité algorithmique 

sont également très présents.  Ce papier présente une approche basée sur une logique non-

monotone, la logique des hypothèses.  Cette logique permet dans un seul formalisme de traiter les 

questions de raisonnement révisable (défauts) et d'abduction. Des pistes pour la mise en œuvre 

algorithmique de cette représentation,  basées sur la notion de champ de production et d'algorithme 

de production  de cette représentation sont également  données. 

1   Introduction.  

1.1   Biologie, mathématique et informatique.  

Aujourd'hui des experts de plus en plus spécialisés ont besoin de la mise à l’échelle de leurs 

connaissances à partir des données accessibles pour pouvoir découvrir des nouvelles sources 

de savoir qui se veulent valides et utiles pour apprendre ces systèmes. Dans ce cadre, durant 

ces dernières décennies, la biologie a connu un développement prolifique dans toutes ses 

facettes.  De nouveaux champs d'applications et d'études comme les biotechnologies, les 

nanotechnologies ou la bioinformatique ont immergés et prennent une place importante dans 

le contexte de recherche actuel ayant comme but l’identification, la compréhension et la 

quantification des phénomènes biologiques vus à l’intérieur du système biologique.  La 

biologie fournit alors de nouveaux défis et champs d'études aux mathématiques, à 

l’automatique, à l'informatique et aux nouvelles technologies. L'Intelligence Artificielle a ici 

largement sa place. 

Les systèmes biologiques changent nos méthodes d’investigation. Ceci est du à leurs 

capacités d’avoir une vie autonome par des phénomènes de régulation, de se reproduire, de 

communiquer. L’analyse de ces systèmes constitue une multitude de données variées par la 

diversité des modèles biologiques étudiés, des conditions d’analyse, des niveaux 

d’observation (macroscopique ou microscopique ou moléculaire), des outils d’investigation 

mis en oeuvre. Cependant, malgré la quantité et la qualité des données générées, de 

nombreuses questions restent en suspens et l’aspect discret des informations collectées ne 

permet pas à ce jour d’établir une analyse systémique des phénomènes biologiques.  

Dans les tentatives de description du comportement des systèmes vivants, quand la 

modélisation déductive n’a pas abouti, la démarche par le raisonnement qualitatif basé sur la 

fonction des molécules a montré ses limites. Si l’on sait, par homologie, attribuer des 

propriétés à un élément d’un système vivant à partir de sa structure, actuellement, il semble 

impossible de les déduire ni qualitativement, ni quantitativement. De la même manière, si les 

propriétés sont connues, nous ne pouvons, clairement, en déduire leur fonction dans la 

cellule vivante, et à partir des caractéristiques des cellules vivantes, calculer leur 

comportement dans un environnement déterminé. En général, cette démarche déductive de 

description comportementale échoue du fait que la fonction d’un élément constitutif du 
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système vivant dépend du fonctionnement simultané des autres éléments. Le problème 

récurrent est que, par le calcul ou autrement, les propriétés fonctionnelles de la cellule ne 

peuvent être déduites des propriétés de ses seuls composants. Dans ce contexte, avec leur 

capacité à décrire la complexité, les outils mathématiques offrent une perspective d’analyser 

ces éléments structurels du monde vivant pour proposer des fonctionnalités prenant en 

compte leurs interactions dynamiques itératives fortement non linéaires. 

Diverses approches de cette description du comportement de la cellule sont actuellement 

développées par la communauté scientifique internationale [5]. La « cellule virtuelle » 

regroupe un ensemble de logiciels permettant de décrire l’organisation métabolique d’un 

organisme, d’estimer la distribution de la matière dans son fonctionnement et d’extrapoler 

ses potentialités de production. L’«E-cell » permet de quantifier l’activité cellulaire à partir 

de cinétiques parfaitement caractérisées expérimentalement sur le plan catalytique et 

quantitatif. 

La description principalement cinétique qui oblitère l’analyse des mécanismes réels ou 

possibles pouvant être mis en jeu. Une autre démarche consiste à rechercher une description 

précise d’une cellule vivante ( ou d’une partie) basée sur des mécanismes et des valeurs 

paramétriques expérimentalement déterminées, à savoir des données excluant toutes valeurs 

estimées sur des modèles partiels  [14]. 

1.2 La cellule vue du côté de l'Intelligence Artificielle. 

Du point de vue de l'Intelligence Artificielle les cellules sont des sources d’informations qui 

intègrent une myriade de signaux intra et extra cellulaire ayant comme ultime but des sorties 

optimales. La maladie et le cancer en particulier peuvent être vus comme une pathologie de 

l’altération dans les réseaux de signalisation de la cellule. L’étude des évènements de 

signalisation  apparaît comme une clef pour les recherches, biologique, pharmacologique et 

médicale.  La propagation de ces types de signaux implique un changement du 

comportement des protéines sur trois niveaux : régulation de l’activité, interaction et 

expression.  Les trois niveaux sont synchronisés dans une forte dynamique qui conduit aux 

changements de l’activité des protéines. Depuis une dizaine d’années les réseaux de 

signalisation ont été étudiés en utilisant des méthodes analytiques basées sur la 

reconnaissance des protéines par des anticorps spécifiques.  En parallèle les puces à ADN 

(microarrays) sont largement utilisées pour étudier la co-expression de gènes candidats 

permettant d’expliquer l’étiologie de certaines maladies, dont le cancer. Elles apportent de 

nombreuses données à la modélisation des graphes d’interactions des gènes entre eux, dont 

les propriétés mathématiques : connectivité, connexité, présences de boucles positives et 

négatives sont liées aux propriétés asymptotiques des réseaux de régulation génétique. 

En se plaçant du côté logique et informatique, l'étude des réseaux de gênes pose des 

problèmes identifiés et étudiés en Intelligence Artificielle depuis une trentaine d'année.  On 

est ici est dans le cadre du raisonnement à partir d'informations incomplètes, incertaines, 

révisables, contradictoires et multi sources.  En effet la description logique ou mathématique 

des voies de signalisation n'est pas complète : les expériences biologiques donnent un certain 

nombre d'interactions entre protéines mais certainement pas toutes. D'autre part les 

conditions et la difficulté des expériences font que les données ne sont pas toujours précises. 

Certaines données peuvent être même erronées et doivent être corrigées ou  révisées par la 

suite.  Enfin les informations viennent de sources et d'expériences différentes et peuvent être 
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contradictoires.  A partir de ce constat, général pour la plupart des activités humaines réelles,  

il faut pourtant raisonner et prendre des décisions.  C'est le but de toutes les logiques de 

l'incertitude et plus particulièrement des logiques non monotones que nous utiliserons dans 

cette étude. 

Une autre problématique de l'IA, fondamentale pour ce cadre, est de compléter  in-silico les 

réseaux de gênes. Le réseau de gêne est incomplet et les expériences biologiques sont faites 

pour essayer de le compléter. Mais ces expériences sont longues et couteuses. Il faut donc 

savoir où une molécule (un futur médicament) à une chance d'agir de manière efficace.  On 

est ici dans cadre bien connu du raisonnement abductif. En simplifiant, l'abduction consiste à 

trouver le/les ensemble "minimaux" d'informations,  qu'il faut ajouter à un ensemble F de 

faits connus, pour déduire un résultat R que l'on veut prouver. Par exemple, ici F peut être le 

réseau de gênes,  R l'inhibition d'une protéine et X des interactions entre gênes non connues.  

Une telle approche permet donc  de cibler les expériences biologiques à faire, et donc de 

gagner du temps en  éliminant les expériences qui ont peu de chance de donner des résultats 

utilisables  

Les deux  principales questions qui se posent vont être de représenter formellement ces 

interactions et d'essayer de les compléter in silico.  On est donc bien dans les cadres de la 

représentation de connaissances incomplètes, de la causalité, du  raisonnement incertain et 

de l'abduction.  Et bien entendu il faut d'obtenir des algorithmes d'une complexité 

algorithmique raisonnable dans la pratique.   La cerise sur le gâteau est que tout ceci doit être 

compréhensible par des biologistes.  

Le but est donc d’exprimer les connaissances de biologistes concernant les réseaux de 

signalisation dans un langage informatique sans ambigüité.  Ce langage doit permettre de 

prendre en compte l'incertain et de donner  aussi un sens précis aux formules associées à ce 

type de connaissances.  Ces formules seront utilisées dans un système de démonstration 

automatique efficace. Ce système permettra, d'une part de déduire des faits à partir des 

données (déduction),  et d'autre part de découvrir d’autres connaissances ou d’expliquer des 

phénomènes par analogie (raisonnement inductif et abductif), ce qui ne peut pas se faire par 

des méthodes analytiques du fait  de la grande masse de données et de leur complexité.   

L’objectif étant de développer un système permettant : 

1- La modélisation des règles de comportement d’un gène, d’une cellule. 

2- Le raisonnement avec des informations incertaines, incomplètes et révisables. 

3 - La découverte des connaissances manquantes qui expliquent certains phénomènes 

biologiques  

4- Le choix entre différentes propositions quand plusieurs actions ou solutions  sont 

proposées pour la même situation. 

5- L’addition de nouvelles règles de comportement sans remettre en question les règles 

précédentes. 

6-  Le raisonnement avec des règles générales sans avoir à compiler toutes les possibilités.  
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2. Interactions dans la cellule. 
 

2.2.1 Un petit exemple.  

        

 

 

 

La figure 1 donne un exemple très simplifié d'interactions dans une cellule. Par des 

mécanismes divers non indiqués ici, les ultraviolets (UV) mettent la cellule en apostase (elle 

devient de fait immortelle) d'où le cancer. Ceci est représenté par une flèche.  D'un autre coté 

les UV activent la production de la protéine P53.  Cette protéine va activer une protéine A 

qui va bloquer le cancer.  Mais P53 lié  à la protéine Mdm2 va produire B,  qui va bloquer A.   

Pour un biologiste la  question est donc de bloquer le cancer en bloquant B.  Les expériences 

biologiques ont montré que le X pourrait être un candidat pour ce blocage. Les figures 2 et 3 

donnent deux types d'interactions possibles avec X pour expliquer ce blocage de B. Ici on a 

complété le graphe à la main,  le problème est d'utiliser l'informatique  pour ce faire.  

Cet exemple est un jouet bien entendu très élémentaire, dans la pratique cette représentation 

graphique des voies de signalisation du réseau peut porter sur plusieurs milliers de gênes 

[20].  Mais le problème est tout de même non trivial car la découverte (l'abduction) va porter 

d'une part sur la présence éventuelle d'une protéine C et d'autre part sur  l'ajout de liens entre 

protéines.    
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2.2 Représentation logique. 

Les  gênes et les protéines sont considérées comme un même objet (les gênes produisent les 

protéines). On va souvent se restreindre ici à une représentation propositionnelle. Dans la 

pratique l'étude fine des interactions va demander de représenter des augmentations ou des 

diminution de concentration de protéines.  On sort donc du cadre propositionnel mais les 

problèmes de base sont les mêmes.  Pour représenter une variation de concentration il est par 

exemple possible d'utiliser des prédicats de type "augmente" ou "diminue" et de limiter 

l'utilisation de ces prédicats  [3]. 

Pour décrire les interactions entre les gênes dans la cellule, on part d’un langage L de 

logique classique (propositionnel ou de premier ordre).  Dans L, la proposition A (resp ¬A) 

signifie que A est vrai (faux). On pourra dire  par exemple  donne(UV) pour dire que la 

cellule est soumise à des ultra-violets, ou encore, écran-verre –> ¬donne(UV)  pour dire 

qu'un écran de verre  protège des ultra-violets.  On est dans un cadre logique, donc il est 

possible de représenter à peu près tout ce que l'on veut de manière naturelle. Le prix à payer, 

si on utilise la totalité du langage peut être l'explosion combinatoire des algorithmes.  

Les interactions entres gênes sont une forme très simple de causalité. Pour exprimer ces 

interactions il est courant d'aller à l'essentiel en donnant deux relations binaires cause(A,B) et 

bloque(A,B) [4].  La première relation veut dire, par exemple, qu'une protéine A déclenche la 

production d'une protéine B la deuxième est une inhibition. De manière classique ces 

relations sont représentées dans le réseau de gênes, par  A —> B  et  A —! B.  Bien entendu 

cette causalité est élémentaire et de nombreux travaux très savants ont été écrits pour 

représenter les causalité [10] [11] [12].   

Si l’inférence de logique classique  A —> B est parfaitement décrite formellement, avec 

toutes les « bonnes » propriétés mathématiques et informatique (tautologie, non 

contradiction, transitivité, contraposée, modus ponens, compacité ...), la description des 

propriétés formelles de la causalité, est moins simple. La causalité ne peut pas être vue 

comme une relation logique classique.  Un exemple élémentaire en est celui de l’expression 

« S’il pleut la pelouse est mouillée »  Cette expression ne peut pas être traduite par la 

formule  pluie —>  pelouse-mouillée, qui signifierai que dès qu’il pleut la pelouse est 

automatiquement mouillée. En effet, il peut y avoir des exceptions à cette règle (la pelouse 

est sous un hangar…). On peut aussi changer l’environnement (on bâche la pelouse).  Ces 

règles révisables et avec exceptions sont bien connues  en Intelligence Artificielle.  Elles ont 

donné lieu, en particulier, aux logiques non monotones et aux théories de la révision.  D’un 

autre côté et de manière plus technique, on retrouve ici tous les problèmes classiques qui se 

posent quand on veut essayer de formaliser et d'utiliser la négation par échec dans des 

langages de programmation tels que Prolog ou Solar [13].   

Pour donner les liens entre nos relations causales cause et bloque, dans un langage classique 

(calcul propositionnel ou logique du premier ordre) il faut donc faire deux choses : 

- décrire les propriétés internes aux relations cause et bloque  

- décrire les liens entre ces relations et la logique classique 

Tout ceci en prenant en compte le problème de l’incertain et du révisable.  Pour le premier 

aspect on donnera de manière explicite les liens minimum et nécessaires entre les deux 

relations causales.  Les liens avec la logique classique seront décrits dans un premier temps 
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en logique des défauts. Ensuite, pour prendre en compte l’aspect de la découverte 

(abduction, champ de production) on les donnera en utilisant la logique des hypothèses.  

Dans notre contexte,  pour donner ces liens entre les relations cause et bloque on va au plus 

simple, en utilisant la logique classique.  La solution élémentaire est  alors de donner 

explicitement les deux schémas d'axiomes : 

(C1)  cause(A,B)  ! cause(B, C)   —>  cause(A, C) 

(C2)  cause(A, B) ! bloque (B, C) —> bloque(A, C) 

Nous pensons qu’il s’agit là du système axiomatique minimum,  nécessaire et sans doute 

suffisant, pour l'application à la cellule.  Pour l'instant il n'y a aucun lien formel entre les 

deux relations. Il est bien entendu possible d’ajouter d’autres axiomes pour prendre en 

compte ces liens, comme par exemple [8] [9] mais ceci complique le système formel sans 

que la pertinence de ces ajouts soit évidente dans ce cadre.   

2.3  Causalité et inférence classique.  

Dans une première approche, les premières propriétés que l’on a envie de donner peuvent 

s’exprimer naturellement, par des règles du type : 

(1)  Si  A cause B   et si A  est vrai,  alors B est vrai.   

(2)  Si  A bloque B  et si A est vrai,  alors  B est faux. 

 

Suivant le contexte, le vrai  peut vouloir dire connu, certain, cru ... ou encore, plus 

techniquement dans un système de démonstration automatique démontré. 

La première idée est  d'exprimer ces lois en logique classique par  les axiomes : 

   cause(A, B)    !    A     —>   B 

 bloque(A, B)   !   A     —>  ¬B 

 

On peut aussi les exprimer plus faiblement par des règles d'inférences  proches du modus 

ponens : 

 cause(A, B)   !  A      /    B 

 bloque(A, B)  !  A    / ¬B 

 

Mais ces deux formulations posent problème dès qu'il y a conflit. Si par exemple on a un 

ensemble F de quatre formules F = {A,  B, cause(A,  C),  bloque(B, C) },  on va dans les 

deux approches données ci dessus inférer de F,   B et ¬B  ce qui est inconsistant. Pour 

résoudre ce type de conflits, on peut essayer d'utiliser des méthodes inspirées par la 

programmation par contraintes, par exemple l'utilisation de la négation par échec. Il est aussi 

possible d'utiliser un raisonnement révisable, en particulier une logique non monotone.  La 

première approche pose beaucoup de problèmes théoriques et techniques si on quitte les cas 

simples. Ces problèmes sont souvent résolus en ajoutant des propriétés au système formel, 

propriétés qui posent d'autres problèmes ... et on arrive à une belle usine à gaz.  On va 

étudier ici une approche non monotone. Dans un premier temps,  on  utilise  la logique des 

défauts.  



Doncescu - Siegel : Hypothèses et voies de signalisation dans la cellule 

!!

!

2.4  Interactions et logique des défauts.  

Pour résoudre les conflits vus ci dessus, l'idée intuitive est d'affaiblir la formulation des 

règles de causalité en : 

(1')  Si A cause B ,   et si A est vrai,  et s'il est possible que B,    alors B est vrai.   

(2') Si  A bloque B,  et si A est vrai,  et s'il est possible que B est faux alors  B est faux. 

La question est alors de décrire formellement le possible.   Cette question a commencé à se 

poser en Intelligence Artificielle il y a une trentaine d'année, quand on a voulu formaliser le 

raisonnement humain naturel.  Dans ce type de raisonnement, on est obligé de raisonner avec 

des informations incomplètes, incertaines, révisables et quelquefois fausses.  D'autre part il 

faut souvent choisir entre plusieurs conclusions possibles antinomiques. L'exemple de base 

en est :  {Les pingouins sont des oiseaux, Les oiseaux volent,  Les pingouins ne volent pas}. 

Si Titi est un pingouin on arrive à une contradiction, le système est inconsistant. Cette 

inconsistance peut être levée si on arrive à gérer l'exception en remplaçant "Les oiseaux 

volent" par "Généralement les oiseaux volent". Les logiques non monotones décrivent 

formellement les modes de raisonnement qui prennent en compte ces phénomènes.   

On utilisera ici une des logiques non-monotones les plus connues, la logique des défauts de 

Reiter.  Dans cette logique, les règles (1') et (2') vont s'exprimer intuitivement.  

     (1")  Si A cause B ,   et si A est vrai,  et si B n'est pas contradictoire,    alors B est vrai.   

     (2") Si  A bloque B",  et si A est vrai,  et si ¬B n'est pas contradictoire   alors ¬B est vrai.   

 

Dans la logique des défauts, ces règles vont se représenter   par  des défauts normaux  et 

s'écrire :   

     d1  :   cause(A,  B)   !  A     :  B    /    B 

 d2  :  bloque(A,  B)  !  A     :  ¬B   / ¬B 

 

Pour le cas élémentaire qui précède, si A est vrai,  on a : 

 W  = {A } 

 D = {d1, d2}  

 

et on obtient deux extensions : 

 E1  qui contient   B (en appliquant d1)  

 E2  qui contient  ¬B  (en appliquant d2) 

 

Le conflit est donc résolu, mais se pose le problème des extensions à préférer ;  est ce que B 

est induit ou bloqué?  En fait  ceci va vraiment dépendre du contexte. On peut  par exemple 

préférer les interactions positives par rapport aux négatives ; ou bien utiliser des méthodes 

statistiques ou probabiliste. Une autre approche est de pondérer chaque extension en 

fonction des propriétés du problème. Du point de vue algorithmique cette préférence  peut 

être évaluée pendant le calcul de l'extension ou sur le résultat final.  Nous avons appliqué 

cette dernière technique à un problème industriel, l'utilisation des logiques des défauts pour 

simuler le comportement d'un officier de quart à bord d'un sous marin en temps de guerre, 

avec de bons résultats pratiques  [21]  [22] [23]. Les références sur le choix de l'extension 

sont nombreuses dans la littérature. On ne tranchera pas dans cet article pour un type de 

préférence applicable à  la cellule,  ça dépendra beaucoup du contexte et les biologistes ne 

sont pas toujours d'accord entre eux.  
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3. Une alternative à la logique des défauts : la logique des hypothèses.   

La logique des défauts pose nombre de problèmes théoriques et pratiques.  Pour résoudre ces 

problèmes on va utiliser la logique des hypothèses  [15]  [17] [18] [19].  Un fragment de 

cette logique est proche des modèles stables définis ultérieurement. Un des avantages de la 

logique des hypothèses est que les informations sont décrites dans une logique bimodale 

classique. Il sera alors possible d'utiliser ce formalisme pour décrire l'ensemble de toutes les 

informations, incertaines ou non. Cette logique va aussi permettre d'utiliser des algorithmes 

de recherche de conséquence pour traiter l'abduction ; ces mêmes algorithmes étant utilisés 

pour calculer les extensions. 

Dans ce cadre on utilisera la notion de champ de production et les algorithmes liés donnés 

dans [1] [16]. Ces notions ont permis en particulier de définir le langage Solar [13]  

développé par l'équipe d'Inoue Katsumi. 

3.1  Une  très rapide introduction aux logiques modales.  

Le calcul propositionnel et la logique du premier ordre donnent une valeur de vérité Vrai ou 

Faux aux formules. Les logiques modales vont nuancer ces valeurs. Au lieu de pouvoir 

exprimer  uniquement "Il fait (ne fait pas) beau",  on peut avoir envie de dire  "Je sais qu'il 

fait beau",  "Il est possible qu'il fasse beau",  "Je crois qu'il fait beau, "Demain il fera beau" ..  

Techniquement,  pour décrire ce type d'informations on va ajouter un opérateur modal,  qui 

sera noté la plupart du temps L ou ! (dans la suite on utilisera L). On associe à cet 

opérateur son dual  M  défini par  M = ¬L¬ [24]. Le sens qu'on donnera à ces couples 

{opérateur,dual} varie suivant le contexte. On utilise par exemples les couples {nécessaire, 

possible} {sait que, croit},  {obligatoire, permis}.. Si f est une formule quelconque, Lf veut 

dire qu'il est nécessaire que f soit vrai et  Mf va signifier que f est possible (Mf = ¬L¬ f  dit 

qu'il n'est pas nécessaire que f  soit faux). La définition inductive de l'ensemble des formules 

autorise la combinaison les modalités dans les formules.  

Par exemple   L( p —> (M(p —>L¬q)))  est une formule de logique modale.   

Comme pour toute logique on donne alors des règles d'inférence et des schémas d'axiomes. 

La base est l'ensemble des règles et axiomes de la logique du calcul propositionnel ou de la 

logique du premier ordre.  Pour les logiques normales (celles qui ont une sémantique des 

mondes possibles de Kripke) on a toujours la règle d'inférence de nécessitation  (N) : f / Lf   

qui signifie que si f est un théorème/tautologie alors Lf  est un théorème (ou intuitivement, si 

f est toujours vrai, alors f est nécessaire). Pour un système normal on va aussi ajouter un 

axiome de distribution, appelé  (K). Cet axiome s'écrit   L(A —> B)  —>  (LA  —> L B) et 

permet de retrouver, pour la modalité, les propriétés de distributivité de la logique de 

premier ordre. Une logique modale qui contient (N) et (K) est appelée système K.  Dans cet 

article on va aussi utiliser l'axiome  (T)  :  LA —> A  (si A  est nécessaire/démontré alors A 

est vrai). En ajoutant au système K cet axiome (T) on obtient le système T.    

3.2  Logique des hypothèses. 

Pour  définir la logique des hypothèses on part d'une logique classique (calcul propositionnel 

ou logique du premier ordre) à laquelle on ajoute deux opérateurs modaux, L et [H]. 

L'opérateur  L  a les propriétés du système T et [H] celles du système K. 
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a) Intuitivement,  si f est une formule  Lf  signifie que f est certain, ou encore démontré dans 

un cadre de programmation par contrainte).  

b) Pour décrire la notion d'hypothèse on va définir H  comme le dual de [H],   c'est à dire 

que  Hf =  ¬[H]¬f.  Intuitivement  Hf signifie que l'on fait l'hypothèse  f.   

c) Le seul lien entre  les opérateurs H est L  est donné par un axiome de liaison :   

 Hf —>  ¬L(¬f)       <=>       L(¬f) —>   ¬ Hf       <=>      ¬ ( Hf  !  L(¬f)  ) 

        Si on fait l'hypothèse f,  alors impossible de prouver  ¬f . 

        Il  est interdit de  faire l'hypothèse f   et de prouver  ¬f  en même temps. 

Définitions :   

- Une hypothèse est une formule fermée  Hf. 

- Une théorie des hypothèses TH , est un couple   TH  = { HY , F}  ou F est un ensemble de 

formules du langage et HY un ensemble d'hypothèses 

- Pour définir une extension, dans cette logique, on passe en fait à une approche 

préférentielle.  Une extension de TH est  un ensemble maximal consistant  E  =  F  " H'Y  ou 

H'Y est un sous ensemble de  HY (on ajoute à  F le plus d'hypothèses possible). 

3.2 Défauts et logique des hypothèses : 

On peut traduire toute logique des défauts en une théorie des hypothèses.  Une théorie des 

défauts  ! ={W, D} se représentera par une théorie des hypothèses  TH!  = { HY , F}  ou: 

-  L'ensemble HY des hypothèses, est l'ensemble de tous les Hb, tels que b est la justification 

d'un défaut de !. 

-  L'ensemble des formules de F est composé : 

a)  De toutes les formules de type Lf   ou  f appartient à W 

b)  Des formules :   Lp  !  Hq  —>   Lr,   pour tout défaut  p   :q   /  r   de D. 

Pour représenter l'information, on utilise en fait ici seulement un fragment de la logique des 

hypothèses car il n'y a pas de combinaison de modalités.   

On montre alors qu'on représente bien la logique des défauts  en  supprimant tous les cas 

pathologiques (en particulier,  toute théorie a une extension).  

Propriétés : 

- Si F est consistant TH!, a toujours au moins une extension.   

- Toute extension E de !,  est représentable par une extension E' de TH!. Ces extensions E 

et E' étant telles que f " E  si et seulement si Lf "  E'. 

- La réciproque n'est pas vraie.  Certaines extensions de TH!, n'ont pas leur dual comme 

extension de ! (en particulier dans le cas où !  n'a pas d'extension). On peut reconnaître ces 

extensions particulières car ce sont celles qui contiennent au moins une formule  ¬Hf sans 

contenir L¬f.  Ceci est intéressant car il n'est pas nécessaire d'éliminer des extensions à cause 

d'une inconsistance locale, comme en logique des défauts.  
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Calcul  d'extensions et abduction : 

Un intérêt de la logique des hypothèses est que les algorithmes de calcul d'extension ne sont 

pas basés sur le calcul d'un point fixe comme en logique des défauts. En effet, soit F un 

ensemble de formules, g une formule et E  =  F  " H'Y  une extension de F. On a alors que g  

est vrai dans E si et seulement si  F  " H'Y !—  g.  En utilisant le théorème de compacité,  il 

existe donc un sous ensemble fini { Hf1 , .. ,  Hfn} de HY', tel que : 

 F !  Hf1 !...  ! Hfn !—  g.  

Donc pour savoir s'il existe une extension E dans laquelle g est vrai, il faudra simplement 

trouver un ensemble fini  d'hypothèses { Hf1, ...,  Hfn  }  tel que : 

 (a) F !  Hf1  !...  ! Hfn   est consistant   

 (b) F !  Hf1  !...  ! Hfn  !—  g 

La première condition vient du fait, que par définition, une extension est toujours 

consistante. Elle se vérifie par un test de satisfaisabilité et peut se réécrire : 

 (a') F !-/-    ¬Hf1  #...  # ¬Hfn  

La seconde condition est une propriété d'abduction,  équivalente à :  

 (b')   F ! ¬g  !—   ¬Hf1  #...  # ¬Hfn 

Donc pour trouver si g est vrai dans une extension,  il suffit d'ajouter  la négation de g à F et 

de trouver une clause négative, dont tous les littéraux sont des négations d'hypothèses, 

impliqué par F ! ¬g. De plus cette clause négative ne doit pas être impliquée par F seul. 

L'algorithme va donc être un algorithme d'abduction. Ceci est intéressant car ce même 

algorithme va permettre à la fois de trouver des extensions et de compléter le réseau de 

gênes en découvrant de nouvelles interactions.  

3.3    Champs de production et algorithme. 

Pour formaliser la notion de découverte de nouvelles interactions, on peut utiliser les champs 

de productions [1]  [16].  Si on a un ensemble C de clauses  (ou un ensemble F de formules) 

un champ de production est un ensemble P de formules dont on veut savoir lesquelles sont 

impliquées par C.  Des exemples classiques portent sur la découverte et l'étude des pannes 

dans un système expert  [16].  

Une autre utilisation des champs de production porte sur l'abduction dont on vient de voir 

une application dans 3.2.  De manière générale, l'abduction peut se décrire naïvement par : 

étant donné un ensemble de formules F et  un résultat cherché g,  trouver une  formule h 

consistante avec F, telle que en ajoutant h à F on déduit g  ( F!h !— g).  Comme g et F sont 

connus la découverte de g peut se réécrire en logique par un problème de déduction : trouver 

h tel  que  F!¬g!—¬h   et  F!-/-  ¬h 

Dans la pratique h n'est presque jamais une formule quelconque, sa forme syntaxique ou 

sémantique est précisée  par le champ de production.  Par exemple dans le cas de la logique 

des hypothèses le champ de production va être l'ensemble des clauses négatives dont tous les 

littéraux sont des négations d'hypothèses comme dans 3.2. Ce type de champ de production 

va se retrouver dans la majeure partie des logiques non-monotones et en particulier  les 

logiques préférentielles [2] , la logiques des défauts et les X-logiques [7].  
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Une autre application des champs de production va être la recherche de liaisons manquantes 

dans le graphe des voies de signalisations.  On peut chercher à compléter ce graphe avec une 

seule liaison et le champ de production est alors  l'ensemble des clauses négatives unaires du 

type  ¬cause(A,B)  ou ¬bloque(A,B).  Si on veut compléter avec tous les ensembles de 

liaisons possibles on pourra prendre comme champ de production l'ensemble des clauses ne 

contenant  que des négations de cause(A,B) et bloque(A,B).  Dans ce dernier cas, pour éviter 

l'explosion combinatoire des résultats il est possible de limiter la longueur des clauses 

produites.  En jouant avec la forme des champs de production et en quittant le strict domaine 

des clauses  bien d'autres utilisations sont possibles.  

Pour l'implémentation des algorithmes de production de clauses on été définis dans [1] et [7] 

avec des bons résultats.  La notion de champ de production et les algorithmes liés ont été la 

base du langage SOLAR développé par l'équipe d'Inoue Katsumi et utilisé dans un cadre de 

bioinformatique [3] [8]  [13]. 

4. Représentation et utilisation des voies de signalisation. 

On va représenter les réseaux de gênes en  utilisant la logique des hypothèses et jouer avec 

cette représentation.  

4.1 Représentation. 

On se donne donc un réseau qui décrit certaines interactions dans une cellule.  On va décrire 

ce réseau dans une logique des hypothèses  TH = { HY,  F }.  

Pour l'instant on considère que HY contient toutes les formules du type Hf si f est une 

formule du langage. En fait dans la pratique, cet ensemble va être réduit. 

L'ensemble F décrit toutes les informations connues/certaines sur le réseau. Comme les 

informations sont certaines elles seront traduites naturellement par des formules modales du 

type Lf .  L'ensemble F va donc contenir en particulier : 

 -  Lcause(A, B) ,  si A —>B  est  un arc du réseau. 

 -  Lbloque(A, B) ,  si  A —!B  est un arc bloquant 

 -  Lp  si une protéine p est activée,  et   L¬p si elle est bloquée.  

 -  On représentera aussi toutes les relations complexes entre protéines.  Par exemple si  p1 et 

p2 se lient pour produire une protéine p3, on écrira L(p1 !p2)  —> Lp3. On pourra aussi 

représenter les interactions externes avec les UV,  avec les médicaments... 

 -  La traduction des défauts normaux d1 et d2 définis  dans 2.4 s'écrit naturellement : 

 d'1 :  Lcause(a, b ) ! La ! Hb  —>   Lb  

    d'2 :  Lbloque(a, b) !  Lb ! H¬b  —>  L¬b  

Le langage de représentation est souple (c'est l'intérêt d'une représentation logique). Si par 

exemple  on veut considérer que certaines causalités sont certaines, on ne les traduira pas par 

des défauts mais par des formules sans hypothèses : 

 Lcause(a, b ) ! La  —>   Lb  

    Lbloque(a, b) !  Lb—>  L¬b 
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Bien entendu ce dernier cas peut amener à des contradictions et il faudra alors, avant 

d'utiliser le réseau, vérifier sa consistance.  

4.2 Causalité Abduction et hypothèses 

On a maintenant un langage de description pour décrire les réseaux de gênes. Ce langage est 

assez naturel à condition d'admettre les notions de certitude  et d'hypothèse.  Il permet de 

représenter les logiques des défauts et l'incertain.  L'intérêt d'un tel langage est qu'il va 

permettre d'essayer de découvrir de nouvelles voies de signalisation et de constituer des 

plans d’expériences. 

En fait si on a un réseau de gênes,  on peut se poser dans un premier temps  trois  questions : 

1)  Est ce que le réseau est cohérent?  

2)  Est ce que dans un certain état du réseau, une protéine p est activée / bloqué?  

3)  Quelles sont les conditions qui manquent pour activer/ bloquer une protéine? 

 La première question est simple, c'est de la déduction et plus particulièrement un test de 

consistance. Le réseau est traduit dans une théorie des hypothèses HH = {HY, W}.  Comme 

aucune hypothèse n'apparait sous forme positive dans la forme normale conjonctive de W, 

on peut démontrer qu'il suffit simplement de prouver que W est consistant après avoir 

affecté toutes les hypothèses à faux.  On peut aussi sortir du cadre strict de la logique des 

hypothèses en disant que certaines  hypothèses sont vraies, mais les algorithmes sont alors 

beaucoup moins simples.  

La deuxième question est également de la déduction classique.   Il faut prouver que  p (resps 

¬p) est impliqué par l'ensemble W des faits connus :   W |— p   (resp  W |— ¬p ).   Bien 

entendu s'il existe deux chaînes de signalisation (de fait deux extensions)   l'une donnant  p et  

l'autre ¬p, on ne pourra rien prouver.  Et il faudra choisir entre ces extensions. 

La troisième question est du domaine de l'abduction. Les conditions manquantes, peuvent 

être diverses.  On peut ajouter au réseau des liens de causalité, des protéines activées ou 

bloquées, ou encore des hypothèses ; la liste n'est pas exhaustive.      

La logique des hypothèses va permette de représenter ces trois possibilités dans le même 

formalisme.   Le champ de production sera composé de toutes les formules qui expriment 

ces trois données, c'est à dire de toutes les formules qui s'écrivent sur l'ensemble de 

propositions  : 

         PP   =  HY  " {Lp} " {L¬p}  "{Lcause(a, b )} "  { Lbloque(a, b) } 

Bien entendu, le champ de production est ici énorme et il faut le réduire, ou mieux le décrire 

mieux. C'est l'une des suites du travail à faire.   

4.3  Coupure de liaisons. 

Une question subsidiaire plus compliquée est de savoir quel(s) arc(s) supprimer dans le 

réseau de gènes pour obtenir le résultat cherché.  Dans ce cas on peut considérer que les 

liaisons sont également incertaines. Pour exprimer ceci on va remplacer certaines 

informations certaines du type, Lcause(a,b) ou Lbloque(a,b)  par des règles avec hypothèses:

  H cause(a, b)    —>  Lcause(a, b) 

  H cause(a, b)    —>  Lcause(a, b)  
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On pourrait faire la même chose avec les protéines ou l'absence de protéines  en ajoutant des 

règles du type   Hp —> Lp  et  H¬p —> L¬p.  Il s'agit là d'une technique extrême  car rien 

n'est certain,  à manier avec précaution car les champs de production sont énormes.  Mais 

elle est intéressante formellement, car elle permet de couper des liaisons  sans utiliser des 

techniques lourdes de suppressions d'information.  

5  Conclusion 

Nous avons présenté une première approche d'utilisation de la logique des hypothèses et des 

algorithmes de production de clauses pour représenter, utiliser et compléter les voies de 

signalisation dans la cellule.  Tout ceci se faisant à l'aide d'un même formalisme et d'un 

même algorithme d'abduction.   

Le problème de l'implémentation et de la complexité algorithmique n'a pas été abordé.  Il 

sera sans doute nécessaire de réduire les possibilités d'expression du langage pour arriver à 

des temps de calcul raisonnables. On retrouve ici la même problématique que pour la 

résolution pratique des problèmes NP-Complets. Bien entendu le problème est ici plus 

compliqué, les logiques modales étant dans un cas général PSPACE.  Mais dans notre 

application, on utilise seulement un fragment de ces logiques modales car on ne combine pas 

les opérateurs modaux. La complexité pratique peut alors rester accessible en contrôlant 

l'écriture des règles. Par exemple dans un premier temps on peut essayer de se restreindre à 

quelque chose qui ressemble à  des clauses de Horn.  

Nous venons de montrer [21] [22] que l’utilisation de la logique des défauts avec une 

implémentation simple avec Prolog permet de modéliser le comportement humain pour les 

simulations de combat naval de sous-marins.  Les résultats pratiques sont intéressants, une 

simulation de 4 heures de navigation prend moins d'une seconde sans optimisation du 

programme.  En utilisant dans un premier temps des techniques analogues, ou peut être  des ASP,  

tous les espoirs sont permis.  

Une autre question est de donner des bonnes restrictions utile des champs de productions 

utilisés pour éviter l'explosion combinatoire des résultats. Ici beaucoup reste à faire et 

l'expérimentation guidera. Mais l'enjeu pratique est important.  
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Résumé : L’article introduit tout d’abord un cube d’oppositions qui associe le
traditionnel carré des oppositions au carré dual obtenu par réciprocation (au sens
de Piaget). On montre ensuite que l’extension de Blanché du carré des opposi-
tions en une structure hexagonale conceptuelle repose toujours sur une partition
abstraite à 3 éléments. Considérer des partitions à 4 éléments permet d’organiser
les 16 connecteurs binaires en un tétraèdre régulier. Enfin, on montre que le cube
d’oppositions, une fois interprété en termes modaux, correspond à une générali-
sation récente de l’analyse formelle de concepts, où des hexagones remarquables
apparaissent. Cette généralisation de l’analyse formelle de concepts a été moti-
vée par un parallèle avec la théorie bipolaire des possibilités qui est basée sur 4
fonctions d’ensembles, lesquelles, quoique graduées, peuvent être structurées de
manière similaire.

1 Introduction
L’idée d’opposition n’est pas toujours une notion binaire. En effet, tandis que la né-

gation involutive (bi-valuée) classique induit des dichotomies, une partition en plus de
deux parties induit implicitement une forme plus riche d’oppositions. Au niveau linguis-
tique, on a remarqué depuis l’antiquité grecque, qu’un énoncé (A) de la forme “tout X

est Y " a pour négation l’énoncé (O) “au moins un X n’est pas Y ", tandis qu’un énoncé
tel que (E) “aucun X n’est Y " correspond clairement à une forme d’opposition encore
plus forte au premier énoncé (A). Ces trois énoncés, et la négation de (E), c’est-à-dire
(I) “au moins un X est Y ", donnent naissance au carré des oppositions bien connu (21),
traditionellement associé aux lettres A, I (moitié affirmative) et E, O (moitié négative).
Ce carré remonte à Aristote et a été discusté plus avant par Apulée, Boèce et ensuite les
logiciens du Moyen-Age.

Notons que d’autres énoncés peuvent être associés à (A) : la négation peut en effet
plutôt porter 1) sur X , ou 2) à la fois sur X et Y , c’est-à-dire

1. (e) : “tout non-X est Y ", et
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i : au moins un X est Y

I : au moins un X est Y O : au moins un X est Y

o : au moins un X est Y

a : tout X est Y

A : tout X est Y E : tout X est Y

e : tout X est Y

FIGURE 1 – Cube des oppositions

2. (a) : “tout non-X est non-Y ",

qui peuvent être eux-même niés, ce qui donne (i) : “au moins un non-X est non-Y " et
(o) :“au moins un non-X est Y " respectivement.
Il est intéressant de constater que George Boole (8) et Augustus De Morgan (9) ont
considéré ces derniers énoncés en utilisant les transformations correspondant à (e) et
(a) respectivement. La dénotation des énoncés par a, i, e, o a été proposée par De Mor-
gan 1 (9).

On est ainsi amené à considérer 8 énoncés, A, I, E, O, a, i, e, o qui peuvent être orga-
nisés dans ce qu’on peut appeler un cube d’opposition

2 comme celui de la Figure 1, où
X (resp. Y ) dénote non-X (resp. non-Y ). La face de devant du cube est le carré tradi-
tionnel des oppositions, A, I, E, O, où les lignes épaisses lient des contraires, les lignes
fines doubles sans flèche lient des sous-contraires, les lignes diagonales sans flèche lient
des contradictoires, et les flèches verticales pointent sur les subalternes (et expriment
des implications si l’ensemble des X’s n’est pas vide). La face de derrière constitue un
autre carré des oppositions, a, i, e, o, basé sur les “non-X’s”.

Le carré des oppositions, qui n’a plus été étudié après la fin du Moyen-Age, a perdu
progressivement son importance conceptuelle, ainsi que sa traduction géométrique, jus-
qu’à l’émergence de la logique moderne ; par exemple, le carré est encore dessiné par
Scipion Dupleix (16) au début du 17eme siècle, tandis que 150 ans plus tard dans l’En-
cyclopédie de Diderot et d’Alembert (1), seuls les énoncés logiques associés à ses 4
sommets (avec leurs noms traditionnels A, I, E, O) sont donnés. C’est seulement au dé-
but des années 1950 que le carré des oppositions a commencé à connaître un certain re-

1. La notation vient du fait que De Morgan (9) dénote par x les éléments qui sont non-X .
2. Ce cube ne doit pas être confondu avec le “cube logique” introduit par Moretti (20), où toutes les arêtes

ont la même interprétation sémantique (correspondant à celle des flèches verticales unidirectionnelles du cube
de la Figure 1) et expriment des implications dans une structure de “4-opposition”.
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gain d’intérêt 3. Tout d’abord, un physicien, spécialiste de mécanique, Augustin Sesmat
(27) et un philosophe de la logique, Robert Blanché (6), ont proposé indépendamment
de compléter le carré des oppositions sous la forme d’un hexagone en ajoutant deux
sommets, nommés par ce dernier auteur, U et Y respectivement 4 : (Y) est la conjonc-
tion de (I) et (O), et correspond ainsi à “au moins un X est Y et au moins un ne l’est
pas”, tandis que (U) est la disjonction de (A) et (E), et se lit “soit tout X est Y ou aucun
X n’est Y ”, qui est ainsi équivalent à la négation de l’énoncé précédent. De plus, Y
implique à la fois (I) et (O), tandis que, (A), tout comme (E), implique (U).

Indépendamment, et à peu près au même moment, le psychologue Jean Piaget (23; 24)
dans son traité de logique “opérationnelle" (qu’il place dans la tradition de G. Boole
(8)) étudie de manière formelle le groupe de Klein des transformations logiques qu’il
a identifié dans ses travaux sur l’acquisition des capacités cognitives qui sont progres-
sivement maîtrisées par les enfants et les pré-adolescents. Il s’agit d’une structure de
groupe à 4 éléments constitué par 4 transformations applicables à tout énoncé logique
φ = f(p, q, r, ...) comportant des variables binaires p, q, r, ..., qui sont i) l’identité
I(φ) = φ, la négation N(φ) = ¬φ, la réciprocation R(φ) = f(¬p,¬q,¬r, ...), et la
corrélation C(φ) = ¬f(¬p,¬q,¬r, ...). On peut vérifier facilement que N = RC,
R = NC, C = NR, et I = NRC (la composition des transformations est l’opération
qui définit le groupe). Ce groupe a aussi été identifié au même moment par le mathé-
maticien Walter H. Gottschalk (19) dans sa théorie de la quaternalité (“quaternality”)
(où il se réfère aussi au carré des oppositions). Comme on peut le voir sur la Figure
1, les lignes en pointillés serrés du cube des oppositions correspondent à la réciproca-
tion, et le groupe de Piaget peut être vu à l’œuvre sur les deux rectangles diagonaux
AaOo et EeIi. Par exemple, on a R(A) = C(N(A)) = a, C(O) = N(R(O)) = a, ou
N(R(C(E))) = N(R(i)) = N(I) = E.

Le carré des oppositions a une autre lecture classique en termes de modalités, où
(A) correspond maintenant à “�p”, (E) à “¬♦p”, (I) à “♦p”, et (O) à “¬�p” (ce qui
peut être complété en un hexagone). Dans son étude de la négation paraconsistente,
Jean-Yves Béziau (4) a récemment introduit deux autres hexagones “modaux” associés
respectivement aux carrés (A) : = “p”, (E) : = “¬♦p”, (I) := “♦p”, et (O) : = “¬p”, et
(A) = “�p”, (E) : = “¬p”, (I)= “p”, et (O) : = “¬�p”, qui conduit à un dodécaèdre
stellaire d’oppositions. Cette découverte a été le point de départ de nouvelles études
par en particulier Alessio Moretti (20), Régis Pellissier (22), et Hans Smessaert (28)
qui ont développé une théorie géneralisée de n-opposition, où le carré et l’hexagone
correspondent respectivement aux cas n = 2 et n = 3.

Dans cet article, nous procédons à un réexamen des travaux de Blanché (7) sur l’orga-
nisation structurelle des concepts en termes d’hexagones et présentons une explication
simple, basée sur des 3-partitions, de l’“universalité” des hexagones dans l’organisation

3. On consultera avec profit le site d’Alessio Moretti sur de nombreux points d’histoire touchant au carré
des oppositions et à ses extensions http ://alessiomoretti.perso.sfr.fr/NOTAncestors.html.

4. R. Blanché (5) introduisit Y tout d’abord en 1952, avant de le compléter avec U dans son article de
1953 (6). Sesmat (27) utilisent déjà les mêmes lettres Y et U pour dénoter les mêmes choses.
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>

�=

<

≤

=

≥

FIGURE 2 – Hexagone de Blanché induit par un pré-ordre complet

des concepts. Nous montrons que le cas des 4-partitions donne naissance à des struc-
tures tétraédrales, qu’on trouve en particulier à l’œuvre dans l’organisation logique des
16 connecteurs binaires. Ceci est le sujet de la Section ci-après. La Section 3 revient
à une interprétation de type modal pour un nouveau carré d’oppositions (où certaines
relations sont cependant modifiées), obtenu directement à partir d’un cadre qui étend
la théorie conventionnelle de l’analyse formelle de concepts (18). Ce nouveau carré est
aussi associé (de manière standard) à un hexagone qui fait sens, et conduit à une contre-
partie modale du cube des oppositions présenté dans l’introduction. Enfin, la Section
4 propose avec la théorie des possibilités bipolaire une contre-partie graduelle de cette
structure 5.

2 De l’hexagone au tétraèdre
Dans son livre (7) sur les “structures intellectuelles", Blanché propose différents

exemples de situations où des hexagones sont rencontrés, en commençant par les 6
comparateurs existant en mathématiques, qui se trouvent être harmonieusement répar-
tis sur un hexagone : (A) : = “ >”, (E) : = “ <”, (U) : = “ �=”, (I) : = “ ≥”, (O) :
= “ ≤”, et (Y) : = “ =”. Voir la Figure 2. Plusieurs autres exemples sont donnés.
Mentionnons, par exemple, parmi d’autres :

– avec des modalités déontiques : (A) =“obligatoire”, (E) : =“interdit”, (U) : =“régulé”,
(I) : =“permis”, (O) : =“non obligatoire”, et (Y) : =“indifférent”,

– à propos d’attitudes : (A) =“J’accepte”, (E) : =“Je refuse”, (U) : =“Je choisis”,
(I) : =“Je ne dis pas non”, (O) : =“Je ne dis pas oui”, et (Y) : =“J’hésite”,

– à propos de goûts : (A) =“J’aime çà”, (E) : =“Je déteste çà”, (U) : =“Je n’y suis
pas indifférent”, (I) : =“Je ne déteste pas çà”, (O) : =“ Je n’aime pas çà”, et (Y) :
=“J’y suis indifférent”.

Cependant, Blanché (7) n’insiste pas vraiment sur la raison pour laquelle la structure
hexagonale est rencontrée dans des domaines très différents. Cela provient du fait que

5. Les deux dernières sections de cet article développent des résultats (15) présentés initialement au 2ème
“World Congress on the Square of Opposition".
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A

A ∪B

B

B ∪ C

C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)

A ∪ C

FIGURE 3 – Hexagone induit par une tri-partition (A, B, C)

l’hexagone est sous-tendu par une partition de base en 3 situations mutuellement exclu-
sives, comme nous allons le voir 6.

Soit U un univers du discours partitionné en 3 parties A, B, et C. C’est-à-dire qu’on
a A∩B = B∩C = A∩C = ∅, A �= ∅, B �= ∅, C �= ∅, A∪B∪C = U . On peut alors
aisément construire l’hexagone de la Figure 2. Observons que (A∪C)∩ (B∪C) = C.
Il est clair que chaque flèche correspondant à une arête de l’hexagone traduit une im-
plication. Par exemple, A ⊆ A ∪ B. Les 3 diagonales expriment l’exclusion mutuelle
(e.g., A ∩ (B ∪ C) = ∅) ainsi que la complémentarité (puisque A ∪ (B ∪ C) = U ).
Les 3 lignes épaisses relient des contraires (les deux peuvent être faux en même temps,
mais ne peuvent pas être vrais en même temps puisque leur intersection est vide), les 3
doubles lignes relient des sous-contraires (les deux peuvent être vrais en même temps,
mais ne peuvent pas être faux en même temps puisque leur union est le référentiel). Clai-
rement, dans l’exemple des relations de comparaison en mathématiques, (A) : = “ > ”,
(E) : = “ < ”, (Y) : = “ = ” forment une 3-partition de l’ensemble des paires de
valeurs. De plus on a en effet “ ≥ ” = “ > ” ∪ “ = ”. Une telle partition existe aussi
dans les autres cas, e.g., (A) =“J’aime çà”, (E) : =“Je déteste çà”, et (Y) : =“J’y suis
indifférent”, et on peut considérer que “Je ne déteste pas çà”= “J’aime çà”ou “Je n’y
suis pas indifférent”. Notons que A, B, et C jouent des rôles similaires, et qu’il n’est pas
nécessaire qu’une des 3 situations de base soit entre ou sépare les deux autres (comme
c’est le cas pour “= ” par rapport à “ > ” et “ < ”), même si ce cas se rencontre
souvent.

De plus, dans le cas où C = ∅, l’hexagone de Blanché (en utilisant la logique propo-
sitionelle à la place de propositions quantifiées dans le carré des oppositions de base) se
réduit à un losange (puisque les sommets (A) et (I), et (E) et (O), coïncident respective-
ment). Les sommets correspondent alors à l’affirmation (A = I), à la négation (E = O), à
la contradiction (Y) et à l’ignorance (U), qui sont les 4 valeurs de la logique de Belnap
(2).

6. Blanché écrit cependant dans son article fondateur (6) p. 130 : “cette triade AYE, système de termes
mutuellement exclusifs et collectivement exhaustifs, fournit la molécule première pour la constitution d’un
tableau des opposés".
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A

A ∪B

B

B ∪ C

C

A ∪ C

C ∪D

D

A ∪D

B ∪D

A ∪B ∪ C

B ∪ C ∪D

A ∪ C ∪D

A ∪B ∪D

FIGURE 4 – Un tétraèdre induit par une 4-partition (A,B,C,D)

Le processus précédent s’étend au cas des 4-partitions, qui présente aussi un intérêt
pratique. Considérons une partition en 4 parties A, B, C, et D, de l’univers du discours.
Ainsi, on suppose A∩B = B ∩C = A∩C = A∩D = B ∩D = C ∩D = ∅, A �= ∅,
B �= ∅, C �= ∅, D �= ∅, A ∪ B ∪ C ∪ D = U . Dans le cas de la 3-partition, l’hexa-
gone est constitué de deux triangles opposés, A, B,C et A ∪ B,A ∪ C, B ∪ C. Plutôt
que d’utiliser la représentation hexagonale, on peut utiliser une double représentation
triangulaire, qui apparaissait déjà dans (27), où le second triangle est maintenant à l’in-
térieur du premier, et où A∪B est associé avec le milieu du côté qui joint A et B, et de
manière similaire A∪C et B∪C sont au milieu respectivement de A et C, et de B et C.

La 4-partition donne naissance à 4 doubles triangles de cette sorte (en considérant
à chaque fois 3 parties sur 4), qui constitue les 4 faces d’un tétraèdre régulier ayant
pour sommets A, B, C, et D, comme dans la Figure 3. Traçons maintenant toutes les
lignes joignant un sommet au milieu des 3 côtés opposés, et associons l’union des sous-
ensembles des deux extrémités au point situé au 2/3 de la distance à partir du sommet
sur le segment considéré. Par exemple, A ∪B ∪ C est associé au point à la distance de
1/3 à partir de B ∪ C et de 2/3 à partir de A, i.e., est le centre du triangle A, B,C.

En utilisant des résultats de la géométrie des tétraèdres réguliers, on peut voir que
A ∪ B ∪ C, A ∪ B ∪ D,A ∪ C ∪ D,B ∪ C ∪ D forment un tétraèdre régulier, dual
de A, B, C,D. De plus, toutes les lignes qui joignent un sommet à l’un des milieux des
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côtés opposés, ou deux milieux de deux arêtes opposées se rencontrent en un même
point, qui est le centre du tétraèdre. Ce sont les 7 lignes qui joignent A ∪ B et C ∪D,
A∪C et B ∪D, A∪D et B ∪C, A et B ∪C ∪D, B et A∪C ∪D, C et A∪B ∪D,
D et A ∪ B ∪ C. Notons que les extrémitiés de chacune de ces lignes sont associées à
des sous-ensembles disjoints dont l’union est le référentiel U . Sur chacune des 4 faces
du tétraèdre, nous avons la représentation par double triangle, équivalente à la repré-
sentation hexagonale, où maintenant le centre est associé à l’union des sous-ensembles
correspondant au 3 sommets de la face.

Il y a moins d’exemples naturels de 4-partitions. Un exemple est obtenu quand on
compare deux objets s et t au moyen d’une relation réflexive de surclassement pour
laquelle “s est non comparable à t” est une option au même titre que “s est préféré à
t”, “t est préféré à s”, et “on est indifférent entre s et t” (25). Par ailleurs, un cas parti-
culier important de 4-partition est induit par deux variables binaires p et q, qui donnent
naissance à 4 interprétations mutuellement exclusives, à savoir p ∧ q, p ∧ ¬q, ¬p ∧ q,
¬p ∧ ¬q. Le tétraèdre correspondant, qui exhibe tous les connecteurs binaires de la lo-
gique classique, est donné en Figure 4.

Comme nous allons le voir, cela offre une alternative à la double structure hexagonale
“ouverte” proposée par Blanché (7) pour fournir une vue unifiée de tous les connecteurs
binaires. En s’appuyant sur la géométrie des tétraèdres réguliers, les points suivants
méritent d’être remarqués :

– tout connecteur qui apparaît entre deux autres sur la même ligne (qui peut être
une arête du tétraèdre, ou un segment reliant un sommet au milieu d’une arête
opposée) est impliqué par chacun des deux connecteurs figurant à ses extrémités.
Par exemple, p ∧ q, ou ¬p ∧ ¬q implique p ≡ q. De manière similaire, p ∧ q, ou
¬p, implique ¬p ∨ q = p → q,

– un segment reliant les milieux de deux arêtes opposées, ou un segment reliant un
sommet au centre de la face opposée, est associé à une paire de connecteurs (à ses
extrémités) dont la conjonction donne la contradiction, et la disjonction la tautolo-
gie. Puisque tous ces segments ont un point commun, qui est le centre du tétraèdre,
ce centre peut être associé à la fois à la contradiction et à la tautologie ;

– en dehors de la contradiction et de la tautologie, les 14 autres connecteurs binaires
apparaissent dans cette construction ;

– les 4 disjonctions p ∨ q, ¬p ∨ q = p → q, p ∨ ¬q = q → p, et ¬p ∨ ¬q = p → ¬q

sont les sommets du tétraèdre dual à l’intérieur du tétraèdre initial associé au 4
conjonctions p ∧ q, ¬p ∧ q, p ∧ ¬q, et ¬p ∧ ¬q ;

– p, ¬p, q, ¬q, p ≡ q et p∆q (ou exclusif) sont les sommets d’un octaèdre régulier ;
– le groupe de Piaget peut encore être vu à l’œuvre, quand on considère une arête du

tétraèdre avec l’arête parallèle correspondante dans le tétraèdre dual. Par exemple,
p ∧ q, ¬p ∧ ¬q, p ∨ q, ¬p ∨ ¬q = p → ¬q sont en effet échangés par les transfor-
mations, I, N, R, C du groupe de Piaget.

– la position d’un connecteur sur un segment reflète le nombre de bits à basculer
pour passer de lui aux connecteurs qui sont à ses extrémités (et réciproquement).
Par exemple, p ≡ q est à mi-chemin entre p ∧ q et ¬p ∧ ¬q : pour chacune de
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p ∧ q

p ≡ q

¬p ∧ ¬q

¬p

¬p ∧ q

q

p∆q

p ∧ ¬q

p

¬q

p → q

p → ¬q

p ∨ q

q → p

FIGURE 5 – tétraèdre des 16 connecteurs binaires
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ces deux dernières formules, une ligne dans leur table de vérité doit passer de 0
à 1 pour obtenir la table de vérité de p ≡ q. De manière similaire, p → q est à
une distance 1/3 de ¬p et à une distance 2/3 de p ∧ q : une ligne dans la table de
vérité de ¬p doit passer de 0 à 1 pour obtenir la table de p → q, tandis que 2 lignes
dans la table de vérité de p∧q doivent passer de 0 à 1 pour obtenir la table de p → q.

Ainsi, le tétraèdre nous offre une vue très riche des relations existant entre les connec-
teurs binaires.

Dans la suite de l’article, nous nous tournons vers l’investigation d’une structure qui
met en œuvre 8 quantifications ou modalités, les 4 modalités aristotéliciennes, et 4
autres qui en sont le mirroir au travers de la réciprocation de Piaget. Cette structure cu-
bique induit aussi des hexagones remarquables, et est obtenue naturellement à partir des
4 opérateurs qui sont à la base d’une vue généralisée de l’analyse formelle de concepts.

3 Analyse formelle de concepts généralisée
En analyse formelle de concepts (18), une relation R, appelée contexte formel, est

supposée donnée entre un ensemble d’objets Obj et un ensemble de propriétés Prop.
Soit R(x) l’ensemble des propriétés possédées par un objet x, et R−1(y) l’ensemble des
objets ayant la propriété y. Etant donné un ensemble Y de propriétés, quatre ensembles
remarquables d’objets peuvent être définis dans ce cadre (12) (la barre supérieure dé-
note ici la complémentation ensembliste) :

– RΠ(Y ) = {x ∈ Obj|R(x) ∩ Y �= ∅} = ∪y∈Y R−1(y), qui est l’ensemble des
objets ayant au moins une propriété dans Y ;

– RN (Y ) = {x ∈ Obj|R(x) ⊆ Y } = ∩y �∈Y R−1(y), qui est l’ensemble des objets
ayant aucune propriété en dehors de Y ;

– R∆(Y ) = {x ∈ Obj|R(x) ⊇ Y } = ∩y∈Y R−1(y), qui est l’ensemble des ob-
jets ayant en commun toutes les propriétés dans Y (et en ayant éventuellement
d’autres) ;

– R∇(Y ) = {x ∈ Obj|R(x)∪ Y �= Prop} = ∪y �∈Y R−1(y), qui est l’ensemble des
objets à qui il manque au moins une propriété en dehors de Y .

En fait, l’analyse formelle de concepts (18) standard exploite seulement la 3eme fonc-
tion d’ensembles. Cette dernière est suffisante pour définir un concept formel comme
une paire constituée de son extension X et de son intension Y telle que R∆(Y ) = X

et R−1∆(X) = Y , où (X,Y ) ⊆ Obj × Prop, et R−1∆(X) est défini de la même ma-
nière : {y ∈ Prop|R−1(y) ⊇ X}. On peut montrer qu’un concept formel est une paire
(X,Y ) maximale telle que X×Y ⊆ R. Par ailleurs, il a été récemment mis en évidence
(10) que les paires (X,Y ) telles que RN (Y ) = X et R−1N (X) = Y caractérisent des
sous-contextes indépendants, au sens où ils ne partagent ni objets ni propriétés. Un tel
sous-contexte formel (X,Y ) est tel que (X × Y ) ∪ (X × Y ) ⊇ R.

On peut montrer (12) que le 4-uplet des valeurs de vérité des 4 énoncés x ∈ RΠ(Y ),
x ∈ RN (Y ), x ∈ R∆(Y ), et x ∈ R∇(Y ) est nécessaire afin de caractériser complé-
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∀y, y ∈ R(x) → y ∈ Y ∀y, y ∈ R(x) → y ∈ Y

∃y, y ∈ R(x) ∧ y ∈ Y∃y, y ∈ R(x) ∧ y ∈ Y

FIGURE 6 – Carré induit par les 4 opérateurs définis dans le cadre de l’analyse formelle
de concepts

tement les positions relatives possibles des ensembles R(x) et Y . Il est clair que les 4
expressions ci-dessus sont sous-tendues par les expressions logiques suivantes :

– RΠ(Y ) : ∃y, y ∈ R(x) ∧ y ∈ Y ;
– RN (Y ) : ∀y, y ∈ R(x) → y ∈ Y ;
– R∆(Y ) : ∀y, y �∈ R(x) → y �∈ Y ;
– R∇(Y ) : ∃y, y �∈ R(x) ∧ y �∈ Y .

Remarquons que les deux premières expressions ∀y, y ∈ R(x) → y ∈ Y , ∃y, y ∈
R(x) ∧ y ∈ Y , forment un carré des oppositions avec les expressions ∀y, y ∈ R(x) →
y �∈ Y et ∃y, y ∈ R(x) ∧ y �∈ Y , correspondant respectivement à RN (Y ), et à RΠ(Y ).
Il s’agit de la face frontale du cube des oppositions de la Figure 1, c’est-à-dire la face
AIEO.

De même, les deux dernières expressions ∀y, y �∈ R(x) → y �∈ Y , ∃y, y �∈ R(x) ∧ y �∈
Y forment un autre carré des oppositions avec les expressions ∀y, y �∈ R(x) → y ∈ Y ,
et ∃y, y �∈ R(x)∧ y ∈ Y correspondant respectivement à R∆(Y ), et à R∇(Y ). Il s’agit
de la face de derrière du cube des oppositions de la Figure 1, c’est-à-dire la face aieo.

Cependant les expressions logiques qui sont à la base respectivement de RΠ(Y ),
RN (Y ), R∆(Y ), et R∇(Y ), à savoir

– ∀y, y ∈ R(x) → y ∈ Y (⇐⇒ ∀y, y ∈ Y → y ∈ R(x))
– ∀y, y ∈ R(x) → y ∈ Y (⇐⇒ ∀y, y ∈ Y → y ∈ R(x))
– ∃y, y ∈ R(x) ∧ y ∈ Y (⇐⇒ ∃y, y ∈ Y ∧ y ∈ R(x))
– ∃y, y ∈ R(x) ∧ y ∈ Y (⇐⇒ ∃y, y ∈ Y ∧ y ∈ R(x))

où R(x) et Y jouent des rôles symétriques, et peuvent aussi être organisées en un carré
des oppositions d’un autre type, comme indiqué sur la Figure 5 (où les lignes épaisses
pointillés correspondent à la réciprocation) : Cela correspond à la face du côté gauche
du cube des oppositions de la Figure 1, c’est-à-dire à la face AIai.

En pratique, on suppose qu’à la fois R(x) �= ∅ et R(x) �= Prop, i.e. tout objet doit
avoir au moins une propriété dans Prop, mais aucun objet n’a toutes les propriétés
de Prop. Cette bi-normalisation évite les problèmes d’“import existentiel” puisque ni
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N

N ∨∆

∆

∇

Π ∧∇

Π

FIGURE 7 – Hexagone induit par les 4 opérateurs à la base de l’analyse formelle de
concepts et de la théorie des possibilités

R(x) ni R(x) peuvent être vides.

Il est aussi à noter que le principe de construction d’un hexagone à partir d’un carré
en ajoutant les deux sommets Y = I ∧ O et U = A ∨ E fait encore sens ici. En effet,
on peut montrer (12) que sous l’hypothèse de bi-normalisation, la relation d’inclusion
suivante est satisfaite :

R
N (Y ) ∪R

∆(Y ) ⊆ R
Π(Y ) ∩R

∇(Y ).

On obtient l’hexagone de la Figure 6. Cet hexagone diffère sémantiquement de celui
de la Figure 2, ce qui est normal, puisque l’hexagone de la Fig. 6 n’est pas obtenu à
partir d’un carré des oppositions standard. Comme on peut le voir, toutes les lignes sont
orientées, y compris les diagonales, et expriment des implications.

L’introduction des opérateurs RΠ(Y ), RN (Y ), et R∇(Y ) (12), au côté de l’opérateur
de base R∆(Y ) de l’analyse formelle de concepts, a été motivée par un parallèle avec la
théorie des possibilités (14), où il existe 4 fonctions d’ensembles de base habituellement
dénotées Π, N , ∆, et ∇ qui sont liées directement à des idées d’intersection non-vide
ou d’inclusion. Ces fonctions d’ensembles sont graduelles, puisqu’elles prennent leur
valeurs dans l’intervalle unité [0, 1]. Cependant, restreintes à {0, 1}, elles correspondent
à un système particulier de modalités qui a été étudié dans (13). Dans la prochaine sec-
tion, nous rappelons brièvement les traits caractéristiques des 4 fonctions d’ensembles
de la théorie des possibilités et leur sémantique en tant que modalités, et nous mon-
trons comment elles peuvent être organisées en un cube des oppositions (avec 4 autres
fonctions d’ensembles qui leur sont reliées).

4 Théorie des possibilités
La théorie des possibilités a été proposée par Lotfi Zadeh (30) comme une nouvelle

théorie pour traiter l’incertain en relation avec des éléments d’information exprimés
linguistiquement. Le cadre initial proposé était essentiellement basé sur des mesures de
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possibilité max-décomposables. Il est intéressant de remarquer qu’une théorie similaire
avait été proposée auparavant par l’économiste anglais G. L. S. Shackle (26) sur la base
de motivations complètement différentes ; l’idée de base en est la notion de degré de
surprise, qui formellement s’avére être un degré d’impossibilité.

En théorie des possibilités, l’information disponible est représentée au moyen d’une
distribution de possibilité. C’est une fonction, en général dénotée π, de l’univers du dis-
cours U dans l’intervalle unité [0, 1]. La fonction π range les valeurs potentielles d’une
variable décrivant les états possibles du monde considéré, selon leur plausibilité. La va-
leur π(u) est interprétée comme la possibilité que cette variable soit égale à u. Une in-
formation précise correspond à une situation où ∃u∗, π(u∗) = 1, et ∀u �= u∗, π(u) = 0,
tandis que l’ignorance complète est représentée par ∀u ∈ U,π (u) = 1. Dans le cas gé-
néral, π prend des valeurs intermédiaires de degrés de possibilité. Cependant, il est
intéressant de considérer aussi le cas particulier binaire où ∀u ∈ U,π (u) ∈ {0, 1}.
Dans ce cas, π n’est rien d’autre que la fonction caractéristique d’un sous-ensemble de
U , qu’on dénotera E (comme “évidence") dans la suite. Cet ensemble E correspond
à l’ensemble R(x) (ou R−1(y)) en analyse formelle de concepts. L’hypothèse de bi-
normalisation signifie pour E que E �= ∅ et que E �= U(⇔ E �= ∅).

Soit A un sous-ensemble de l’univers du discours U . Nous rappelons maintenant le
système complet des 4 fonctions d’ensembles qui sous-tendent la théorie des possibili-
tés, et leur propriétés caractéristiques :

– i) La mesure de possibilité (faible) (ou possibilité potentielle)

Π(A) = max
u∈A

π(u)

évalue à quel point il est possible que l’état du monde soit dans A. Quand π se
réduit à E, Π(A) = 1 si A ∩ E �= ∅, ce qui exprime la cohérence de l’évène-
ment A avec l’évidence E, et Π(A) = 0 sinon. Les mesures de possibilité sont
caracterisées par la propriété suivante de décomposabilité :

Π(A ∪B) = max(Π(A),Π(B))

– ii) La mesure duale de nécessité (forte) (ou nécessité “garantie")

N(A) = min
u �∈A

1− π(u) = 1−Π(A)

évalue à quel point il est certain (nécessairement vrai) que l’état du monde est dans
A. Quand π se réduit à E, N(A) = 1 si E ⊆ A, ce qui exprime que l’évidence E

implique A, et N(A) = 0 sinon. La dualité de N par rapport à Π exprime que A

est d’autant plus certain que l’évènement opposé A est impossible. Les mesures de
nécessité sont caractérisées par la propriété suivante de décomposabilité :

N(A ∩B) = min(N(A), N(B))

– iii) La mesure de possibilité (forte) (ou possibilité “garantie”)

∆(A) = min
u∈A

π(u)
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évalue à quel point toutes les valeurs dans A sont possibles pour l’état du monde,
étant donné l’évidence E. Quand π se réduit à E, ∆(A) = 1 si A ⊆ E, et
∆(A) = 0 sinon. Les mesures de possibilité forte sont caractérisées par la pro-
priété suivante :

∆(A ∪B) = min(∆ (A),∆(B))

.
– iv) La mesure duale de nécessité (faible) (ou nécessité potentielle)

∇(A) = max
u �∈A

1− π(u) = 1−∆(A)

évalue à quel point il y a une valeur en dehors de A qui est impossible 7. Quand
π se réduit à E, ∇(A) = 1 si A ∪ E �= U , et ∇(A) = 0 sinon. Les mesures de
nécessité faible sont caractérisées par la propriété suivante :

∇(A ∩B) = max(∇(A),∇(B))

La possibilité faible et la nécessité forte sont des fonctions croissantes par rapport à
l’inclusion ensembliste (comme le sont les mesures de probabilité), tandis que les deux
autres fonctions d’ensembles sont décroissantes. Les deux premières mesures sont na-
turellement liées à une expression de l’information négative où on exprime ce qui est
(non)-impossible, tandis que la mesure de possibilité forte (tout comme sa duale) est as-
sociée à une expression de l’information positive ; voir (3) pour une discussion détaillée
de cette bipolarité. Sous l’hypothèse que la distribution de possibilité est bi-normalisée,
i.e. ici ∃u∗, π(u∗) = 1, et ∃u∗∗, π(u∗∗) = 0, une contrepartie de l’inclusion existant en
analyse formelle de concepts tient :

∀A,max(∆(A), N(A)) ≤ min(Π(A),∇(A)).

Ces 4 fonctions d’ensembles qui expriment des modalités Π, N , ∆, et ∇ dans le
cadre de la théorie des possibilités, ou dans celui des opérateurs correspondants en ana-
lyse formelle de concepts, peuvent être organisées en un cube d’oppositions, de concert
avec les modalitées ¬Π, ¬N , ¬∆, et ¬∇ qui sont associées aux précédentes par néga-
tion et complémentation respectivement ; voir la Figure 7.

Les expressions logiques à la base des opérateurs introduits en analyse formelle de
concepts, ou de l’évaluation des différentes modalités en théorie des possibilités binaire,
correspondent clairement aux sommets du cube des oppositions construit au début de
cet article (voir Figure 1). Notons cependant que le cube de la Figure 7 n’est pas disposé
de la même façon que dans la Figure 1 afin de rendre la face AIai plus visible. De plus,
il est dupliqué afin de mieux montrer différentes relations entre les sommets, que nous
allons commenter maintenant :

– Les lignes horizontales en pointillés serrés de la face arrière correspondent à une
relation de réciprocation. En théorie des possibilités, cela revient à changer π en

7. Comme dans le cas du sommet “sans nom” (O) (4) dans le carré des oppositions classique, il est
notable que cette 4eme fonction d’ensembles est moins facile à interpréter que les trois autres.
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E :¬Π

O :¬N o : ¬∆

e : ¬∇

A :N

I :Π i :∇

a :∆

E :¬Π

O :¬N o : ¬∆

e : ¬∇

A :N

I :Π i :∇

a :∆

FIGURE 8 – Cube des opérateurs de l’analyse formelle de concepts / de la théorie des
possibilités

1 − π, et A en A. Cela correspond à renverser le sens de l’inclusion entre les
ensembles A et E, et à interpréter les liens entre N et ∆ comme l’opposition
entre nécessité et suffisance. Il est clair que le groupe de transformations de Piaget
s’applique encore ici, comme dans la Figure 1.

– Les lignes verticales épaisses de la face arrière relient des contraires : la nécessité
N et l’impossibilité ¬Π, la possibilité garantie ∆ et le manque de certitude poten-
tielle ¬∇. Elles sont complétées par deux diagonales épaisses (seulement visibles
sur la face arrière du cube de droite) qui relient aussi des contraires : la possibilité
forte ∆ et l’impossibilité ¬Π d’une part, et la nécessité N et le manque de certitude
faible ¬∇ d’autre part.

– On peut voir les contradictoires aux extrémités des lignes diagonales non-orientées
sur les deux faces latérales du cube de gauche : Π et ¬Π, N et ¬N , ∆ et ¬∆,∇ et
¬∇.

– Les 4 arêtes du cube dirigées de l’arrière à l’avant expriment des implications : ce
qui est certain est possible (N ≤ Π), ce qui est garanti possible est potentiellement
certain (∆ ≤ ∇). De manière équivalente, ce qui est impossible ne peut être certain
(¬Π ≤ ¬N ), et ce qui n’est pas potentiellement certain n’est pas garanti possible
(¬∇ ≤¬ ∆). de plus, les diagonales des faces du dessus et du dessous du cube
de gauche dirigées de l’arrière à l’avant expriment des implications : ce qui est
garanti possible est potentiellement possible (∆ ≤ Π), ce qui est vraiment certain
est faiblement certain (N ≤ ∇), ce qui n’est pas potentiellement possible n’est pas
garanti possible (¬Π ≤ ¬∆), ce qui n’est pas faiblement certain n’est pas vraiment
certain ¬∇ ≤¬ N ).

– Les lignes verticales doubles de la face de devant relient des sous-contraires : pos-
sibilité Π et manque de certitude garantie ¬N , nécessité faible ∇ et manque de
possibilité garantie ¬∆.

Ainsi, les interrelations entre les 8 modalités de la théorie des possibilités (ou entre les
opérateurs correspondants en analyse formelle de concepts), peuvent être complètement
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décrites sur le cube des oppositions qui a été introduit, et donnent par ailleurs naissance
au nouvel hexagone de la Figure 6.

5 Conclusion
Depuis très longtemps, le carré des oppositions a été considéré comme le point de dé-

part de l’étude des syllogismes. En distinguant les contraires des contradictoires (et des
sous-contraires), et en se basant sur deux manières différentes d’introduire la négation
dans une assertion, le carré des oppositions est au cœur de l’expression des capacités
humaines en matière de raisonnement, comme le confirme sa relation avec le groupe
de transformations de Piaget, et joue un rôle important dans la catégorisation concep-
tuelle des situations comme l’a souligné Blanché. L’article a mis en évidence que deux
théories modernes développées depuis trente ans pour analyser les relations entre objets
et propriétés, et pour modéliser l’incertitude épistemique respectivement, avaient aussi
leurs racines dans le carré des oppositions.

Plus précisément, l’article a introduit un cube des oppositions (déjà en puissance dans
les écrits de De Morgan) dont les faces montrent différents types de carrés des opposi-
tions et qui est fermé par les transformations du groupe de Piaget. On peut disposer sur
ce cube toutes les modalités à l’œuvre en théorie des possibilités bipolaire, ou tous les
opérateurs de l’analyse formelle de concepts. De plus ses faces peuvent être étendues à
des hexagones de différents types.

Par ailleurs, l’article a aussi souligné que l’hexagone de Sesmat-Blanché est obtenu
dès qu’on considère une tri-partition de l’univers du discours, tandis qu’une quadri-
partition nous permet de décrire les interrelations entre les16 connecteurs binaires au
sein d’une structure tétraédrale. Ceci suggère d’autres développements. Mentionnons-
en quelques-uns. Dans la construction de l’hexagone, si A, B, et C forment une partition
ordonnée (supposons B entre A et C) d’un univers ordonné du discours U , alors A et C

représentent des antonymes, et deux négations involutives sont clairement à l’œuvre :
l’une échangeant A et C, et laissant B inchangé, et l’autre reflétant la complémenta-
tion d’ensembles. Une telle idée de travailler avec deux types de négation a fait aussi
l’objet d’une discussion d’un point de vue géometrique (29), sans référence au carré
des oppositions, mais en considérant la négation cyclique de la logique multi-valuée de
Post ainsi que la négation dans la logique à 3 valeurs de Kleene et dans la logique à 4
valeurs de Belnap. Notons que U peut être n’importe quoi, un domaine d’attribut par
exemple, aussi bien qu’un ensemble de sous-ensembles de valeurs de vérité. Ce dernier
cas quand U = {{T}, {F}, {T, F}} est d’un intérêt particulier pour décrire les états
compatibles avec un état d’information incomplète (le sous-ensemble {T, F} corrres-
pond à la situation où on ne peut pas prouver à partir de l’information disponible si un
énoncé est vrai (T ) ou s’il est faux (F ), le singleton {T} (resp. {F}) correspond au cas
où on peut prouver que l’énoncé est vrai (resp. faux) (11).

Une autre direction de recherche, serait de considérer l’extension de la représenta-
tion tétraédrale à des logiques multivalentes. Pour ce faire, on peut s’inspirer de travaux
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existants (17) sur la version graduelle du système des quatre relations strictes à la base
de la comparaison des objets. La logique de Lukasiewicz semblerait de ce point de vue
un candidat intéressant puisque les lois du tiers-exclu et de non-contradiction y sont
préservées. Par exemple, si on considère l’arête (p ∧ q) − q − (¬p ∧ q) du tétraèdre
de la Figure 4, la vérité de p diminuerait en allant de p ∧ q à q, et alors sa fausseté
augmenterait en passant de q à ¬p ∧ q.

Au delà d’un intérêt historique évident, la perspective proposée ici permet une vision
unifiée de différentes théories, et peut aussi aider à un enrichissement conceptuel mutuel
de ces théories. Plus généralement, il est important de mieux comprendre les structures
d’opposition qui ne sont pas basées sur de simples dichotomies, et qu’on peut rencontrer
dans de nombreux domaines de l’intelligence artificielle relatifs au raisonnement, à la
décision, et à l’argumentation, notamment.
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Résumé : In this paper, we investigate the problem of mining numerical data in
the framework of Formal Concept Analysis. The usual way is to use a scaling
procedure –transforming numerical attributes into binary ones– leading either to
a loss of information or of efficiency, in particular w.r.t. the volume of extracted
patterns. By contrast, we propose to directly work on numerical data in a more
precise and efficient way, and we prove it. For that, the notions of closed patterns,
generators and equivalent classes are revisited in the numerical context. More-
over, two original algorithms are proposed and used in an evaluation involving
real-world data, showing the predominance of the present approach.

1 Introduction
In this paper, we investigate the problem of mining numerical data. This problem

arises in many practical situations, e.g. analysis of gene and transcriptomic data in bi-
ology, soil characteristics and land occupation in agronomy, demographic data in eco-
nomics, temperatures in climate analysis, etc. We introduce an original framework for
mining numerical data based on advances in itemset mining and in Formal Concept
Analysis (FCA, [1]), respectively condensed representations of itemsets and pattern
structures in FCA [2]. The mining of frequent itemsets in binary data, considering a
set of objects and a set of associated attributes or items, is studied for a long time and
usually involves the so-called “pattern flooding” problem [3]. A way of dealing with
pattern flooding is to search for equivalence classes of itemsets, i.e. itemsets shared by
the same set of objects (or having the same image). For an equivalence class, there is
one maximal itemset, which corresponds to a “closed set”, and possibly several mini-
mal elements corresponding to “generators” (or “key itemsets”). From these elements,
families of association rules can be extracted [3]. These particular itemsets are also re-
lated to FCA , where a concept lattice is built from a binary context and where formal
concepts are closed sets of objects and attributes.

The present work is rooted both in FCA and pattern mining with the objective of
extracting interval patterns from numerical data. Our approach is based on “pattern
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structures” where complex descriptions can be associated with objects. In [4], in the
context of gene expression data mining, we introduced pattern structures for numerical
data, and showed how to extract closed interval patterns : an interval pattern is a vector
of intervals, each dimension corresponding to a range of values of a given attribute ; it
is closed when composed of the smallest intervals characterizing a same set of objects.

We here complete and extend this first attempt. Considering numerical data, some
general characteristics of equivalence classes remain, e.g. one maximal element which
is a closed pattern and possibly several generators which are minimal patterns w.r.t.
a subsumption relation defined on patterns. We show that directly extracting patterns
from numerical is more efficient using pattern structures than working with binary data
and associated scaling procedures. We also provide a semantic to interval patterns in
the Euclidean space, and design and experiment algorithms to extract frequent closed
interval patterns and their generators.

The problem of mining patterns in numerical data is usually referred as quantita-
tive itemset/association rule mining [5]. Generally, an appropriate discretization splits
attribute ranges into intervals maximizing some interest functions, e.g. support, confi-
dence. However, none of these works discusses the notion of equivalence classes, closed
patterns, and generators, and this is one of the originality of the present paper.

The plan of the paper is as follows. In the next section, we introduce the problem
of mining numerical data and interval patterns. Then, we recall the basics of FCA and
interordinal scaling. We pose a number of questions that we propose to answer using
our framework of interval pattern structures. We then detail two original algorithms for
extracting closed interval patterns and their generators that we experiment in the last
section. Finally, we end the paper in discussing related work and giving perspectives to
the present research work. Note also that an extended version of this paper can be found
in [6, 7], along with algorithms pseudo-code and a deeper discussion on the usefulness
of interval patterns in classification problems and privacy preserving data-mining.

2 Problem definition
We propose a definition of interval patterns for numerical data. Intuitively, each ob-

ject of a numerical dataset corresponds to a vector of numbers, where each dimension
stands for an attribute. Accordingly, an interval pattern is a vector of intervals, where
each dimension describes the range of possible values for a given numerical attribute
associated with some objects. We only consider finite intervals and that the set of at-
tributes/dimensions is ordered.

Numerical dataset, interval pattern and support. A numerical dataset is given by a
set of objects G, a set of numerical attributes M , where attribute m ∈ M has for range a
set of real numbers Wm. m(g) = w means that w is the value of attribute m for object g.
An interval pattern is a vector of intervals d = �[ai, bi]�i∈{1,...,|M |} where ai, bi ∈ Wmi ,
and each component corresponds to an attribute following a canonical order on vector
dimensions, and |M | denotes the number of attributes. An object g is in the image of
an interval pattern �[ai, bi]�i∈{1,...,|M |} when mi(g) ∈ [ai, bi], ∀i ∈ {1, ..., |M |}. The
support of d, denoted by sup(d), is the cardinality of the image of d.
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g1 × × × × × × × × × × × × ×
g2 × × × × × × × × × × × × ×
g3 × × × × × × × × × × × × ×
g4 × × × × × × × × × × × × ×
g5 × × × × × × × × × × × × ×

TABLE 2 – Interordinally scaled context encoding the numerical dataset from Table 1.

m1 m2 m3

g1 5 7 6
g2 6 8 4
g3 4 8 5
g4 4 9 8
g5 5 8 5

TABLE 1 – A numerical
dataset.

Running example. Table 1 is a numerical dataset with ob-
jects in G = {g1, ..., g5}, attributes in M = {m1,m2,m3}.
The range of m1 is Wm1 = {4, 5, 6}, and we have
m1(g1) = 5. Here, we do not consider either missing values
or multiple values for an attribute. �[5, 6], [7, 8], [4, 6]� is an
interval pattern in Table 1, where a vector dimension i cor-
responds to an attribute mi ∈ M , with image {g1, g2, g5}
and support 3. The fact that ai, bi ∈ Wmi in the definition
of an interval pattern makes the search space finite.

Interval pattern search space. Given a set of attributes M = {mi}i∈{1,|M |}, the
search space of interval patterns is the set D of all interval vectors �[ai, bi]�i∈{1,...,|M |},
with ai, bi ∈ Wmi . The size of the search space is given by

|D| =
�

i∈{1,...,|M |}(|Wmi |× (|Wmi |+ 1))/2

In our example, all possible intervals for m1 are in {[4, 4], [5, 5], [6, 6], [4, 5], [5, 6],
[4, 6]}. Considering also attributes m2 and m3, we have 6× 6× 10 = 360 patterns.

The classical problem of “pattern flooding” in data-mining is even worst for numeri-
cal data. Indeed, with three attributes, there is only 23 = 8 possible itemsets, compared
to the 360 interval patterns in the example with same amount of attributes. A solu-
tion widely investigated in itemset-mining relies on condensed representations with so
called closed itemsets and generators, e.g. in [3]. Moreover, the analysis of numerical
datasets can be considered within the formal concept analysis framework (FCA) [1],
which is closely related to itemset-mining [8]. Accordingly, we are interested in adapt-
ing the notions of (frequent) closed itemsets and their generators to interval patterns
within the FCA framework, and in providing them with appropriate semantics.

3 Interval patterns in FCA
In their seminal book on FCA, [1] define a discretization procedure turning numerical

data into binary data called interordinal scaling. It allows to encode in binary data any
interval of values from a numerical dataset.
Formal concept analysis. FCA starts with a formal context (G,N, I) where G denotes
a set of objects, N a set of attributes, or items, and I ⊆ G×N a binary relation between
G and N . The statement (g, n) ∈ I , or gIn, means : “the object g has attribute n”. The
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two operators (·)� define a Galois connection between the powersets (P(G),⊆) and
(P(N),⊆), with A ⊆ G and B ⊆ N : A� = {n ∈ N | ∀g ∈ A : gIn} and
B� = {g ∈ G | ∀n ∈ B : gIn}. A pair (A,B), such that A� = B and B� = A, is called
a (formal) concept, while A is called the extent and B the intent.

From an itemset-mining point of view, concept intents correspond to closed itemsets,
since (.)�� is a closure operator. For any subset B ⊆ N , B�� is the largest itemset having
the same image. An equivalence class is a set of itemsets with same closure (and same
image). A subset B ⊆ N is a generator iff �C ⊂ B with C � = B�. Generators are the
smallest elements w.r.t. set inclusion in an equivalence class.
Interordinal scaling. Given a numerical attribute m with range Wm, interordinal scal-
ing builds a binary table with 2× |Wm| binary attributes. They are denoted by “m ≤ w”
and “m ≥ w”, ∀w ∈ Wm, and called IS-items. An object g has an IS-item “m ≤ w”
(resp. “m ≥ w”) iff m(g) ≤ w (resp. m(g) ≥ w). Applying this scaling to our example
gives Table 2. It is possible to apply classical mining algorithms to process this table
for extracting itemsets composed of IS-items. These itemsets are called IS-itemsets in
the following.

IS-itemsets can be turned into interval patterns, since an IS-item gives a constraint for
an attribute m on its range Wm. For example, the IS-itemset {m1 ≤ 5,m1 ≤ 6,m1 ≥
4,m2 ≤ 9,m2 ≥ 7} corresponds to the interval pattern �[4, 5], [7, 9], [4, 8]�. We have
here the interval [4, 8] for attribute m3, i.e. covering its whole range, since no constraint
in the itemset involves m3. Therefore, mining interval patterns can be considered after
discretizing numerical data. However, this scaling builds binary data with a very im-
portant amount of binary attributes compared to the original ones, even with our small
example. Hence, when original data are very large, the size of the resulting formal con-
text involves hard computations. Accordingly, this raises the following questions : (i)
Can we avoid scaling and directly work on numerical data instead of searching for IS-
itemsets ? (ii) Can we adapt the notions of condensed representations such as closed
patterns and generators for numerical data, and efficiently compute those patterns ? (iii)
What would be the semantics that could be provided to closed patterns and generators ?

4 Revisiting numerical pattern mining
In this section, we answer those questions. First, we show that a closure operator

can be defined for interval patterns based upon their image. Then, we provide interval
patterns with appropriate semantics for defining the notion of equivalence classes of
patterns, closed and generator patterns. After discussing why working with interordinal
scaling is not acceptable thanks to the semantics of interval patterns, we propose two
efficient algorithms for mining closed interval patterns and generators.

4.1 A closure operator for interval patterns
We use the formalism of pattern structures [2], an extension of formal contexts to

complex data in FCA. It defines a closure operator from any partially ordered set of
object descriptions called patterns.
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Formally, let G be a set of objects, (D,�) be a semi-lattice of object descriptions,
and δ : G → D be a mapping : (G, (D,�), δ) is called a pattern structure. Elements
of D are called patterns, and ordered as follows c � d = c ⇐⇒ c � d. Intuitively,
objects in G have descriptions in (D,�). For example, g1 in Table 1 has description
�[5, 5], [7, 7], [6, 6]� where D is the set of all possible interval patterns ordered with �
which is made precise below. Let the two operators (.)� defined as follows, with A ⊆ G
and d ∈ (D,�)

d� = {g ∈ G|d � δ(g)} A� =
�

g∈A δ(g)

These operators form a Galois connection between (P(G),⊆) and (D,�). (.)�� is a
closure operator, meaning that any pattern d such as d = d�� is closed.

Interval pattern structures. Interval patterns can be ordered within a meet-semi-lattice
when the infimum is defined as follows [4]. Let c = �[ai, bi]�i∈{1,...,|M |}, and d =
�[ei, fi]�i∈{1,...,|M |} two intervals patterns. Infimum is given by c � d = �[min(ai, ei),
max(bi, fi)]�i∈{1,...,|M |}. The ordering relation induced by this definition is : c �
d ⇐⇒ [ei, fi] ⊆ [ai, bi], ∀i ∈ {1, ..., |M |}.

Consider now a numerical dataset, e.g. Table 1. (D,�) is the finite ordered set of all
interval patterns. δ(g) ∈ D is the pattern associated to an object g ∈ G. Then :

�[5, 6], [7, 8], [4, 8]�� = {g1, g2, g5}
{g1, g2, g5}� = �[5, 6], [7, 8], [4, 6]�

Hence �[5, 6], [7, 8], [4, 8]� is closed, its closure being �[5, 6], [7, 8], [4, 6]�.

4.2 Semantics
An interval pattern d is a |M |-dimensional vector of intervals and can be represented

by a hyper-rectangle (or rectangle for short) in Euclidean space R|M |, whose sides are
parallel to the coordinate axes. This geometrical representation provides a semantics for
interval patterns. In formal terms, this interpretation is given by I = (R|M |, (.)I) where
R|M | is the interpretation domain, and (.)I : D → R|M | the interpretation function.
Figure 1 gives four interval pattern representations in R2, with only attributes m1 and
m3 of our example. The image of d1 is given by all objects g whose description δ(g) is
included in the rectangle associated with d1, i.e. the set {g1, g3, g4, g5}. We can interpret
the closure operator (.)�� according to this semantics. The first operator (.)� applies to
a rectangle and returns the set of objects whose description is included in this rectangle.
The second operator (.)� applies to a set of objects and returns the smallest rectangle
that contains their descriptions, i.e. the convex hull of their corresponding descriptions.

4.3 Closed interval patterns and generators
Now, we can revisit the notion of equivalence classes of itemsets [3] : an equivalence

class of interval patterns is a set of rectangles containing the same object descriptions
(based on all rectangles in the searchspace given in Section 2). This enables to define
the notions of (frequent) closed interval patterns ((F)CIP) and (frequent) interval pattern
generators ((F)IPG), adapted from classical case.
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d1 = �[4, 5], [5, 8]�
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d2 = �[4, 5], [4, 5]�
d�2 = {g3, g5}
d3 = �[5, 6], [4, 4]�
d�3 = {g2}
d4 = �[6, 6], [4, 8]�
d�4 = {g2}

FIGURE 1 – Interval patterns in the Euclidean space.

Equivalence class, (frequent) closed interval pattern and generator. Two interval
patterns c and d with same image are equivalent, i.e. c� = d� : we write c ∼= d. ∼=
is an equivalence relation, i.e. reflexive, transitive and symmetric. The set of patterns
equivalent to a pattern d is denoted by [d] = {c|c ∼= d} and called the equivalence class
of d. A pattern d is closed, and noted CIP, if there does not exist any pattern e such as
d � e with d ∼= e. Dually, a pattern d is a generator, and noted GIP, if there does not
exist a pattern e such as e � d with d ∼= e. Finally, a pattern d is frequent if its image
has a higher cardinality than a given minimal support threshold minSup.

We illustrate these definitions with two dimensional interval patterns and their repre-
sentation in Figure 1, considering attributes m1 and m3. �[4, 5], [6, 8]� ∼= �[4, 6], [6, 8]�
with image {g1, g4}. �[4, 6], [6, 8]� is not closed as �[4, 6], [6, 8]� � �[4, 5], [6, 8]�, and
both patterns have same image, i.e. {g1, g4}. �[4, 5], [5, 8]� is closed. �[4, 6], [5, 8]� and
�[4, 5], [4, 8]� are the generators of the closed interval pattern d1 = �[4, 5], [5, 8]� with
image {g1, g3, g4, g5}. Among the four patterns in Figure 1, d1 is the only frequent
interval pattern with minSup = 3.

Based on the above semantics, an equivalence class is a set of rectangles containing
the same set of object descriptions, with a (unique) closed pattern corresponding to the
smallest rectangle, and one or several generator(s) that are largest rectangle(s).

4.4 IS-itemsets versus interval patterns
Recall that interordinal scaling allows to build binary data encoding all interval of

values from a numerical dataset. Therefore, one may attempt to mine classical closed
itemsets and generators in these data with existing data-mining algorithms. Here we
show why this should be avoided.

Local redundancy of IS-itemsets. Extracting all IS-itemsets in our example (from
Table 2) gives 31, 487 IS-itemsets. This is surprising since there are 360 possible inter-
val patterns. In fact, many IS-itemsets are locally redundant. For example, {m1 ≤ 5}
and {m1 ≤ 5,m1 ≤ 6} both correspond to interval pattern �[4, 5], [7, 9], [4, 8]� : the
constraint m1 ≤ 6 is redundant w.r.t. m1 ≤ 5 on the set of values Wm1 . Hence there
is no 1-1-correspondence between IS-itemsets and interval patterns. However, there is
a 1-1-correspondence between closed IS-itemsets and CIP only [4]. Later we show that
local redundancy of IS-itemsets makes the computation of closed sets very hard.
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Global redundancy of IS-itemset generators. Since IS-itemset generators are the
smallest itemsets, they do not suffer of local redundancy. However, we remark another
kind of redundancy, called global redundancy : it happens that two different and incom-
parable IS-itemset generators correspond to two different interval pattern generators,
but one subsuming the other. In Table 2, both IS-itemsets N1 = {m1 ≤ 4,m3 ≤ 5}
and N2 = {m1 ≤ 4,m3 ≤ 6}, with same image {g3} are generators, i.e. there does not
exist a subset of these itemsets with same image. However, their corresponding interval
pattern are respectively c = �[4, 4], [7, 9], [4, 5]� and d = �[4, 4], [7, 9], [4, 6]� and we
have d � c, while c� = d�, hence c is not an interval pattern generator.

4.5 Algorithms

We detail a depth-first enumeration of interval patterns, starting with the most fre-
quent one. Based on this enumeration, we design the algorithms MinIntChange and
MinIntChangeG for extracting respectively frequent closed interval patterns (FCIP) and
frequent interval pattern generators (FIPG).

[4,4] [5,5] [6,6]

[4,5] [5,6]

[4,6]

m1 ≤ 4 3

2 5

4m1 ≥ 5

9

8m1 ≥ 6

1

m1 ≤ 5 6

10

7m1 ≥ 5

FIGURE 2 – Depth-first traversal
of (Dm1 ,�).

Interval pattern enumeration. The basic idea of
pattern generation lies in minimal changes for gen-
erating the direct subsumers of a given pattern. For
example, two minimal changes can be applied to
[4, 6]. The first consists in replacing the right bor-
der with the value of Wm1 immediately lower that
6, i.e. 5, for generating the interval [4, 5]. The sec-
ond consists in repeating the same operation for the
left border, generating the interval [5, 6]. Repeating
these two operations allows to enumerate all ele-
ments of (Dm1 ,�). A right minimal change is defined formally as, given a, b, v ∈ Wm,
a �= b, mcr([a, b]) = [a, v] with v < b and �w ∈ Wm s.t. v < w < b while a left mini-
mal change mcl([a, b]) is formally defined similarly. Minimal changes give direct next
subsumers and implies a monotonicity property of frequency, i.e. support of [a, v] is less
than or equal to support of [a, b]. To avoid generating several times the same pattern,
a lectic order on changes, or equivalently on patterns, is defined. After a right change,
one can apply either a right or left change ; after a left change one can apply only a
left change. Figure 2 shows the depth-first traversal (numbered arrows) of diagram of
(Dm1 ,�). Backtrack occurs when an interval of the form [w,w] is reached (w ∈ Wm1 ),
or no more change can be applied. Each minimal change can be interpreted in term of
an IS-item. For example, if [a, b] corresponds to the IS-itemsets {m ≥ a,m ≤ b} then
mcr([a, b]) = [a, v] corresponds to {m ≥ a,m ≤ b,m ≤ v}, i.e. adding m ≤ v
to the original IS-itemset. The same applies dually to left minimal changes. These IS-
items characterizing minimal changes are drawn on Figure 2. This figure accordingly
represents a prefix-tree, factoring out the effort to process common prefixes or minimal
changes, and avoiding redundancy problems inherent in interordinal scaling. The gen-
eralization to several attributes is straightforward. A lectic order is classically defined
on numerical attributes as a lexicographic order, e.g. m1 < m2 < m3. Then changes
are applied as explained above for all attributes respecting this order, e.g. after applying
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a change to attribute m2, one cannot apply a change to attribute m1.
Extracting FCIP with MintIntChange. The pattern enumeration starts with the mini-
mal pattern w.r.t � and generates its direct subsumers with lower or equal support. The
next problem now is that minimal changes do not necessarily generate patterns with
strictly smaller support. Therefore, we should apply changes until a pattern with dif-
ferent support is generated to identify a closed interval pattern (FCIP) but this would
not be efficient. We adopt the idea of the algorithm CloseByOne [9] : before applying
a minimal change, the closure operator (.)�� is applied to the current pattern, allow-
ing to skip all equivalent patterns. Indeed, the minimal pattern d w.r.t. � is closed as
it is given by d = G�. Applying a minimal change returns a pattern c with strictly
smaller support, since d � c and d is closed. If c is frequent, we can continue, apply
the closure operator and next changes in lectic order, allowing to completely enumer-
ate all FCIP. Since a FCIP may have several different associated generators, it can be
generated several times. Still following the idea of CloseByOne, a canonicity test can
be defined according to lectic order minimal changes. Consider a pattern d generated
by a change at attribute mj ∈ M . Its closure is given by d��. If d�� differs from d for
some attributes mh ∈ M such as mh < mj , then d�� has already been generated : it
is not canonically generated, hence the algorithms backtracks.
Extracting FIPG with MintIntChangeG. We now adapt MinIntChange to extract
FIPG, following a well-known principle in itemset-mining algorithms [10]. For any
FCIP d, a minimal change implies that the support of the resulting pattern c is strictly
smaller than the support of d. Therefore, c is a good generator candidate of the next
FCIP. Accordingly, at each step of the depth-first enumeration a FGIP candidate c is
generated from the previous one b, by applying a minimal change characterized by
b��. Then, each candidate c has to be tested to be a true generator or not. We know that
the candidate has no subsumers in its branch with same support. However, it could exist
a branch with another FGIP e with same image and resulting from less changes. Con-
sidering the lectic order on minimal changes, we use a reverse traversal of the tree (see
Figure 2 : 7,8,9,10,1,4,5,2,3,6), as already suggested in the binary case in [10]. Since
generators correspond to largest rectangles, i.e. on which the fewest minimal changes
have been applied, if c is not a generator, a generator e associated to its equivalence
class has already been generated, and c is discarded. To check the existence of e, we
look up in an auxiliary data-structure storing already extracted FGIP. Precisely, if the
data structure contains a FGIP e with same support than candidate c, such that e � c,
c is discarded, and the algorithm backtracks. Otherwise c is declared as a FIPG and
stored. We have experimented the MinIntChangeG algorithm with two well-known and
adapted data structures, a trie and a hashtable.

5 Experiments

We evaluate the performances of the algorithms designed in Java : MinIntChange,
MinIntChangeG-h with auxiliary hashtable and MinIntChangeG-t with auxiliary trie.
Recalling that closed IS-itemsets and CIP are in 1-1-correspondence, we compare the
performance for mining interordinal scaled data with the closed-itemset-mining algo-
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rithm LCMv2
1. For studying the global redundancy effect of IS-itemset generators,

we use the generator-mining-algorithm GrGrowth
2. Both implementations in C++ are

available from the authors. All experiments are conducted on a 2.50Ghz machine with
16GB RAM running under Linux 2.6.18-92.e15. We choose dataset from the Bilkent
repository 3, namely Bolts (BL), Basketball (BK) and Airport (AP), AP being worst
case where each attribute value is different.

Dataset minSupp MinIntChange LCMv2 |FCIP |
BL 80% < 50 < 50 1,130

50% 252 100 32,107
25% 1,215 1,060 171,192
10% 1,821 1,950 268975

1 1,905 2,090 272,223
AP 80% 4,595 1,470 346,741

50% 143,939 149,580 16,214,345
25% 413,805 899,180 58,373,631
10% 506,985 6,810,125 80,504,566

1 517,548 6,813,591 82,467,124

FIGURE 3 – Execution time for extracting FCIP

First experiments compare
MinIntChange for extracting
FCIP and LCMv2 for extract-
ing equivalent frequent closed
IS-itemsets in Table 3. Sec-
ond experiments consist in ex-
tracting frequent interval pat-
tern generators (FIPG) with al-
gorithms MinIntChange-h and
MinIntChange-t. We also ex-
tract frequent itemset genera-
tors (FISG) in corresponding binary data after interordinal scaling with GrGrowth for
studying the global redundancy effect in Table 3.

In both cases, using binary data is better when the minimal support is high (e.g. 90%).
For low supports, a critical issue, our algorithms deliver better execution times. Most
importantly, the global redundancy effect discards the use of binary data, e.g. only 1.6%
of all FISG are actually FIPG in dataset BL. Finally, the algorithm MinIntChangeG-

t outperforms MinIntchangeG-h. MinIntChangeG-t however needs more memory : it
stores each closed set of objects as a word in the trie with associated associated FIPGs.

It is very interesting to analyse the compression ability of closed interval patterns and
generators. For that, we compare in each dataset the number of those patterns w.r.t. to
all possible interval patterns. It gives the ratio of closed (generators) in the whole search
space. In both cases, ratio varies between 10−7 and 10−9. This means that the volume
of useful interval patterns, either closed or generators, is very low w.r.t. the set of all
possible interval patterns, justifying our interest in equivalence classes.

1. http://research.nii.ac.jp/~uno/codes.htm
2. http://www.comp.nus.edu.sg/~wongls/projects/pattern-spaces/grgrowth-v1/
3. http://funapp.cs.bilkent.edu.tr/

Dataset minSupp GrGrowth MinIntChangeG-h MinIntChangeG-t |FIPG| |FISG| |FIPG|
|FISG|

BL 90% < 50 < 50 < 50 176 194 90%
80% < 50 < 50 < 50 1,952 2,823 69%
50% 150 1,212 529 66,350 222,088 29%
25% 3,432 27,988 3,893 411,442 3,559,419 11%
1 123,564 438,214 24,141 1,165,824 69,646,301 1.6%

BK 90% < 50 1,268 1,207 67,737 75,058 84%
85% 4,565 26,154 12,139 554,956 799,574 69%
80% Untractable 512,126 107,700 2,730,812 NA NA

TABLE 3 – Execution time for extracting FIPG and global redundancy evaluation.
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6 Concluding remarks
We discussed the important problem of pattern discovery in numerical data with an

original formalization of interval patterns. The classical FCA/itemset-mining settings
are adapted accordingly : from a closure operator naturally rise the notions of equiva-
lence classes, closed and generator patterns, and we designed corresponding algorithms.
An appropriate semantics of interval patterns shows from a theoretical (redundancy) and
practical (computation times) points of view that mining equivalent binary data (encod-
ing all possible intervals) is not acceptable. This is due to the fact the interval patterns
are provided with a stronger partial ordering than IS-itemsets (classical set inclusion),
hence pattern structures yield significantly less generators w.r.t. their semantics.

In data-mining, closed patterns and their generators are crucial for extracting valid
and informative association rules [3], while generators can be preferable to closed pat-
terns following the minimum descriptions length principle. How these notions can be
shifted to interval patterns is an original perspective of research rising questions con-
cerning missing values, fault-tolerant patterns, and interestingness measures that are
critical issues even in classical itemset mining : although the compression ability of
closed interval patterns and generators is spectacular, the number of patterns remains
too high for large datasets. However, bringing the problem of numerical pattern mining
into well known settings may enable these perspectives of research.
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Résumé :
Les opérateurs de fusion de bases de croyances prennent typiquement en compte
l’ensemble des modèles de chacune des bases, y compris ceux qui contredisent
les contraintes d’intégrité. Dans cet article, nous montrons qu’un tel choix n’est
pas adapté à toutes les applications. Nous introduisons la notion de ! rationali-
sation" des bases par rapport aux contraintes d’intégrité. Nous définissons for-
mellement une condition d’indépendance des opérateurs de fusion à différentes
formes de rationalisation et nous montrons comment ces conditions interagissent
avec les postulats IC standard pour la fusion de croyances. En particulier, nous
donnons une caractérisation axiomatique d’un opérateur de fusion satisfaisant un
critère d’indépendance à la rationalisation des bases et qui satisfait aussi l’en-
semble des postulats IC.

1 Introduction
Les opérateurs de fusion de croyances (Konieczny& Pino Pérez, 2011; Revesz, 1997;

Lin, 1996; Liberatore & Schaerf, 1998; Konieczny & Pino Pérez, 2002; Konieczny
et al., 2004) ont pour but de définir les croyances d’un groupe d’agents, étant données
les croyances de chacun. Des contraintes d’intégrité, représentant des lois physiques ou
des normes, sont souvent exploitées lors du processus de fusion. Fusionner des bases
de croyances sous contraintes d’intégrité n’est pas trivial. Il existe en effet plusieurs
manières de procéder, plus ou moins ! rationnelles". Une caractérisation logique des
opérateurs de fusion ! raisonnables", exprimée sous la forme d’un ensemble de pos-
tulats de rationalité, a été proposée dans la littérature (Konieczny & Pino Pérez, 2002) :
les postulats IC. Ces postulats décrivent un ensemble de propriétés logiques que les
opérateurs de fusion devraient satisfaire. De tels opérateurs sont appelés opérateurs de
fusion IC.
Les opérateurs de fusion de bases de croyances existants prennent typiquement en

compte l’ensemble des modèles de chacune des bases, y compris ceux qui contredisent
les contraintes d’intégrité. Un tel choix n’est cependant pas adapté à toutes les applica-
tions. En particulier, lorsque les contraintes d’intégrité représentent une connaissance
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certaine et indéniable à propos du monde (par exemple, des lois physiques), l’utilisa-
tion dans le processus de fusion de modèles ! incorrects" (i.e., ne satisfaisant pas les
contraintes d’intégrité) doit être remise en question. Par exemple, Condotta et al. (2009)
ont récemment proposé un cadre de fusion d’informations spatiales ou temporelles qua-
litatives exprimées en logique propositionnelle, dans lequel les contraintes d’intégrité
sont utilisées pour encoder les lois spatiales ou temporelles. Ainsi, les modèles ! non
réalisables" (par exemple, un modèle représentant un ensemble de trois instants t1, t2,
t3 de la droite et tel que t1 < t2 < t3 < t1) ne doivent pas être considérés dans le
processus de fusion, au sens où ils ne doivent avoir aucun impact sur la base spatiale ou
temporelle résultante.
Illustrons le problème à travers un exemple simple. Considérons la situation suivante,

où une pièce est munie d’une ampoule électrique et de deux interrupteurs. L’ampoule
électrique est allumée uniquement lorsque que les deux interrupteurs sont dans la même
position (soit ! on", soit ! off"). L’ampoule est actuellement allumée. La position de
chacun des interrupteurs est inconnue, et l’information disponible à leur sujet est contra-
dictoire : une source d’information prétend que le premier interrupteur est en position
! off", alors qu’une autre source d’information prétend que les deux interrupteurs sont
en position ! on". Que peut-on déduire de ces informations?
La réponse à cette question dépend de l’opérateur de fusion utilisé. Considérons par

exemple l’opérateur de fusion IC basé sur la distance de Hamming et la somme comme
fonction d’agrégation (∆dH ,Σ) ; selon cet opérateur, les modèles de la base fusionnée
représentant les croyances du groupe correspondent aux modèles des contraintes d’inté-
grité les plus proches du profil formé des deux sources d’information, où la distance
entre deux modèles est égale au nombre de propositions atomiques sur lesquels ils
diffèrent. Deux modèles sont compatibles avec les contraintes d’intégrité, 00 (les deux
interrupteurs sont en position ! off ") et 11 (les deux interrupteurs sont en position
! on "). 00 est à une distance de 0 de la première source (c’est un modèle de la base
de croyances correspondante) et à une distance de 2 de la deuxième source. 11 est
à une distance de 1 de la première source (puisque pour ce modèle, seul le fait que
le deuxième interrupteur est en position ! on " contredit l’information fournie par la
première source) et à une distance de 0 de la deuxième source. En utilisant la somme
comme fonction d’agrégation, seul le deuxième modèle (11) résulte du processus de
fusion. Ainsi, les croyances du groupe correspondent au fait que les deux interrupteurs
sont en position ! on".
Cependant, le fait que le modèle 11 est à une distance de 1 de la première source

provient seulement du fait qu’il est à une distance 1 du modèle 01 de cette source, alors
que 01 ne correspond pas à un monde réalisable étant donné les contraintes d’intégrité.
Il est alors raisonnable de disqualifier un tel modèle. Si l’on considère à présent que la
première source d’information a prétendu que les deux interrupteurs sont en position
! off" (l’unique modèle compatible avec ses croyances et les contraintes d’intégrité),
alors en utilisant le même opérateur de fusion, il résulte de la base fusionnée le fait que
les deux interrupteurs sont soit tous les deux en position ! on ", soit tous les deux en
position ! off". Ce résultat est plus satisfaisant puisqu’il n’y a pas de raison de donner
plus de crédit au modèle 11 qu’au modèle 00 lorsqu’une source établit finalement 00
tandis que l’autre établit 11.
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FIGURE 1 – Représentation graphique des contraintes d’intégrité µ et des deux sources
(K1 etK2).

Cet exemple simple montre que certains opérateurs de fusion IC permettent aux
mondes ! impossibles" (i.e., ne satisfaisant pas les contraintes d’intégrité) de jouer un
rôle dans le processus de fusion, autrement dit d’avoir un impact sur la base fusionnée
résultante. Il convient donc de définir une nouvelle propriété pour les opérateurs de fu-
sion, ayant pour but d’imposer à l’opérateur de retourner une base fusionnée équivalente
à la base obtenue si chacune des bases initiales est préalablement ! rationalisée" par
rapport aux contraintes d’intégrité.
Dans la suite, nous proposons trois postulats d’indépendance correspondant à diffé-

rents principes de rationalisation, et nous étudions la manière dont ces postulats intera-
gissent avec les postulats IC standard pour la fusion de croyances.
Le reste de l’article est organisé comme suit. Dans la section 2, nous introduisons

quelques notations et rappelons quelques définitions et résultats concernant les opéra-
teurs de fusion IC. Dans la section 3, nous proposons une définition formelle des pro-
priétés d’indépendance et donnons quelques résultats concernant ces propriétés. Dans la
section 4, nous donnons une caractérisation axiomatique de l’opérateur de fusion basé
sur la distance drastique et la fonction d’agrégation ! somme " (∆dD,Σ), en termes
d’indépendance à la rationalisation des bases. Enfin, nous concluons dans la section 5.
Les preuves des propositions sont fournies en annexe.

2 Préliminaires
On considère un langage propositionnel L défini à partir d’un ensemble fini de va-

riables propositionnelles P et des connecteurs logiques usuels. ⊥ (respectivement, ")
est la constante booléenne faux (respectivement, vrai).
Une interprétation (ou monde) est une application de P dans {0, 1}. L’ensemble des

interprétations est noté W . Une interprétation I est un modèle d’une formule φ ∈ L,
noté I |= φ, si et seulement si elle rend la formule vraie. mod(φ) dénote l’ensemble
des modèles d’une formule φ, i.e.,mod(φ) = {I ∈ W | I |= φ}. SoitM un ensemble
d’interprétations ; ϕM dénote une formule de L dont l’ensemble des modèles estM .
Les contraintes d’intégrité µ sont représentées par une formule. Une base K dénote

l’ensemble des croyances d’un agent, c’est un ensemble fini de formules proposition-
nelles interprétées conjonctivement, ainsiK est identifié à la conjonction de ses éléments.
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Un profil K = 〈1, . . . , n〉 est un vecteur d’agents impliqués dans un processus de fu-
sion. Un profil de croyances K = 〈K1, . . . ,Kn〉 est un vecteur de bases, la base Ki

représentant les croyances de l’agent i. Lorsque cela n’est pas nécessaire, on ne fera
pas de distinction entre les notions de profil et de profil de croyances, i.e., chaque base
est identifiée comme l’agent fournissant cette base, et le terme ! profil" sera préféré à
! profil de croyances".
Dans le cadre de ce papier, les agents jouent des rôles équivalents dans le processus

de fusion, ainsi un profil K = 〈K1, . . . ,Kn〉 est vu de manière équivalente comme un
multi-ensemble {K1, . . . ,Kn}. Un profil est dit p-cohérent si toutes les bases du profil
sont cohérentes (cette hypothèse est standard mais elle n’est pas admise de manière
systématique dans cet article). & dénote l’union multi-ensembliste et ≡ l’équivalence
entre les profils (deux profils de croyances sont équivalents lorsqu’il existe une bijection
entre ces deux profils de telle sorte que chaque base du premier profil soit équivalente
à son image dans le second profil). Kn dénote le multi-ensemble où K apparaı̂t n fois,
i.e., Kn = K & . . . &K

︸ ︷︷ ︸

n

.
∧

K dénote la conjonction des bases de croyances de K, i.e.,
∧

K =
∧

{Ki | Ki ∈ K}. Enfin, on note I |= K lorsque I |=
∧

K.

Exemple 1
L’exemple décrit dans l’introduction peut être formalisé de la manière suivante : on
a P = {on s1, on s2} (où on s1 (respectivement, on s2) représente le fait que ! le
premier interrupteur (respectivement, le second) est en position on") ; K = 〈K1,K2〉,
avecK1 = {¬on s1},K2 = {on s1 ∧ on s2} ; µ = on s1 ↔ on s2.

Un opérateur de fusion∆ est une application qui associe à une formule µ et un profil
K une nouvelle base ∆µ(K). Nous rappelons à présent les propriétés logiques stan-
dard qui décrivent le comportement rationnel d’un opérateur de fusion (Konieczny &
Pino Pérez, 2002) :

Définition 1 (Opérateur de fusion IC)
Un opérateur de fusion∆ est un opérateur de fusion IC ssi pour toute formuleµ, µ1, µ2,
pour tout profil p-cohérent K, K1, K2 et pour toute base de croyances cohérente K1,
K2, il satisfait les postulats suivants :

(IC0) ∆µ(K) |= µ ;
(IC1) Si µ est cohérente, alors∆µ(K) est cohérente ;
(IC2) Si

∧

K ∧ µ est cohérente, alors∆µ(K) ≡
∧

K ∧ µ ;
(IC3) Si K1 ≡ K2 et µ1 ≡ µ2, alors∆µ1

(K1) ≡ ∆µ2
(K2) ;

(IC4) SiK1 |= µ,K2 |= µ et ∆µ({K1,K2}) ∧K1 est cohérente,
alors∆µ({K1,K2}) ∧K2 est cohérente ;

(IC5) ∆µ(K1) ∧∆µ(K2) |= ∆µ(K1 &K2) ;
(IC6) Si∆µ(K1)∧∆µ(K2) est cohérente, alors∆µ(K1 &K2) |= ∆µ(K1)∧∆µ(K2) ;
(IC7) ∆µ1

(K) ∧ µ2 |= ∆µ1∧µ2
(K) ;

(IC8) Si ∆µ1
(K) ∧ µ2 est cohérente, alors∆µ1∧µ2

(K) |= ∆µ1
(K) ∧ µ2.
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Remarquons que les opérateurs de fusion IC considèrent qu’une base incohérente
ne fournit aucune information dans le processus de fusion (Konieczny & Pino Pérez,
2002), c’est pourquoi les profils considérés en entrée de tels opérateurs sont supposés
p-cohérents.
Un opérateur de fusion IC correspond à un assignement syncrétique (Konieczny &

Pino Pérez, 2002) :

Définition 2 (Assignement syncrétique)
Un assignement syncrétique est une application qui associe à tout profil p-cohérentK un
préordre≤K sur les interprétations 1 et telle que pour tout profil p-cohérentK,K1,K2 et
pour toute base de croyances cohérenteK1,K2, ≤K satisfait les conditions suivantes :

(1) Si I |= K et J |= K, alors I +K J ;
(2) Si I |= K et J ,|= K, alors I <K J ;
(3) Si K1 ≡ K2, alors ≤K1

=≤K2
;

(4) Si ∀I |= K1, alors ∃J |= K2 J ≤〈K1,K2〉 I ;
(5) Si I ≤K1

J et I ≤K2
J , alors I ≤K1$K2

J ;
(6) Si I <K1

J et I ≤K2
J , alors I <K1$K2

J .

Théorème 1 (Konieczny & Pino Pérez (2002))
Un opérateur de fusion ∆ est un opérateur de fusion IC ssi il existe un assignement
syncrétique qui associe à tout profil p-cohérent K un préordre total ≤K tel que pour
toute formule µ,mod(∆µ(K)) = min(mod(µ),≤K).

Plusieurs familles d’opérateurs de fusion peuvent être définies, en particuliers des
opérateurs de fusion à base de distances, i.e., des opérateurs caractérisés par une dis-
tance entre interprétations et par une fonction d’agrégation f (une application qui as-
socie à un vecteur de nombres réels positifs un nombre réel positif) (Konieczny et al.,
2004) :

Définition 3 (Opérateur de fusion à base de distances)
Soit d une distance entre interprétations et f une fonction d’agrégation. L’opérateur
de fusion ∆d,f est défini pour tout profil K et toute formule µ par mod(∆d,f

µ (K)) =
min(mod(µ), ≤K) où le préordre≤K est défini par :
– I ≤K J si et seulement si d(I,K) ≤ d(J,K),
– d(I,K) = fK∈K(d(I,K)),

– d(I,K) =







minJ|=Kd(I, J) SiK est cohérente 2,

0 sinon.

1. Pour tout préordre ≤K, "K dénote la relation d’indifférence correspondante et <K l’ordre strict cor-
respondant. Lorsqu’un profil K n’est formé que d’une seule baseK , on écrit ≤K plutôt que ≤〈K〉 pour des
raisons de clarté de notation.
2. Typiquement, les opérateurs de fusion à base de distances sont appliqués à des profils p-cohérents,

ainsiK est supposée cohérente. Ici, lorsqueK est incohérente, on définit d(I,K) = 0.
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Parmi les distances usuelles, on trouve dD , la distance drastique (dD(I, J) = 0 si
I = J et 1 sinon), et dH la distance de Hamming (dD(I, J) = n si I et J diffèrent
sur n variables). Notons que certains opérateurs à base de distances ne sont pas des
opérateurs de fusion IC (pour assurer cela, certaines conditions doivent être vérifiées
par f , voir (Konieczny et al., 2004)). Néanmoins, le choix d’une fonction d’agrégation
usuelle telle que Σ, Gmax (leximax ), etc. induit un opérateur de fusion IC.
Les opérateurs de fusion de croyances sont étroitement liés aux opérateurs de révision

de croyances (Alchourrón et al., 1985). Si∆ est un opérateur de fusion IC, alors on peut
l’associer à un opérateur de révision AGM ◦∆ :

Définition 4 (◦∆)
Soit ∆ un opérateur de fusion. L’opérateur de révision qui lui correspond, noté ◦∆, est
défini par

K ◦∆ µ = ∆µ(〈K〉).

Théorème 2 ((Konieczny & Pino Pérez, 2002))
Si∆ est un opérateur de fusion IC (i.e., il satisfait (IC0-IC8)), alors ◦∆ est un opérateur
de révision (i.e., il satisfait (R1-R6) (Katsuno & Mendelzon, 1991b)).

3 Indépendance à la rationalisation
Rationaliser une base de croyances par rapport à des contraintes d’intégrité consiste

à modifier cette base de telle sorte à ce que ses modèles correspondent à des mondes
! réalisables", i.e., à des modèles des contraintes d’intégrité. La première version de
rationalisation d’une base que nous introduisons est la rationalisation par expansion.
Elle induit le postulat d’indépendance suivant :

Définition 5 ((Ind))
Un opérateur de fusion ∆ satisfait (Ind) ssi pour toute formule µ et pour tout profil
〈K1, . . . ,Kn〉, ∆µ(〈K1, . . . ,Kn〉) ≡ ∆µ(〈K1 ∧ µ, . . . ,Kn ∧ µ〉).

Ce postulat impose que la base résultant de la fusion d’un profil doit être équivalente à
la base résultant de la fusion du profil obtenu en ayant retiré de chacune de ses bases tout
modèle ne satisfaisant pas les contraintes d’intégrité (i.e., chaque base est interprétée en
conjonction avec les contraintes d’intégrité).
L’exemple 1 montre que certains opérateurs de fusion IC ne satisfont pas ce postulat :

Exemple 1 (suite)
∆dH ,Σ ne satisfait pas (Ind). En effet,∆dH ,Σ

µ (〈K1,K2〉) ,≡ ∆dH ,Σ
µ (〈K1∧µ,K2∧µ〉) :

– ∆dH ,Σ
µ (〈K1,K2〉) ≡ on s1 ∧ on s2 ;

– ∆dH ,Σ
µ (〈K1 ∧ µ,K2 ∧ µ〉) ≡ on s1 ↔ on s2.

(Ind) est proche de la condition d’indépendance aux alternatives non pertinentes (IIA)
en théorie du choix social (Arrow, 1963; Arrow et al., 2002) pour l’agrégation de rela-
tions de préférences. (IIA) impose que le choix (global) entre deux alternatives ne doit
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dépendre que de la préférence de chacun des agents à propos de ces deux alternatives
uniquement, indépendamment des autres alternatives. En termes de vote, (IIA) peut être
exprimé comme le fait que deux profils de préférences qui coı̈ncident lorsqu’ils sont
projetés sur un agenda donné doivent conduire à l’élection du même candidat (Kelly,
1978). Dans notre cadre de fusion de croyances, l’ensemble des modèles des contraintes
d’intégrité joue le rôle de l’agenda dans le cadre du vote. Par conséquent, la condition
(IIA) peut être exprimée dans le cadre de la fusion de croyances comme suit :

Définition 6 (IIA)
Un opérateur de fusion ∆ satisfait (IIA) ssi pour toute formule µ et pour tout profil
〈K1, . . . ,Kn〉, 〈K ′

1, . . . ,K
′
n〉 : si 〈K1∧µ, . . . ,Kn∧µ〉 ≡ 〈K ′

1∧µ, . . . ,K ′
n∧µ〉, alors

∆µ(〈K1, . . . ,Kn〉) ≡ ∆µ(〈K ′
1, . . . ,K

′
n〉).

Intuitivement, la condition (IIA) est proche de la condition (Ind). Formellement on
montre qu’elles sont ! presque équivalentes" :

Proposition 1
∆ satisfait (IIA) ssi ∆ satisfait (Ind) et (IC3).

Lorsqu’une base de croyances est incohérente avec les contraintes d’intégrité, sa
rationalisation par expansion produit une base incohérente, ce qui est problématique
puisque les opérateurs de fusion IC ne considèrent que des profils p-cohérents en entrée.
Pour pallier le problème, nous proposons d’étendre l’ensemble des postulats IC à un
postulat supplémentaire :

Définition 7 (Opérateur de fusion EIC)
Un opérateur de fusion ∆ est un opérateur de fusion EIC (pour opérateur de fusion IC
Étendu) ssi pour toute formule µ, pour tout profil 3 K, K1, K2 et pour toute base de
croyances cohérente K1, K2, pour tout n > 0, les postulats (IC0)-(IC8) ainsi que le
postulat suivant sont satisfaits :
(Inc) ∆µ(〈⊥〉n) ≡ µ.

Selon (Inc), de la fusion de profils ! triviaux " formés de bases incohérentes doit
résulter une base équivalente aux contraintes d’intégrité elles-mêmes. On peut facile-
ment montrer que (Inc) est satisfait par tout opérateur de fusion à base de distances (cf.
définition 3).
La condition (Inc) est donnée dans la définition 7 sous une forme canonique, au

sens où elle décrit le comportement d’un opérateur de fusion pour les profils triviaux,
mais elle ne dit rien explicitement lorsque certaines bases du profil considéré (et pas
forcément toutes) sont incohérentes. Néanmoins, on peut montrer que les opérateurs de
fusion vérifiant (Inc) et certains postulats (IC) (en particulier, les opérateurs de fusion
(EIC) appliqués à tout profil) renvoient une base fusionnée équivalente à celle obtenue
en retirant du profil les bases incohérentes. Formellement :

3. Notons que contrairement à ce qui est requis dans la définition des opérateurs de fusion IC usuels
(définition 1), la p-cohérence des profils n’est pas exigée ici.
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Proposition 2
Soit ∆ un opérateur de fusion vérifiant (Inc), (IC0), (IC1), (IC5) et (IC6). Pour tout
profil p-cohérentK, pour toute formule µ et pour toutm > 0,

∆µ(K & 〈⊥〉m) ≡ ∆µ(K).

Afin de dériver un théorème de représentation pour les opérateurs EIC, nous définissons
maintenant un nouveau type d’assignement :

Définition 8 (Assignement syncrétique étendu)

Un assignement syncrétique étendu est une application qui associe à tout profil K un
préordre≤K sur les interprétations qui satisfait les conditions (1) - (6) (cf. définition 2)
et la condition supplémentaire suivante, pour tout n > 0 :
(0) I +〈⊥〉n J .

Ainsi, le théorème de représentation standard pour les opérateurs de fusion IC peut
être étendu aux opérateurs de fusion EIC :

Proposition 3
Un opérateur de fusion ∆ est un opérateur de fusion EIC ssi il existe un assignement
syncrétique étendu qui associe à tout profil K un préordre total ≤K tel que pour toute
formule µ,mod(∆µ(K)) = min(mod(µ),≤K).

On vérifie facilement que tout opérateur de fusion à base de distances qui est un
opérateur de fusion IC est également un opérateur de fusion EIC.
Revenons maintenant au problème d’indépendance. Imposer (Ind) pour un opérateur

de fusion peut être considéré comme trop restrictif, étant donné l’aspect relativement
drastique du processus de rationalisation correspondant. En effet, d’après la proposition
2, fusionner un profil contenant une base de croyances dont aucun modèle ne satisfait
les contraintes d’intégrité peut être réalisé en supprimant la base du profil en amont
du processus de fusion. De manière plus parcimonieuse, plutôt que de retirer de telles
bases du profil, on pourrait les ! réparer". Dans cette optique, certains opérateurs de
changement de croyances peuvent être exploités dans le but de calculer, pour chaque
base incohérente avec µ, la base la plus ! proche" pleinement compatible avec µ.
Un choix naturel est d’utiliser un opérateur de révision (Alchourrón et al., 1985;

Katsuno & Mendelzon, 1991b) lorsque l’on veut ! réparer" les bases de manière glo-
bale et un opérateur de mise à jour (Katsuno & Mendelzon, 1991a) lorsque l’on veut
! réparer" les bases de manière locale, modèle par modèle. Les propriétés d’indépen-
dance correspondantes sont données comme suit 4 :

Définition 9
(Ind-◦) Un opérateur de fusion∆ satisfait (Ind-◦) ssi l’on peut associer à chaque agent
i un opérateur de révision AGM ◦i (Katsuno & Mendelzon, 1991b) tel que pour toute

4. Rappelons que chacune des basesKi du profil correspond aux croyances de l’agent i.
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formule µ et pour tout profil 〈K1, . . . ,Kn〉,

∆µ(〈K1, . . . ,Kn〉) ≡ ∆µ(〈K1 ◦1 µ, . . . ,Kn ◦n µ〉).

Définition 10
(Ind-0) Un opérateur de fusion∆ satisfait (Ind-0) ssi l’on peut associer à chaque agent
i un opérateur de mise à jour KM 0i (Katsuno & Mendelzon, 1991a) tel que pour toute
formule µ et pour tout profil 〈K1, . . . ,Kn〉,

∆µ(〈K1, . . . ,Kn〉) ≡ ∆µ(〈K1 01 µ, . . . ,Kn 0n µ〉).

Nous pouvons remarquer que dans les définitions 9 et 10, aucun lien n’est imposé
entre les opérateurs ! rationalisants" ◦i ou 0i et l’opérateur de fusion ∆ en question.
En outre, aucune condition d’homogénéı̈té n’est imposée, ainsi les agents fournissant
les bases peuvent avoir des politiques de révision ou de mise à jour différentes. Ainsi,
ces propriétés d’indépendance sont assez permissives.
Pourtant, il s’avère qu’il n’existe pas d’opérateur de fusion EIC qui satisfait (Ind-

0). En effet, la proposition suivante montre que pour les opérateurs de fusion EIC, la
propriété d’indépendance à la rationalisation par mise à jour n’est pas compatible avec
les postulats IC les plus fondamentaux.

Proposition 4
Il n’existe aucun opérateur de fusion vérifiant (IC0), (IC1), (IC2) et (Ind-0).

D’autre part, les postulats (Ind) et (Ind-◦) sont compatibles avec l’ensemble des pos-
tulats IC :

Proposition 5
Pour toute fonction d’agrégation f ,∆dD ,f satisfait (Ind) et (Ind-◦).

En particulier, puisque∆dD,Σ est un opérateur de fusion IC (Konieczny& Pino Pérez,
2002) et puisqu’il vérifie (Inc), on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 1
∆dD,Σ est un opérateur de fusion EIC vérifiant (Ind) et (Ind-◦).

Une problématique intéressante consiste alors à déterminer l’ensemble des opérateurs
de révision AGM ! rationalisants" pouvant être choisis de sorte à ce que le postulat
(Ind-◦) soit satisfait. Il s’avère que ce choix se restreint à un seul opérateur de révision
AGM :

Proposition 6
Soit∆ un opérateur de fusion EIC vérifiant (Ind-◦). Tout opérateur de révision ! ratio-
nalisant " ◦i considéré dans (Ind-◦) est l’opérateur de révision ◦∆ correspondant à ∆
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au sens de la définition 4. De plus, ◦∆ est ◦D, l’opérateur de révision drastique, défini
comme suit :

K ◦D µ =

{

K ∧ µ siK ∧ µ est cohérent,
µ sinon.

Une conséquence importante de cette proposition est le corollaire suivant :

Corollaire 2
Soit∆ un opérateur de fusion EIC.∆ satisfait (Ind) si et seulement si∆ satisfait (Ind-◦).

Ce dernier résultat montre que pour les opérateurs de fusion EIC, les deux notions
d’indépendance (Ind) et (Ind-◦) coı̈ncident. C’est pour cette raison que nous nous foca-
lisons uniquement sur (Ind), dans le reste de l’article.

4 Une caractérisation de l’opérateur de fusion ∆dD,Σ

Le corollaire 1 indique que l’ensemble des opérateurs EIC n’est pas vide puisqu’il
contient l’opérateur∆dD,Σ.
La question qui se pose alors naturellement est la suivante : quels sont exactement les

opérateurs EIC (pas forcément à base de distances) qui satisfont (Ind) ? Dans la suite,
on donne un théorème de représentation qui répond à cette question.

Définition 11 (Assignement filtrant)
Un assignement filtrant est un assignement syncrétique étendu vérifiant la condition
suivante, pour toute base de croyancesK1,K2 :
(F) Si I <K1

J et J <K2
I , alors I +〈K1,K2〉 J .

La condition (F) indique que si un monde est vu comme strictement plus plausible
qu’un autre monde pour un profil singleton, et si l’ordre de plausibilité est inversé pour
un autre profil singleton, alors ces deux mondes doivent avoir la même plausibilité pour
l’union des deux profils. Autrement dit, lorsque la condition (F) est vérifiée en plus
des conditions (1) et (2) (cf. définition 2), il suffit de comparer la plausibilité de deux
mondes distincts I, J pour deux profils singletons 〈K1〉, 〈K2〉 indépendamment dans le
but de déterminer la plausibilité relative de I et J pour le profil doubleton 〈K1,K2〉.
Remarquons que la condition (F) peut être vue comme une version plus restrictive de

la condition (4) (cf. définition 2) en présence des conditions (1) et (2) :

Proposition 7
Tout assignement satisfaisant les conditions (1), (2) et (F) satisfait la condition (4).

Réciproquement, la contrainte exprimée par la condition (F) n’est pas une conséquen-
ce des conditions (1), (2) et (4), ce qui peut être illustré par l’exemple suivant. Considérons
trois mondes distincts I, J, L et deux bases de croyancesK1 ≡ ϕ{I,J} etK2 ≡ ϕ{I,L}.
En présence des conditions (1) et (2), on a I +K1

J <K1
L et I +K2

L <K2
J .

Bien que la condition (4) ait pour but de capturer un comportement d’équité, à elle
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seule elle n’impose pas aux deux mondes J et L d’avoir la même plausibilité pour le
profil 〈K1,K2〉 : on pourrait avoir par exemple J <〈K1,K2〉 L. La condition (F), elle,
implique J +〈K1,K2〉 L.
La proposition suivante montre qu’à travers un assignement filtrant, tous les mondes

sont ordonnés sur deux niveaux de plausibilité au plus, pour tout profil singleton 〈K〉 :

Proposition 8
Tout assignement vérifiant les conditions (1), (2), (6) et (F) associe à tout profil singleton
〈K〉 un préordre total unique ≤K sur les interprétations tel que pour toute base de
croyancesK et pour toute interprétation I, J , I <K J ssi I |= K et J ,|= K .

La proposition 8 est un résultat clé pour prouver la proposition suivante sur les as-
signements syncrétiques filtrants. Étant donnés une interprétation I et un profil K, on
note |I(K)| = |{Ki ∈ K | I |= Ki}|, i.e., le nombre des bases de croyances dans K
pour lesquelles I est un modèle. On a la proposition suivante :

Proposition 9
Soit ≤K un préordre sur les interprétations qui associe à un profil K un assignement
syncrétique filtrant. On a

I <K J ssi |I(K)| > |J(K)|.

Une conséquence importante de la proposition 9 est le théorème de représentation
suivant pour les opérateurs de fusion EIC vérifiant (Ind) :

Proposition 10
Un opérateur de fusion EIC ∆ satisfait (Ind) ssi il existe un assignement syncrétique
filtrant qui associe à tout profil K un préordre total ≤K tel que pour toute formule µ,
mod(∆µ(K)) = min(mod(µ),≤K).

Une autre conséquence de la proposition 9 est donnée par le corollaire suivant :

Corollaire 3
Il existe un seul assignement syncrétique filtrant.

Une conséquence directe des corollaires 3 et 1 et de la proposition 10 est que :

Corollaire 4
∆dD,Σ est l’unique opérateur de fusion EIC vérifiant (Ind).

Ce résultat fournit une caractérisation axiomatique complète de l’opérateur de fusion
EIC à base de distances∆dD ,Σ en terme d’indépendance à la rationalisation des bases.
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5 Conclusion

Dans cet article, nous avons étudié le cas où les bases de croyances sont ! ratio-
nalisées " par rapport aux contraintes d’intégrité au cours d’un processus de fusion.
Une telle ! rationalisation " est souhaitée pour les applications dans lesquelles cer-
tains opérateurs de fusion IC pourraient renvoyer un résultat contre-intuitif parce qu’ils
prennent en compte les mondes non ! réalisables ". C’est le cas en particulier des
applications pour lesquelles les contraintes d’intégrité encodent des contraintes très
fortes comme des lois physiques. Par exemple, lorsque les formules propositionnelles
sont obtenues via une traduction de représentations provenant d’un cadre plus expressif
(comme les réseaux de contraintes qualitatives spatiales ou temporelles), les contraintes
d’intégrité sont utilisées pour exclure les mondes non représentatifs d’une situation spa-
tiale ou temporelle cohérente (de tels mondes sont créés durant le processus de traduc-
tion) (Condotta et al., 2009).
Nous avons défini formellement plusieurs conditions d’indépendance pour les opéra-

teurs de fusion et nous avons étudié l’interaction de ces conditions avec les postulats IC
qui constituent un standard pour la fusion de croyances. En particulier :
– Puisque la rationalisation par expansion peut conduire à des bases incohérentes et
donc à des profils non p-cohérents, nous avons étendu les postulats IC à un nouvel
axiome (Inc) qui caractérise un comportement pour les opérateurs de fusion ap-
pliqués aux profils formés de bases incohérentes ; nous avons fourni un théorème
de représentation pour le nouvel ensemble de postulats, appelés EIC, où la condi-
tion de p-cohérence sur les profils est relâchée.

– Nous avons montré que l’indépendance à la rationalisation par mise à jour est im-
possible pour les opérateurs de fusion EIC, puisque cette propriété d’indépendance
est en conflit avec certains postulats IC fondamentaux. Nous avons également
montré que l’indépendance à la rationalisation par révision est équivalente à l’indé-
pendance à la rationalisation par expansion pour les opérateurs de fusion EIC.

– Enfin, nous avons prouvé qu’il existe un unique opérateur de fusion EIC qui satis-
fait la propriété d’indépendance à la rationalisation par expansion (ou, de manière
équivalente, par révision), l’opérateur à base de distances ∆dD ,Σ, qui utilise la
distance drastique dD et la somme comme fonction d’agrégation. Á notre connais-
sance, il s’agit du premier opérateur de fusion IC pour lequel une caractérisation
axiomatique complète est donnée.

Dans cet article nous avons montré qu’il existe un unique opérateur EIC vérifiant
(Ind). Il est possible d’associer à n’importe quel opérateur de fusion EIC ∆ et à n’im-
porte quelle méthode de rationalisation R un opérateur de fusion ! rationalisé " ∆R,
en effectuant tout d’abord l’opération de rationalisation de manière explicite en utilisant
R, puis l’opération de fusion en utilisant∆. Les résultats de cet article montrent que les
opérateurs ∆ et ∆R sont distincts (sauf pour l’opérateur ∆dD ,Σ). Une perspective de
recherche est d’étudier le comportement et les propriétés vérifiées par de tels opérateurs
∆R. Étudier les liens logiques entre les propriétés d’indépendance (Ind), (Ind-◦) et (Ind-
0) pour les opérateurs qui ne satisfont pas tous les postulats EIC est également un sujet
pour des recherches futures.
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Annexe : preuves
Proposition 1 : (Seulement si) Supposons que∆ vérifie (IIA). On a 〈K1∧µ, . . . ,Kn∧
µ〉 ≡ 〈K1 ∧ µ ∧ µ, . . . ,Kn ∧ µ ∧ µ〉. Par (IIA) on obtient ∆µ(〈K1, . . . ,Kn〉) ≡
∆µ(〈K1 ∧ µ, . . . ,Kn ∧ µ〉). Par conséquent, ∆ satisfait (Ind). (IC3) est évident. (Si)
Supposons que ∆ vérifie (Ind) et (IC3) et montrons que ∆ satisfait (IIA). Soit 〈K1 ∧
µ, . . . ,Kn ∧ µ〉 ≡ 〈K ′

1 ∧ µ, . . . ,K ′
n ∧ µ〉. Par (IC3) on a ∆µ(〈K1 ∧ µ, . . . ,Kn ∧

µ〉) ≡ ∆µ(〈K ′
1 ∧ µ, . . . ,K ′

n ∧ µ〉). Or par (Ind) on a ∆µ(〈K1 ∧ µ, . . . ,Kn ∧ µ〉) ≡
∆µ(〈K1, . . . ,Kn〉) et∆µ(〈K ′

1∧µ, . . . ,K
′
n∧µ〉) ≡ ∆µ(〈K ′

1, . . . ,K
′
n〉). Par conséquent,
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∆µ(〈K1, . . . ,Kn〉) ≡ ∆µ(〈K ′
1, . . . ,K

′
n〉). !

Proposition 2 : Soit ∆ un opérateur de fusion vérifiant (Inc), (IC0), (IC1), (IC5) et
(IC6). Supposons µ ,|= ⊥ (si µ |= ⊥, alors la conclusion s’obtient trivialement de
(IC0)). Par (Inc) on a∆µ(〈⊥〉m) ≡ µ. Or, par (IC0) on a∆µ(K) |= µ. Ainsi,∆µ(K)∧
∆µ(〈⊥〉m) ≡ ∆µ(K), qui est cohérente par (IC1). Donc par (IC5) et (IC6), on a
∆µ(K) ∧∆µ(〈⊥〉m) ≡ ∆µ(K & 〈⊥〉m). Donc∆µ(K & 〈⊥〉m) ≡ ∆µ(K). !

Proposition 3 : (Seulement si) Soit ∆ un opérateur de fusion EIC. On définit un assi-
gnement comme suit : ∀I, J , I ≤K J ssi I |= ∆ϕ{I,J}

(K). Cet assignement satisfait les
conditions (1) à (6) (voir (Konieczny & Pino Pérez, 2002), théorème 11). Et par (Inc),
∀I, J ,∆ϕ{I,J}

(〈⊥〉n) ≡ ϕ{I,J}, donc I +〈⊥〉n J . Ainsi, la condition (0) (cf. définition
8) est vérifiée.
(Si)Considérons un assignement syncrétique étendu. Définissons∆ parmod(∆µ(K))=
min(mod(µ),≤K). ∆ satisfait (IC0) - (IC8) (voir (Konieczny & Pino Pérez, 2002),
théorème 11). Or par (IC0) on a ∆µ(〈⊥〉n) |= µ, et par la condition (0) et la définition
de∆, on a ∀I |= µ, I |= ∆µ(〈⊥〉n). Par conséquent,∆ satisfait (Inc). !

Proposition 4 : On montre tout d’abord que tout opérateur de mise à jour rationalisant
0i est l’opérateur de mise à jour drastique 0D, défini par K 0D µ ≡ K si K |= µ, µ si-
non. 0D correspond à l’assignement fidèle (voir (Katsuno&Mendelzon, 1991b)) tel que
∀I, J, L, I +ϕ{L}

J . Par l’absurde, supposons qu’il existe 0j ,= 0D. Par (U1) et (U3),
ϕ{L} 0j ϕ{I,J} |= ϕ{I,J}, donc ∀I, J, L tels que J <

(j
ϕ{L} I , ϕ{L} 0j ϕ{I,J} ≡ ϕ{J}.

Donc par (U2) et (U8) on a (*) ϕ{I,L} 0j ϕ{I,J} ≡ ϕ{I,J}. Par ailleurs, de (Ind-0) et
(*) on obtient∆ϕ{I,J}

(〈ϕ{I,L}〉) ≡ ∆ϕ{I,J}
(〈ϕ{I,L} 0j ϕ{I,J}〉) ≡ ϕ{I,J}. Enfin, par

(IC0), (IC1) et (IC2) on a ∆ϕ{I,J}
(〈ϕ{I,L}〉) ≡ ϕ{I}. Contradiction. Maintenant, soit

K ,|= µ,K∧µ ,|= ⊥. Par définition de 0D et par (Ind-0),∆µ(〈K〉) ≡ µ. Ceci contredit
(IC2). !

Proposition 5 : Définissons tout opérateur de révision rationalisant ◦i comme étant
l’opérateur de révision drastique ◦D, défini par K ◦D µ ≡ K ∧ µ si K ∧ µ ,|= ⊥, µ
sinon. Remarquons que ∀K, ∀I |= µ, dD(I,K) = dD(I,K ∧µ) = dD(I,K ◦D µ), ce
qui conclut la preuve. !

Proposition 6 :
• Soit K une base. Pour tout opérateur de révision rationalisant ◦i, par (R1) et (R3)
on a (K ◦i µ) |= µ et (K ◦i µ) ,|= ⊥. Donc par (Ind-◦) et (IC2), on a ∆µ(〈K〉) ≡
∆µ(〈K ◦i µ〉) ≡ K ◦i µ. Donc pour tout ◦i, ◦i = ◦∆.
• Par conséquent, l’assignement associé à ◦∆ coı̈ncide avec la restriction aux profils
singletons de l’assignement associé à ∆. Puisque ∆ est un opérateur de fusion IC,
par le théorème 1 il correspond à un assignement vérifiant les conditions (1) à (6) (cf.
définition 2). Par l’absurde, supposons maintenant que ◦∆ ,= ◦D avec ◦D l’opérateur
de révision drastique (voir la preuve de la proposition 5). Alors ∃I, J, L tels que (*)
I <ϕ{I}

J <ϕ{I}
L, i.e., il existe un préordre total <ϕ{I}

à 3 niveaux distincts. Soit
K ≡ ϕ{J,L}. Par les conditions (1) et (2), on a (**) J +K L <K I . Afin d’éviter une
écriture trop lourde, notons plus simplement< le préordre total<〈ϕ{I},K〉. Maintenant,
– Par (*), (**) et par la condition (6), on a J < L (i) ;
– Par (R2), K ◦∆ ϕ{I,J} ≡ ϕ{J}, et ϕ{I} ◦∆ ϕ{I,J} ≡ ϕ{J}. Alors par (Ind-
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◦), ∆ϕ{I,J}
(〈K,ϕ {I}〉) ≡ ∆ϕ{I,J}

(〈ϕ{J},ϕ{I}〉). Pa conséquent, par (IC0), (IC1) et
(IC4), on obtient∆ϕ{I,J}

(〈K,ϕ {I}〉) ≡ ϕ{I,J}, ce qui signifie que I + J (ii) ;
– De manière similaire, on a I + L (iii).

(i), (ii) et (iii) pris conjointement contredisent ◦∆ ,= ◦D. !

Proposition 7 : Soient K,K ′ deux bases cohérentes, et soit I |= K . La condition
(4) est trivialement vérifiée si I |= K ′. Supposons donc I ,|= K ′. Soit J |= K ′. If
J |= K , alors les conditions (1) et (2) impliquent que J <〈K,K′〉 I , et la condition
(4) est vérifiée. Supposons maintenant J ,|= K . Les conditions (1) et (2) impliquent
I <K J et J <K′ I . Par la condition (F), on obtient I +〈K,K′〉 J et la condition (4) est
vérifiée. !

Proposition 8 : (Si) Trivial par la condition (2).
(Seulement si) SoitK une base.
– On montre tout d’abord que (*) si I ,|= K et J ,|= K , alors I +K J : soit

I ,|= K , J ,|= K et supposons par l’absurde que I <K J (le cas où J <K I est
symétrique et la preuve est similaire). Soit L |= K . En utilisant les conditions (2) et
(F), on obtient I +〈K,ϕ{J}〉 L. Alors par la condition (6), on a (i) I <ϕ{J}

L. Or
I +ϕ{I,L}

L <ϕ{I,L}
J . Donc par la condition (F), on a (ii) I +〈ϕ{J},ϕ{I,L}〉 L. (i) et

(ii) ensemble avec la condition (6) impliquent que I <〈ϕ{J},ϕ{I,L}〉 L, ce qui contredit
(ii).
– Maintenant, supposons I <K J . Par l’absurde, supposons I ,|= K ou J |= K .

Pour conclure la preuve, il suffit de considérer séparément les trois cas induits, chacun
conduisant à une contradiction, en utilisant (*) ainsi que les conditions (1) et (2). !

Proposition 9 : – En premier lieu, on peut montrer que (*) si I <K J alors I ≤K${K}

J , par induction sur le nombre de bases dans K, et en utilisant les conditions (5) et (F).
– Ensuite, on montre la proposition par induction sur le nombre de bases dans K. Le

cas de base |K| = 1 provient directement de la proposition 8. Le cas de base |K| = 2,
quant à lui, provient directement de la propriété suivante : I <〈K,K′〉 J ssi (I ≤K J et
I <K′ J) ou (I <K J et I ≤K′ J), ce qui peut être montré en utilisant les conditions
(5), (6) et (F). En utilisant l’hypothèse de récurrence, i.e., ∀k ≤ n avec n ≥ 2, I <K J
ssi |I(K)| > |J(K)|, on peut prouver la propriété pour tout profil K & {K ′} (c’est-à-
dire, de taille k + 1) en utilisant les conditions (5) et (F) pour la partie (Seulement si)
de la propriété, la condition (6) pour la partie (Si) de la propriété. !

Proposition 10 : (Seulement si) Soit∆ un opérateur de fusion EIC vérifiant (Ind). Par le
corollaire 2,∆ satisfait (Ind-◦). Définissons un assignement syncrétique étendu comme
dans la preuve de la proposition 3 et montrons que cet assignement satisfait la condi-
tion (F). Par la proposition 6, ∀◦i considéré dans (Ind), ◦i = ◦D (voir la preuve de
la proposition 5) et ∀K , <◦D

K =<K . Soient I <K J et J <K′ I . Soit K ′′ ≡ ϕ{I,J}.
AlorsK ◦D K ′′ ≡ ϕ{I} etK ′ ◦D K ′′ ≡ ϕ{J}. Ainsi, par (Ind-◦), (IC0), (IC1) et (IC4),
∆K′′(〈K,K ′〉) ≡ ∆K′′(〈ϕ{I},ϕ{J}〉) ≡ K ′′. Donc, I +〈K,K′〉 J .
(Si)Considérons un assignement syncrétique filtrant. Définissons∆ parmod(∆µ(K))=
min(mod(µ),≤K). De la proposition 3, ∆ satisfait (Inc), (IC0) - (IC8). Soit K =
〈K1, . . . ,Kn〉 un profil et K′ ≡ 〈K1 ∧ ϕ{I,J}, . . . ,Km ∧ ϕ{I,J}〉. En utilisant la pro-
position 9, on montre que I <K J ssi I <K′ J . Par conséquent,∆ satisfait (Ind). !
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Programming) sur de “petits” problèmes
Yves Moinard1

INRIA-Bretagne Atlantique
IRISA, campus de Beaulieu, 35042 RENNES yves.moinard@inria.fr

Résumé : En traduisant en programmation par ensembles réponses deux petites
devinettes classiques, nous illustrons la puissance et certaines limites des sys-
tèmes actuels. Le problème n’est pas de traduire le problème de la manière la
plus efficace. Il s’agit de le traduire d’une façon pas trop ad-hoc, qui tire plei-
nement profit de l’aspect déclaratif de ce type de programmation. Ces exemples
montrent qu’on n’est pas loin de cet objectif affiché de la programmation par
ensembles-réponses sur de tels exemples, même s’il reste des progrès à faire pour
les systèmes existant. Nous évoquons deux pistes : une meilleure intégration entre
l’instantiateur et le solveur, permettant au moins de détecter les cas où le premier
suffit, et une recherche d’indexation automatique permettant de diminuer la mé-
moire nécessaire.
Mots-clés : Programmation logique, ensembles réponses, planification

1 Introduction
On examine ici la facilité avec laquelle on peut traduire de petits problèmes en un pro-

gramme exécutable en programmation par ensembles réponses (que nous abrégerons
par l’acronyme anglais ASP pour “answer set programming”) (Baral, 2003). Depuis
gringo3 (juillet 2010) la lignée clingo (gringo + clasp)1, (Gebser et al., 2009) semble
la plus efficace en général. Auparavant, il était souvent plus commode de traduire ces
problèmes grâce à DLV (Leone et al., 2006)2 et ses extensions comme DLV-Complex3

(Calimeri et al., 2009), qui admettent des structures de données plus riches (suites, en-
semble), avec parfois la possibilité d’intégrer de petits scripts de calcul. L’usage de
clingo exigeait que chaque variable du corps d’une règle soit introduite par un prédicat
dont le domaine est donné au départ. Cette lourde contrainte a disparu depuis gringo3,
l’intégration de scripts a aussi été ajoutée (non utilisée ici). D’autre part les symboles
de fonction permettent de simuler (plus ou moins élégamment) des suites. Ainsi, les

1
http ://sourceforge.net/projects/potassco/

2
http ://www.dbai.tuwien.ac.at/proj/dlv/

3
https ://www.mat.unical.it/dlv-complex
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principaux avantages qui existaient en faveur de l’utilisation de DLV se sont estompés.
L’aspect ouvert de clingo, contre un système DLV moins transparent, en plus de ses per-
formances en général meilleures, apporte des arguments en faveur de clingo. D’autres
sytèmes4, comme Asperix5 (Lefèvre et al., 2010) ou Cmodels6 demeurent en version
préliminaire ou (parfois inclusif) sont d’une utilisation pratique plus complexe.

La programmation par ensemble réponse constitue sans doute le système le plus
proche de l’idéal de la programmation déclarative : le problème est le programme,
inutile de se préoccuper de la façon de calculer la solution. La solution est un ensemble
de modèles particuliers appelés ensembles réponses (que l’on abrégera encore par
l’acronyme anglais AS). En réalité bien sûr il faut se préoccuper un peu de la façon dont
le système va calculer les réponses. Selon le problème posé, cette préoccupation est
plus ou moins complexe. La programmation par ensembles réponses est bien adaptée
par exemple à des problèmes de parcours dans des graphes, et elle permet d’écrire des
programmes élégants et naturels. Ce formalisme proche la logique classique traite de fa-
çon très naturelle de petits problèmes comme le fameux problème de l’eau et du zèbre.
http ://www.hakank.org/answer_set_programming/zebra.lp de
Hakan Kjellerstrand fournit l’énoncé, et surtout deux transcriptions en ASP élégantes,
dont une seule est efficace. Cela illustre le fait (évident, et reconnu par les créateurs ou
utilisateurs de systèmes ASP) qu’il est illusoire de s’affranchir de toute considération
d’efficacité. Il reste que les critères permettant de juger du caractère “naturel” d’une
solution (un programme ASP qui résout un problème posé) sont flous. La compéti-
tion ASP tend naturellement à privilégier les systèmes qui permettent, pour de fins
connaisseurs de ces systèmes, de résoudre un problème le plus rapidement possible et
avec le moins de place mémoire. Pour tout langage informatique, ce seul critère est
insuffisant, mais c’est encore plus insuffisant pour un langage déclaratif. Une citation
extraite des résultats de la seconde compétition ASP évoque l’importance cet aspect,
mais il demeure délicat de mesurer objectivement les performances en ce domaine :

The Potassco team is the clear winner [semble encore vrai pour la Third
competition] [...]. Given that the goal of declarative problem solving is to
minimize the effort of programmers, it is of equal interest to investigate the
performance of teams that used a single collection of systems with uniform
parameter settings. (Denecker et al., 2009).

Voici deux petits exemples avec des traductions ASP qui semblent “naturelles”. Le
premier est simple. Le second n’est pas trop complexe, mais il semble qu’aucun pro-
gramme “simple et naturel” ne donne directement le résultat. Les systèmes actuels
(comme clingo) permettent de le résoudre, mais il ne suffit plus de transcrire l’énoncé.

2 Un exemple de rêve : le pont miné
Quatre soldats doivent franchir de nuit un pont qui sautera une heure après
que le premier soldat aura mis le pied sur le pont. Les soldats sont plus

4Liste de systèmes : http ://www.cs.uni-potsdam.de/∼torsten/asp/.
5
http ://www.info.univ-angers.fr/pub/claire/asperix/

6
http ://www.cs.utexas.edu/users/tag/cmodels.html
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ou moins blessés ce qui donne leur durée respective de franchissement du
pont en minutes : 25, 20, 10 et 5. Le pont ne supporte que deux soldats à la
fois et l’unique lampe est indispensable pour traverser. Comment font-ils ?

Le programme qui suit est une copie quasi littérale de l’énoncé. C’est une suite de
règles “tête :- corps.” : si chaque élément du corps est satisfait, la tête l’est.
Pour les données on utilise des faits, ou règles sans corps (corps≡ �) :
soldat(0..3). temps(0,25). temps(1,20). temps(2,10).

temps(3,5). lieu(depart). lieu(arriv). #const tmax= 60.

(La notation N1..N2 signifie que toute valeur entre N1 et N2 est possible.)
Voici la signification des prédicats introduits :
at(M,L,S) : À l’étape M, le soldat (ou la lampe) S est en L.
move(M,L,S) : En M, S part vers L, qu’il atteindra en M+1.
duree(M,T) : En M, les soldats ont mis un temps T pour effectuer leur trajet.

Les noms de variables (apparaissant comme paramètre de prédicat ou de fonction) com-
mencent par une majuscule, contrairement aux noms de constantes, fixées une fois pour
toutes à chaque exécution d’un programme.

Initialisation : 4 soldats et lampe au départ, durée du trajet actuel nulle :
at(1,depart,S):-soldat(S). at(1,depart,lampe). duree(0,0).

Génération des déplacements : Un soldat ne peut traverser que s’il part du côté de la
lampe. On essaie de traverser tant que le but n’est pas atteint [not goal(M-1), facul-
tatif, mais accélère sensiblement]. not est la négation par défaut : not goal(M-1)

est vrai quand goal(M-1) ne figure pas dans l’ensemble réponse considéré. Ne plus
traverser après “tmax” (explosion). Tout cela est aisément traduit par une règle de gé-

nération indéterministe (si le corps est satisfait, move(M,L,S) peut être pris ou pas) :
{move(M,L,S)} :- at(M,L0,S), soldat(S), at(M,L0,lampe),

lieu(L),L0!= L,duree(M-1,T), T<tmax, not goal(M-1).

Description du résultat du déplacement représenté par les move(M,L,_) :
(1) Ceux qui arrivent en L : at(M+1,L,S) :- move(M,L,S).

(2) Axiomes du cadre Ceux qui ne se sont pas déplacés restent en LO (2a) ou en L (2b) :
(2a) at(M+1,L0,S) :- move(M,L,S1),

at(M,L0,S), L0!= L, not move(M,L,S).

(2b) at(M+1,L,S) :- move(M,L,S1), at(M,L,S).

(Ces deux axiomes sont un peu particuliers au problème, pour accélérer, mais un seul
axiome du cadre, encore plus simple, et généralisable, suffirait.)

Moins de 3 soldats traversent. On utilise une contrainte : règle sans tête, ce qui équi-
vaut à tête≡ ⊥, qui élimine les ensembles réponses satisfaisant le corps :
:- move(M,L,S1;S2;S3), soldat(S1;S2;S3), S1 <S2, S2 <S3.

Utiliser la notation clingo move(M,L,S1;S2...) qui remplace move(M,L,S1),
move(M,L,S2),... allège l’écriture (et accélère).
Utiliser < au lieu de!= (qui représente �=) diminue la taille de l’instantiation.

Un soldat suffit à porter la lampe, qu’il faut emporter à chaque traversée :
move(M,L,lampe) :- move(M,L,S).

Le calcul du temps de traversée est peu élégant, car la version actuelle de clingo n’au-
torise pas ici les “méta-prédicats” #max et #sum (cela devrait évoluer ?) :
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duree22(M,T0+T2) :- move(M,L,S1;S2), duree(M-1,T0),

temps(S1,T1), temps(S2,T2), T1 < T2. (cas de 2 soldats)
duree21(M) :- duree22(M,T). duree(M,T) :- duree22(M,T).

duree(M,T0+T) :- move(M,L,S), duree(M-1,T0), temps(S,T),

not duree21(M). (cas où un seul soldat traverse)

Comme souvent en ASP dans un problème de planification, on décrit le but,
puis une contrainte élimine les modèles ne satisfaisant pas ce but :
goal(M-1) :- at(M,arriv,0;1;2;3). (le but est atteint en M )
goal0 :- goal(M). (le but est atteint)
:- not goal0. (élimine les AS ne satisfaisant pas le but)
On en déduit la durée totale : duree1(T) :- goal(M), duree(M,T).

Deux terminaisons. Un méta prédicat d’optimisation détecte les modèles minimisant
la durée (1) ; ou une contrainte élimine les modèles qui dépassent le temps permis (2) :

1. #minimize [ duree1(T)= T].

2. :- duree1(T), T > tmax.

Les deux fournissent le même résultat avec cet énoncé car 60 est le temps minimum
possible. L’optimisation est assez bien implémentée car elle accélère un peu (0.140s.
avec et 0.170 s. sans) et elle accepte un énoncé moins coopératif. Il y a deux solutions :
move(1,arriv,2) move(1,arriv,3) move(1,arriv,lampe)

move(2,depart,2) move(2,depart,lampe)

move(3,arriv,0) move(3,arriv,1) move(3,arriv,lampe)

move(4,depart,3) move(4,depart,lampe)

move(5,arriv,2) move(5,arriv,3) move(5,arriv,lampe)

duree1(60) Optimization : 60 L’autre solution est similaire.
Le programme ASP est immédiat et naturel, et fournit la solution demandée sans

effort de programmation. Chaque règle correspond de façon directe à une partie de
l’énoncé. Cette facilité est due au très petit espace de recherche nécessaire : il est inutile
de réfléchir au problème, traduire l’énoncé suffit. Remarquons, par rapport à un simple
datalog, que l’utilisations de la négation par défaut not dans l’axiome du cadre facilite
sensiblement l’écriture.

On va maintenant étudier un exemple où écrire le programme n’est pas si simple.

3 Un exemple récalcitrant : l’éléphant et les bananes
3.1 Présentation du vieil éléphant mangeur de bananes

Un planteur a produit 3 000 bananes. Il ne dispose que d’un vieil éléphant
qui consomme une banane au kilomètre et ne peut porter que 1000 ba-
nanes au plus. Le marché se trouve à 1000 km de la plantation. Combien
de bananes le planteur pourra-t-il porter au maximum au marché ?

L’espace des solutions envisageables est grand. Il faut réfléchir avant de programmer
sous peine de crash (bad_alloc). Il faut élaguer l’espace de recherche. Un gros avan-
tage d’ASP apparaît ici : il est facile d’introduire le fruit de telles réflexions de façon
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naturelle dans le programme. Mais des limites de l’aspect déclaratif apparaissent. Les
matheux résolvent ce problème sans programmer. Au contraire, le but ici est de trouver
des procédés les plus généraux possibles qui facilitent la programmation efficace.

Une méthode applicable à tout problème de ce type change les unités de mesure. On
introduit un pas par exemple de 10 bananes (ou km), et on lance le programme. Cela
fournit un résultat, optimal à cette granularité-là, qui permet de diminuer le pas, mais
avec un encadrement issu du résultat grossier déjà obtenu. Il semble naturel de faire
porter l’encadrement sur les distances des dépôts intermédiaires (indispensables ici).
Les distances fournies par les solutions à 10 près permettront de lancer une seconde
recherche, encadrée, jusqu’à obtenir le résultat à l’unité près. Malgré cela, il reste très
difficile d’écrire un programme satisfaisant. Il faut donc élaguer l’espace de recherche
par l’ajout d’hypothèses qui nécessitent une réflexion sur ce problème précis.

Appelons un ensemble d’hypothèses pertinent si, à partir de tout itinéraire satisfai-
sant l’énoncé, on peut construire un itinéraire satisfaisant ces hypothèses qui apporte au
moins autant de bananes au marché. Un ensemble est faiblement pertinent s’il est per-
tinent dans tous les cas où existe au moins un itinéraire satisfaisant ces hypothèse : cela
permet de résoudre le problème si les données numériques sont légèrement modifiées.
On essaie d’abord les hypothèses fortes, et s’il n’y a aucune solution, on essaiera l’hy-
pothèse plus faible, laquelle produira un espace de recherche plus grand. Démontrer la
pertinence des hypothèses considérées ici dépasse le cadre de cet article :

1. Imposer le nombre de dépôts (deux intermédiaires) et d’étapes (9),
2. Se limiter aux trajets qui s’arrêtent dès le marché atteint,
3. et aux distances entre dépôts croissantes.
4. Imposer la charge maximale aux parcours aller, avec deux variantes :

(a) charge maximale toujours, ou
(b) charge maximale si disponible, sinon tout ce qui est disponible.

5. Revenir sans bananes pour les parcours retour (facile à démontrer).

3.2 Un premier programme, semblable au précédent
Voici un programme, facile à écrire, mais à piètres performances.

#const ban = 3000. #const load = 1000. #const dist = 1000.

Ex. d’“unité de calcul” : #const step =100. Constantes en “unité de calcul” :
#const bu = ban/step. #const leu = load/step. #const du = dist/step.
d(0..3). (Dépôts utilisés, y compris départ 0 et arrivée 3)
#const stagemax = 9. (Nombre maxi d’étapes)
stage(0..stagemax). (“Étapes” – ou “temps”– possibles)

Valeurs possible, en “unités” (quantité de bananes, charge, distance) :
ldn(0..bu). len(1..leu). dn1(1..leu).

dd01(DD0,DD1,DD2) : DDi, distance possible entre dépôts i et i + 1, tenant
compte d’éventuelles restrictions imposées (grâce à dd2valkm), et de l’hypothèse 3 :

encadr(D) :- dd2valkm(D,Infkm,Supkm).

dd2val(D,1..leu/2-1) :- d(D), D+1 < 3, not encadr(D).
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dd2val(D,Infkm/step..Supkm/step) :- D < 3,

dd2valkm(D,Infkm,Supkm).

dd012(DD0,DD1,DD2) :- dd2val(0,DD0), dd2val(1,DD1),

DD0 <= DD1, DD2 = du - DD0 - DD1, DD1 <= DD2.

dd01(DD0,DD1) :- dd012(DD0,DD1,DD2).

Première séparation des “ensembles réponse” (AS) : une seule configuration (atome
en descr) de dépôts par AS. On génère un seul ddescr(dd01(DD0,DD1)) par
ensemble réponse grâce à la règle suivante (“ :” signifie “tel que” pour clingo) :
1 { ddescr(dd01(DD0,DD1)) : dd012(DD0,DD1,DD2)} 1.

dd(D1,D2,DD) : Les dépôts D1 et D2 sont voisins et distants de DD, fournit les
distances, et les dépôts D2 voisins de D1 (l’hypothèse 2 évite de définir dd(3,2,_)).
Le symbole fonctionnel facultatif ddO1 facilite l’écriture de certaines règles :
dd(0,1,DD0) :- dd012(DD0,DD1,DD2), ddescr(dd01(DD0,DD1)).

dd(1,0,DD0) :- dd012(DD0,DD1,DD2), ddescr(dd01(DD0,DD1)).

dd(1,2,DD1) :- dd012(DD0,DD1,DD2), ddescr(dd01(DD0,DD1)).

dd(2,1,DD1) :- dd012(DD0,DD1,DD2), ddescr(dd01(DD0,DD1)).

dd(2,3,DD2) :- dd012(DD0,DD1,DD2), ddescr(dd01(DD0,DD1)).

move(S,D,LE) : À l’étape S l’éléphant quitte D0 [move(S-1,D0,LE0)] pour aller
vers un voisin D, avec la charge LE.

loadD(S,D,LD) : En S, la charge de D après le départ de l’éléphant de D0 est LD.
loadDS(S,D,LD) est un loadD(S,D,LD) en un S où LD est modifiée.
loadE(S,LE) : En S, la charge emportée par l’éléphant est LE.

Initialisations, mouvement fictif (S=0) :
move(0,0,0):-d(0). loadDS(0,0,bu). loadDS(0,D,0):-d(D),D>0.

Premier vrai mouvement (S=1) : quitte 0 pour 1 avec LE.
move(1,1,leu). loadDS(1,0,B-LE):-move(1,1,LE),loadD(0,0,B).

loadD(1,D,0) :- loadD(0,D,0), d(D), D>0.

Mouvement général : 1. “aller”, de D à D+1 (hypothèse 4a, une règle supplémentaire
serait nécessaire pour l’hypothèse faible 4b) :
{ move(S+1,D+1,leu)} :- move(S,D,LE), move(S-1,D0,LE0),

dd(D0,D,DD0), dd(D,D+1,DD), loadD(S,D,LD0),

LDA = LD0 + LE - DD0, LDA >= leu, S < stagemax.

2. “retour”, de D à D-1 (hypothèse 5) :
{ move(S+1,D-1,DD)} :- move(S,D,LE), move(S-1,D0,LE0),

dd(D0,D,DD0), dd(D,D-1,DD), loadD(S,D,LD0),

LDA = LD0 + LE - DD0, LDA >= DD, S < stagemax.

:- move(S,D,LE),move(S,D1,LE1),D<D1. (Un seul move par étape S.)

Calcul de loadD (loadDS est utilisé pour le seul dépôt modifié à chaque étape) :
loadDS(S+1,D,LD1) :- move(S+1,D1,LE1), move(S,D,LE),

move(S-1,D0,LE0), S>0, dd(D0,D,DD), loadD(S,D,LD),

LD1 = LD+LE-DD-LE1, LD1 >= 0.

loadD(S,D,LD) :- loadDS(S,D,LD).



Programmation par ensembles réponses et 2 puzzles

loadD(S+1,D,LD) :- move(S+1,D1,LE1), move(S,D0,LE0),

loadD(S,D,LD), D!= D0. (Axiome du cadre pour les dépôts non modifiés.)
loadES(S) :- move(S,D,LE). (S est une étape non finale.)

Élimine les trajets qui n’arrivent pas au marché (3) :
:- move(S,D,LE), D < 3, not loadES(S+1).

LE dans move(stagemax,3,LE) est la charge apportée au marché, en unité step,
et #maximize ne garde que les AS avec le plus grand nombre possible de bananes :
loadAu(stagemax+1,LE-DD2) :- move(stagemax,ndep,LE),

dd(ndep-1,ndep,DD2).

loadA(S,LU * step) :- loadAu(S,LU). (en bananes)

#maximize [ loadA(S,LD) = LD].

ddkm(I,J,DD * step) :- dd(I,J,DD), I < J. (Distances entre les
dépôts en km, utile pour l’utilisateur qui diminuera la valeur de l’unité interne.)

Ce programme assez facile à écrire (et donc, et c’est plus important, à modifier, par
exemple pour améliorer ses performances) trouve la solution, mais il faut plusieurs
tentatives car lancer avec step=1 sans encadrement produit bad_alloc.

On peut obtenir laborieusement le résultat ainsi :
Premier lancement step=100. donne (en 1/3s) deux AS optimaux (similaires), avec
en particulier loadA(10,500) ddkm(1,2,300) ddkm(0,1,200)

dont on s’inspire pour relancer le programme avec les données suivantes :
step=33.dd2intervalkm(0,150,250).dd2intervalkm(1,250,350).

On trouve encore 2 AS optimaux, en moins de 2s :
loadA(10,528) ddkm(2,3,462) ddkm(1,2,330) ddkm(0,1,198)

On relance, avec ces données :
#const step =10. dd2valkm(0,190,210). dd2valkm(1,320,350).

On trouve encore deux optimaux en 1 s., avec un peu plus de bananes à vendre (530) :
loadA(10,530) ddkm(2,3,470) ddkm(1,2,330) ddkm(0,1,200)

À ce stade, il est possible mais long d’obtenir le résultat, car
#const step=1. dd2valkm(0,194,206). dd2valkm(1,324,336).

produit bad_alloc, bien que les intervalles exigés soit assez petits.
L’encadrement très fin suivant donne le résultat, mais c’est peu satisfaisant :
#const step=1. dd2valkm(0,197,203). dd2valkm(1,327,333).

Résultat (un des 2 optimaux fournis) en plus de 6mn :
move(0,0,0) move(1,1,1000) move(2,0,200) move(3,1,1000) move(4,2,1000)
move(5,1,333) move(6,0,200) move(7,1,1000) move(8,2,1000) move(9,3,1000)
loadA(10,533) ddkm(2,3,467) ddkm(1,2,333) ddkm(0,1,200)

De nombreuses tentatives d’amélioration du programme ont échouées. Il en existe
sûrement, mais l’aspect “déclaratif” affiché s’éloigne.

3.3 Un autre type de programme
Au lieu de faire, comme c’est naturel en ASP, une solution par AS, on place la solution

dans un seul AS. Les règles qui génèrent des solutions sont remplacées par des règles
qui calculent toutes les solutions dans un seul AS. La règle suivante est supprimée :
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1 { ddescr(dd01(DD0,DD1)) : dd012(DD0,DD1,DD2)} 1.

Les deux règles générant les “mouvements généraux (allers et retours)” sont rempla-
cées par des règles qui calculent tous les trajets possibles dans le même AS. Chaque
trajet nécessite donc un indice complexe qui contient le couple (DD0,DD1) concerné
et la liste des dépôts déjà visités, ainsi que des charges de l’éléphant. On utilise des
symbole de fonction pour construire les nouveaux termes, remplaçant le prédicat move
par une fonction m. Le programme complet est un peu long pour figurer ici, mais voici
quelques règles. Le début, jusqu’à la règle de génération suivante, est inchangé.
1 { ddescr(dd01(DD0,DD1)) : dd012(DD0,DD1,DD2)} 1.

Cette règle est remplacée par un nouveau prédicat dd qui “indexe” chaque ancien dd
par (DD0,DD1) (ici encore le symbole de fonction dd01 est facultatif) :
dd01(DD0,DD1) :- dd012(DD0,DD1,DD2).

dd(dd01(DD0,DD1),0,1,DD0) :- dd01(DD0,DD1).

dd(dd01(DD0,DD1),1,0,DD0) :- dd01(DD0,DD1).

dd(dd01(DD0,DD1),1,2,DD1) :- dd01(DD0,DD1).

dd(dd01(DD0,DD1),2,1,DD1) :- dd01(DD0,DD1).

dd(dd01(DD0,DD1),2,3,DD2) :- dd012(DD0,DD1,DD2).

Voici comment sont décrits les trajets, en utilisant des fonctions m (“mouvement”) et
i (“itinéraire”) au lieu du prédicat move. Un prédicat itiopt décrit les trajets i opti-
maux trouvés (voir un exemple ci-dessous dans le résultat). On utilise aussi le symbole
de fonction l (pour “load”), l(D,LD) signifie que la charge du dépôt D est LD. Le
premier paramètre de i (terme en dd01) contient l’information sur l’espacement des
dépôts. Le second S indique le numéro de l’étape (redondant ici, contenu dans le terme
en m, mais simplifie des règles). Le troisième est le terme en m qui représente la suite
des dépôts dans leur ordre de visite. Le quatrième est le terme en l décrit ci-dessus.

Ainsi, un mouvement est maintenant représenté grâce à un symbole de fonction m, qui
permet de le décrire en un seul terme, et non plus par un prédicat move qui ne décrit
qu’une étape (mais était plus aisé à manipuler).

m(M,D,LE) : le mouvement obtenu à la suite du mouvement précédent M ,
D est le dépôt où l’éléphant arrive maintenant, LE étant la charge avec laquelle il est
parti du dépôt D0 précédent [donc M est m(Ma,D0,LE0), D0 étant le dépôt quitté,
avec la charge LE0, Ma étant le mouvement d’avant].

L’écriture des règles n’est pas facilitée : l’aspect déclaratif est moins net !
Un mouvement est décrit à l’aide de la fonction m au lieu du prédicat move ci-dessus.

Initialisations : #const mi = m(m0,0,0).

i(dd01(DD0,DD1),0,m(m0,0,0),l(0,bu)) :- dd01(DD0,DD1).

i(dd01(DD0,DD1),0,m(m0,0,0),l(D,0)) :- dd01(DD0,DD1),

d(D), D > 0.

i(dd01(DD0,DD1),1,m(m(m0,0,0),1,leu),l(0,bu-leu)) :-

dd01(DD0,DD1).

i(dd01(DD0,DD1),1,m(m(m0,0,0),1,leu),l(D,0)) :-

dd01(DD0,DD1), d(D), D>0.

Poursuite du trajet : cas d’un parcours “retour”, D = D0 -1 :
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i(dd01(DD0,DD1),S+1,m(m(m(Ma,Da,LEa),D0,LE0),D0-1,DP),l(D0,LD))

:- i(dd01(DD0,DD1),S,m(m(Ma,Da,LEa),D0,LE0),l(D0,LD0)),

dd(dd01(DD0,DD1),D0,D0-1,DP),dd(dd01(DD0,DD1),Da,D0,DP0),

S < stagemax, LD = LD0 + LE0 - DP0 - DP, LD >= 0.

La règle pour les parcours “aller” est similaire (là encore, deux règles avec l’hypo-
thèse faible 4b). Voici l’axiome du cadre pour les dépôts autres que D0 (D = D0 +/- 1) :
i(dd01(DD0,DD1),S+1,m(m(m(Ma,Da,LEa),D0,LE0),D,LE),l(Di,LDi))

:-i(dd01(DD0,DD1),S+1,m(m(m(Ma,Da,LEa),D0,LE0),D,LE),l(D0,LD)),

S < stagemax, Di!= D0,

i(dd01(DD0,DD1),S,m(m(Ma,Da,LEa),D0,LE0),l(Di,LDi)).

Le reste du programme est immédiat. Les performances sont très supérieures, et on
peut considérer le problème résolu. Il est dommage que la méthode préconisée en géné-
ral pour les problèmes de planification (un AS par tentative, ou presque) rencontre un
problème de taille mémoire. L’idéal serait que le système soit capable de traiter le pro-
gramme en move de façon aussi économique que ce programme en m. En effet, dans
le programme en m, l’utilisateur guide les calculs. Remarquons qu’ici la structure du
programme est très simple (au détriment de la facilité d’écriture). Il faudrait un système
capable de constituer quelque chose de ce genre à partir des données en move et at.
Est-ce faisable ?

Voici les performances de ce programme : step=1 sans encadrement ne passe pas
mais la suite (1) step =10 (seul) (2) step=1, dd2valkm(0,170,230)

dd2valkm(1,300,360) passe sans problème en environ 5s, et donne ceci :
itiopt(dd01(200,333),loadAU(533),loadA(533),

i(dd01(200,333),9,m(m(m(m(m(m(m(m(m(m(m0,0,0),1,1000),

0,200),1,1000),0,200),1,1000),2,1000),1,333),2,1000),

3,1000), l(2,1))) et un autre trajet similaire.

3.4 La surprise gringo (ne résout pas tout)

Afin de voir comment limiter l’explosion en taille, lançons gringo (“instantiateur”
sans le “solveur” clasp), avec step(1) seul (sans intervalle). Cela donne le résultat
(en 96 s sur l’ordinateur utilisé, mais l’essentiel du temps est sans doute utilisé pour
écrire le fichier résultat car le filtrage ne fonctionne pas avec gringo). Cela donne donc
le résultat cherché directement, sans utiliser d’unité interne ni d’encadrement a priori
(mais en utilisant les hypothèses 1 – 5 ci-dessus). L’ennui est que clingo (gringo + clasp)
ne sait pas que gringo seul suffirait ici à donner le résultat. Et il semble (d’après Torsten
Schaub) qu’il ne soit pas si facile que cela de faire que clingo s’en aperçoive assez
tôt pour éviter d’utiliser de la mémoire de façon inutile ici, et catastrophique (gringo
pourrait-il s’en apercevoir ?). On se situe donc ici dans une marge où gringo seul passe
et pas clingo, mais des tests avec l’hypothèse faible suggèrent que cette marge n’est pas
si étroite que cela, et que donc détecter ces cas augmenterait les possibilités de clingo.
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4 Conclusion
L’état actuel des systèmes ASP permet d’envisager à court terme une réelle utilisation

pour des problèmes de planification de difficulté moyenne. Il s’agit d’un formalisme
facilitant l’écriture et la modification des programmes, alors qu’un formalisme spéci-
fique demande une phase de familiarisation. On a donné deux exemples : un cas simple
où la traduction ASP est quasi littérale et très naturelle, un plus complexe nécessitant
des optimisations qui sont elles aussi aisément traduisibles en ASP. Pour une utilisa-
tion plus aisée, les systèmes actuel devraient encore être un peu améliorés, ce qui est
naturel pour un formalisme général et récent. L’exemple de l’éléphant, plus aisé à trai-
ter à l’aide d’un seul ensemble réponse (ce qui contredit la plupart des préconisations
usuelles) semble indiquer qu’il serait bon que l’utilisateur puisse indiquer au système
comment traiter certains prédicats. Ainsi, dans la version “usuelle” avec un essai par en-
semble réponse, le fait pour l’utilisateur de préciser que loadD doit satisfaire l’axiome
du cadre est susceptible de faciliter l’écriture du programme, mais surtout l’efficacité
du calcul : des méthodes spécifiques permettraient d’épargner de la mémoire. Un méta
prédicat du genre #cadre où #cadre loadD/1/1/1. signifierait que loadD doit
être traité comme satisfaisant l’axiome du cadre : le premier paramètre étant le tem-
porel, le second l’indice et le troisième la valeur soumise à l’axiome du cadre, devant
rester identique, pour chaque indice, sauf si une règle demande de la modifier. On ne
peut pas aller trop loin dans cette direction car on reviendrait à un système spécifique.
Mais le gain en facilité d’expression et de calcul, ainsi que le caractère général de ce
comportement, semble justifier ce genre d’ajout. On peut aussi envisager soit un méta
prédicat #mvt signalant ici que move doit être traité de façon particulière, ou mieux
(si possible)une détection automatique de ce genre de situation. Il semble que de telles
petites évolutions des systèmes actuels, orientées confort de l’utilisateur, amélioreraient
sensiblement leurs performances effectives (et non pas théoriques).
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Résumé : Nous proposons de spécialiser la notion d’extension justifiée de fa-
çon à représenter les extensions admissibles (et donc préférées et stables) au sein
d’une théorie de défauts. En nous appuyant sur la correspondance entre exten-
sions justifiées et ι-answer sets (iota answer sets), nous montrons alors que tout
ensemble admissible d’arguments d’un cadre argumentatif abstrait peut être di-
rectement calculé à partir des ι-answer sets du programme logique correspondant.
En particulier, il est possible d’étendre un tel programme par un ensemble de
contraintes ad hoc permettant d’en filtrer directement les ensembles admissibles.
Mots-clés : Argumentation abstraite, défauts, programmation logique

1 Introduction
Depuis l’introduction de la notion de cadre argumentatif abstrait par Phan Minh

Dung (cf. Dung (1993a), Dung (1993b), Dung (1995)), plusieurs auteurs ont consi-
déré les liens associant cette théorie avec les défauts ou la programmation logique,
(Dung (1995), Bondarenko et al. (1997), Nieves et al. (2008), Egly et al. (2010)). L’en-
semble de ces travaux procède d’une vision commune qui souligne avec succès le rôle
fondamental que joue au cœur de ces formalismes la notion de conflit entre deux in-
formations. Le cadre argumentatif apparaît donc comme une approche particulièrement
éclairante du mécanisme non-monotone mis en oeuvre au sein d’une théorie de défaut
ou d’un programme logique. Sans aucunement remettre en cause l’intérêt profond de
cette démarche, nous proposons toutefois de revenir à la question inverse, à notre sens
insuffisament explorée, à savoir : qu’est-ce qu’une théorie de défauts ou un programme
logique peuvent nous apprendre d’un cadre argumentatif abstrait ? En particulier, parce
que tout cadre argumentatif apparaît formellement comme un fragment d’une théorie
de défauts, il nous semble judicieux d’explorer de façon plus précise comment l’un des
concepts de base de l’approche argumentative – l’extension admissible – est apparenté
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au même concept dans les approches non-monotones citées. Nos motivations sont mul-
tiples : nous espérons élucider de façon plus précise les liens entre ces différents forma-
lismes et, à un moment où se pose avec acuité la question des approches logiques de la
notion d’argument (par exemple dans Amgoud & Besnard (2009)), précisément être en
mesure de proposer les bases d’une réévaluation de l’argumentation abstraite à l’aune
de la logique. De ce point de vue, nous pensons aussi qu’il serait intéressant de connaître
les conditions formelles permettant d’appliquer aux cadres argumentatifs les très nom-
breux travaux menés du côté de la logique sur les préférences, sur la notion d’inférence
cumulative ou sur d’autres propriétés. Enfin, en replaçant les cadres argumentatifs dans
la perspective de la programmation logique, nous espérons pouvoir mieux bénéficier du
remarquable pouvoir calculatoire des systèmes qui sont actuellement proposés. Nous
commençons donc par montrer que tout ensemble d’arguments, maximal, sans conflit,
correspond très exactement à la notion d’extension justifiée d’une théorie de défauts,
initiée par Lukaszewicz (1988), et par contrecoup aux ι-answer sets (ou ι-as) d’un pro-
gramme logique (cf. Gebser et al. (2009)). A partir de contraintes spécifiques sur les
extensions justifiées d’une théorie de défauts, nous proposons ensuite une caractéri-
sation de la notion d’ensemble admissible d’arguments d’une théorie argumentative
abstraite obtenue à partir de cette théorie de défauts. Etant donnée la correspondance
entre extensions justifiées et ι-as, nous montrons alors que tout ensemble admissible
d’un cadre argumentatif abstrait peut être caractérisé à partir des ι-as du programme
logique équivalent. Il devient notamment possible d’adjoindre à ce programme logique
un ensemble de contraintes permettant d’exfiltrer directement à partir des ι-as les en-
sembles admissibles d’arguments. Il est à noter que les ι-as héritent de la propriété de
semi-monotonie des extensions justifiées, ce qui souligne leur rôle central dans le cadre
d’un traitement incrémental des arguments à partir d’un programme logique. Dans le
second paragraphe, nous rappelons les concepts de base liés aux cadres argumenta-
tifs abstraits Dung (1995) et des théories de défauts Reiter (1980). Dans le troisième
paragraphe, nous établissons une correspondance stricte entre ensembles d’arguments
maximal sans conflit et extensions justifiées, ce qui permet ensuite la caractérisation de
tout ensemble admissible d’arguments comme un cas particulier d’extension justifiée.
Le quatrième paragraphe étend cette caractérisation aux ι-as et au calcul d’extensions
admissibles à l’aide de contraintes d’intégrité.

2 Préliminaires
Nous rappelons ici brièvement quelques définitions de base concernant les cadres

argumentatifs abstraits d’abord, les théories de défauts ensuite. La notion de programme
logique est abordée plus loin.
Un cadre argumentatif est une paire 〈AR, attaque〉 telle que AR est un ensemble

et attaque est une relation entre les éléments AR i.e. attaque ⊆ AR × AR. Tout
élément de AR est appelé argument et a attaque b signifie qu’il y a une attaque de a à
b. Dans ce cas a est appelé contre-argument de b. Par extension, un ensemble S ⊆ AR
attaque un argument a ∈ AR ssi un argument de S attaque a. Au contraire, S défend a
ssi pour tout b ∈ AR, si b attaque a alors S attaque b. Dans ce cas, a est aussi dit être
acceptable au regard de S. La relation d’attaque induit différents degrés de cohérence
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entre arguments. En premier lieu S ⊆ AR est dit sans conflit ssi il n’y a aucun a et
b de S tel que a attaque b. S est admissible ssi S est sans conflit et défend tous ses
éléments. Une extension préferée est un sous-ensemble⊆-maximal admissible de AR.
Enfin S est une extension stable ssi S est sans conflit et attaque tout argument qui n’est
pas dans S.

Exemple 1 Soit le cadre argumentatif AF suivant, les flèches représentant la relation
d’attaque entre les arguments a, b, c, d, e, f , g :

a b c d e

f

g

Les ensembles admissibles sont : ∅, {a}, {c}, {d}, {a, c}, {a, d}, {d, f}, {a, d, f}.
Les extensions préferées sont {a, c}, {a, d, f}. L’unique extension stable est {a, d, f}.
Quelque soit le type d’extension considérée (admissible, préferée, ou stable), celle-ci
est un sous-ensemble d’un ensemble ⊆-maximal sans conflit parmi {a, c, e}, {a, c, f},
{a, c, g}, {a, d, f}, {a, d, g}, {b, d, f}, {b, d, g}, {b, e}.

Un défaut est une expression de la forme α:β
γ
, α, β, γ y étant des formules closes

du premier ordre. α est appelé prérequis, β justification, et γ conclusion. Etant donné
un ensemble de défauts D, PREREQ(D), JUST(D), et CONS (D) font respecti-
vement référence aux ensembles des prérequis, des justifications et des conséquences
des défaults de D. Une théorie de défauts ∆ est la paire (W, D), W y désignant
un ensemble de formules du premier ordre et D un ensemble de défauts. Intuitive-
ment, une conséquence de défaut est valide si le prérequis de ce défaut est valide,
et si rien ne contredit la justification. La conséquence essentielle de cette approche
est capturée par la notion d’extension. Les caractérisations que nous utilisons des R-
et J- extensions (notions respectivement dues à Reiter (1980) et Lukaszewicz (1988))
sont données dans Risch (1996). Soit ∆ = (W, D) une théorie de défauts. Un sous-
ensemble D′ de D est dit enraciné ssi pour tout d ∈ D′, il existe une séquence
d0, d1, . . . , dk d’éléments de D′ telle que (1) PREREQ({d0}) ∈ Th(W ), (2) Pour
1 ≤ i ≤ k − 1,PREREQ({di+1}) ∈ Th(W ) ∪ CONS ({d0, d1, . . . di}), et dk = d.
Soit alors D′ un sous-ensemble quelconque de D ; E = Th(W ∪ CONS (D′)) est :
(1) une J-extension de ∆ ssi D′ est un sous ensemble enraciné ⊆-maximal de D tel
que pour tout β ∈ JUST(D′), ¬β *∈ E ; (2) une R-extension de ∆ ssi elle est une
J-extension, et pour tout défaut d ∈ D \ D′, d = α:β

γ , α *∈ E ou ¬β ∈ E. Lorsque
E = Th(W ∪ CONS(D′)) est une extension (J- ou R-), l’ensemble D′ est appelé
ensemble de défauts générateurs de E, et noté GD(E, ∆). Il est à remarquer que les
J-extensions disposent de propriétés intéressantes pour le calcul : elles existent tou-
jours, et les R-extensions en représentent un cas particulier aisément caractérisable
Risch (1996). De plus, elles sont semi-monotones : ajouter de nouveaux défauts à une
théorie ne remet pas en cause les J-extensions déjà produites. Dans la suite, nous n’au-
rons pas en général l’utilité du pouvoir expressif de la logique du premier ordre dans
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son ensemble, et nous nous restreindrons à des théories propositionelles de défauts.

Exemple 2 Soit la théorie de défauts ∆ = (∅, { c:¬a∧¬b
d , #:¬a

a∨b , #:a
a }). ∆ a deux J-

extensions E1 = Th(a ∨ b), E2 = Th(a) parmi lesquelles seule E2 est une R-
extension ; GD(E1, ∆) = {#:¬a

a∨b
}, GD(E2, ∆) = {#:a

a
}.

Nous en venons à présent aux théories de défauts en tant que cadres argumentatifs.
Soit ∆ = (W, D) une théorie de défauts et Λ = {β1, . . . , βn} ⊆ JUST(D). Une
formule λ est dite conséquence défaisable de ∆ et Λ (Dung (1995)) s’il existe une sé-
quence (e0, e1, . . . en) avec en = λ telle que, pour tout ei, 0 ≤ i ≤ n, (1) ei ∈ W ,
ou (2) ei est consequence logique de membres précédents de la séquence, ou (3) ei est
la conclusion γ d’un défaut α:β

γ
dont le prérequis α est un membre précédent dans la

séquence et dont la justification β appartient à Λ. Λ est appelé support de λ au regard
de ∆. La théorie ∆ est alors interprétée comme cadre argumentatif de la manière sui-
vante : (1) AR∆ = {(Λ, λ) | Λ ⊆ JUST(D), Λ est support de λ au regard de∆} ; (2)
(Λ, λ) attaque∆ (Λ′, λ′) ssi ¬λ ∈ Λ′. Inversement, tout cadre argumentatif AF =
〈AR, attaque〉 peut être traduit modulairement par une théorie de défauts ∆AF =
(∅, DAF ) de manière suivante : (1)DAF = { :#

a
| a ∈ AR} ; (2) pour tout argument a,

b de AR tel que b attaque a, si da dénote l’unique defaut de DAF associé à a, ajouter
¬b à JUST({da}). En d’autres termes, à chaque argument de 〈AR, attaque〉 est as-
socié un unique défaut sans prérequis dont la conséquence est l’argument lui-même, et
dont l’ensemble de justifications est le plus petit ensemble contenant, et les négations
des arguments qui attaquent cet argument.

Exemple 1 (suite) Soit le cadre argumentatifAF donné plus haut. La théorie correspon-
dante de défauts est donnée par∆AF = (∅, { :#

a , :¬a,¬c
b , :¬d

c , :¬c
d , :¬d,¬g

e , :¬e
f , :¬f

g })

Il est à noter que si la traduction d’un cadre argumentatif en une théorie de défauts gé-
nère un nombre de défauts égal au nombre d’arguments de départ, la traduction en sens
opposé (d’une théorie de défauts vers un cadre argumentatif) génère généralement un
nombre beaucoup plus important (potentiellement infini) d’arguments. Cette complexi-
fication est essentiellement due au fait qu’on passe du langage propositionnel pris dans
son ensemble (pour les défauts) à un fragment réduit aux atomes propositionnels, avec
ou sans négation (pour les arguments). Un autre point remarquable est qu’à l’image des
approches logiques de l’argumentation (cf. Besnard & Hunter (2008)), les traductions
proposées ici conduisent à définir une notion d’argument avec structure, sous la forme
(support , conclusion). Enfin, remarquons encore que la notion de conséquence défai-
sable permet précisément d’exprimer tout argument sous forme structurée en faisant en
sorte d’éliminer les prérequis de la théorie initiale de défauts.

Comme cela est montré dans Dung (1995), il y a une correspondance exacte entre
R-extensions d’une théorie de défauts et extensions stables d’un cadre argumentatif
abstrait. Soit A une théorie du premier ordre, et A′ ⊆ AR∆ un ensemble d’arguments
obtenus à partir d’une théorie de défauts∆. On définit (1) arg(A) = {(Λ, λ) ∈ AR∆ |
∀β ∈ Λ, β ∪ A * . }; (2) flat(A′) = {λ | ∃(Λ, λ) ∈ A′}. Soit ∆ une théorie de
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défauts. Alors (lemme 42 et théorème 43 de Dung (1995)) : (1) E est une R-extension
de ∆ ssi E = flat(arg(E)) ; (2) Etant donnée E une R-extension de ∆, arg(E) est
une extension stable de 〈AR∆, attaque∆〉 ; (3) Etant donnée E′ une extension stable
de 〈AR∆, attaque∆〉, flat(E′) est une R-extension de ∆. Nous établissons le résultat
préliminaire suivant :

Théorème 1
Soit ∆ = (W, D) une théorie de défauts et 〈AR∆, attaque∆〉 le cadre argumentatif
correspondant. Alors :
(1) (Λ, λ) ∈ AR∆ ssi il existeD′ ⊆ D,D′ enraciné dansW tel queΛ = JUST(D′)

et λ ∈ Th(W ∪CONS (D′)) ;
(2) flat(AR∆) =

⋃

D′∈2D

D′grounded

Th(W ∪ CONS(D′)).

A partir de ce résultat, il est immédiat que dansAR∆, un argument attaque un argument
(Λ, λ) ssi il existe β ∈ Λ tel que ¬β ∈ flat(AR∆).

3 Admissibilité à partir des J-extensions
Envisageons de façon plus approfondie la question de l’obtention d’arguments de

AR∆ à partir d’une théorie de défauts ∆. Notre idée est d’établir une correspondance
aussi fine et générale que possible entre tout ensemble de défauts applicables et un
sous-ensemble d’arguments, de façon à mettre en relation les notions respectives d’ex-
tensions dans AR∆ et ∆. Le théorème 1 souligne le rôle crucial joué par les sous-
ensembles de D dans la constitution d’un argument (Λ, λ) de AR∆, puisque pour tout
argument de ce type, il existe D′ ⊆ D tel que Λ = JUST(D′) et λ ∈ Th(W ∪
CONS(D′)). Ce dernier ensemble est précisément de la forme prise par les différentes
sortes d’extensions de ∆ (à partir de différents types de contraintes sur sa génération).
En d’autres termes, nous souhaitons être capable de relier certains types d’ensembles
de AR∆ avec certains types d’extensions de∆ via JUST (D′) (pour les supports d’ar-
guments) et Th(W ∪ CONS(D′)) (pour les supports des mêmes arguments). Dans ce
but, nous commençons par introduire les définitions suivantes :

Definition 1
Etant donnée une théorie de défauts ∆ = (W, D), et D′ ⊆ D, soit AR∆(D′) =
{(Λ, λ) ∈ AR∆ | λ ∈ Th(W ∪ CONS(D′))}

Clairement, AR∆(D) = AR∆. Soit E = Th(W ∪ CONS(D′)) ; clairement encore,
par construction, E = flat(AR∆(D′)). Le théorème suivant explicite le lien existant
entre les ensembles d’arguments issus de AR∆(D′) et ceux issus de arg(Th(W ∪
CONS(D′))) :

Théorème 2
Etant donnée une théorie de défauts ∆ = (W, D) et D′ ⊆ D, soit E = Th(W ∪
CONS(D′)). Alors : (1) AR∆(D′) ⊆ arg(E) ssi ∀β ∈ JUST(D′), β ∪ E *. ; (2)
AR∆(D′) = arg(E) ssi E est une R-extension de∆.
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Exemple 2 (suite) Soit la théorie de défauts ∆ = (∅, D) considérée plus haut, on
rappelle que ∆ a deux J-extensions E1 et E2 parmi lesquelles E2 seule est une R-
extension. Il est aisé de vérifier par exemple que ({¬a}, a∨b) ou ({a}, a) appartiennent
à arg(E1) mais que ({a}, a) *∈ AR∆(GD(E1, ∆)), ce qui illustre le fait qu’en géné-
ral, pour D′ ⊆ D quelconque, arg(Th(W ∪ CONS(D′))) *⊆ AR∆(D′). En d’autres
termes AR∆(D′) correspond précisément aux arguments de AR∆ obtenus à partir des
défauts de D′, ni plus ni moins. Par ailleurs, AR∆(GD(E2, ∆)) = arg(E2), puisque
E2 est une R-extension.

A partir de ces résultats, il devient aisé de caractériser un ensemble sans conflit d’argu-
ments à partir d’un sous-ensembleD′ de défauts :

Théorème 3
Etant donnée une théorie de défauts∆ = (W, D), soitD′ ⊆ D,D′ enraciné dansW et
E = Th(W ∪CONS(D′)). AR∆(D′) est sans conflit ssi ∀β ∈ JUST (D′),¬β *∈ E.

Corollaire 1
Soit ∆ = (W, D) une théorie de défauts et 〈AR∆, attaque∆〉 le cadre argumentatif
correspondant. (1) Soit E∆ un sous-ensemble sans conflit ⊆-maximal quelconque de
AR∆. Alors flat(E∆) est une J-extension de∆. (2) Soit E une J-extension quelconque
de∆. Alors AR∆(GD(E, ∆)) est un sous-ensemble sans conflit ⊆-maximal de AR∆.

La question est donc d’arriver à filtrer à l’intérieur des J-extensions en vue d’obtenir
une représentation des extensions admissibles au sein d’une théorie de défauts. C’est ce
que permet le théorème de caractérisation suivant :

Théorème 4
Soit ∆ = (W, D) une théorie de défauts et 〈AR∆, attaque∆〉 le cadre argumentatif
correspondant. Soit {Di,i∈N} une énumération de tous les sous-ensembles D qui sont
enracinés dans W , avec E (Di) = Th(W ∪ CONS (Di)) pour tout i ∈ N. Pour tout
D′ ⊆ D, AR∆(D′) est un ensemble admissible de 〈AR∆, attaque∆〉 ssi (1) il existe
i ∈ N tel queD′ = Di (2) il existe j ∈ N tel quD′ ⊆ Dj et E (Dj) est une J-extension
(3) pour tout k ∈ N, (∀β ∈ JUST(D′),¬β ∈ E (Dk) ⇒ (∃γ ∈ E (D′),¬γ ∈
JUST(Dk))

Ce que dit ce théorème, c’est que pour qu’un sous-ensemble d’une J-extension puisse
correspondre à un ensemble admissible, il est nécessaire de vérifier que si la négation
d’une justification utilisée dans la construction de ce sous-ensemble est trouvée dans un
ensemble enraciné (i.e. un argument de l’ensemble est attaqué) alors la négation d’une
formule de cet ensemble enraciné doit elle-même être trouvée parmi les justifications
du sous-ensemble de départ (i.e. l’argument attaqué est défendu). En d’autres termes,
pour calculer les ensembles admissibles au sein d’une théorie de défauts (et donc les ex-
tensions préférées pour les sous-ensembles⊆-maximaux), il suffit de filtrer à l’intérieur
des J-extensions de cette théorie de défauts. On notera que le cas pour lequel la conse-
quence (∃γ ∈ E (D′),¬γ ∈ JUST(Dk)) de l’implication (3) est toujours vraie permet
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de caractériser les extensions stables, puisque celles-ci correspondent directement aux
R-extensions telles que caractérisées plus haut.

4 Liens avec les ι-answer sets
Dans le contexte de la programmation logique, il a été montré par Delgrande et al.

(2003) que la notion de J-extension correspond à un relâchement sur les contraintes
de génération d’un answer set. Cette idée est complètement formalisée avec la notion
d’ι-as introduite dans Gebser et al. (2009) comme exacte contrepartie de celle de J-
extension au sein de toute théorie de défauts équivalente à un programme logique. A
la suite de Gebser et al. (2009), rappelons qu’un programme logique normal est un
ensemble fini de règles de la forme

p0 ← p1, . . . , pm,not pm+1, . . . ,not pn

chaque pi y désigant un atome. Pour une règle r, on pose head(r) = p0 et body(r) =
{p1, . . . , pm,not pm+1, . . . ,not pn}De plus, body+(r) = {p1, . . . , pm} et body−(r) =
{not pm+1, . . . ,not pn}. Etant donné un programme logiqueΠ, head(Π) = {head(r) |
r ∈ Π}, body(Π) = {body(r) | r ∈ Π}, body+(Π) =

⋃
r∈Π body+(r), body−(Π) =

⋃
r∈Π body−(r). Enfin, on notera qu’une tête de règle qui est vide est assimilée à ⊥,

alors qu’un corps vide est assimilé à,. Un programmeΠ est dit basique si body−(Π) =
∅. Tout programme basiqueΠ a un uniquemodèle⊆-minimal, denoté parCn(Π), et qui
est le plus petit ensemble d’atomes clos pour les règles deΠ. Le reduct d’un programme
logique Π relativement à un ensemble X d’atomes est le programme basique ΠX =
{head(r) ← body+(r) | r ∈ Π, body−(r)∩X = ∅}. SiX = Cn(ΠX), alorsX est un
answer set de Π. On pose Cn+(Π) = Cn(Π∅) = Cn(head(r) ← body+(r) | r ∈ Π).
Soit Π un programme logique et X un ensemble d’atomes,X est un ι-as de Π si X =
Cn+(Π′) pour un certain Π′ ⊆ Π maximal, tel que (1) body+(Π′) ⊆ Cn+(Π′) et (2)
body−(Π′)∩Cn+(Π′) = ∅. Les ι-as d’un programmeΠ correspondent aux extensions
justifiées d’une théorie de défauts donnée par la traduction modulaire suivante : chaque
règle r de Π produit un défaut

V
body+(r):¬|body−(r)|

head(r) (avec | S |= {a | not a ∈ S}),
et W = ∅. Etant donné Π′ ⊆ Π, soient ARΠ(Π′) = {(body−(r), head (r)) | r ∈ Π′},
et flatΠ(Π′) = {head(r) | r ∈ Π′}. Soit ∆Π = (∅, DΠ), une théorie de défauts ob-
tenue par la traduction donnée ci-dessus, alors clairement AR∆(D′) = ARΠ(Π′) et
flat(AR∆(D′)) = flatΠ(Π′) pour tout D′ ⊆ DΠ obtenu à partir de Π′ ⊆ Π via cette
traduction. On remarquera qu’à partir de cette traduction et du théorème 1 toutes les
règles ont un corps positif vide. A partir du corollaire 1 on obtient immédiatement :

Corollaire 2
Soit Π un programme dont le corps positif est vide et ARΠ(Π) le cadre argumen-
tatif correspondant. Pour tout Π′ ⊆ Π, ARΠ(Π′) est un sous-ensemble sans conflit
⊆-maximal de ARΠ(Π) ssi head(Π′) est un ι-as de Π.

Du théorème 4 on obtient directement :
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Corollaire 3
Soit Π un programme dont le corps positif est vide et ARΠ(Π)le cadre argumentatif
correspondant. Soient X1, . . . , Xk une collection quelconque de tous les ι-as de Π et
ARΠ(Π1), . . . ,ARΠ(Πk) les sous-ensembles sans conflit ⊆-maximaux de ARΠ(Π)
correspondants. Pour tout Π′ ⊆ Π, ARΠ(Π′) est un ensemble admissible de ARΠ(Π)
ssi il existe i, 1 ≤ i ≤ k, tel que Π′ ⊆ Πi et (∀r′ ∈ Π′)(∀r ∈ Π \ Π′)(body−(r′) ∩
head(r) *= ∅) ⇒ (head (Π′) ∩ body−(r) *= ∅).

Exemple 1 (suite) A partir du cadre argumentatif AF proposé plus haut, on obtient le
programmeΠAF suivant :

r1 : a ← r5 : e ← not d,not g
r2 : b ← not a,not c r6 : f ← not e
r3 : c ← not d r7 : g ← not f
r4 : d ← not c

Huit ι-as sont générés : X1 = {a, c, e}, X2 = {a, c, f}, X3 = {a, c, g}, X4 =
{a, d, f}, X5 = {a, d, g}, X6 = {b, d, f}, X7 = {b, d, g},X8 = {b, e}. Par exemple,
et en particulier, X1 et X5 correspondent respectivement aux sous-ensembles sans
conflit ⊆-maximaux de ARΠ(ΠAF) suivants : ARΠ(Π1) = {({}, a), ({not d}, c),
({not d,not g}, e)}, ARΠ(Π5) = {({}, a), ({not c}, d), ({not f}, g)} avec Π1 =
{r1, r3, r5}, Π4 = {r1, r4, r6}, Π5 = {r1, r4, r7}. En appliquant le corollaire 3, il est
aisé de vérifier qu’alors que ({not f}, g) de ARΠ(Π5) attaque ({not d,not g}, e) de
ARΠ(Π1) (i.e. body−(r5) ∩ head(r7) *= ∅), ARΠ(Π1) ne se défend pas contre cette
attaque (i.e. head(Π1) ∩ body−(r7) = ∅). On en déduit que ARΠ(Π1) n’est pas ad-
missible et que l’argument ({not d,not g}, e) doit être retiré de ARΠ(Π1) de façon
à obtenir {({}, a), ({not d}, c)} comme un sous-ensemble admissible de ARΠ(ΠAF).
Des vérifications similaires s’appliquent à chacun des ι-as trouvés.

La définition suivante introduit directement la contrepartie d’un ensemble d’argu-
ments dans un programme logique :

Definition 2
Soit Π un programme logique et X un ensemble d’atomes. X est appelé answer set
admissible de Π ssi il existe Π′ ⊆ Π tel que X = flatΠ(Π′) et ARΠ(Π′) est un
ensemble admissible de ARΠ(Π).

A la suite des propositions faites par Gebser et al. (2009) pour obtenir les ensembles de
réponses à partir des ι-as, nous étendons nos programmes logiques avec des contraintes
d’intégrité dont le but est ici de filtrer directement à l’intérieur des ι-ensembles de ré-
ponses les ensembles admissibles. Rappelons qu’une contrainte d’intégrité est une règle
c dont la tête est vide, c’est à dire :

← p1, . . . , pm,not pm+1, . . . ,not pn

Toujours à la suite de Gebser et al. (2009), une contrainte c est dite satisfaite au regard
d’un ensemble X d’atomes si body+(c) *⊆ X ou body−(c) ∩ X *= ∅. Afin d’éliminer
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dans les ι-as les sous-ensembles qui ne correspondent pas à des ensembles admissibles
de ARΠ(Π) pour un programme donné Π obtenu à partir d’un cadre argumentatif, on
pose

CAdΠ = {← head(r′), body−(r) | r, r′ ∈ Π, head(r) ∈ body−(r′)}.

Definition 3
Soit Π un programme, CAdΠ un ensemble de contraintes d’intégrité, et X un ensemble
d’atomes. X est dit admissible au regard de CAdΠ ssi X est un sous-ensemble d’un ι-as
de Π tel que toute contrainte c ∈ CAdΠ est satisfaite au regard deX .

Théorème 5
Soit Π un programme logique et X un ensemble d’atomes. Alors X est un answer set
admissible de Π ssi X est admissible au regard de CAdΠ .

Exemple 1 (suite) En revenant au cadre argumentatif initial AF donné plus haut, et au
programme logique correspondantΠAF, on y ajoute l’ensemble de contraintes CAdΠAF

:

c12 : ← b c56 : ← f,not d,not g
c32 : ← b,not d c67 : ← g,not e
c45 : ← e,not c c75 : ← e,not f

Par commodité chaque contrainte est étiquetée à partir des deux règles de ΠAF qui
la produisent, i.e. cij dénote ← head(ri), body−(rj) quand head(ri) ∈ body−(rj).
Remarquons que les constraintes c34 : ← d,not d et c43 : ← c,not c qui devraient
appartenir à CAdΠAF

peuvent être retirées car elles sont toujours satisfaites.X1 = {a, c, e}

est éliminé par c75 puisque body+(c75) ⊆ X1 alors que body−(c75) ∩ X1 = ∅, et par
conséquent c75 n’est pas satisfaite au regard de X1. Inversement, X1 \ {e} est bien
un ensemble admissible de ΠAF au regard de CAdΠAF

. On notera aussi que tout ensemble
contenant b est éliminé d’emblée par c12.

5 Conclusion
Nous avons présenté une caractérisation de la sémantique d’admissibilité de Dung

dans le cadre des défauts et de la programmation logique. A notre avis, les résultats
obtenus, quoique naturels, dénotent un lien plus étroit entre argumentation abstraite,
défauts, et programmation logique que celui initialement décrit par Dung. En particu-
lier, Dung (1995), Nieves et al. (2008) ou Egly et al. (2010) adoptent une approche
qui consiste à coder le graphe des attaques comme une méta-connaissance livrée à un
programme chargé de le traiter. Hors, il apparaît par exemple superflu de passer par une
interprétation prédicative d’un cadre argumentatif abstrait pour pouvoir le représenter
en programmation logique. Si, faute d’une étude qui dépasserait le cadre de cet article,
nous ne prétendons pas en l’état disposer d’une approche calculatoire plus performante
que Nieves et al. (2008) ou Egly et al. (2010), notre méthode relève toutefois d’un point
de vue qui va au-delà de la seule ingénierie visant le traitement d’un cadre argumentatif
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par un programme. En montrant que la sémantique d’admissibilité correspond claire-
ment à un fragment des défauts et des programmes logiques, et en élucidant comment,
nous espéronsmontrer que ces trois formalismes contribuent simplement aux éclairages
différents d’un même objet mathématique, dont la représentation et le traitement béné-
ficieront donc des acquis obtenus dans chacune des approches considérées. Dans une
perpective future, nous envisageons d’une part de donner une interprétation argumen-
tative à la notion de prérequis d’un défaut (ou de façon équivalente, au corps positif
d’une règle de programme logique), d’autre part d’étendre notre approche à d’autres
sémantiques argumentatives connues, notamment les extensions complètes, CF2 et la
sémantique semi-stable.
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Résumé : Cet article propose une contrepartie qualitative à la théorie des fonc-
tions de croyance de Shafer. La fonction de masse est remplacée par une affec-
tation possibiliste. La somme des poids ne fait plus 1, mais c’est le maximum
des poids qui fait 1. Des fonctions d’ensemble, contreparties de celles existant en
théorie des fonctions de croyance, sont définies, où l’addition est remplacée par le
maximum. Ce nouveau cadre permet de représenter des possibilités imprécises.
Nous étudions en particulier le lien entre cette construction et la transformée de
Möbius qualitative. Les affectations possibilistes peuvent être vues comme des
ensembles généralisés, entre lesquels une relation d’inclusion peut être définie.
Les règles de combinaison de l’information dans ce cadre sont également défi-
nies.
Mots-clés : théorie des fonctions de croyance, théorie des possibilités, informa-
tion imprécise, fusion d’informations

1 Introduction
De nombreux travaux concernant la représentation de l’incertitude ou la modélisation

des préférences utilisent des données quantitatives et des structures additives. Elles sont
à la base des approches les plus classiques et de leurs généralisations comme la théorie
des probabilités et la théorie des fonctions de croyance (Shafer, 1976) pour l’incertain,
ou l’agrégation multicritère où on trouve des sommes pondérées et plus généralement
des intégrales de Choquet dans le cas des préférences. Les informations à traiter sont ce-
pendant souvent d’origine qualitative. Ainsi, en théorie des possibilités (Zadeh, 1978),
ou dans l’intégrale de Sugeno (Sugeno, 1977), le maximum remplace l’addition, ce qui
les rend compatibles avec de telles données.

La théorie des fonctions de croyance, qui inclut la théorie des probabilités et la théorie
des possibilités comme des cas particuliers, fournit un cadre approprié pour représenter
des informations imprécises et incertaines au moyen d’une densité de probabilité sur les
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sous-ensembles du référentiel. Cette théorie constitue aussi un système remarquable de
probabilités imprécises. Nous nous intéressons dans cet article à une contrepartie quali-
tative de la théorie des fonctions de croyance où la structure additive est remplacée par
une structure maxitive.1 Plus précisément, nous partons d’une affectation possibiliste
qui remplace la fonction de masse, et l’addition est remplacée par le maximum. Dans
ce cas, la somme des poids attribués par l’affectation possibiliste ne vaut plus 1, mais
c’est le maximum des poids attribués qui est égal à 1. Quoique l’idée d’affectation pos-
sibiliste soit déjà ancienne (Dubois & Prade, 1984, 1985), et qu’elle ait retenu assez tôt
l’attention de quelques auteurs (Tsiporkova & Baets, 1998), et qu’elle ait été etudiée à
nouveau plus récemment au travers de la transformée de Möbius qualitative (Grabisch,
2004; Dubois & Fargier, 2009), ce cadre qualitatif de représentation de l’incertitude n’a
jamais fait l’objet d’études systématiques.

Cet article, qui constitue une version révisée de (Prade & Rico, 2011), est organisé de
la manière suivante : La section 2 présente les définitions et les notations. La section 3
montre l’évidence possibiliste comme une possibilité imprécise. La section 4 présente
une différence majeure entre le cas classique et le cas qualitatif : pour une fonction de
croyance possibiliste donnée, l’affectation possibiliste n’est pas unique. La section 5
concerne l’implication entre affectations possibilistes et les relations avec le comporte-
ment des éléments focaux. La section 6 est dédiée aux règles de combinaison, tandis
que la section 7 conclut sur quelques perpectives.

2 Définitions et notations

Dans la théorie des fonctions de croyance, le référentiel Ω = {1, · · · , N} est constitué
par un ensemble d’éléments représentant des états mutuellement exclusifs du monde.
Un état de connaissance est représenté par une fonction de masse m, qui associe à tout
sous-ensemble A ⊆ Ω, un poids m(A) qui constitue la part de croyance associée à
A exactement. Notons que si A n’est pas un singleton, l’énoncé “l’état réel du monde
est dans A" est imprécis. Plus précisément une fonction de masse est une fonction
m : 2Ω → [0, 1] telle que

�
A⊆Ω m(A) = 1. Tout A ⊆ Ω tel que m(A) > 0 est appelé

élément focal de m. Si m(∅) = 0 l’information est dite cohérente.
A une fonction de masse m sont associées les fonctions d’ensemble suivantes :
∀A ⊆ Ω, Bel(A) =

�
∅�=B⊆A m(B) ; ∀A ⊆ Ω, P l(A) =

�
B∩A �=∅ m(B) ;

∀A ⊆ Ω, Q(A) =
�

A⊆B m(B) ; ∀A ⊆ Ω,

Q

(A) =
�

A∪B �=Ω m(B).

Bel est la fonction de croyance, Pl est la plausibilité, et Q est la communalité.

Q

(A) =
1 − Q(A) où Ā est le complémentraire de A est rarement utilisée. Commençons par
rappeler les principaux résultats présentés dans (Prade & Rico, 2011).

1Le cadre qualitatif, maxitif, décrit dans cet article ne doit pas être confondu avec quelques propositions
faites par certains auteurs pour rendre plus qualitatif le cadre des fonctions de croyance (Parsons & Mamdani,
1993), ou des cadres apparentés de fusion d’informations (Dezert & Smarandache, 2006), tout en conser-
vant une structure “additive" appliquée respectivement à {0, +} (ou à un partitionnement plus général de
l’intervalle [0, 1]) et à une échelle finie de niveaux symboliques.

176



Vers une version possibiliste de la théorie des fonctions de croyance

2.1 Les fonctions d’ensemble de la contrepartie qualitative
Dans ce qu’on peut appeler la théorie possibiliste de l’évidence l’addition est rem-

placée par le maximum et la fonction de masse m est remplacée par une fonction d’en-
semble σ : 2Ω → [0, 1] telle que maxA⊆Ω σ(A) = 1. Cette fonction s’appellera af-
fectation possibiliste. Comme dans la théorie des fonctions de croyance, Fσ = {A ⊆
Ω|σ(A) > 0} est l’ensemble des éléments focaux de σ. σ peut être considérée comme
une distribution de possibilité sur 2Ω tout comme m peut être considérée comme une
distribution de probabilité sur 2Ω. Si σ(∅) = 0 alors σ est dite normale. Dans la suite
de l’article nous ne considérons que des affectations possibilistes normales. Comme
dans le cas quantitatif une affectation possibiliste σ définit les fonctions d’ensemble
suivantes :

Définition 1
∀A ⊆ Ω, Belpos(A) = maxB⊆A σ(B), Belpos(∅) = 0, Belpos(Ω) = 1 ;
∀A ⊆ Ω, P lpos(A) = max∅�=A∩B σ(B), P lpos(∅) = 0, Plpos(Ω) = 1 ;
∀A ⊆ Ω, Qpos(A) = maxA⊆B σ(B), Qpos(∅) = 1, Qpos(Ω) = σ(Ω) ;
∀A ⊆ Ω,

Qpos(A) = maxA∪B �=Ω σ(B),

Qpos(∅) = maxB �=Ω σ(B),

Qpos(Ω) = 0.

Dans le cadre additif2 la fonction de croyance Bel et la plausibilité Pl vérifie ∀A ⊆
Ω, Bel(A) ≤ Pl(A). De plus elles sont reliées par la relation de dualité : ∀A ⊆
Ω, P l(A) + Bel(Ā) = 1−m(∅).

Les fonctions Belpos et Plpos sont croissantes et vérifient ∀A, Belpos(A) ≤ Plpos(A).
Les fonctions Qpos et

Qpos sont quand à elles décroissantes. La relation ∀A, Qpos(A) ≤Qpos(A) est vraie si σ(Ω) = 0. Par ailleurs, il existe une forme de relation de dualité
entre Belpos et Plpos et entre Qpos et

Qpos :

Proposition 1
∀A ⊆ Ω, max(Plpos(A), Belpos(Ā)) = 1 et max(Qpos(A),

Qpos(Ā)) = 1.

2.2 Quelques cas particuliers
Regardons de plus près quelques cas particuliers.
L’imprécision totale : σ(Ω) = 1 et σ vaut 0 ailleurs. Dans ce cas, ∀A �= Ω, Belpos(A) =

0, ∀A �= ∅, P lpos(A) = 1. De plus on a ∀A, Qpos(A) = 1 ; ∀A,

Qpos(A) = 0.

L’imprécision partielle : il existe un unique ensemble A ⊆ Ω tel que σ(A) = 1 et cet
ensemble A est tel que |A| > 1, où || est la cardinalité. Dans ce cas on a

Belpos(B) = 1 si A ⊆ B et 0 si A �⊆ B ;
Plpos(B) = 1 si A ∩B �= ∅ et 0 si A ∩B = ∅ ;
Qpos(B) = 1 B ⊆ A et 0 si B �⊆ A ;Qpos(B) = 1 si B ∪A �= Ω.

2Il faut comprendre ici, et dans la suite du papier, que ce “cadre additif" réfère à la théorie des fonctions
de croyance de Shafer, sans pour autant suggérer que ces fonctions seraient additives !
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Connaissance totale : Il existe un unique ω ∈ Ω tel que σ({ω}) = 1 et σ vaut 0
ailleurs. Dans ce cas on a ∀A, Belpos(A) = Plpos(A) = 1 si ω ∈ A et 0 si ω �∈ A.
Qpos(A) = 1 si A = {ω} et 0 ∀A �= {ω} ; Qpos(A) = 1 si A �= {Ω}, �= {ω}.

L’incertain précis : σ est une affectation possibiliste incertaine si σ(A) > 0 implique
que A est un singleton. Dans ce cas Belpos(A) = Plpos(A) = maxω∈A σ(ω) est une
mesure de possibilité au sens classique. Qpos(A) = 0 pour tout A tel que |A| > 1 et
Qpos({ω})) = σ({ω}).

L’incertain possibiliste : Dans ce cas σ est non nulle seulement pour certains en-
sembles Ai qui sont inclus les uns dans les autres A1 ⊆ · · · ⊆ An. Dans cette situation,
dans le cas de la théorie des fonctions de croyance, Pl est une possibilité et Bel est une
nécessité. Dans la contrepartie qualitative cette propriété reste vraie. Plus précisément
nous avons le résultat suivant :

Proposition 2
Si σ est non nulle seulement pour certains ensembles Ai qui sont inclus les uns dans

les autres (A1 ⊆ · · · ⊆ An), alors
Belpos est une nécessité, i.e. Belpos(A ∩B) = min(Belpos(A), Belpos(B)),
P lpos est une possibilité, i.e. Plpos(A ∪B) = max(Plpos(A), P lpos(B)),
Qpos(A ∪B) = min(Qpos(A), Qpos(B)),Qpos(A ∩B) = max(

Qpos(A),

Qpos(B)).

3 L’évidence possibiliste vue comme une possibilité im-
précise

En supposant Ω fini, une fonction de masse m, en théorie des fonctions de croyance
de Shafer, définit une probabilité imprécise car m est compatible avec toute distribu-
tion de probabilité p obtenue en partageant la masse m(A) entre tous les éléménts ω
appartenant à A :
∀A ∈ 2Ω,∃kA ∈ [0, 1]A tel que m(A) =

�
ω∈A kA(ω) et p(ω) =

�
A�ω kA(ω).

�
A �=∅ m(A) = 1 assure que

�
ω∈Ω p(ω) = 1. Alors m(A) vue comme une masse

peut être répartie entre les éléments de A. m est alors associée à une famille de dis-
tributions de probabilités dites compatibles. Dans ce cas m représente un ensemble de
probabilités imprécises particulières. En posant P (A) =

�
ω∈A p(ω), on montre que

Bel(A) =
�

∅�=B⊆A

m(B) ≤ P (A) ≤ Pl(A) =
�

B∩A �=∅

m(B).

De même dans notre cas on peut définir une structure possibiliste imprécise, mais
la situation est un peu plus compliquée : Considérons une affectation possibiliste σ et
Uσ =

�
i|σ(Ai)>0 Ai. Si nous voulons interpréter les valeurs σ(A) comme provenant

d’une possibilité imprécise il existerait une distribution de possibilités π et des applica-
tions
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κA ∈ [0, 1]A telles que σ(A) = maxω∈A κA(ω) et π(ω) = maxB�ω κB(ω).

Remarquons que Π(A) = maxω∈A π(ω) = maxω∈A maxB�ω κB(ω) ≥ σ(A) ; et
que ∀ω ∈ Ω−Uσ, π(ω) = 0. On a maxA �=∅ σ(A) = 1 qui entraine que maxω∈Ω π(ω) =
1. Alors, σ(A) peut être interprété comme une contribution à la possibilité de A. Nous
pouvons de plus montrer que

Belpos(A) ≤ Π(A) ≤ Plpos(A).

Exemple. Fσ = {A,Ω}. Supposons que σ(A) ≥ σ(Ω). Alors σ(A) = maxω∈A κA(ω),
σ(Ω) = maxω∈Ω κΩ(ω) et π(ω) = max(κA(ω), κΩ(ω)). Par convention, κA(ω) = 0
si ω �∈ A. Alors Π(A) = max(σ(A),maxω∈A κΩ(ω)) = σ(A). Mais, Π(Ω) =
max(maxω∈Ω κA(ω), σ(Ω)) = σ(A). Si σ(A) < σ(Ω), σ(A) ≤ Π(A) ≤ σ(Ω) =
Π(Ω) = 1.

Une mesure de possibilité Π permet de définir une mesure de nécessité associée en po-
sant N(A) = 1−Π(A). Donc par dualité, les inégalités Belpos(A) = maxB⊆A σ(B) ≤
Π(A) ≤ Plpos(A) = maxB∩A �=∅ σ(B) entrainent les inégalités

min
B⊆A

1− σ(B) ≥ N(A) ≥ min
B∩A �=∅

1− σ(B),

faisant ainsi apparaitre une structure minitive associée.

On retrouve la logique possibiliste (Dubois & Prade, 2004) quand la borne supé-
rieure de N(A) est 1, i.e., quand minB⊆A 1 − σ(B) = 1, ce qui est équivalent à
∀B ⊆ A,σ (B) = 0. Cela exprime que rien de ce qui est dans A n’est possible de
manière sûre, ce qui est intuitivement satisfaisant (dans le cas contraire, N(A) ne pour-
rait pas atteindre 1). Cela montre que comme la logique possibiliste correspond à une
famille de mesures de possibilité ayant un unique élément maximal (correspondant à
la distribution de possibilité la moins spécifique compatible avec des contraintes de la
forme N(A) ≥ α), l’évidence possibiliste nous permet de représenter des familles plus
générales de mesures de possibilité, correspondant à des valeurs de possibilités et de né-
cessités imprécises. Ce qui rejoint des préoccupations récentes en logique possibiliste
(Benferhat et al., 2011).

4 Non unicité de l’affectation possibiliste
Dans le cas classique, la fonction de croyance Bel (ou sa duale Pl) est associée à une

unique fonction de masse m. Dans le cadre qualitatif cette propriété est fausse

{1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
σ1 1 0 1 0 0 0 1
σ2 1 0 1 1 1 1 0

Belpos
1 = Belpos

2 1 0 1 1 1 1 1
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De plus l’équivalence ∀A ⊆ Ω, Bel1(A) ≤ Bel2(A) ⇔ Pl2(A) ≤ Pl1(A) n’est pas
satisfaite par les fonctions Belpos et Plpos. Par exemple si on considère

{1} {2} {1, 2}
σ1 0 1 0
σ2 1 1 1

on a Belpos
1 ≤ Belpos

2 et Plpos
1 ≤ Plpos

2 .

On peut seulement affirmer que si les fonctions Belpos
1 et Belpos

2 sont associées à σ1

et σ2, on a que Belpos
1 = Belpos

2 entraine que σ1 et σ2 sont égales sur les singletons.
L’information d’une fonction de croyance possibiliste ne représente donc pas toute

l’information contenue dans l’affectation possibiliste qui la définit. En effet, deux af-
fectations possibilistes peuvent ne pas contenir la même information et définir la même
fonction de croyance possibiliste.

Dans la théorie des fonctions de croyance, la fonction de masse associée à une fonc-
tion de croyance est calculée à l’aide de la transformée de Möbius. Dans le cas qualitatif,
la transformée de Möbius (Grabisch, 2003, 2004; Dubois & Fargier, 2009) associe à une
fonction de croyance possibiliste Belpos un intervalle d’affectations possibilistes :

Définition 2
La transformée de Möbius qualitative d’une fonction d’ensemble croissante v est
{σ|∀A ⊆ Ω v(A) = maxB⊆A σ(B)} = {σ|σ ∈ [σ∗, σ∗]}
où σ∗ et σ∗ sont les affectations possibilistes définies par :
∀A ⊆ Ω, σ∗(A) = v(A),
∀A ⊆ Ω, σ∗(A) = 0 si ∃B ⊂ A tel que v(B) = v(A) et σ∗(A) = v(A) sinon.

L’application de cette définition à la fonction de croyance possibiliste Belpos donne
un intervalle [σB

∗ , σB∗].
Exemple

{1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
Belpos 1 0 1 1 1 1 1

σ∗ 1 0 1 1 1 1 1
σ∗ 1 0 1 0 0 0 0

De la même façon la fonction Plpos correspond à l’intervalle [σP
∗ , σP∗].

On a l’inégalité σB
∗ ≤ σP

∗ ≤ σB∗ ≤ σP∗. Donc si les fonctions Belpos et Plpos sont
connues partout, σ est déterminée de manière unique si et seulement si σP

∗ = σB∗.
La fonction Qpos est décroissante, mais nous pouvons définir aussi un intervalle d’af-

fectations possibilistes comme cela a été fait avec la fonction d’ensemble minA⊆B σ(B)
dans (Dubois & Fargier, 2009).

Définition 3
Soit v : 2Ω → [0, 1] une fonction d’ensemble décroissante alors
{σ|∀A ⊆ Ω v(A) = maxA⊆B σ(B)} = {σ|σ ∈ [σ∗, σ∗]}
où σ∗ et σ∗ sont les affectations possibilistes définies par :
∀A ⊆ Ω, σ∗(A) = v(A),
∀A ⊆ Ω, σ∗(A) = 0 si ∃B tel que A ⊂ B et v(B) = v(A) ; σ∗(A) = v(A) sinon.
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Les fonctions Qpos et

Qpos définissent donc les intervalles [σQ
∗ , σQ∗] et [σ

Q

∗ , σ

Q

∗].
Quand les quatre fonctions Belpos, Plpos, Qpos et

Qpos sont connues partout, σ
est définie de manière unique si et seulement si l’intersection des quatre intervalles
construits par la transformée de Möbius qualitative est réduit à un point. Ce n’est pas
toujours le cas. Par exemple si nous considérons Ω = {1, 2, 3} et les affectations possi-
bilistes σ1 et σ2 définies par :

σ1 vaut 1 sur {1}, {3} {1, 2, 3} et 0 sur les autres ensembles ;
σ2 vaut 0 sur {2} et 1 sur les autres ensembles ;
mais nous avons Belpos

1 = Belpos
2 , Plpos

1 = Plpos
2 , Qpos

1 = Qpos
2 et

Qpos
1 =

Qpos
2 .

5 Implication entre affectations possibilistes
D’après la section précédente, même si nous connaissons les quatre fonctions d’en-

semble Belpos, Plpos, Qpos et

Qpos, σ peut ne pas être connue de manière unique. Il
est donc difficile de faire jouer à σ le même rôle que la fonction de masse m dans le
cas classique. Par contre dans (Dubois, 2011) il est montré que ce rôle peut être joué
par la borne inférieure de la transformée de Möbius de la fonction de croyance possibi-
liste Belpos associée à σ. Les éléments focaux pris en compte sont alors ceux de cette
borne inférieure. Il est alors possible de généraliser au cas qualitatif certains résultats
présentés dans (Dubois & Prade, 1986) pour le cadre additif.

Soient σ une affectation possibiliste qui définit une fonction de croyance possibiliste
Belpos et σ∗ la borne inférieure de la transformée de Möbius de Belpos. Dans cette
partie on note Ai les éléments focaux de σ∗ : σ∗(Ai) �= 0. Leur ensemble est Fσ∗ =
{Ai}i∈I où I est un ensemble fini d’indices. Il est alors possible de définir le core et le
support d’une affectation possibiliste comme dans le cas des fonctions de croyance de
Shafer (Dubois & Prade, 1986).

5.1 Noyau et Support d’une affectation possibiliste
Définition 4

Le noyau de σ est C(Fσ∗) = ∩i∈IAi,
Le support de σ est S(Fσ∗) = ∪i∈IAi.

Soient deux affectations possibilistes σ et σ� qui définissent deux fonctions de croyance
possibilistes Belpos et Belpos� qui permettent de définir deux affectations possibilistes
σ∗ et σ�∗. On a alors deux ensembles Fσ∗ et Fσ�

∗ . On note {Ai}i∈I l’ensemble des élé-
ments focaux de Fσ∗ et {A�

j}j∈J l’ensemble des éléments focaux de Fσ�
∗ , avec I et J

deux ensembles finis d’indices. Avec σ∗ (resp. σ�∗) on définit Qpos (resp. Qpos�).
L’inclusion de Fσ∗ dans Fσ�

∗ peut être vue de deux manières différentes :
– La première correspond à : tout élement A� de Fσ�

∗ contient un élément A de Fσ∗

tel que σ�∗(A�) ≤ σ(A).
– La seconde correspond à : tout élément A de Fσ∗ est inclus dans un élément A� de
Fσ�

∗ tel que σ(A) ≤ σ�(A�).
On va donc définir deux inclusions qui reprennent les notations du cas classique.
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Définition 5
Fσ∗ ⊆ Fσ�

∗ si et seulement si Belpos� ≤ Belpos.

Cette première définition est équivalente à ∀A, maxA�
j⊆A σ�∗(A�

j) ≤ maxAi⊆A σ∗(Ai).

Proposition 3
Si Fσ∗ ⊆ Fσ�

∗ alors C(Fσ∗) ⊆ C(Fσ�
∗).

Preuve: ∀A�
j , σ�∗(A�

j) �= 0 ≤ maxAi⊆A�
j
σ∗(Ai) donc ∃Ai tel que Ai ⊆ A�

j . Donc
∀A�

j , ∩iAi ⊆ A�
j ce qui implique ∩iAi ⊆ ∩jA�

j .

Remarque : Dans le cas additif on a la définition Fσ∗ ⊆ Fσ�
∗ si et seulement si

[Belpos, P lpos] ⊆ [Belpos�, P lpos�]. Dans le cas qualitatif la situation est différente car
nous n’avons pas l’équivalence entre Belpos� ≤ Belpos et Plpos ≤ Plpos�.

Pour conserver la définition avec inclusion d’intervalle comme dans le cas additif
on devrait rajouter la condition ∀A, maxA∩Ai �=∅ σ∗(Ai) ≤ maxA∩A�

j �=∅ σ�∗(A�
j). On

aurait alors que l’inclusion implique S(Fσ∗) ∩ S(Fσ�
∗) �= ∅. En effet on aurait ∀Ai,

σ∗(Ai) �= 0 ≤ maxA∩A�
i �=∅ σ�∗(A�

i) donc ∃A�
j tel que Ai∩A�

j �= ∅ donc ∪iAi∩∪jA�
j �=

∅.
La deuxième inclusion est :

Définition 6
Fσ∗⊆̄Fσ�

∗ si et seulement si Qpos ≤ Qpos�.

Cette deuxième inclusion est équivalente à ∀A, maxA⊆Ai σ∗(Ai) ≤ maxA⊆A�
j
σ�∗(A�

j).

Proposition 4
Si Fσ∗⊆̄Fσ�

∗ alors S(Fσ∗) ⊆ S(Fσ�
∗).

Preuve: ∀Ai, σ∗(Ai) �= 0 ≤ maxAi⊆A�
j
σ�∗(A�

j) donc ∃A�
j tel que Ai ⊆ A�

j ⊆ ∪jA�
j .

Donc ∪iAi ⊆ ∪jA�
j .

Toujours en nous inspirant de (Dubois & Prade, 1986) il semble naturel de définir la
relation entre deux affectations possibilistes de la manière suivante.

Définition 7
σ � σ� si et seulement si
∀A, maxA⊆Ai σ∗(Ai) ≤ maxA⊆A�

j
σ�∗(A�

j) et maxA�
j⊆A σ�∗(A�

j) ≤ maxAi⊆A σ∗(Ai).

A l’aide des propositions précédentes concernant les noyaux et les supports on peut
facilement démontrer le résultat suivant :

Proposition 5
Si σ � σ� alors S(Fσ∗) ⊆ S(Fσ�

∗) et C(Fσ∗) ⊆ C(Fσ�
∗).
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5.2 Lien entre implication et comportement des éléments focaux
minimum et maximum

Nous allons maintenant nous intéresser aux éléments focaux minimum et maximum
au sens de l’inclusion. Plus précisément nous allons étudier le lien entre l’implication
de deux affectations possibilistes et le comportement de ces ensembles.

Définition 8
Fσmin

∗
= {A ⊆ Ω |σ∗(A) �= 0 et ∀B tel que B ⊂ A,σ ∗(B) = 0}.

Fσmax
∗ = {A ⊆ Ω |σ∗(A) �= 0 et ∀B ⊆ Ω tel que A ⊂ B,σ ∗(B) = 0}.

Proposition 6
Soient σ et σ� deux affectations possibilistes.

Si σ � σ� alors
� ∀A ∈ Fσ�min

∗
, ∃B tel que B ⊆ A et B ∈ Fσmin

∗

∀A ∈ Fσmax
∗ , ∃B tel que A ⊆ B et B ∈ Fσ�max

∗
.

Preuve: Soient σ et σ� tels que σ � σ�.
Si A ∈ Fσ�min

∗
alors σ�∗(A) �= 0 ≤ maxB⊆A σ∗(B), donc il existe B ⊆ A tel que

σ∗(B) �= 0, donc A contient un ensemble appartenant à Fσmin
∗

.
Si A ∈ Fσmax

∗ alors σ∗(A) �= 0 ≤ maxA⊆B σ�∗(B), donc il existe A ⊆ B tel que
σ�∗(B) �= 0, donc A est inclus dans un élément de Fσ�max

∗
.

Il est possible d’avoir σ � σ� avec Fσ�min
∗

�⊆F σmin
∗

ou Fσmax
∗ �⊆F σ�max

∗
. Pour

les exemples suivants remarquons que si σ est telle que, si A ⊂ B avec σ(A) �= 0 et
σ(B) �= 0 alors σ(A) < σ(B), σ est égale à σ∗.

Exemple : Soit Ω = {1, 2} et σ∗, σ�∗ définies par :

{1} {2} {1, 2}
σ∗ 0.5 0 1
σ�∗ 0 0 1

nous avons {1, 2} ∈ Fσ�min
∗

et {1, 2} �∈F σmin
∗

.

Exemple : Ω = {1, 2}, σ∗ et σ�∗ sont définies par :

{1} {2} {1, 2}
σ∗ 1 1 0
σ�∗ 0 0.5 1

nous avons{2} ∈ Fσmax
∗ et {2} �∈F σ�max

∗
.

Proposition 7
Soient σ, σ� deux affectations possibilistes telles que σ � σ� et σ� � σ, alors Fσmin

∗
=

Fσ�min
∗

et Fσmax
∗ = Fσ�max

∗
.

Preuve: Soit A ∈ Fσmin
∗

. D’après la proposition précédente σ� � σ implique ∃B
B ⊆ A et B ∈ Fσ�min

∗
. Si B �= A, alors σ � σ� implique ∃C C ⊆ B et C ∈ Fσmin

∗
.

C ⊂ A ce qui contredit A ∈ Fσmin
∗

donc B = A ce qui entraine Fσmin
∗

⊆ Fσ�min
∗

. Par
symétrie de la proposition on a aussi Fσ�min

∗
⊆ Fσmin

∗
.
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Soit A ∈ Fσmax
∗ . D’après la proposition précédente, σ � σ� implique ∃B A ⊆ B et

B ∈ Fσ�max
∗

. Si B �= A, alors σ� � σ implique ∃C B ⊆ C et C ∈ Fσmax
∗ . A ⊂ C ce

qui contredit A ∈ Fσmax
∗ donc B = A ce qui entraine Fσmax

∗ ⊆ Fσ�max
∗

. De la même
façon on montre que Fσ�max

∗
⊆ Fσmax

∗ .

Proposition 8
Dans le cas binaire si σ, σ� sont deux affectations possibilistes telles que Fσmin

∗
=

Fσ�min
∗

et Fσmax
∗ = Fσ�max

∗
alors σ � σ� et σ� � σ.

Preuve: Dans le cas binaire si on considère deux ensembles A et B tels que A ⊂ B
on a soit σ∗(A) = σ∗(B) = 0 soit σ∗(A) = 1 ou σ∗(B) = 1 mais pas les deux. Les
ensembles des éléments focaux minimum et celui des éléments focaux maximum sont
donc identiques. Si les ensembles sont égaux pour deux affectations possibilistes σ et
σ�, alors σ = σ� ce qui permet de conclure.

6 Les règles de combinaison
Dans la théorie des fonctions de croyance, à côté de la règle bien connue de la com-

binaison de Dempster (Shafer, 1976) d’autres règles ont été proposées pour la fusion
des fonctions de masse. En particulier, la règle de combinaison disjonctive est une autre
règle de base (Dubois & Prade, 1986). Ces règles et leurs propriétés se retrouvent dans
le cadre qualitatif (Prade & Rico, 2011). Plus précisément on a les résultats suivants :

Définition 9
Soient σ et σ� deux affectations possibilistes.
La règle de combinaison conjonctive est :

(σ ⊗ σ�)(∅) = 0 et
∀A ⊆ Ω, (σ ⊗ σ�)(A) = maxB∩C=A �=∅ min(σ(B), σ�(C)).

La règle de combinaison disjonctive est :
(σ ⊕ σ�)(∅) = 0 et
∀A ⊆ Ω, (σ ⊕ σ�)(A) = maxB∪C=A �=∅ min(σ(B), σ�(C)).

La règle de combinaison conjonctive a déjà été suggérée dans (Dubois & Prade,
1985).

Remarque : La fonction σ ⊗ σ� est une affectation possibiliste si et seulement si il
existe B et C tels que B ∩ C �= ∅ et σ(B) = σ�(C) = 1. Si les affectations possi-
bilistes sont normales alors σ ⊕ σ� est une affectation possibiliste. De plus la règle de
combinaison ⊗ conserve les propriétés suivantes :

Proposition 9
⊗ est commutative : σ ⊗ σ� = σ� ⊗ σ pour tout σ,σ �.
⊗ est associative : (σ ⊗ σ�)⊗ σ�� = σ ⊗ (σ� ⊗ σ��).
⊗ possède une élément neutre σ0 : σ0 ⊗ σ = σ

avec σ0 l’affectation possibiliste qui vaut 0 partout sauf pour Ω.
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L’opérateur ⊕ est aussi commutatif et associatif. Si on note Belpos ⊕ Belpos� la
fonction de croyance possibiliste associée à l’affectation possibiliste σ ⊕ σ� et Qpos ⊗
Qpos� la communalité possibiliste associée à l’affectation possibiliste σ ⊗ σ�, alors les
propriétés suivantes, vérifiées dans la théorie des fonctions de croyance, restent vraies
dans le cas qualitatif.

Proposition 10
Belpos

1 ⊕Belpos
2 = min(Belpos

1 , Belpos
2 ) et Qpos

1 ⊗Qpos
2 = min(Qpos

1 , Qpos
2 ).

7 Conclusion
Dans cet article, nous avons esquissé un début de contrepartie qualitative à la théorie

des fonctions de croyance. Il est assez remarquable qu’en remplaçant la somme par le
maximum, nous préservons des propriétés du cas classique.

Il est clair que si nous avions remplacé la somme par le minimum, au lieu du maxi-
mum, on obtiendrait une structure minitive avec des propriétés similaires, mais avec
une interprétation différente. Par exemple, minB⊆A σ(B) suggère que σ doit mainte-
nant être comprise comme une affectation de nécessité.

Au-delà des résultats présentés dans cet article, de nombreuses questions demeurent.
L’une d’entre elles concerne les fonctions de croyance possibilistes. En effet dans le
cas classique les fonctions de croyance séparables sont décomposables en fonctions
à support simple et cette décomposition est unique. Il semble aussi naturel de définir
les fonctions à support simple dans notre contexte (Prade & Rico, 2011), mais cette
décomposition sera t-elle toujours possible et unique (Chemin et al., 2011) ?

Par ailleurs, nous avons récemment proposé une méthode pour décrire des objets ac-
ceptables par les intégrales de Sugeno (Prade & Rico, 2010). Plus précisément pour des
objets décrits par des combinaisons de propriétés, nous avons étudié l’utilisation des
intégrales de Sugeno comme un outil de représentation de ces objets. Dans cette mé-
thode l’intégrale de Sugeno a été définie en utilisant la mesure qui est nommée Belpos

dans ce papier. Nous espérons que les implications entre les affectations possibilistes
nous aiderons à mieux comprendre les implications entre les intégrales de Sugeno, et
comment les objets sont sélectionnés avec les intégrales de Sugeno.

Une autre voie de recherche digne d’intérêt, considérant que plusieurs affectations
possibilistes distinctes conduisent aux mêmes fonctions de croyance si elles sont asso-
ciées à la même borne inférieure de la transformée de Möbius qualitative, serait l’étude
d’une extension du cadre présenté ici basée non plus sur max (et min), mais sur leur
raffinement leximin et leximax de façon à éviter des effets de noyade de certains des
éléments focaux de l’affectation possibiliste (et sa non-unicité).
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