
Actes JFPC 2011

Satisfiabilité minimale et applications ∗

Chu-Min Li 1,2, Zhu Zhu2, Felip Manyà3, Laurent Simon4

1Huazhong Univ. of Science 2Univ. de Picardie Jules Verne 3IIIA-CSIC 4Univ. Orsay Paris Sud 11
and Technology, Wuhan, China Amiens, France Bellaterra, Spain Orsay, France

chu-min.li@u-picardie.fr zhu.zhu@u-picardie.fr felip@iiia.csic.es simon@lri.fr

Abstract

Nous proposons, dans cet article, de placer le pro-
blème de satisfiabilité minimale (MinSAT) sur le de-
vant de la scène. Pour cela, un algorithme efficace
de type branch-and-bound pour résoudre le problème
MinSAT partiel avec pondération est introduit, permet-
tant du même coup une évaluation empirique de cet al-
gorithme pour les cas Min-3SAT aléatoires, MaxClique
et pour les problèmes d’enchères combinatoires. Les
techniques employées pour résoudre MinSAT se dé-
marquent de celles utilisées pour le problème de sa-
tisfiabilité maximale (MaxSAT), qui a lui été très étu-
dié. Nos résultats démontrent de manière empirique
que, notamment sur les problèmes d’enchères com-
binatoires, une réduction du problème initial à Min-
SAT peut être plus intéressante qu’une réduction à
MaxSAT, ou même que l’utilisation de méthodes dé-
diées. Nous étendons par ailleurs ce travail en mon-
trant une corrélation entre le nombre minimal et le
nombre maximal de clauses satisfaites dans une ins-
tance SAT aléatoire donnée.

1 Introduction

La résolution pratique de problèmes NP-Complets, via
une réduction au problème SAT de la logique proposition-
nelle, est une technique puissante qui a permis, et permet
encore, de résoudre des problèmes académiques ainsi que
des problèmes d’importance industrielle. Plus récemment,
les succès obtenus autour de SAT ont permis d’envisager
des formalismes liés, comme MaxSAT, MaxSAT partiel ou
encore MaxSAT partiel pondéré [Li and Manyà 2009]. Les
résultats obtenus, plus que prometteurs, montrent combien
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ils deviennent des approches génériques crédibles pour ré-
soudre, en pratique, des problèmes d’optimisations, à l’ins-
tar de SAT et des problèmes de décision.

Dans cet article, nous proposons de prendre une nou-
velle direction. Plutôt que de se focaliser sur le formalisme
MaxSAT, qui tente de maximiser le coût des clauses sa-
tisfaites, nous allons nous concentrer sur le problème op-
posé, c’est à dire tenter de minimiser le coût des clauses
satisfaites. De manière plus précise, nous nous focalisons
sur le problème MinSAT partiel pondéré, dans lequel les
instances sont représentées par des ensembles de clauses,
chaque clause étant déclarée dure (hard) ou molle (soft), et
ayant éventuellement un poids particulier. Résoudre le pro-
blème MinSAT partiel pondéré revient à trouver une assi-
gnation des variables qui satisfasse toutes les clauses dures,
et qui minimise la somme des poids des clauses molles.
Ce problème de minimisation est intéressant pour, notam-
ment, deux raisons : (1) Certains problèmes admettent un
encodage plus naturel en les considérant comme des pro-
blèmes de minimisation plutôt que des problèmes de maxi-
misation, (2) Chercher à minimiser va nous permettre d’in-
troduire une nouvelle technique, relativement puissante, de
bornage supérieur, qui ne peut être appliquée aux solveurs
MaxSAT basés sur les techniques branch-and-bound. Alors
que les deux problèmes MaxSat et MinSat sont tous deux
des extensions naturelles de SAT, les techniques que l’on
peut mettre en œuvre pour les résoudre sont bien diffé-
rentes en pratique.

Plus concrètement, nous proposons dans la suite de cet
article un algorithme de type branch-and-bound pour le
problème MinSAT pondéré partiel, intégrant de nouvelles
techniques de bornage. Cet algorithme, appelé MinSatz
est également testé grâce à une importante étude empi-
rique. Celle-ci prend en compte les problèmes aléatoires
Min-3SAT, MaxClique ainsi que les problèmes d’enchères
combinatoires. Les résultats obtenus démontrent combien
une réduction à MinSAT peut être plus efficace qu’une ré-
duction à MaxSAT sur ces problèmes, y compris en com-
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parant nos résultats avec d’autres méthodes dédiées du do-
maine. L’étude du problème MinSAT nous permet aussi de
publier ici une corrélation intrigante entre la valeur Min-
SAT et la valeur MaxSAT sur les problèmes 3SAT.

À notre connaissance, cet article introduit le premier
solveur exact spécifique pour les instances MinSAT par-
tielles pondérées (et les variantes MinSAT, MinSAT pon-
dérées et MinSAT partielles). C’est aussi la première fois
que le formalisme MinSAT est utilisé, avec succès, pour
résoudre des problèmes concrets d’optimisation. Ce tra-
vail a été précédé de, notamment, [Li et al. 2010b], dans
lequel les auteurs proposaient différents moyens d’en-
coder le problème MinSAT (non pondéré) en un pro-
blème MaxSAT. Cette réduction ne permettait pas une
généralisation aux instances MinSAT partielles pondé-
rées qui nous intéressent ici. Par ailleurs, les expéri-
mentations étaient limitées aux problèmes aléatoires. No-
tons aussi que, même s’il n’avait jusqu’à présent été
étudié que de manière parcellaire (par rapport au pro-
blème MaxSAT), le problème MinSAT (non pondéré) a
tout de même été étudié dans quelques travaux (voir
par exemple [Avidor and Zwick 2005, Kohli et al. 1994,
Marathe and Ravi 1996] et les références incluses).

La suite de cet article est structuré de la manière sui-
vante : la section 2 contient les définitions de base en
graphe et autour du problème MinSAT. La section 3 décrit
le solveur MinSAT que nous proposons, accompagné d’une
description de ses techniques de bornage. La section 4 pré-
sente les problèmes et les solveurs utilisés dans l’évaluation
empirique, ainsi qu’une discussion des résultats obtenus.
Bien entendu, la section 5 conclut l’article en proposant
notamment quelques directions de recherche possibles.

2 Préliminaires et notations

Un littéral est une variable propositionnelle ou sa né-
gation. Une clause est une disjonction de littéraux. Une
clause pondérée est une paire (c, w), où c est une clause
et w, son poids, est un entier naturel ou infini. Une clause
est dure si son poids est l’infini ; sinon est appelée molle.
Une instance de MinSAT partiel pondéré (idem pour Max-
SAT) est un multi-ensemble de clauses pondérées φ =
{(h1,∞), . . . , (hk,∞), (c1, w1), . . . , (cm, wm)}, où les
premières k clauses sont dures et les dernières m clauses
sont molles. Par soucis de simplicité, dans la suite, nous
omettrons de spécifier les poids infinis, et écrirons plutôt
φ = {h1, . . . , hk, (c1, w1), . . . , (cm, wm)}.

Une interprétation est une assignation de chaque variable
à 0 ou 1. Le coût d’une interprétation l de φ est la somme
des coûts des clauses satisfaites par l. Le problème Min-
SAT partiel pondéré, pour une instance φ, revient à trouver
une interprétation des variables de coût minimum qui sa-
tisfasse toutes les clauses dures (i.e. une assignation opti-
male), tandis que le problème MaxSAT partiel pondéré re-

vient quant à lui à trouver l’assignation de coût maximum
satisfaisant toutes les clauses dures. De manière exhaustive
nous pouvons définir tous les sous-problèmes : le problème
MinSAT (MaxSAT) partiel est le problème MinSAT (Max-
SAT) partiel pondéré dans lequel toutes les clauses molles
sont de poids 1. Le problème MinSAT (MaxSAT) est le
problème MinSAT (MaxSAT) partiel dans lequel il n’y a
pas de clauses dures. Le problème SAT est le problème
MaxSAT partiel dans lequel il n’y a pas de clauses molles.

Une clique d’un graphe non dirigé G = (V,E), où V
est l’ensemble des noeuds et E l’ensemble des arcs, est
un sous-ensemble C de V tel que, pour chaque paire de
noeuds de C, il existe un arc qui les connecte. Cela revient
à dire que le sous-graphe induit par C est complet. Une
clique maximale est une clique de la plus grande taille pos-
sible. Le problème de clique maximale (MaxClique) pour
un graphe non dirigé G revient à trouver une clique maxi-
male dans G. Une partition en cliques d’un graphe non di-
rigé G = (V,E) est une partition de V en ensembles dis-
joints V1, . . . , Vk telle que, pour 1 ≤ i ≤ k, le sous-graphe
induit par Vi est un graphe complet. Soit χ(G) le nombre
minimum de couleurs nécessaires pour colorier les noeuds
de G de façon à ce que deux noeuds adjacents soient de
couleurs différentes, et soit ω(G) la taille de la clique maxi-
male de G, on dit que G est parfait si χ(G′)=ω(G′) pour
tout sous-graphe induit G′ de G.

3 Un solveur MinSAT exact

Nous introduisons dans cette section le premier solveur
spécifique pour les instances MinSAT partielles pondé-
rées (à notre connaissance), appelé MinSatz, basé sur Satz
[Li and Anbulagan 1997], qui a d’ailleurs aussi servi de
base à MaxSatz [Li et al. 2007]. Pour des raisons de sim-
plicité nous commencerons par présenter le cas MinSAT
partiel (non pondéré). MinSatz se base sur le schéma clas-
sique branch-and-bound, dont l’espace de recherche est
formé par un arbre représentant toutes les interprétations
possibles. Contrairement à un solveur MaxSAT de type
branch-and-bound, comme MaxSatz, qui résout les pro-
blèmes MaxSAT en minimisant le nombre de clauses non
satisfaites, MinSatz doit quant à lui maximiser le nombre
de clauses falsifiées.

A chaque nœud de l’arbre de recherche, MinSatz com-
mence par appliquer la propagation unitaire sur les seules
clauses dures (i.e. étant donnée une clause dure l, initiale
ou nouvellement dérivée, MinSatz satisfait et retire toutes
les clauses contenant le littéral l, et efface toutes les oc-
currences de ¬l ; les clauses molles ne sont pas propagées
dans la mesure où elles ne sont pas forcément satisfaites).
Si l’une des clauses dures devient vide, MinSatz revient sur
ses choix précédents. Sinon, il calcule une borne supérieur
du nombre maximal des clauses molles falsifiées (UB) si
l’assignation partielle courante est étendue jusqu’à devenir



complète. Ce nombre, UB, est comparé avec le nombre de
clauses falsifiées, associé à la meilleur assignation décou-
verte jusque là (LB). Si UB≤LB, une meilleure solution
ne peut pas être trouvée à partir du nœud courant, et Min-
Satz doit aussi revenir en arrière. Sinon, une variable est
sélectionnée et instanciée. Tant que l’espace de recherche
n’a pas été totalement exploré, MinSatz répète ce procédé.
Lorsque la recherche est finie, MinSatz retourne la meilleur
solution trouvée. L’algorithme 1 détaille le pseudo-code de
MinSatz.

Algorithm 1: MinSatz(φ, LB)
φ← hardUnitPropagation(φ) ;
Si φ contient une clause dure vide Alors Retourner -1 ;
Si φ={} Ou φ ne contient que des clauses molles vides
Alors Retourner #empty(φ) ;
UB← #empty(φ)+overestimation(φ) ;
Si (UB ≤ LB) Alors Retourner LB ;
x← select(φ) ;
LB←MinSatz(φx, LB) ;
LB←MinSatz(φ¬x, LB) ;
Retourner LB.

Pour résoudre une instance φ, il faut appeler MinSatz(φ,
0). Si MinSatz retourne -1, cela signifie que la partie dure
des clauses de φ est insatisfiable, et il n’y a pas de solu-
tion possible. La fonction #empty(φ) retourne le nombre
de clauses molles vides dans φ ; overestimation(φ) retourne
une surestimation du nombre de clauses molles qui seraient
insatisfiables si l’assignation partielle courante était éten-
due jusqu’à être complète. select(φ) retourne la variable la
plus fréquente dans φ. L’instance φx (resp. φ¬x) est φ dans
laquelle toutes les clauses contenant x (resp. ¬x) sont satis-
faites et retirées, et dans laquelle le littéral ¬x (resp. x) est
retiré des clauses restantes. La valeur MinSAT de l’instance
initiale φ (i.e. le nombre minimal de clauses satisfaites de
φ) est #soft(φ)-MinSatz(φ, 0), où #soft(φ) est le nombre de
clauses molles de φ.

Prenons le temps maintenant de décrire comment est
calculé UB. Supposons que l’on se trouve sur un nœud
de l’espace de recherche et que, après avoir appliqué la
propagation unitaire sur les clauses dures uniquement, on
se trouve devant une instance formée des clauses dures
{h1, . . . , hk}, et des clauses molles {c1, . . . , cm} (non en-
core décidées). On construit alors un graphe non dirigé
G = (V,E) où V contient un nœud pour chaque clause
dans {c1, . . . , cm} (que l’on notera V = {v1, . . . , vm}).
Un arc est ajouté entre vi et vj si la clause ci contient un
littéral l, et si la clause cj contient ¬l.

De plus, un arc entre vi et vj est ajouté
dès que l’on peut prouver, par propagation uni-
taire, la contradiction sur l’ensemble des litté-
raux {¬li1, . . . ,¬lip,¬lj1, . . . ,¬ljq, h1, . . . , hk}, avec
ci = {li1, . . . , lip} (correspondant au nœud vi) et

cj = {lj1, . . . , ljq} (associé au nœud vj). Intuitive-
ment, la représentation à l’aide du graphe G permet
d’exprimer le fait que les clauses molles associées à deux
arcs d’un même nœud ne peuvent pas être simultanément
falsifiées. Dans le premier cas, il existe en effet au moins
une clause molle satisfaite dans la mesure ou soit l, soit
¬l est satisfait par toute assignation. Dans le second cas,
si les clauses molles associées à deux arcs d’un nœud
sont falsifiées, alors, par construction, cela impliquerait la
falsification d’une clause dure.

Une fois que le graphe G est construit, une parti-
tion en cliques est construite à l’aide de l’algorithme dé-
crit dans [Li and Quan 2010b, Li and Quan 2010a]. Par
construction de G, il existe au plus une clause falsifiée dans
chaque clique, et au moins toutes les clauses de chaque
clique, sauf une, sont satisfaites par toute assignation com-
plète. Le nombre de cliques d’une partition, noté s, est donc
une surestimation du nombre de clauses molles qui peuvent
être falsifiées par l’assignation partielle courante, par rap-
port à toute extension complète de celle-ci. En se basant sur
ce point, on peut définir UB = e + s, où e est le nombre
de clauses molles vides dans l’instance MinSAT courante.

On peut noter que le graphe aurait aussi pu
être défini de telle manière qu’un arc entre vi et
vj aurait été ajouté dès que l’ensemble de clauses
{¬li1, . . . ,¬lip,¬lj1, . . . ,¬ljq, h1, . . . , hk} aurait pu être
prouvé insatisfiable en utilisant un SAT solveur complet
comme une boîte noire, plutôt qu’en se basant sur la
propagation unitaire. Cela aurait certainement conduit
à de meilleurs calculs de bornes mais aurait aussi, en
contrepartie, eu un impact sur la rapidité du solveur.
Nous nous sommes donc restreint dans ce travail aux
contradictions détectables par propagation unitaire.

Exemple 1 Supposons que, lors de la recherche, l’on
soit sur un nœud contenant les clauses dures ¬x1 ∨
¬x2, ¬x2 ∨ ¬x3, ¬x3 ∨ ¬x4, ¬x4 ∨ ¬x5, ¬x1 ∨ ¬x5,
et les clauses molles ¬x1,¬x2,¬x3,¬x4,¬x5. Suppo-
sons, de plus, qu’aucune clause n’a encore été réduite
à vide. On construit alors le graphe G ayant les nœuds
v1, v2, v3, v4, v5, chaque nœud vi étant associé aux clauses
molles ¬xi (pour 1 ≤ i ≤ 5). Les arcs de G sont
{(v1, v2), (v2, v3), (v3, v4), (v4, v5), (v1, v5)}, ce qui cor-
respond au graphe représenté figure 1. Supposons mainte-
nant que notre algorithme trouve la partition en cliques de
G suivante : {{v1, v2}, {v3, v4}, {v5)}}. Alors, au plus 3
clauses molles sur les 5 clauses initiales peuvent être ré-
duites à vide, ce qui nous donne UB = 3.

Cependant, il faut bien noter que la partition ne peut
donner une borne supérieure optimale si G n’est pas par-
fait, comme l’exemple suivant, adapté de celui donné dans
[Li and Quan 2010b], le montre bien.

En effet, le graphe figure 1 peut être partitionné
en trois cliques {(v1, v2), (v3, v4), (v5)}, donnant dès



Once the graph G is built, a clique partition is created us-
ing the heuristic algorithm described in [Li and Quan, 2010b;
2010a]. By construction of G, there is at most one unsatis-
fied clause in every clique, and at least all the clauses in a
clique except one are satisfied by any complete assignment.
Therefore, the number of cliques in the partition, say s, is an
overestimation of the number of soft clauses that may be fal-
sified if the current partial assignment is completed. Taking
into account this fact, we define UB = e + s, where e is the
number of empty soft clauses in the current MinSAT instance.
Observe that the graph could also be defined in such a way

that there is an edge between vi and vj if the set of clauses
{¬li1, . . . ,¬lip,¬lj

1
, . . . ,¬ljq, h1, . . . , hk} may be declared to

be unsatisfiable using a complete SAT solver instead of unit
propagation. This way, we could obtain better quality bounds.
Nevertheless, for efficiency reasons, we restrict to contradic-
tions that may be detected by unit propagation.

Example 1 Assume that we are in a node in which we have
the hard clauses¬x1∨¬x2, ¬x2∨¬x3, ¬x3∨¬x4, ¬x4∨¬x5,
¬x1 ∨ ¬x5, and the soft clauses ¬x1,¬x2,¬x3,¬x4,¬x5.
Also assume that no clause has yet become empty. We build
a graph G with vertices v1, v2, v3, v4, v5, where vertex vi is
associated with the soft clause ¬xi, for 1 ≤ i ≤ 5. The
edges ofG are {(v1, v2), (v2, v3), (v3, v4), (v4, v5), (v1, v5)},
corresponding to the graph in Figure 1. Assume that
the algorithm finds the following clique partition of G:
{{v1, v2}, {v3, v4}, {v5)}}. Then, at most 3 soft clauses
among the 5 soft clauses can become empty, and UB = 3.

v1

v2 v5

v3 v4

Figure 1: A simple imperfect graph (χ(G)=3 and ω(G)=2)

Nevertheless, the partition cannot give the optimal upper
bound if G is not perfect, as the following example adapted
from the one given in [Li and Quan, 2010b] shows.
The graph in Figure 1 can be partitioned into three cliques

{(v1, v2), (v3, v4), (v5)}, giving an upper bound 3 for the
number of falsified clauses. However, a deep analysis can
show that only two clauses can be falsified (instead of 3), so
that the upper bound can be improved to 2. This analysis can
be achieved by adapting the approach proposed in [Li and
Quan, 2010b; 2010a] to transform the clique partition of G
into a partial MaxSAT instance. Then, MaxSAT technolo-
gies can be used to improve the upper bound by performing a
propositional reasoning to show that the three cliques cannot
have each a falsified clause for any complete assignment. The
reasoning is as follows. Assume that every clique contains a
falsified clause under some complete assignment. Then v5

should be falsified, but v1 and v4 cannot be falsified, because
v1 and v4 are connected to v5. So, the only possibility for the

first and the second cliques to have a falsified clause is that
v2 and v3 are both falsified, but this is impossible, because v2

and v3 are connected. So, {(v1, v2), (v3, v4), (v5)} is a subset
of cliques in which not all cliques can have a falsified clause.
In the general case, we use MaxSAT technologies to detect

subsets of cliques in which not all cliques can have a falsified
clause in a similar way as in [Li and Quan, 2010b; 2010a].
Each of such subsets allows to improve the upper bound by
one. We refer the reader to [Li and Quan, 2010b; 2010a] for
more details of this approach. This detection takes O(m2)
time, as the graph partition, for a graph of m soft clauses, so
that the time complexity of the overestimation(φ) function is
O(m2). The graph is stored inO(m2) space and the obtained
cliques are stored in O(m) space.
In the weighted case, where all weights are positive inte-

gers, we define the weight of a vertex v in G to be the weight
of the corresponding soft clause c. Let P be a set of cliques
of G, where two cliques may share some vertices and each
clique clqi is associated with a weight wclqi

. We call P a
weighted clique partition of G if for any vertex v of G, its
weight equals

∑
v∈clqi

wclqi
. By definition, each vertex of G

belongs to at least one clique in P .
Example 2 Refer to Figure 1, let the five weighted soft
clauses corresponding to the five vertices be {(c1, 2), (c2,
3), (c3, 4), (c4, 5), (c5, 6)}. P1={{(v1, v2), 2}, {(v3, v4),
4}, {(v5), 6}, {(v2), 1}, {(v4), 1}} and P2={{(v1, v2), 2},
{(v2, v3), 1}, {(v3, v4), 3}, {(v4, v5), 2}, {(v5), 4}} are both
weighted clique partition of the graph.
Given a MinSAT instance φ, a trivial upper bound for

the sum of weights of unsatisfied soft clauses is UB =∑
ci∈φ wi, where wi is the weight of the soft clause ci. Each

clique {(vi1 , . . . , vik
), w} of weight w allows to improve the

trivial upper bound by (k-1)w, since the clique implies at least
k-1 satisfied clauses. In other words, each clique allows the
weightw of the k-1 soft clauses not to be counted in the upper
bound. In Example 2, the weighted clique partition P1 gives
an upper bound 14, and P2 gives an upper bound 12.
Generating a weighted clique partition of a weighted graph

G consists in partitioning the weights of all vertices into a set
of cliques of G. Algorithm 2 used in MinSatz presents such
a partition. It first partitions G into cliques without consider-
ing the weights of vertices. Then it associates to each clique
{vi1 , . . . , vik

} the weightw = min(wi1 , . . . , wik
), wherewij

is the weight of vij
in G for 1≤j≤k, and modifies the weight

of vij
in G to wij

−w. After each clique has a weight, a new
graph G′ is constructed from G by removing all vertices with
weight 0. The process continues forG′. Note that if there are
t cliques in the partition of G, G′ has at least t vertices fewer
than G.
In Example 2, P1 is obtained using Algorithm 2. Note

that P2 is better than P1. In fact, efficiently finding weighted
clique partitions of better quality deserves future research.
We also use MaxSAT technologies to improve the upper

bound given by the above partition in the same way as in the
unweighted case. Every time we detect a subset of cliques
in which not all cliques can have a falsified clause, we im-
prove the upper bound by w, where w is the minimum weight
among all cliques in the subset.

FIG. 1 – Un graphe imparfait simple (χ(G)=3 et ω(G)=2)

lors une borne supérieure de 3 pour le nombre de
clauses falsifiées. Néanmoins, une analyse plus poussée
montre que seulement deux clauses peuvent être falsi-
fiées (au lieu de 3). Cette analyse peut par exemple se
baser sur une adaptation de l’approche proposée dans
[Li and Quan 2010b, Li and Quan 2010a] pour transformer
la partition en cliques de G en une instance MaxSAT
partielle. Dès lors, il devient possible d’utiliser un sol-
veur MaxSAT pour améliorer la borne supérieure. Le rai-
sonnement, en logique propositionnelle, de ce solveur se-
rait équivalent au suivant : Supposons que toute clique
contienne une clause falsifiée pour toute assignation com-
plète. Alors, v5 devrait être falsifié, mais v1 et v4 ne le
peuvent, puisque v1 et v4 sont connectés à v5. Donc, la
seule possibilité pour la première et la seconde clique de
contenir une clause falsifiée serait que v2 et v3 soient tous
deux falsifiés, ce qui est impossible dans la mesure où v2

et v3 sont connectés. Donc, {(v1, v2), (v3, v4), (v5)} est un
sous-ensemble de cliques qui ne permet pas à toutes ses
cliques d’avoir une clause falsifiée en même temps.

Dans le cas général, on utilise les techniques liées à Max-
SAT pour détecter des sous-ensembles de cliques qui ne
peuvent avoir en même temps des clauses falsifiées, comme
dans [Li and Quan 2010b, Li and Quan 2010a]. Chaque
sous-ensemble permet d’améliorer la borne supérieure de
un. Le lecteur est invité à se référer aux deux articles pré-
cédemment cités pour de plus amples détails sur ces tech-
niques. La détection demande un temps en O(m2) pour la
partition de graphe (pour m clauses molles), ce qui induit
une complexité en temps de la fonction overestimation(φ)
en O(m2) également. La représentation du graphe de-
mande par ailleurs un espace en O(m2) et les cliques obte-
nues sont stockées dans un espace en O(m).

Dans le cas pondéré, lorsque tous les poids sont des en-
tiers positifs, on définit le poids d’un nœud v de G comme
étant le poids de la clause molle associée c. Soit P l’en-
semble des cliques de G, tel que deux cliques ont la possi-
bilité de partager un nœud, et tel que chaque clique clqi est
associée à un poids wclqi . On appelle P la Partition pon-
dérée en cliques de G si pour tout nœud v de G, son poids
est égal à

∑
v∈clqi

wclqi . Par définition, chaque nœud de G
appartient à au moins une clique de P .

Exemple 2 Dans la figure 1, supposons que les cinq
clauses molles pondérées correspondant aux cinq noeuds
soient {(c1, 2), (c2, 3), (c3, 4), (c4, 5), (c5, 6)}. Alors
P1={{(v1, v2), 2}, {(v3, v4), 4}, {(v5), 6}, {(v2), 1}, {(v4),
1}} et P2={{(v1, v2), 2}, {(v2, v3), 1}, {(v3, v4), 3}, {(v4,
v5), 2}, {(v5), 4}} sont des partitions pondérées en cliques
du graphe.

Soit une instance MinSAT φ, une borne supérieure tri-
viale pour la somme des poids des clauses molles fal-
sifiées est UB =

∑
ci∈φ wi, où wi est le poids de la

clause ci. Chaque clique {(vi1 , . . . , vik
), w} de poids w

permet d’améliorer cette borne de (k-1)w, dans la mesure
où cette clique implique au moins k-1 clauses satisfaites.
En d’autres termes, chaque clique permet de ne pas comp-
ter, dans la borne supérieure, le poids w des k-1 clauses
molles. Dans l’exemple 2, la partition pondérée en cliques
P1 permet d’obtenir une borne supérieure de 14, alors que
P2 donne une borne supérieure de 12.

La génération d’une partition pondérée en cliques d’un
graphe pondéré G revient à partitionner les poids de tous
les nœuds en un ensemble de cliques de G. C’est ce
que permet de faire l’algorithme 2, utilisé dans Min-
Satz. Tout d’abord, cet algorithme partitionne G sans
prendre en compte les poids associés. Ensuite, il cherche
à associer à chaque clique {vi1 , . . . , vik

} le poids w =
min(wi1 , . . . , wik

), où wij est le poids de vij dans G pour
1≤j≤k. Il modifie ensuite le poids de vij dans G pour
qu’il soit wij − w. Une fois que toutes les cliques ont été
associées à un poids, un nouveau graphe G′ est construit
d’après G, en ôtant tous les nœuds de poids nul. Ce méca-
nisme se poursuit ensuite pour G′. On peut noter que s’il y
a t cliques dans la partition de G, G′ a au moins t nœuds
de moins que G.

Algorithm 2: partition(φ)
Construit un graphe pondéré G associé à φ ;
P←{} ;
repeat

Trouve une partition en cliques de G, et ajoute les
cliques à P ;
Construit G′ d’après les G et les cliques obtenues ;
G←G’ ;

until G devienne vide
Retourner P .

Dans l’exemple 2, P1 est obtenu en utilisant l’algo-
rithme 2. On notera que P2 est de meilleur qualité que
P1. Bien entendu, trouver de manière efficace une parti-
tion pondérée en cliques de meilleur qualité va permettre
d’améliorer de manière significative la recherche restant à
faire.

L’utilisation des technologies MaxSAT va aussi per-
mettre d’améliorer encore la borne supérieure donnée par



la partition ci-dessus, en suivant la même idée que pour
le cas non pondéré. Chaque fois que l’on détecte un sous-
ensemble de cliques dans lequel toutes les cliques ne
peuvent avoir une clause falsifiée en même temps, la borne
supérieure peut être améliorée de w, où w est le poids mi-
nimum sur toutes les cliques du sous-ensemble.

4 Évaluation expérimentale

L’évaluation expérimentale tient une part importante
dans notre travail. Nous avons ainsi conduit cinq expéri-
mentations pour nous permettre d’évaluer les performances
et l’utilité pratique de MinSatz. Les expérimentations, sauf
mention contraire, ont été réalisées sur un Macpro 2.8GHz
Intel Xeon ayant 4Go de mémoire sous Mac OS X 10.5.

4.1 Benchmarks

MaxClique. L’encodage en problème MaxSAT partiel
du problème MaxClique d’un graphe G = (V,E), tel
qu’utilisé dans les évaluations MaxSAT est le suivant
[Heras et al. 2008] : Une variable propositionnelle est as-
sociée à chaque nœud de V . La variable xi est vraie
ssi le nœud vi appartient à la clique. Pour chaque paire
vi, vj de nœuds non adjacents, correspond une clause dure
¬xi ∨ ¬xj . Pour chaque nœud vi, il y a une clause molle
unitaire (xi, 1). Résoudre l’instance correspondante revient
à chercher à maximiser le nombre de nœuds appartenant à
la clique.

On peut obtenir très simplement un encodage MinSAT
partiel de ce même problème MaxClique en utilisant les
mêmes clauses dures et, pour chaque nœud vi, en utilisant
plutôt une clause molle unitaire (¬xi, 1). Dès lors, résoudre
l’instance obtenue revient à minimiser le nombre de nœuds
n’appartenant pas à la clique.
Enchères combinatoires. Pour rappel, le problème des en-
chères combinatoires se définit comme suit. On a un en-
semble de biens G, et un ensemble d’acheteurs qui peuvent
enchérir sur des ensembles indivisibles de biens. Chaque
enchère bi est définie comme le sous-ensemble des biens
voulus Gi ⊆ G et le montant proposé pour l’achat. Le
vendeur, qui veut bien entendu maximiser ses revenus, doit
décider quelles enchères il désire satisfaire, dans la mesure
où deux enchères ayant un bien commun ne peuvent être si-
multanément acceptées. L’encodage en problème MaxSAT
partiel pondéré de ce problème, tel que proposé dans l’éva-
luation MaxSAT est le suivant [Heras et al. 2008] : Une va-
riable propositionnelle est associée à chaque enchère. xi est
vraie ssi l’enchère bi est acceptée. Pour chaque paire d’en-
chères (bi, bj) contenant au moins un bien commun, une
clause dure ¬xi ∨ ¬xj est ajoutée (encodant ainsi le fait
qu’on ne puisse pas accepter ces deux enchères simultané-
ment). Pour chaque enchère bi, est ajouté une clause uni-
taire molle (xi, wi) représentant le profit wi potentiel as-

socié à l’acceptation de l’enchère bi. Ainsi, résoudre l’ins-
tance revient à maximiser les profits obtenus.

L’encodage sous forme de problème MinSAT partiel
pondéré s’obtient en utilisant les mêmes clauses dures que
précédemment, mais en considérant plutôt les pertes de
profits associées au refus de chaque enchère. Ainsi, pour
chaque enchère bi est ajouté une clause unitaire molle
(¬xi, wi) indiquant une perte de profit de wi si bi n’est
pas acceptée. Dans ce cas, résoudre l’instance revient natu-
rellement à minimiser les pertes.
Min-3SAT. Rappelons que le problème Min-3SAT (non
pondéré) consiste à résoudre une instance MinSAT dont
chaque clause contient exactement 3 littéraux. MinSAT
peut aussi se réduire à MaxSAT partiel. Trois encodages
(E1, E2, et E3) ont été présentés dans [Li et al. 2010b].

4.2 Solveurs

Nous avons comparé MinSatz aux solveurs suivants :
– akmaxsat, akmaxsat_ls [Kuegel 2010], Inc-

MaxSatz [Lin et al. 2008], MaxSatz, Wmax-
satz+ [Li et al. 2007, Li et al. 2010a] : solveurs
MaxSAT partiel pondéré, basés sur des techniques
branch-and-bound, et soumis à l’évaluation MaxSAT
2010.

– MaxCLQ [Li and Quan 2010a] et MaxCliqueDyn
(Noté MCQDyn) [Konc and Janezic 2007] : les deux
meilleurs solveurs spécifiques au problème Max-
Clique, à notre connaissance.

– CASS [Fujishima et al. 1999] : solveur spécifique
(état de l’art) pour le problème des enchères combi-
natoires.

– CPLEX : solveur commercial (version 8.0) utilisant
des techniques de programmation linéaire.

4.3 Analyse des résultats expérimentaux

Toutes les tables reportent des temps d’exécutions
moyens en secondes, calculés sur celles ayant terminé
avant la limite de temps donnée. Ces temps sont donc suivis
du nombre d’instances effectivement résolues.

Dans la première expérimentation, nous avons cher-
ché à résoudre les problèmes Min-3SAT aléatoires de
[Li et al. 2010b], en utilisant une limite de temps de 3
heures (identique à [Li et al. 2010b]). Nous comparons ici
les performances de MinSatz avec l’encodage en MaxSat
partiel proposé dans l’article cité. Les résultats sont résu-
més table 1. Notons que ces instances ont été générées
uniformément, de 40 à 100 variables, et avec un nombre
de clauses correspondant à des ratios clauses-sur-variables
(C/V) prédéterminés (4, 4.25 et 5).

La table 1 montre clairement combien un solveur Min-
SAT dédié est plus performant que le meilleur solveur
MaxSAT. On notera que MinSatz a résolu toutes les ins-



instance MinSatz MaxSatz

#var C/V E1 E2 E3

40 4.00 0.01(50) 3.28(50) 507.8(50) 0.19(50)
50 4.00 0.03(50) 49.30(50) - (0) 0.92(50)
60 4.00 0.12(50) 742.4(50) - (0) 4.96(50)
70 4.00 0.41(50) 5735(34) - (0) 23.21(50)
80 4.00 1.97(50) - (0) - (0) 100.7(50)
90 4.00 8.87(50) - (0) - (0) 381.5(50)
100 4.00 30.59(50) - (0) - (0) 1658(33)
40 4.25 0.01(50) 4.67(50) 992.5(50) 0.28(50)
50 4.25 0.04(50) 75.6(50) - (0) 1.57(50)
60 4.25 0.14(50) 1153(50) - (0) 8.31 (50)
70 4.25 0.69(50) 5989(5) - (0) 42.77(50)
80 4.25 3.02(50) - (0) - (0) 186.3(50)
90 4.25 10.52(50) - (0) - (0) 760.4(50)
100 4.25 61.85(50) - (0) - (0) 2819(26)
40 5.00 0.02(50) 10.87(50) 5693(48) 0.80(50)
50 5.00 0.07(50) 226.8(50) - (0) 5.24(50)
60 5.00 0.47(50) 3803(48) - (0) 39.3(50)
70 5.00 1.59(50) - (0) - (0) 243.4(50)
80 5.00 14.68(50) - (0) - (0) 1512(50)
90 5.00 75.57(50) - (0) - (0) 5167(39)
100 5.00 380.72(50) - (0) - (0) - (0)

TAB. 1 – Temps moyens (en secondes) de résolution pour les
instances Min-3SAT résolues en 3 heures, suivi par le nombre
d’instances effectivement résolues (sur 50)

tances dans le temps imparti, ce qui n’est pas le cas de
MaxSatz.

Dans l’expérimentation suivante, nous avons cherché à
résoudre les 96 problèmes aléatoires de MaxClique utili-
sés dans l’évaluation MaxSAT 20101, ainsi que les 66 2

instances de DIMACS (dont 62 sont aussi dans l’évalua-
tion sous le nom structured). Le temps maximal est aligné
sur celui de l’évaluation (1800s). Nous comparons Min-
Satz avec les deux meilleurs solveurs MaxSAT sur ces ins-
tances : IncMaxSatz et akmaxsat, ainsi qu’avec les deux
meilleurs solveurs spécifiques pour MaxClique (MaxCLQ
et MCQDyn). Cette expérimentation a été conduite sur une
machine Intel core 2 duo à 3.33 GHz de 4Go de mémoire
sous Linux, dans la mesure où les solveurs MaxSAT étaient
disponibles en binaires pour ce système seulement. Les ré-
sultats sont résumés table 2. Clairement, MinSatz obtient
des performances bien supérieures aux deux solveurs Max-
SAT et arrive à égaliser les performances des solveurs spé-
cifiques. Dans la mesure où le problème MaxClique, en
soit, est étudié depuis longtemps, nous pensons que cela
montre qu’une réduction à MinSAT est une solution alter-
native pour toute une série de problèmes d’optimisations.

Dans la troisième expérimentation, nous avons chercher
à résoudre les problèmes d’enchères combinatoires utili-
sées dans l’évaluation MaxSAT 2010. Ils ont été générés
à partir de la suite de problèmes Combinatorial Auction

1http ://www.maxsat.udl.cat/10/introduction/index.html
2available at http ://cs.hbg.psu.edu/txn131/clique.html

instances MinSatz IncMaxsatz akmaxsat MaxCLQ MCQDyn

random(96) 0.01(96) 1.6(96) 3(96) 0.01(96) 0.01(96)
DIMACS(66) 115(53) 88(39) 84(40) 69(54) 57(52)

TAB. 2 – Temps moyens (en secondes) pour MaxClique, dans
un temps maximal de 1800s, suivi par le nombre d’instances ré-
solues.

Test Suite (CATS) [Leyton-Brown et al. 2000], basée sur
un générateur aléatoire s’inspirant d’exemples réels. Nous
avons utilisés les ensembles Paths (88 instances) et Schedu-
ling (84 instances). Encore une fois, nous comparons Min-
Satz avec les résultats obtenus lors de l’évaluation Max-
SAT 2010, mais avec les solveurs akmaxsat, akmaxsat_ls,
et Wmaxsatz+, qui sont les meilleurs sur ces instances. Le
temps maximal est de 1800s. Les résultats en temps de ces
solveurs sont ceux de l’évaluation, obtenus sur une ma-
chine AMD Opteron de 2GHz, ayant 512Mo de mémoire,
sous Linux. Les résultats sont donnés table 3. Même en
prenant en compte la différence de puissance entre les ma-
chines utilisées pour les tests, il demeure clair que Min-
Satz est de plusieurs ordres de grandeur plus performants
que ces solveurs MaxSAT. Dans la mesure où ces instances
étaient finalement facile pour MinSatz, nous avons décidé
de comparer notre approche avec les meilleurs solveurs dé-
diés du domaine.

instances MinSatz akmaxsat_ls akmaxsat Wmaxsatz+
path (88) 0.01(88) 22(88) 23(88) 192(71)
scheduling (84) 0.01(84) 267(75) 230(73) 63(83)

TAB. 3 – Problèmes d’enchères combinatoires (temps en se-
condes)

Ceci nous mène donc à notre quatrième expéri-
mentation, où nous comparons les performances
de MinSatz avec CASS et CPLEX sur les ins-
tances d’enchères combinatoires disponibles à
http ://people.cs.ubc.ca/˜ kevinlb/downloads.html. Ces
instances sont générées par CATS 2.0 pour 9 distributions.
Nous avons utilisé la suite “variable problem size" ayant
de 40 à 400 biens et de 50 à 2000 enchères. Chaque
distribution contient 800 instances, mais, par soucis
d’économie, nous avons arbitrairement restreint notre
étude aux 100 premières instances (numérotées 000001 à
000100). Les résultats sont reproduits table 4, en utilisant
cette fois un temps limite de 3600s. Les temps de calcul
de CASS et de CPLEX pour ces instances, obtenus sur
une machine Xeon 2.4GHz, sont reproduits depuis cette
même page internet. Pour tenter de comparer au mieux
les différentes approches, nous avons divisé les temps de
CASS et CPLEX pour prendre en compte la différence
d’architecture machine. MinSatz est plus rapide que CASS
sur ces instances, mais plus lent que CPLEX. On notera
cependant que, sur la distribution L7, MinSatz résout un



FIG. 2 – Courbes CDF pour 511 clauses et 120 variables (3430
essais). Les courbes sont respectivement basées sur 1594 ins-
tances (MaxSAT=511, i.e. toutes les 511 clauses de chaque ins-
tance peuvent être satisfaites), 1614 instances (MaxSAT=510,
i.e. 510 seulement des 511 clauses peuvent être satisfaites), 216
instances (MaxSAT=509) et seulement 6 instances pour Max-
SAT=508.

certain nombre d’instances que CPLEX n’arrive pas à
résoudre dans le temps imparti.

Instances MinSatz CASS CPLEX
Arbitrary(100) 108(52) 133(39) 34(68)

L2(100) 0.01(100) 0.01(100) 1(100)
L3(100) 164(43) 165(32) 161(50)
L4(100) 131(52) 84 (46) 32(97)
L6(100) 170(44) 90(38) 0.01(100)
L7(100) 56(93) 6(88) 154(89)

Matching(100) 98(79) 148(31) 0.01(100)
Region(100) 186(50) 37(35) 17(96)

Scheduling(100) 112(82) 28(71) 2(100)
Total(900) 98(595) 44(480) 49(800)

TAB. 4 – Problèmes difficiles d’enchères combinatoires (temps
en secondes)

Il faut tout de même rappeler ici combien CPLEX est un
logiciel hautement optimisé, de même que son encodage
du problème des enchères combinatoires. De notre point
de vue, il ne fait pas de doutes que MinSatz puisse être en-
core optimisé, à la fois pour les problèmes généraux Min-
SAT, mais aussi pour les problèmes plus spécifiques d’en-
chères combinatoires. Ainsi, la borne supérieure pourrait
être optimisée à l’aide d’une meilleure partition pondérée
du graphe ou grâce à des techniques comme la consistance
par arcs virtuels [Cooper et al. 2010].

Dans la cinquième – et dernière – expérimentation, nous
avons étudié l’existence d’éventuelles relations entre la va-
leur MaxSAT d’une instance aléatoire donnée et sa valeur
MinSAT. Ce point est d’ailleurs la raison originelle ayant
conduit au travail autour de MinSAT.

Nous avons généré un ensemble de formules 3SAT aléa-
toires ayant 120 variables au seuil (avec 511 clauses). La
valeur MaxSAT de ces instances a permis de les partition-
ner, chaque partition contenant toutes les formules 3SAT
d’une même valeur MaxSAT. La figure 2 montre claire-
ment que pour les 4 partitions obtenues, la courbe CDF
(Cumulative Distribution Function) est significativement
différente, suggérant que la distribution des valeurs Min-
SAT est distincte entre partitions. On notera qu’un point
(x, y) sur ces courbes signifie que la fraction des ins-
tances ayant une valeur MinSAT inférieure à x dans la
partition correspondante est y. En d’autres termes, y peut
grossièrement se voir comme la probabilité qu’une instance
ayant une certaine valeur MaxSAT ait une valeur Min-
SAT inférieure ou égale à une certaine valeur. De manière
à confirmer cette observation, nous avons procédé à des
tests de type two-sample Kolmogorov-Smirnov entre tous
les couples de courbes. L’hypothèse nulle a été rejetée avec
une quasi certitude.

Cette dernière expérimentation permet de conclure sur
une observation relativement surprenante. En effet, il
semble que les instances aléatoires ayant la plus grande
valeur MaxSAT sont aussi celles qui ont tendance, de ma-
nière significative, à avoir la valeur MinSAT la plus petite.
Nous avons aussi pu confirmer ce phénomène avec des ra-
tio r=C/V plus élevés (jusque r = 8) et aussi pour un grand
nombre d’instances de 80 et 100 variables à différents ra-
tios.

5 Conclusion

Nous avons proposé, dans cet article, et pour la pre-
mière fois, de voir le problème MinSAT d’un point de
vue applicatif et pragmatique. Nous avons proposé le pre-
mier solveur MinSAT pondéré partiel, appelé MinSatz.
Bien que MinSAT et MaxSAT soient tous deux des ex-
tensions naturelles de SAT, l’utilité de MinSAT, en pra-
tique, n’était pas claire avant nos travaux. De plus, bien
que les encodages MaxSAT et MinSAT utilisés soient très
similaires, il apparaît clairement combien l’utilisation du
formalisme MinSAT est extrêmement compétitive par rap-
port à MaxSAT. Nous pensons que cela est dû au fait que
notre solveur permet d’intégrer des mécanismes de calculs
de bornes mêlant raisonnement en logique propositionnelle
et partitions de graphes, qui sont fondamentalement dif-
férents de ceux utilisés par les solveurs MaxSAT, et qui
semblent être particulièrement performants pour exploiter
les structures de graphe. Nos expérimentations montrent
aussi que notre approche est une alternative de choix pour
certains problèmes d’optimisations, dans la mesure où les
performances affichées dépassent les solveurs dédiés aux
problèmes testés (MaxClique et Enchères combinatoires).
L’efficacité obtenue nous a aussi permis d’étudier expéri-
mentalement l’existence d’une corrélation possible entre



les valeurs MinSAT et MaxSAT des instances 3SAT aléa-
toires uniformes.

Dans la suite de ce travail, nous pensons améliorer les
techniques de calculs de bornes en utilisant une meilleure
partition des graphes considérés, et pousser plus loin
l’étude des performances de MinSatz sur les instances
d’enchères combinatoires.
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