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Abstract

Cet article 1 présente un nouvel algorithme de do-
maine consistance qui ne maintient pas les supports dy-
namiquement lors de la propagation, mais plutôt main-
tient les valeurs interdites. Nous introduisons l’algo-
rithme optimal NAC4 (AC4 négatif), basé sur cette idée.
Nous montrons en outre que le maintien de valeurs in-
terdites permet à l’algorithme générique AC5 d’assurer
la domaine consistance en temps O(ed) pour les catégo-
ries de contraintes dans lequel le nombre de supports est
de O(d2), mais où le nombre de valeurs interdites est de
O(d). Le papier montre également comment les valeurs
interdites et les supports peuvent être utilisés conjointe-
ment pour assurer la domaine consistance sur des com-
binaisons logiques de contraintes ainsi que pour calculer
la validité et l’implication de contraintes. Les résultats
expérimentaux montrent les avantages de l’exploitation
communes des supports et des valeurs interdites.

1 Introduction

En programmation par contraintes, la propagation vise
à réduire l’espace de recherche sans retirer de solu-
tions. L’algorithme de propagation considère chaque
contrainte individuellement et se termine lorsque au-
cune contrainte ne peut être utilisée pour réduire les
domaines des variables. La propagation idéale pour
une contrainte est la consistance de domaine, aussi
connu sous la consistance d’arc. Elle supprime du do-
maine de chaque variable toutes les valeurs qui n’ap-
partiennent pas à une solution de la contrainte consi-
dérée. De nombreux algorithmes ont été proposés pour
assurer la consistance de domaine, tels que AC3, AC4,
AC6, AC7 et AC2001 (voir [2]). Les algorithmes de
consistance utilisent généralement la notion de sup-
port. Pour une contrainte binaire c(x, y), un support

1. Cet article est une version française de [8].

pour une paire (x, a), où a est une valeur possible
pour x, est une paire (y, b) tel que c(a, b) est vraie. La
complexité temporelle optimale pour assurer la consis-
tance de domaine pour un CSP est de O(ed2) pour des
contraintes binaires et O(e.r.dr) pour des contraintes
non binaires (d est la taille du plus grand domaine,
e le nombre de contraintes et r la plus grande arité
des contraintes). Un algorithme tel que AC4 maintient
tous les supports pour tous les couples (x, a), alors que
d’autres algorithmes (par exemple, AC6) maintiennent
un support unique et cherchent les supports suivants
à la demande. L’algorithme AC4 fonctionne en deux
étapes. Tout d’abord, il calcule tous les supports pour
les paires variable/valeur de chaque contrainte. Puis,
il propage la suppression d’une valeur a du domaine
d’une variable x. Une propriété intéressante de l’étape
de propagation est que sa complexité temporelle est
proportionnel au nombre total de supports.

Example 1 Considérons la contrainte x = y mod 10,
avec D(x) = {0..9} et D(y) = {0..99}. La taille
de l’ensmeble des supports pour x est linéaire (en
O(#D(y)), où #A est la taille de A). L’étape de
propagation deAC4 pour cette contrainte est aussi li-
néaire, alors qu’elle reste quadratique pour d’autres
algorithmes AC optimaux, tels que AC6, AC7, ou
AC2001.

L’étape d’initialisation de AC4 calculant les supports
est de complexité O(d2), même si le nombre de sup-
ports est de O(d), car l’algorithme n’a pas connais-
sance de la sémantique de la contrainte. L’algorithme
générique AC5 [16] a été conçu pour exploiter la sé-
mantique des contraintes qui peut ensuite être utili-
sée pour produire les supports de ces contraintes en
temps linéaire. Ceci permet d’obtenir un algorithme
de consistance de domaine en O(ed).



La question scientifique abordée dans cet article est la
suivante. Est-il possible de concevoir un algorithme de
domaine consistance de complexité temporelle O(ed)
lorsque le nombre de supports est quadratique, mais
le nombre de valeurs interdites (également appelé en-
semble des conflits) est linéaire ?

Example 2 Considérons la contrainte x 6= y mod 10,
avec D(x) = {0..9} et D(y) = {0..99}. La taille de
l’ensemble des supports pour x est de 900, d’où une
complexité O(#D(x).#D(y)) dans l’étape de propaga-
tion de AC4. L’utilisation de AC3, AC7 ou AC2001
ne contribue pas à réduire cette complexité. Toutefois,
la taille de valeurs interdites est de 100 (O(#D(y))).
Peut-on utiliser un algorithme de type AC4 pour main-
tenir la liste des valeurs interdites à la place des sup-
ports pour obtenir un algorithme de complexity O(ed) ?

Cet article répond à cette question de façon positive
et apporte les contributions suivantes.
– Il propose l’algorithme NAC4 (AC4 négatif) qui réa-

lise la consistance de domaine avce une complexity
optimale de (ed2) pour les CSP binaires. Cet algo-
rithme maintient dynamiquement l’ensemble des va-
leurs interdites au lieu de maintenir les supports.
Nous montrons que AC4 et NAC4 sont deux ins-
tances de l’algorithme AC5 générique. Ils peuvent
être combinés naturellement dans un solveur de
contraintes. AC5 peut exploiter la sémantique des
contraintes pour obtenir une plus grande efficacité.

– Il identifie les catégories de contraintes pour les-
quelles la consistance de domaine peut être obtenue
en un temps linéaire.

– Il montre comment la combinaison AC4/NAC4 peut
assurer la consistance de domaine sur des combinai-
sons logiques de contraintes portant sur les mêmes
variables.

– Il montre que la combinaison de AC4/NAC4 peut
être facilement étendue afin de permettre l’éva-
luation de la validité et de l’implication d’une
contrainte.

– Il présente des résultats expérimentaux montrant les
avantages de la combinaison AC4/NAC4.

Travaux reliés L’idée d’utiliser des valeurs inter-
dites n’est pas nouvelle en CP. La nouveauté de ce
papier est que NAC4 maintient l’ensemble des valeurs
interdites dynamiquement lors de la propagation. Dans
[3, 12, 7], les auteurs utilisent des contraintes tables né-
gatives, où le tableau décrit l’ensemble de tuples inter-
dits. La table négative est utilisée pour trouver le pro-
chain support d’une variable/valeur au moyen d’une
recherche binaire. La table est statique, et n’est pas
mise à jour lors de la propagation. Lecoutre [5] a mon-
tré que (x, a) a un support pour une contrainte c(x, y)

si la taille de D(y) est strictement supérieure à la taille
de l’ensemble initial des conflits de (x, a). Cette idée
est intégrée dans un algorithme de propagation. Une
fois de plus, la taille de l’ensemble des conflits n’est
pas mise à jour pendant le calcul. La même idée est
également proposée comme condition de support dans
[14].

La consistance d’un ensemble de contraintes a été trai-
tée de différentes manières. Certaines approches as-
surent la consistance de domaine, qui est NP-difficile
en général. Un algorithme de domaine consistance,
fondée sur AC7, a été proposée dans [4] pour la
conjonction de contraintes. Lhomme [13] décrit un al-
gorithme de domaine consistance pour toute combi-
naison de contraintes. Il se concentre principalement
sur des contraintes données en extension. Les tuples
interdits sont utilisés ici aussi à travers une table né-
gative statique. D’autres approches calculent une ap-
proximation de consistance de domaine, comme dans
[15] (cardinalité), [17] (disjonction constructive), ou [1]
qui propose une algèbre pour combiner des contraintes.

2 AC5

Cette section revisite l’algorithme générique AC5 [16]
en le généralisant légèrement afin de couvrir AC4, AC6
et AC2001.

Definition 1 (CSP) Un CSP binaire (X,D(X),C)
est composé d’un ensmeble de n variables X =
{x1, . . . ,xn}, un ensmeble de domaines D(X) =
{D(x1), . . . ,D(xn)} où D(x) est l’ensemble des va-
leurs possibles pour la variable x et un ensemble
de constraintes binaires C = {c1, . . . , ce}, avec
V ars(ci) ⊆ X (1 ≤ i ≤ e). On note d =
max1≤i≤n(#D(x)).

Soit c une contrainte avec V ars(c) = {x, y}, a ∈
D(x), b ∈ D(y). c(x/a, y/b) ou c(y/b,x/a) désigne
la contrainte où les variables x et y ont été rempla-
cées par les valeurs a et b. Nous supposons que tester
c(x/a, y/b) prend un temps O(1). Si c(x/a, y/b) est
vrai, alors (x/a, y/b) est appelé un support de c et
(y, b) est un support de (x, a) pour c. Si c(x/a, y/b)
est faux, alors (x/a, y/b) est appelé un conflit de c et
(y, b) est un conflit (ou valeur interdite) de (x, a) pour
c.

Definition 2 Soit c une contrainte avec V ars(c) =
{x, y}. L’ensemble des valeurs inconsistantes, consis-
tantes et valides pour x dans c par rapport à un en-



semble de valeurs B sont définis comme suit.

Inc(c,x,B) = {(x, a)| a ∈ D(x) ∧ ∀b ∈ B : ¬c(x/a, y/b)}
Cons(c,x,B) = {(x, a)| a ∈ D(x) ∧ ∃b ∈ B : c(x/a, y/b)}
V alid(c,x,B)= {(x, a)| a ∈ D(x) ∧ ∀b ∈ B : c(x/a, y/b)}

Nous utilisons Inc(c,x) pour denoter Inc(c,x,D(y)),
et de même pour les autres ensembles.

Definition 3 (Domaine Consistance) Une
contrainte c sur {x, y} est domaine consistante
par rapport à D(X) ssi Inc(c,x) = ∅ et Inc(c, y) = ∅.
Un CSP (X,D(X),C) est domaine consistant ssi
toutes ses contraintes sont domaine consistantes par
rapport à D(X).

La Spécification 1 décrit les méthodes principales uti-
lisées par AC5. L’algorithme utilise une file Q de tri-
plets (c,x, a) indiquant que la domaine consistance de
la contrainte c devra être reconsidérée car la valeur a
a été retirée de D(x). Quand une valeur d’un domaine
est supprimée, la méthode enqueue met les informa-
tions nécessaires dans la file. Dans la postcondition,
Q0 représente la valeur de Q lors de l’appel. Le para-
mètre C1 nous permet de considérer un sous-ensemble
de contraintes, nécessaire à l’initialisation. Tant que la
file d’attente contient un triplet (c,x, a), il est souhai-
table que l’algorithme puisse considérer que, selon la
perspective de la contraine c, la valeur a est toujours
dans D(x). Ceci est formalisé ci-après.

Definition 4 La vue locale d’un domaine D(x) par
rapport à une file Q pour une contrainte c est l’en-
semble D(x,Q,C) = D(x) ∪ {a|(c,x, a) ∈ Q}.

Example 3 Étant donné une file Q =
{(c1, y, 2), (c1, z, 2), (c2, y, 3)} et domaines
D(x) = {1, 2}, D(y) = D(z) = {1}, on a
D(x,Q, c1) = D(y,Q, c1) = D(z,Q, c1) = {1, 2}.

La méthode principale de l’algorithme AC5 est valRe-
move, où l’ensemble 4 (appelé ensemble delta dans le
folklore de CP en raison de l’utilisation de la lettre 4
dans la description originale d’AC5) est l’ensemble des
valeurs qui ne sont plus prises en charge en raison de la
suppression de la valeur b dans D(y). Dans cette spé-
cification, b est une valeur qui n’est plus dans D(y) et
valRemove calcule les valeurs de (x, a) qui ne sont plus
supportées en raison de la suppression de b de D(y).
Notons que les valeurs dans la file (pour la variable
y) sont toujours considérées comme des supports po-
tentiels etant donné que celles-ci n’ont pas encore été
prises en compte dans cette contrainte. Nous limitons
également notre attention aux valeurs qui ont b dans
leur supports (par exemple, (x, a) ∈ Cons(c,x, {b})).
Cependant, nous laissons à valRemove la possibilité de
réaliser plus d’élagage (42), ce qui est utile pour les
contraintes monotones [16].

1 enqueue(in x: Variable;in a: Value;

2 in C1: Set of Constraints;

3 inout Q: Queue)

4 // Pre: x ∈ X , a /∈ D(x) et C1 ⊆ C
5 // Post: Q = Q0 ∪ {(c, x , a)|c ∈ C1, x ∈ V ars(c)}
6

7 post(in c: Constraint;out 4: Set of Values)

8 // Pre: c ∈ C with Vars(c) = {x , y}
9 // Post: 4 = I nc(c, x) ∪ I nc(c, y)

10 // + initialisation de structures de données spécifiques
11

12 boolean valRemove(in c: Constraint;

13 in y: Variable; in b: Value;

14 out 4: Set of Values)

15 // Pre: c ∈ C , V ars(c) = {x , y} , b /∈ D(y ,Q, c)
16 // Post: 41 ⊆ 4 ⊆ 42

17 // avec 41 = I nc(c, x ,D(y ,Q, c)) ∩ Cons(c, x , {b})
18 // et 42 = I nc(c, x)

Specification 1 – Méthodes enqueue, post et valRe-
move pour AC5.

L’algorithme AC5 est décrit dans l’algorithme 1. La
fonction propagateQueueAC5 applique valRemove sur
chaque élément de la file jusqu’à ce que la file soit
vide. La fonction initAC5 initialise la file. La Fonc-
tion post(c, 4) calcule les valeurs inconsistantes de
la contrainte c. Si elle supprime des valeurs de do-
maines, seules les contraintes déjà postées sont consi-
dérées par les appels de enqueue. Les contraintes qui
ne sont pas encore postées ne sont pas concernées par
cette suppression étant donné qu’elles vont utiliser le
nouveau domaine des variables lors du post. L’appel
de post généralement initialise certaines structures de
données à utiliser dans valRemove. Avec une légère
généralisation de la spécification de post et de valRe-
move, l’algorithme AC5 gère également les contraintes
non binaires. AC5 est générique ; la mise en oeuvre de
post et de valRemove est libre. Différentes contraintes
peuvent avoir leur propre implémentation de ces fonc-
tions. Cela permet a AC5 de combiner, dans un cadre
unique, différents algorithmes tels que AC4, AC6, AC7
et AC2001 et d’exploiter la sémantique des contraintes
pour atteindre une meilleure efficacité.

Proposition 1 En supposant une implémentation
correcte de post et de valRemove, AC5 est correct par
rapport à sa spécification.

Dans AC5, un élément (c,x, a) ne peut être mis qu’une
seule fois dans la file. La taille de la file donc de
O(e.r.d) pour les CSP non binaires et O(ed) pour les
CSP binaires. Le nombre d’exécutions de valRemove

est aussi borné par O(e.r.d).

Proposition 2 Pour les CSP binaires, si la com-



1 AC5(in X, C, inout D(X )){
2 // Pre: (X ,D(X ),C) is a CSP
3 // Post: D(X ) ⊆ D(X )0, (X ,D(X ),C) equivalent to
4 // (X ,D(X )0,C)
5 // et (X ,D(X ),C) is domain consistent
6 initAC5(Q);

7 propagateQueueAC5(Q);

8 }

9 initAC5(out Q){

10 Q = ∅;
11 C1 = ∅;
12 forall(c in C){

13 C1 += c;

14 post(c,4);

15 forall((x , a) in 4){

16 D(x) -= a;

17 enqueue(x , a,C1,Q);
18 }

19 }

20 }

21 propagateQueueAC5(in Q){

22 while Q != ∅ {

23 select( (c, y , b) in Q) {

24 Q = Q - (c, y , b);
25 valRemove(c, y , b,4);

26 forall((x , a) in 4){

27 D(x) -= a;

28 enqueue(x , a,C,Q);
29 }

30 }

31 }

32 }

Algorithm 1 – Algorithme AC5.

plexité temporelle de post est de O(d2) et la complexité
de valRemove est de O(d), alors la complexité tem-
porelle de AC5 est optimale et est de O(e.d2). Si la
complexité temporelle de post est de O(d) et la com-
plexité amortie de toutes les exécutions de valRemove

pour une contrainte est de O(d) (par exemple, la com-
plexité temporelle de valRemove est O(4)), alors la
complexité spatiale et temporelle de AC5 est O(ed).

Nous présentons l’algorithme AC4 comme une instan-
ciation de AC5 en donnant le code des méthodes post
et valRemove (Algorithmes 2). La méthode valRemo-

veAC4 utilise une structure de données S pour enregis-
trer les supports de chaque valeur dans les différentes
contraintes. Elle est initialisée par postAC4 et satis-
fait l’invariant suivant à la ligne 21 de l’algorithme 1
(AC5).

1 postAC4(in c: Constraint;out 4: Set of Values) {

2 // Pre: c ∈ C with Vars(c) = {x , y}
3 // Post: 4 = I nc(c, x) ∪ I nc(c, y)
4 // + initialisation de la structure de données S
5 post_varAC4(c, x, 41);

6 post_varAC4(c, y, 42);

7 4 = 41 ∪42;

8 }

9 post_varAC4(in c: Constraint;in x: Variable;

10 out 4: Set of Values) {

11 4 = ∅;
12 forall(a in D(x)){
13 S[x , a, c] = ∅;
14 forall(b in D(y) : c(x/a, y/b))
15 S[x , a, c] += b ;

16 if (S[x , a, c]==∅)
17 4 += (x , a) ;

18 }

19 }

20 valRemoveAC4(in c: Constraint;in y: Variable;

21 in b: Value; out 4: Set of Values) {

22 // Pre: c ∈ C , V ars(c) = {x , y} , b /∈ D(y ,Q, c)
23 // Post: 4 = I nc(c, x ,D(y ,Q, c)) ∩ Cons(c, x , {b})
24 4 = ∅;
25 forall(a in S[y , b, c]) {

26 S[x , a, c] -= b ;

27 if (S[x , a, c]==∅ & a in D(x))
28 4 += (x , a) ;

29 }

30 }

Algorithm 2 – Méthodes post et valRemove de AC4.

Soit c ∈ C avec V ars(c) = {x, y} :

(1.x) ∀a ∈ D(x,Q, c)) :
S[x, a, c] = {b ∈ D(y,Q, c)|c(x/a, y/b)}

(2.x) ∀a ∈ D(x) : S[x, a, c] 6= ∅

Et de manière similaire pour y. Cet invariant
assure l’exactitude de valRemoveAC4. Après l’ap-
pel de postAC4, nous avons

∑
a∈D(x) #S[x, a, c] =∑

b∈D(y) #S[y, b, c] qui est O(d2). La taille de la struc-

ture de donnée est de O(e.d2).

3 NAC4

NAC4 (AC4 Négatif) est une nouvelle instance de AC5
qui est basée sur les valeurs interdites. Celles-ci sont
dynamiquement maintenues lors de la propagation.
Par NAC4, nous désignons l’algorithme AC5 dont les
méthodes postNAC4 et valRemoveNAC4 sont définies
comme décrites dans les Algorithmes 3 et 4.

NAC4 utilise une structure de données F pour enregis-



1 postNAC4(in c: Constraint;out 4: Set of Values) {

2 // Pre: c ∈ C with Vars(c) = {x , y}
3 // Post: 4 = I nc(c, x) ∪ I nc(c, y)
4 // + initialisation des structures de données F,
5 // setOfSize et localSize
6 post_varNAC4(c,x,41);

7 post_varNAC4(c,y,42);

8 localSize[x , c] = #D(x);
9 localSize[y , c] = #D(y);

10 4 = 41 ∪42;

11 }

12 post_varNAC4(in c: Constraint;in x: Variable;

13 out 4: Set of Values) {

14 4 = ∅;
15 forall(k in 0..#D(y))
16 setOfSize[x , k, c] = ∅;
17 forall(a in D(x)){
18 F[x , a, c] = ∅;
19 forall(b in D(y) : ¬c(x/a, y/b))
20 F[x , a, c] += b ;

21 k = #F[x , a, c];
22 setOfSize[x , k, c]) += a;

23 if (k==#D(y))
24 4 += (x , a) ;

25 }

26 }

Algorithm 3 – La méthode post de NAC4.

trer les valeurs interdites pour chaque valeur dans les
différentes contraintes. Pour une contrainte c, définie
sur x, y, l’idée de base est que la valeur a devrait être
retirée de D(x) dès que l’ensemble des valeurs inter-
dites pour (x, a) et l’ensemble D(y) sont les mêmes.
Ce test peut être réalisé efficacement (1) en raison-
nant sur la taille de l’ensemble des valeurs interdites
pour (x, a) et de l’ensemble D(y), (2) en utilisant une
structure de données triant par taille les ensmebles de
valeurs interdites, et (3) en enregistrant la taille de
la vue locale des domaines. Ces structures de données
sont initialisées dans postNAC4 et mises à jour dans
valRemoveNAC4. La structure de données F [x, a, c] en-
registre l’ensemble des valeurs interdites pour (x, a) et
c ; setOfSize[x, k, c] désigne l’ensemble des valeurs b
telles que #F [x, b, c] = k et localSize[x, c] désigne la
taille de la vue locale du domaine D(x). La méthode
valRemoveNAC4 met tout d’abord à jour la taille de
la vue locale de D(y) et supprime b de la structure
de données setOfSize pour la variable y (lignes 5 à
7). Il met ensuite à jour l’ensemble des valeurs inter-
dites ainsi que setOfSize pour chaque paire (x, a) ∈
F [y, b, c] (lignes 8 à 13). Enfin, il supprime les valeurs
qui ne sont plus supportées, c’est-à-dire, les valeurs de
setOfSize[x, s, c] ∩ D(x), où s est la taille locale de
D(y) (lignes 14 à 18).

1 valRemoveNAC4(in c: Constraint;in y: Variable;

2 in b: Value,out 4: Set of Values) {

3 // Pre: c ∈ C , V ars(c) = {x , y} , b /∈ D(y ,Q, c)
4 // Post: 4 = I nc(c, x ,D(y ,Q, c)) ∩ Cons(c, x , {b})
5 localSize[y , c]-- ;

6 k = #F[y , b, c];
7 setOfSize[y , k, c] -= b;

8 forall(a in F[y , b, c]){
9 F[x , a, c] -= b ;

10 k = #F[x , a, c];
11 setOfSize[x , k + 1, c] -= a;

12 setOfSize[x , k, c] += a;

13 }

14 4 = ∅;
15 s = localSize[y , c];
16 forall(a in setOfSize[x , s, c] : a in D(x))
17 4 += (x , a);
18 }

Algorithm 4 – La méthode valRemove de NAC4.

Les structures de données satisfont l’invariant suivant
à la ligne 21 de l’Algorithme 1 (AC5). Soit c ∈ C avec
V ars(c) = {x, y} :

(3.x) ∀a ∈ D(x,Q, c) :
F [x, a, c] = {b ∈ D(y,Q, c)|¬c(x/a, y/b)}

(4.x) ∀a ∈ D(x) : F [x, a, c] ⊂ D(y,Q, c)
(5.x) setOfSize[x, k, c] = {a ∈ D(x,Q, c))|

#F [x, a, c] = k}(0 ≤ k ≤ #D(y,Q, c))
(6.x) localSize[x, c] = #D(x,Q, c)

et de manière similaire pour y. A partir de ces in-
variants, nous avons que F [x, a, c] ⊆ D(y,Q, c) est
vrai à la ligne 24 et que la valeur a doit être sup-
primée de D(x) si F [x, a, c] = D(y,Q, c). Donc, si
s = localSize[y, c], l’algorithme doit retirer les valeurs
de setOfSize[x, s, c] du domaine de D(x). Ces inva-
riants assurent l’exactitude de valRemoveNAC4.

La taille des structure de données est de O(e.d2). Dans
l’élagage de la méthode postNAC4, la vue locale de la
taille du domaine D(y) est #D(y) vu que la file ne
contient pas d’éléments de la forme (x, ., c). La com-
plexité de postNAC4 est O(d2) et de la complexité de
valRemoveNAC4 est de O(d). Ainsi, par la propriété 2,
la complexité globale de NAC4 est de O(ed2), qui est
la complexité optimale pour assurer la consistance de
domaine sur les CSP binaires.

Example 4 NAC4 est illustré sur le CSP suivant :
c1(x, y) = {(1, 4), (1, 5), (2, 2), (2, 5), (3, 1), (3, 3), (3, 4)},
c2 : y 6= 4, c3 : y 6= 5, D(x) = {1, 2, 3} et
D(y) = {1, 2, 3, 4, 5}. L’execution de postNAC4(c1,4)
produit 4 = ∅ et remplit les structures de données



comme suit :

F [x, 1, c1] = {1, 2, 3} F [y, 1, c1] = {1, 2}
F [x, 2, c1] = {1, 3, 4} F [y, 2, c1] = {1, 3}
F [x, 3, c1] = {2, 5} F [y, 3, c1] = {1, 2}

F [y, 4, c1] = {2}
F [y, 5, c1] = {3}

setOfSize[x, 1, c1] = ∅ setOfSize[y, 1, c1] = {4, 5}
setOfSize[x, 2, c1] = {3} setOfSize[y, 2, c1] = {1, 2, 3}
setOfSize[x, 3, c1] = {1, 2} setOfSize[y, 3, c1] = ∅
setOfSize[x, 4, c1] = ∅
setOfSize[x, 5, c1] = ∅
localSize[x, c1] = 3 localSize[y, c1] = 5

postNAC4(c2,4) retourne 4 = {(y, 4)} et
postNAC4(c3,4) produit 4 = {(y, 5)}, ce qui donne
Q = {(c1, y, 4), (c1, y, 5)}, D(x) = {1, 2, 3}, et D(y) =
{1, 2, 3}. La methode valRemoveNAC4(c1, y, 4,4) met
à jour les variables suivantes :

F [x, 2, c1] = {1, 3}
setOfSize[x, 3, c1] = {1}
setOfSize[x, 2, c1] = {2, 3}
localSize[y, c1] = 4
setOfSize[y, 1, c1] = {5}

Etant donné que setOfSize[x, 4, c1] = ∅, on a 4 = ∅,
Q = {(c1, y, 5)}, D(x) = {1, 2, 3}, et D(y) = {1, 2, 3}.
valRemoveNAC4(c1, y, 5,4) met à jour les variables
suivantes :

F [x, 3, c1] = {2}
setOfSize[x, 2, c1] = {2}
setOfSize[x, 1, c1] = {3}
localSize[y, c1] = 3
setOfSize[y, 1, c1] = ∅

Etant donné que setOfSize[x, 3, c1] = {1}, on a
4 = {(x, 1)}, Q = {(c1,x, 1)}, D(x) = {2, 3}, et
D(y) = {1, 2, 3}. valRemoveNAC4(c1,x, 1,4) met à
jour les variables suivantes :

F [y, 1, c1] = {2}
F [y, 2, c1] = {3}
F [y, 3, c1] = {2}
setOfSize[y, 2, c1] = ∅
setOfSize[y, 1, c1] = {1, 2, 3}
localSize[x, c1] = 2
setOfSize[x, 3, c1] = ∅

Les domaines deviennent finalement D(x) = {2, 3} et
D(y) = {1, 2, 3}.

Proposition 3 Soit c ∈ C sur les variables {x, y}.
Les Invariants (3-6.x-y) sont satisfaits a la ligne 21 de
AC5.

Proposition 4 NAC4 est correct et sa complexité
spaciale et temporelle est de O(e.d2).

4 Applications

Nous allons maintenant examiner une série d’appli-
cations liées au principe du maintien dynamique des
valeurs interdites.

Contraintes AC éparses Les instances AC4 et
NAC4 de AC5 peuvent être combinées ; chaque
contrainte mettant en oeuvre sa version AC4 ou NAC4
des méthodes post et valRemove valRemove. Ceci sera
noté AC5(AC4,NAC4). Une propriété intéressante de
AC5(AC4,NAC4) est que la complexité amortie de
toutes les exécutions de valRemoveAC4 ou valRemo-

veNAC4 pour une contrainte est limitée par le nombre
d’éléments dans la structure de données S ou F de
cette contrainte. On obtient alors la spécialisation sui-
vante de la proposition 2.

Proposition 5 Si une version spécialisée de postAC4

ou postNAC4 exploitant la sémantique de la contrainte
s’exécute en un temps O(K) pour chaque contrainte
d’un CSP binaire, alors la complexité spaciale et tem-
porelle de AC5(AC4,NAC4) est O(e.K).

Comme cas particulier, si S ou F peut être rempli
en O(d), un algorithme de domaine consistance s’exé-
cute en un temps O(ed), tel que formalisé par la classe
contraintes suivante.

Definition 5 Une contrainte c avec V ars(c) = {x, y}
est positivement éparse par rapport à un domaine D si
et seulement si #{(a, b) ∈ D2|c(x/a, y/b)} est O(#D).
La contrainte c est négativement éparse par rapport à
un domaine D si et seulement si ¬c est positivement
éparse par rapport D.

Example 5 Des exemples de contraintes positivement
et négativement éparses sont les contraintes bijectives
(x + y = k, où k est une constante), les contraintes
anti-bijectives (x + y 6= k), les contraintes fonction-
nelles (x = |y − k| ou x = y mod k), les contraintes
anti-fonctionnelles (x 6= |y − k| ou x 6= y mod k),
mais comprennent aussi des des contraintes (anti-
)fonctionnelles telles que|x − y| = k et |x − y| 6= k.
On peut aussi considérer les contraintes de congruence,
tels que (x + y) mod k = 0 et (x + y) mod k 6= 0 qui
sont éparses lorsque k est O(d).

Grâce à la généricité d’AC5, nous pouvons exploiter
la sémantique des contraintes spécifiques dans la mé-
thode postAC4 des contraintes positivement éparses et
de postNAC4 pour les contraintes négativement éparses
afin de remplir la structure de données S ou F en O(d)
et obtenir ainsi une complexité temporelle de O(d).

Proposition 6 Pour des contraintes positivement et



négativement éparses, la complexité spaciale et tempo-
relle est de O(ed).

Combinaison de constraintes sur des mêmes
variables Considérons maintenant une contrainte c
sur {x, y} définie comme une combinaison booléenne
de contraintes {c1, . . . , ck} portant sur les mêmes va-
riables. Supposons pour simplifier que le nombre de
connecteurs logiques est bornée par k. La contrainte c
peut être postée en AC5(AC4,NAC4) avec une com-
plexité de O(k.d2). L’étape de propagation sur cette
contrainte sera alors réalisée en temps O(K) pour at-
teindre la consistance de domaine, où K est le nombre
de supports.

Example 6 Considérons la contrainte c ≡ (c1 ∧ c2)∨
(c3 ∧ c4) où c1 ≡ x 6= |y − 2|, c2 ≡ y − 1 6= x mod 2,
c3 ≡ x = |y − 1|, c4 ≡ |x− 2| = y, avec D(x) = {0, 1}
et D(y) = {1, 2}. Chaque contrainte ci est domaine
consistante, mais ni c1 ∧ c2 ni c3 ∧ c4 ne l’est. Une
application de AC4 (ou NAC4) sur c permettra de dé-
tecter une inconsistance.

Dans certains cas, comme dans l’exemple ci-dessus, il
est possible de parvenir à une meilleure complexité
en exploitant conjointement les supports et les valeurs
interdites. L’idée centrale est que chaque contrainte ci
doit utiliser les supports ou les valeurs interdites en
fonction de sa sémantique. Ensuite, les contraintes in-
dividuelles sont combinées par des opérateurs logiques
qui utilisent les supports et les valeurs interdites afin
de calculer ses propres supports ou valeurs interdites,
et cela de façon récursive. Le Tableau 1 présente les
règles permettant de combiner des contraintes et de
calculer la structure de données S ou F pour les va-
riables x et y, selon la structure de données main-
tenue dans les sous-expressions. Les règles sont don-
nées pour la variable x, mais sont similaires pour y.
Une contrainte ci qui utilise la structure de données
S (resp. F ) sera notée c+i (resp. c−i ). Si la méthode
post applique ces règles à la contrainte c, alors l’algo-
rithme réalise ensuite la consistance de domaine. Il n’y
a pas coût temporel ou spatial supplémentaire étant
donné que toutes les opérations du tableau 1 peuvent
être effectuées en temps s1 + s2, où si est la taille
de la structure de données (S ou F) pour ci. Comme
cas particulier, si la complexité temporelle pour pos-
ter chaque ci est de O(d) (e.g. contrainte fonctionnelle
ou anti-fonctionnelle), la complexité spatiale et tem-
porelle pour poster la contrainte c est de O(k.d).

Proposition 7 Étant donné un ensemble de
contraintes binaires C et une contrainte binaire
c exprimée comme une combinaison logique des
contraintes c1, . . . , ck avec V ars(c) = V ars(ci)

c−≡ ¬c+1 F [x, a, c] =S[x, a, c1]
c+≡ ¬c−1 S[x, a, c] =F [x, a, c1]
c+≡ c+1 ∧ c+2 S[x, a, c] =S[x, a, c1] ∩ S[x, a, c2]
c−≡ c−1 ∧ c−2 F [x, a, c] =F [x, a, c1] ∪ F [x, a, c2]
c+≡ c+1 ∧ c−2 S[x, a, c] =S[x, a, c1] \ F [x, a, c2]
c+≡ c+1 ∨ c+2 S[x, a, c] =S[x, a, c1] ∪ S[x, a, c2]
c−≡ c−1 ∨ c−2 F [x, a, c] =F [x, a, c1] ∩ F [x, a, c2]
c−≡ c+1 ∨ c−2 F [x, a, c] =F [x, a, c2] \ S[x, a, c1]

Table 1 – Règles pour combiner c1(x, y) et c2(x, y).

(1 ≤ i ≤ k), si la méthode post pour c applique les
règles de la table 1, alors l’algorithm AC5(AC4,NAC4)
sur C ∪ {c1, . . . , ck} réalise la domaine consistance.
Si la complexité temporelle des méthodes post des
contraintes de C ∪ {c1, . . . , ck} est de O(d), alors la
complexité temporelle et spatiale de AC5(AC4,NAC4)
appliqué sur C ∪ {c} est O((e + k).d), avec e = #C.

Validité et implication AC5(AC4,NAC4) peut
être étendu pour supporter les méthodes isValid et
isEntailed (Spécifications 2). Avec AC4, une varia-
ble/valeur (x, a) est détectée comme étant valide dans
c si la taille de S[x, a, c] est #D(y,Q, c). AC4 doit pour
cela maintenir les structures setOfSize et localSize
structures de données de NAC4. Avec NAC4, une va-
riable/valeur (x, a) est détectée comme étant valide
dans c si F [x, a, c] est vide. L’invariant de la struc-
ture de données pour AC4 et NAC4 serait alors (1-
6.x-y). La complexité théorique de AC5(AC4,NAC4)
est inchangée, tandis que la complexité pratique est à
peu près doublée. AC4 et NAC4 garderaient ainsi le
nombre de valeurs valides pour chaque contrainte c. Si
les valeurs valides pour x dans c atteint #D(x,Q,C),
alors la contrainte est détectés toujours vraie (en
supposant que les domaines soient non vides). On
pourrait aussi étendre facilement les méthodes post

et valRemove à des méthodes post(c,4−,4+) et
valRemove(c,y,b,4−,4+) où l’argument supplémen-
taire 4+ retourne l’ensemble des nouvelles valeurs va-
lides, défini comme

4+ = V alid(c,x) ∪ V alid(c, y)

pour post, et

4+ = V alid(c,x,D(y,Q, c)) ∩ Inc(c, y, {b})

pour valRemove. Ces algorithmes étendus de do-
maine consistance sont utiles pour des combinateurs
de contraintes, la réification ainsi que dans un cadre
Ask & Tell.



1 Boolean isValid(in c: Constraint,

2 in x: Variable, in a: Value)

3 // Pre: c ∈ C , V ars(c) = {x , y}, a ∈ D(x),
4 // D(y) 6= ∅
5 // Post: return true iff (x , a) ∈ Valid(c, x ,D(y ,Q, c))
6 Boolean isEntailed(in c: Constraint)

7 // Pre: c ∈ C with V ars(c) = {x , y},
8 // D(x) 6= ∅, D(y) 6= ∅
9 // Post: return true iff

10 // ∀a ∈ D(x) : (x , a) ∈ Valid(c, x ,D(y ,Q, c))

Specification 2 – Les méthodes isValid et isEntai-

led.

Combinaison de contraintes sur des variables
différentes Assurer la consistance de domaine sur
une combinaison de contraintes (binaires) portant sur
des variables différentes est un problème NP-difficile.
Une approximation de consistance de domaine peut
être réalisée en utilisant le cadre proposé dans [1], où
les contraintes primitives produisent non seulement
des valeurs incompatibles, mais aussi les valeurs va-
lides. Notre algorithme AC5(AC4,NAC4) étendu peut
être utilisé pour combiner les contraintes en utilisant
l’algèbre proposée dans [1]

5 Résultats experimentaux

Cette section illustre les avantages d’une exploitation
conjointe des supports et des valeurs interdites. Nous
avons évalué AC4, NAC4, et leur combinaison sur des
CSPs impliquant lees contraintes positivement et né-
gativement éparses x = y mod k, x = |y−k|, x+y = k,
|x − y| = k, (x + y) mod k = 0 et leurs versions né-
gatives, où k est une constante. Trois séries de 20
CSPs ont été générés. Le premier ensemble contient
uniquement des contraintes positives (CPOS), le se-
cond uniquement des contraintes négatives (CNEG),
et le troisième des contraintes positives et négatives
(cPosNeg). Les résultats sont présentés dans la Table
2. Le nom de Cneg 50 200 10 signifie que chaque CSP
a 50 variables avec un domaine {0..199}, et qu’il y
a 10% de contraintes entre toutes les paires de va-
riables distinctes. Les paramètres ont été choisis pour
éviter les CSPs trivialement satisfaisables ou triviale-
ment inconsistants. Les contraintes ont été choisies au
hasard en utilisant une distribution uniforme. Les va-
leurs k sont également déterminées en utilisant une
distribution uniforme. Chaque CSP a été résolu en
Comet [9] en utilisant quatre algorithmes de consis-
tance différents : (1) AC4 pour chaque contrainte,
(2) NAC4 pour chaque contrainte, (3) la combinaison

AC5(AC4,NAC4) en utilisant AC4 pour les contraintes
positives et NAC4 pour les contraintes négatives et
(4) la combinaison AC5(AC4*,NAC4*) qui est sem-
blable à AC5(AC4,NAC4), mais utilise des méthodes
spécialisées post (linéaires) exploitant la sémantique
des contraintes. Pour un CSP qui ne contient que
des contraintes positives, AC5(AC4,NAC4) se réduit
à AC4 et, pour un CSP qui ne contient que des
contraintes négatives, AC5(AC4,NAC4) se réduit à
NAC4. Nous donnons le temps d’exécution moyen (en
secondes), ainsi que le pourcentage de CSPs consis-
tants dans chaque ensemble de données. L’inconsis-
tance d’un CSP est toujours détectée dans le noeud
racine de l’arbre de recherche. Pour les CSPs consis-
tants, la recherche est arrêtée après 1000 noeuds. Les
expériences ont été réalisées sur un seul coeur d’un or-
dinateur avec processeur Intel Core Duo cadencé à 2,8
GHz et avec 4 Go de mémoire.

Pour les contraintes positivement éparses, AC4 est
beaucoup plus efficace (facteur d’accélération de 41)
que NAC4, tandis que NAC4 est beaucoup plus effi-
cace que AC4 (facteur d’accélération de 11,5) pour les
contraintes négativement éparses. Ceci montre l’inté-
rêt de NAC4. L’utilisation d’une contrainte post spé-
cialisée conduit à un facteur d’accélération de 2,57
pour AC4 et de 1,17 pour NAC4. Pour les CSPs com-
binant des contraintes positivement et négativement
éparses, NAC4 est 3,5 fois plus lent que AC4, ce qui
s’explique par les structures de données plus com-
plexes à maintenir pour NAC4. Cette dernière série
de CSPs montre l’intérêt d’un algorithme générique
permettant la combinaison de différents algorithmes
tels que AC4 et NAC4. Le facteur d’accélération de
AC5(AC4,NAC4) par rapport à AC4 est de 12,7. Il
augmente jusqu’à 14,9 lorsque l’on utilise des mé-
thodes post spécialisée dans AC5(AC4*,NAC4*).

6 Conclusion

Ce papier propose l’algorithme optimal NAC4 pour
la domaine consistance ; cet algorithme n’utilise pas
les supports, mais maintient dynamiquement les va-
leurs interdites lors de la propagation. Les principes de
NAC4 peuvent être combinés au sein de l’algorithme
générique AC5 avec les techniques utilisées dans AC4,
AC6, et AC2001 pour exploiter la sémantique des
contraintes et obtenir ainsi une plus grande efficacité.
En particulier, les valeurs interdites permettent à AC5
d’obtenir la consistance de domaine en un temps O(ed)
pour les catégories de contraintes dans lesquelles le
nombre de supports est de O(d2), mais le nombre de



% Consist. AC4 NAC4 AC5(AC4,NAC4) AC5(AC4*,NAC4*)
cPos 10 200 01 55% 0.466 19.198 - 0.181
cNeg 50 200 10 100% 27.596 2.381 - 2.027
cPosNeg 50 200 05 53% 21.690 76.073 1.700 1.454

Table 2 – Comparaison de AC4, NAC4, AC5(AC4,NAC4) et AC5(AC4*/NAC4*).

valeurs interdites est de O(d). Cet article montre éga-
lement comment les valeurs interdites et les supports
peuvent être utilisés conjointement pour assurer la
consistance de domaine sur des combinaisons logiques
de contraintes et de calculer la validité et l’implication
de contraintes. Les résultats expérimentaux montrent
que la combinaison de supports et de valeurs interdites
permet de considérablement réduire le coût de calcul
de la consistance de domaine pour certaines classes de
contraintes.

Les travaux futurs visent à comparer
AC5(AC4/NAC4) avec d’autres algorithmes de
domaine consistance, à réaliser une évaluation expé-
rimentale sur d’autres jeux de tests, y compris des
instances non-binaires ainsi qu’à étendre NAC4 pour
gérer des tables négativess représentées de manière
compacte, telle que décrits dans [10, 11, 6, 7].
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