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Résumé

Les systemes d’acquisition de données image en deux ou trois dimensions (2-D ou 3-D)
fournissent généralement des données organisées sur une grille réguliere, appelées données
discrétes. Que ce soit pour la visualisation ou I'extraction de mesures, la géométrie discréte
définit les outils mathématiques et géométriques pour de nombreuses applications.

Dans cette thése, nous nous intéressons a I'adaptation des algorithmes de la géométrie
discréte aux grilles irréguliéres isothétiques. Ce modéle de grille permet de représenter de
maniére générique les structurations d'images en pixels ou voxels de taille et de position
variable (ou cellules) : les grilles anisotropes, trés répandues en imagerie médicale, les
décompositions hiérarchiques telles que quadtree/octree, les techniques de compression
comme le run length encoding, etc. Nous proposons d’'étendre deux méthodologies large-
ment étudiées pour analyser les formes discrétes a cette représentation : la reconstruction
d'objets binaires complexes et la transformée en distance.

Pour réaliser la reconstruction topologique et géométrique d'objets irréguliers, nous
construisons le graphe de Reeb discret irrégulier, qui résume la forme de I'objet traité.
Ensuite, nous calculons une structure polygonale exacte. Ces deux représentations peu-
vent étre rapidement mises a jour, lors du raffinement d'une cellule de I'objet, ou quand
plusieurs cellules sont groupées ensemble. Nous proposons deux applications de ce sys-
téme : la distinction de caractéres ambigus dans un outil de reconnaissance de plaques
minéralogiques, et |'approximation de courbes implicites planaires.

La transformée en distance d'une image réguliere peut étre calculée par de nombreux
algorithmes, dont le point commun est généralement le calcul d'un diagramme de Voronoi
discret. Dans cette these, nous étudions le calcul de cette décomposition sur grilles
irréguliéres isothétiques, et nous proposons un algorithme optimal linéaire (en le nombre de
cellules de la grille) en 2-D. Nous avons également développé deux techniques extensibles a
n dimensions, dont la complexité (temps et espace) dépend principalement de I'irrégularité
de la grille traitée.

Mots clés : Géométrie discréte, grilles irréguliéres isothétiques, reconstruction polyg-
onale, arithmétique d'intervalles, transformée en distance, diagramme de Voronoi.
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Abstract

The systems that perform the acquisition of two or three (2-D or 3-D) dimensional images
usually provide data structured on a regular grid, also called discrete data. Those discrete
objects are now efficiently handled: for measure extraction or visualization, discrete ge-
ometry defines geometrical and mathematical tools for many applications.

In this PhD thesis, our goal is to adapt algorithms developed in discrete geometry to
irregular i1sothetic grids. This generic grid model allows to represent the image structures
based on pixels or voxels with variable position and size (or cells): anisotropic grids, com-
monly used in medical imagery, hierarchical decompositions like quadtree/octree, the com-
pression methods like the run length encoding, etc. We propose to extend two methodolo-
gies, widely studied for discrete shape analysis, to this representation: the reconstruction
of complex binary objects and distance transformation.

To process the topological and geometrical reconstruction of irregular objects, we
build the irregular discrete Reeb graph, that sums up the shape of the input object. Then,
we compute and exact polygonal structure. Those two representations can be quickly
updated, when a cell of the object is refined, or when several cells are grouped together.
We propose two applications of our system: the distinction of ambiguous characters in a
software for licence plate recognition, and planar implicit curve approximation.

The distance transformation of a regular image may be computed with many algo-
rithms, their common point is generally that they build the discrete Voronoi diagram. In
this PhD thesis, we study the computation of this decomposition on irregular isothetic
grids and we propose an optimal and linear algorithm (in respect to the number of cells
in the grid) in 2-D. We have also developed two algorithms extensible to n dimensions,
which complexity (time et space) principally depends on the irregularity of the input grid.

Keywords: Discrete geometry, irregular isothetic grids, polygonal reconstruction, in-
terval arithmetic, distance transformation, Voronoi diagram.
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Introduction générale






es systéemes d'acquisition de données image en deux ou trois dimensions (2-D ou
3-D) fournissent généralement des données organisées sur une grille réguliere,
appelées données discretes. Depuis les années 60 et la naissance des écrans
matriciels, notre capacité a représenter et manipuler des objets dans le monde
discret (droites, cercles, etc.) est un challenge permanent, puisqu’elle permet d’analyser
et de traiter les images. Par exemple, J. Bresenham a été I'un des premiers a étudier le
tracé de droites [Bresenham, 1965] et de cercles [Bresenham, 1977] sur une grille réguliere
dans les années 60-70. Dans la méme période ont également émergé des recherches ou les
données ne sont plus réguliéres. En imagerie médicale, le scanner tomodensitométrique est
inventé par G. N. Hounsfield et al. [Peeters et al., 1979] et permet de reconstruire en 3-D
I'anatomie d'un patient. Cette reconstruction induit la création d'une grille anisotrope,
ol les voxels ont un c6té plus grand que les autres suivant un axe. Des techniques de
subdivision du plan et de I'espace (par exemple le quadtree [Finkel et Bentley, 1974]),
ont vu le jour afin de faciliter entre autres les requétes de localisation dans un ensemble
de points. En plus de leurs applications dans les systémes d'information géographiques,
ces structurations irréguliéres ont été appliquées a d'autres domaines de I'image et de la
modélisation, grace notamment aux travaux de H. Samet [Samet, 1990a, Samet, 1990b].
Par exemple, les grilles de subdivision [Jevans et Wyvill, 1989] ont été I'une des premiéres
structures utilisées pour accélérer I'algorithme du lancer de rayons. Le point commun de
toutes ces méthodologies de représentation du plan ou de I'espace est la grille irréguliere
obtenue, constituée de pixels (voxels) dont les cotés (faces) sont alignés aux axes : une
grille irréguliére et isothétique. Les éléments qui la constituent sont nommeés cellules.

Que ce soit pour la visualisation, I'extraction de mesures ou |'analyse de formes, la
géométrie discrete définit les objets élémentaires, et des outils mathématiques et géomé-
triques adaptés pour de nombreuses applications. Cette théorie est née dans les années 60
avec les travaux de A. Rosenfeld [Rosenfeld et Pfaltz, 1966, Rosenfeld et Pfaltz, 1968],
puis, dans les années 80, elle a véritablement été connue avec entre autres les tra-
vaux de J.-P. Réveillés [Réveilles, 1991]. La géométrie discrete [Coeurjolly et al., 2007]
s'est d'abord concentrée sur le modeéle le plus répandu : la grille réguliere. Dans ce
cas, les outils développés sont supportés par |'arithmétique sur Z2, puisque les co-
ordonnées des pixels sont des entiers. Puis, ces outils ont été étendus a d'autres
grilles, citons principalement les grilles triangulaires, hexagonales, anisotropes (voir par

exemple [Luczak et Rosenfeld, 1976, Freeman, 1979]).

Les travaux présentés dans cette thése visent a accomplir une généralisation de cer-
taines notions et de certains algorithmes utilisés en géométrie discréte aux grilles irrégu-
lieres isothétiques. Ainsi, nous nous intéressons aux notions élémentaires de la géométrie
discréte (objets, distances discrétes), et nous développons des algorithmes en accord avec
ce modéle. De plus, nous cherchons a établir un lien avec I'arithmétique d’'intervalles.

Le manuscrit est structuré en trois parties, qui s'enchainent de maniére linéaire (voir la
figure 1). La premiére partie a pour objectif de présenter les principales grilles irréguliéres
Isothétiques et de montrer certaines de leurs utilisations a travers des applications. Nous y
proposons un modeéle générique global permettant de les représenter. Dans la partie Il, nous
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proposons d'étendre a ce modéle deux méthodologies largement étudiées pour analyser
les formes discrétes : la reconstruction d'objets binaires complexes et la transformée en
distance. Enfin, nous exposons dans la derniére partie des applications dans lesquelles nous
employons le modeéle et les outils que nous avons développés.

Organisation détaillée du document

Grille réguliere
carrée

PPDrts
Grilles in
isoth

réguliéres
étiques
RLE

Réprésentations de

Outils de la
géométrie discrete e

Applications

Analyse, traitement,
transformation, extraction de mesures,
etc.

Définition d'objets élémentaires,
modeéles de discrétisation,
algorithmes, etc.

Manipulées par

Autres grilles
réguliéres
FCC Outils spécifiques
odélisation d'une

scene Algorithmes développés

Maillages dans le cadre d'une grille particuliére.

Applications des

Modéle fie grilllt_e irréguliere Définitions et algorithmes algorithmes
isothétique conformes au modele adaptés au modele
Partie | Partie Il Partie Ill

Fig 1: Schéma global d'organisation du document en trois parties. Les fleches indiquent
les dépendances entre les taches nécessaires aux applications classiques liées a I'image 2-D
ou 3-D.

La premiére partie vise a décrire les structurations en grilles irréguliéres isothétiques les
plus répandues dans les domaines de I'image 2-D ou 3-D ; nous détaillons en particulier la
technique du run length encoding, ainsi que les structures hiérarchiques kd-tree et quad-
tree, octree. Puis, nous donnons quelques exemples de I'application de ces représentations :
la simulation de phénomeénes naturels par des approches multi-grilles, la modélisation géo-
métrique par arithmétique d'intervalles et la modélisation d’environnements 3-D pour la
réalité augmentée et les jeux vidéos. Le point commun de ces domaines est que les grilles
irrégulieres permettent d'accélérer les traitements et les algorithmes (par exemple, nous
détaillons I'accélération de la simulation de fluides). Enfin, nous proposons un modéle gé-
nérique qui permet de représenter toutes les grilles qui ont été présentées précédemment.
Grace a I'adaptation des outils mathématiques et géométriques de la géométrie discrete,
nous exposons également comment manipuler la grille et les objets qu'elle contient.

Dans la seconde partie, nous développons dans un premier temps un systéme de re-
construction topologique et géométrique d'objets complexes sur grilles irréguliéres isothé-
tiques. |l permet de construire le graphe de Reeb discret irrégulier associé a I'objet, et



détermine une reconstruction polygonale exacte. Nous détaillons enfin comment mettre a
Jour ces deux représentations, lorsqu’une cellule de I'objet traité est subdivisée, ou lorsque
plusieurs cellules sont groupées ensemble. Dans un deuxiéme temps, nous cherchons a
calculer la transformation en distance d'une grille irréguliére isothétique. La transformée
en distance d'une image réguliere peut étre calculée par de nombreux algorithmes, dont le
point commun est généralement le calcul d'un diagramme de Voronoi discret. Dans cette
theése, nous étudions le calcul de cette décomposition sur grilles irréguliéres isothétiques,
et nous proposons un algorithme optimal linéaire (en le nombre de cellules de la grille)
en 2-D. Nous développons également deux techniques extensibles a n dimensions, dont la
complexité (temps et espace) dépend principalement de I'irrégularité de la grille traitée.
Dans la partie llIl, nous présentons trois applications ot nous employons le modele
et les algorithmes que nous avons développés. Tout d'abord, nous étudions |'accéléra-
tion de simulations de type Monte Carlo grdce a un codage de I'espace 3-D adaptés aux
phénomeénes simulés. Puis, dans le cadre d'une collaboration avec |'entreprise Foxstream
(spécialisée dans la vidéo-surveillance), nous développons un algorithme d'analyse struc-
turelle de caracteres. Il permet de distinguer les lettres et chiffres ambigus (e.g. ‘8" et 'B’)
dans un logiciel de reconnaissance de plaques minéralogiques. Enfin, nous nous intéres-
sons a |'approximation de courbes implicites. Grace a |'arithmétique d’intervalles, il est en
effet possible de construire un pavage du plan en rectangles isothétiques qui encadrent la
courbe. A I'aide de cette décomposition, nous sommes ensuite capables de proposer une
représentation topologique et une structure polygonale simple associée a la courbe.

Fig 2: Une ceuvre de Richard Schur, Anywhere Else, 2006, acrylique sur toile de 340
cm X 340 cm, exposée dans la Galerie der Kiinstler, Munich, Allemagne. Source :
<http ://www.richard-schur.de/ >
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CHAPITRE 1

Structurations irrégulieres isothétiques classiques et exemples de
leurs applications

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux structurations sous forme de grilles ir-
réguliéres isothétiques, classiques dans les domaines de I'image. Plus précisément, nous
décrivons en premier lieu une technique de codage simple pour compresser une image,
puis les décompositions kd-tree et quadtree trés répandues dans I'informatique graphique
et la modélisation. Nous donnons également deux algorithmes qui permettent de réaliser
ces structurations. Pour chaque structure, nous indiquons quelques applications possibles,
dans les domaines liées a I'image et a la modélisation géométrique.

1.1 Structurations irréguliéres isothétiques classiques

1.1.1 Compression d’images par regroupement de pixels

Une technique simple a implémenter pour compresser une image 2-D consiste a re-
grouper ensemble les pixels homogenes en une seule cellule, en choisissant un sens de
parcours (par exemple suivant un axe de I'image). Dans toute cette partie, nous dési-
gnons par « pixels homogeénes » des pixels « proches » suivant un critére défini a I'avance.
Par exemple, on peut décider que deux pixels en niveaux de gris sont homogeénes si leurs
valeurs sont proches a € prés, ou 0 < € < 255. Cet codage, nommé run length encoding
(ou RLE) est inspiré des travaux de S. W. Golomb [Golomb, 1966], et reste une réfé-
rence dans la compression sans perte des données. Le format BMP (ou bitmap) d'images
2-D créé par Microsoft [Charlap, 1995] peut inclure un codage RLE afin d’'en réduire la
taille. On trouvera dans la figure 1.1 un exemple de codage RLE d’une image 2-D suivant
les axes X et Y. Cette compression induit la construction de pixels de tailles variables
suivant I'axe choisi. Par la suite (sans entrer dans un état de I'art exhaustif), la plupart

11
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(a) (b) (o)

Fig. 1.1: Codage RLE de I'image binaire cursor suivant les axes X et Y respectivement
en (c) et (d).

des algorithmes de compression sont basés sur une transformation qui permet de réduire
I'information dans un autre espace. Ainsi, la norme JPEG (ou joint photographic experts
group) [Wallace, 1991] propose d'utiliser une transformée en cosinus discréte (ou DCT
pour discrete cosine transform), et de sélectionner ensuite ses coefficients pour com-
presser I'image de maniére efficace. On peut observer que ces approches ne prennent
plus en compte la géométrie des pixels de I'image. En fait, il ne s'agit plus de regrou-
per des pixels homogénes, comme dans le RLE. Généralement, ces algorithmes traitent
I'image par blocs !, mais ils n'induisent pas la création d'une structure spatiale irréguliére
de I'image. Quelques travaux récents utilisent encore des regroupements irréguliers des
pixels comme [Jackson et al., 2007] avec une décomposition par quadtree (voir la section
suivante pour plus de détails sur le quadtree).

Lorsque I'on traite des images 3-D, comme dans les applications en imagerie médi-
cale, les compressions par grilles irrégulieres peuvent étre trés utiles pour accélérer les
traitements de ces images. En effet, celles-ci sont dans ce cadre trés volumineuses, et
une représentation par des regroupements de voxels permet par exemple de segmenter ces
images efficacement [Droske et al., 2001]. Nous détaillons dans la section 5 nos travaux
sur I'accélération de simulation numérique grace a un codage RLE de la géométrie d'un
patient modélisée initialement sur une grille réguliere de voxels. Nous allons nous inté-
resser dans la section suivante a des structurations qui impliquent la construction d'une
arborescence. Comme le RLE, elles sont trés utilisées en modélisation pour accélérer les
traitements et compresser les images.

1.1.2 Structurations hiérarchiques de I’espace

Dans les années 70-80, de nombreuses recherches ont porté sur la maniére de structurer
un ensemble S de points, de segments, de polygones, etc. [de Berg et al., 2000]. Etant
donné un nouveau point p dans cet espace, un des objectifs de cette structure de données
spatiale est d'accélérer la recherche de I'élément le plus proche de p dans S (on notera

I'Dans JPEG, I'image est d'abord scindée en blocs de taille 8x8 ou 16x16 pixels.
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cette requéte NN(p)). Une telle structure de données est généralement organisée sous
forme d'une hiérarchie de volumes (ou d'une maniére plus générale de cellules) qui permet
de faciliter les tests d'inclusion. Pour effectuer NN(p) dans S, il n’est plus utile de tester
les n objets de S&. On parcourt la hiérarchie en cherchant dans quelle partie du plan se
situe p, pour ensuite trouver I'élément de S le plus proche de p. Ces structures de données
ont des applications diverses, comme le test de visibilité [de Berg et al., 2000], la synthése
d'images [Foley et al., 1997] ou le traitement d'images [Fu et al., 2004]. Nous présentons
dans cette section les structures les plus couramment utilisées dans ces domaines. Elles
sont illustrées en 2-D, mais elles sont généralement simples a étendre aux dimensions
supérieures. En particulier, nous verrons dans la section 1.2.2 une application de ces
structures en 3-D.

Le k-dimensional tree (kd-tree)

Dans la version originale de J. L. Bentley [Bentley, 1975, de Berg et al., 2000], le kd-
tree d'un ensemble de points S est construit tout d'abord en subdivisant le plan par une
droite paralléle a I'un des axes, et passant par un point de S. De maniére récursive, on
continue a subdiviser une cellule de I'espace en considérant un nouveau point de S pré-
sent dans celle-ci. On alterne I'orientation de la droite (suivant I'axe des X ou des Y') a
chaque itération. On décrit ainsi une hiérarchie de cellules rectangulaires que I'on repré-
sente également par un arbre binaire T. En posant n = |S|, la recherche d'un élément
dans une telle structure de données est en O(log, n) (hauteur de I'arbre), et la construc-
tion est en O(nlog, n). Le kd-tree a ensuite été défini d'une maniere différente pour
d'autres ensembles d'objets. En particulier, si I'on considére un ensemble d'objets triangu-
lés dans I'espace 3-D, on construit le kd-tree en choisissant toujours le plan médian 2 pour
diviser une cellule en deux [Foley et al., 1997, Gandoin et Devillers, 2002, Havran, 2000,
Malgouyres, 2002, Szécsi et Benedek, 2002, Pharr et Humphreys, 2004]. Le choix du cri-
tére d'arrét du processus de récursivité peut étre la profondeur de I'arbre, ou la densité de
triangles (ou de points) présents dans ses feuilles. Par exemple, si le nombre de triangles
est inférieur a un seuil, on ne subdivise pas la cellule en deux. On peut également choisir
de continuer jusqu'a ce qu'il n'y ait plus qu’'un seul élément dans chaque feuille (voir I'al-
gorithme 1.1 pour plus de détails). Pour distinguer les deux modes de partitionnement de
I'espace que nous venons de décrire, on peut les nommer comme H. Samet [Samet, 1990a]
PR-kd-tree pour le premier, i.e. point region-kd-tree, et BPR-kd-tree pour le second, I.e.
bucket point region-kd-tree. Dans I'algorithme 1.1, nous avons décrit la découpe d'un
noeud n, qui est associé a une cellule dont la taille en X est notée [min,(n), max,(n)].
Nous considérons alors le milieu de n suivant I'axe des X pour construire les nceuds fils ny
et n, (on suit un raisonnement analogue pour les axes Y et Z).

La découpe du plan par un kd-tree permet de construire une grille irréguliére iso-
thétique (voir figure 1.2 pour un exemple). Nous I'utiliserons dans la partie Il, cha-

2Pour une subdivision suivant I'axe des X, et une cellule dont les bornes en X sont [x1, X2], ce plan aura
pour équation x = (x; + x2)/2.
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Algorithme 1.1 : Procédure récursive subdiviser_kd_tree() de construction du
kd-tree [Havran, 2000].

entrée : un nceud n du kd-tree, de niveau [ et I'axe de découpe actuel a

sortie : le nceud n est mis a jour et on appelle subdiviser_kd_tree() sur ses fils

début

si n contient trop d’objets et | < I,,x alors
neud Ny < n;

neud Ny, < n ;

filsl(n) — Ny,

fi152(n) — Ny,

si a= X alors
min, (n1) < (miny (n) + max, (n))/2 ;
max, () < ((min, (n) + max, (n))/2 ;
prochain axe de subdivision &’ + Y’

sinon si a =Y alors // idem que pour X
sinon si a = Z alors // idem que pour X

pour chaque objet O € n faire
L si O appartient a n, alors ajouter O aux objets référencés par n; ;

si O appartient a n, alors ajouter O aux objets référencés par n, ;
subdiviser_kd_tree(n;,/ + 1,a) ;
subdiviser_kd_tree(n,,/+ 1,a") ;

fin

pitre 4 pour la génération aléatoire de grilles irrégulieres binaires. De nombreuses re-
cherches récentes en synthése d'images ont permis d'adapter le kd-tree sur GPU (gra-
phical processor unit) [Foley et Sugerman, 2005, Horn et al., 2007]. Cette structure reste
une référence dans ce domaine. Il existe aussi des variantes du kd-tree ou I'on ne choi-
sit pas forcément le plan médian pour couper une cellule [MacDonald et Booth, 1990]
(voir la figure 1.3). Dans ce cas, il est nécessaire de calculer un critére permettant
de caractériser la géométrie des objets représentés. D'autre part, le kd-tree est uti-
lisé pour le traitement, la compression ou l'indexation d'images 2-D (voir par exemple
[Al-Abudi et al., 2005, Kubica et al., 2005]) ou encore la compression de maillages 3-
D [Gandoin et Devillers, 2002]. On peut enfin noter que le kd-tree est généralisable sim-
plement a k dimensions (d'ou son nom) [Bentley, 1975]. Dans ce cas, on cherche a sub-
diviser I'espace €2 C R¥ en un ensemble de sous-espaces convexes grace a des hyper-plans
(de dimension k —1). Le processus récursif de construction des hyper-plans reste similaire
a celul que nous venons de détailler, c’'est-a-dire que I'on créé une arborescence binaire de
cellules de dimension k.
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Fig. 1.2: Un exemple de découpe du plan par un kd-tree. A chaque étape, on représente
également I'arbre binaire construit. Le critére d'arrét peut étre dans notre cas le nombre
d'objets présents exclusivement dans la cellule.

Arbre quaternaire (quadtree), arbre octal (octree)

Le quadtree est une structure de données que I'on doit au départ a R. A. Fin-
kel [Finkel et Bentley, 1974], mais qui a été approfondie par H. Samet [Samet, 1990a,
Samet, 1990b]. Dans ses ouvrages, il a montré que le quadtree pouvait étre utilisé dans
des domaines variés, comme les systémes d'information géographique (SIG) ou la synthése
d'images. La construction du quadtree est une subdivision du plan en une hiérarchie de

QDE]
<

(a) (b)

Fig. 1.3: Un kd-tree adaptatif, dont I'arbre est le méme que dans la figure 1.2.
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cellules, ou I'on découpe a chaque étape en quatre sous-cellules. Comme dans le kd-tree,
on choisit généralement les droites médianes paralléles aux axes.
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Fig. 1.4: En (a) et (b) sont présentés un exemple de découpe du plan par un quadtree.
L"arbre correspondant est également représenté. En (c) et (d), nous avons illustré la méme
structure employée sur I'image cursor.

On peut énoncer quelques remarques sur le quadtree, analogues a celles sur le kd-
tree. Tout d'abord, cette structure spatiale est trés utilisée dans le traitement, la com-
pression ou la segmentation d'images 2-D [Preusser et Rumpf, 1999, Droske et al., 2001,
D'Haene et al., 2004, Jackson et al., 2007]. Dans la figure 1.4, nous donnons un exemple
de la décomposition en quadtree d'une image 2-D. Dans ce cas, lors de la découpe d'une
cellule, on considéere I'ensemble des pixels qu’elle contient. Si ces pixels sont homogénes,
alors on ne subdivise pas cette cellule. Généralement, les cellules feuilles de la structure
sont soit homogeéne et de taille quelconque, soit de taille 1 pixel. On peut distinguer la
encore les différentes variantes de quadtrees grace aux livres de H. Samet. Tout comme le
kd-tree, il existe les PR-quadtrees et les BPR-quadtrees (voir section précédente pour plus
de détails), et la décomposition d'une image 2-D est nommée R-quadtree pour region-
quadtree (voir algorithme 1.2). Dans ce cas, le critére d'arrét est I'homogénéité des pixels
contenus dans la sous-image associée a un nceud de I'arbre. Dans cet algorithme, on note
généralement la taille de I par des puissances de deux, par exemple 2% x 2%, pour faciliter
le calcul de la taille des fils d'un nceud. Ainsi, il est facile de déterminer, a partir de la
taille de I, la position et la taille d'une cellule, en prenant en compte sa place dans |'arbre.
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Algorithme 1.2 : Procédure récursive subdiviser_quadtree() de construction du
quadtree d'une image 2-D I.

entrée : un nceud n du quadtree, I, est la sous-image de I associée a n

sortie : le noeud n est mis a jour et on appelle subdiviser_quadtree() sur ses fils

début

si I, n'est pas homogeéne et |I,| > 1 alors

neud Ny < n, filsi(n) < ny ;

neud Ny < n, £ilsy(n) < no ;

neud n3 < n, £ilsz(n) < nz ;

neud ng < n, £ilsy(n) < ny ;

midy < (miny (n) + max, (n))/2 ;

mid, + (miny (n) + max, (n))/2 ;

// ni; représente le quart haut-gauche de n
miny (ny) < mid, ;

min, (ny) < mid, ;

// n, représente le quart haut-droit de n
max, (ny) <— mid, ;

miny (ny) < mid, ;

// n3 représente le quart bas-gauche de n
miny (n3) < mid, ;

max, (n3) < mid, ;

// n, représente le quart bas-droit de n
max, (ng) < mid, ;

max, (ns) < mid, ;

subdiviser_quadtree(n;) ;
subdiviser_quadtree(n,) ;
subdiviser_quadtree(ns) ;
subdiviser_quadtree(n,) ;

sinon si I, est homogéne alors
calculer une couleur ¢ représentante de n ;

// on peut calculer la moyenne des pixels contenus dans I,
| couleur(n) < ¢ ;

fin

Nous donnons dans la derniére section de ce chapitre une formalisation du calcul de ces
éléments pour une cellule quelconque.

La version 3-D, ou octree, est également trés répandue en synthese
d'images [Havran, 2000, Frisken et Perry, 2002, Knoll, 2006]. L'octree est construit en
subdivisant chaque cellule en huit sous-cellules grace a trois plans paralléles aux axes
X, Y et Z. La complexité de la recherche d'un élément dans cette structure est en
O(logg n), et peut étre optimisée a O(log, /), ol I est le nombre de feuilles grace a un
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octree linéaire [Gargantini, 1982]. Enfin, il est possible de moduler le placement des plans
de découpe, comme dans [Whang et al., 1995].

Nous avons dépeint les structurations en grilles irréguliéres isothétiques les plus répan-
dues dans les domaines de I'image. Ces structures ont des applications diverses : compres-
sion d'images, représentation d'un ensemble d'objets (points, segments, triangles entre
autres) qui permettent d'accélérer la localisation, etc. Nous avons également évoqué la
possibilité de les optimiser en fonction de I'application envisagée (par exemple construire
un octree linéaire). Nous détaillons maintenant quelques applications des structurations
dans des domaines liés a I'image et a I'informatique graphique.

1.2 Exemples d’applications des grilles irréguliéres iso-
thétiques en image et modélisation

1.2.1 Grilles irréguliéres dans les méthodes numériques et la modeé-
lisation géométrique

Dans cette section, nous allons nous intéresser a |'utilisation des structures de données
que nous venons de décrire dans (1) les méthodes numeériques, qui ont pour but de résoudre
des systéemes d'équations complexes, et (2) la modélisation géométrique, ot les courbes
et surfaces implicites peuvent étre rendues grace a des techniques de subdivision du plan
et de I'espace.

Méthodes numériques et simulation de phénoménes naturels

Les approches par grilles irrégulieres sont aujourd’hui les plus rapides pour cal-
culer les solutions des équations aux dérivées partielles, des équations intégrales,
etc. [Plewa et al., 2005]. Dans cette classe d'approches, on parle également de
schémas multi-résolution, ou encore multi-grilles. En général, on utilise des sché-
mas de subdivision comme ce qui est réalise dans un octree [Popinet, 2003]
ou dans un kd-tree [Ham et Young, 2003]. Ces techniques ont pour but de
simuler des phénomeénes naturels, régis par ces types d'équations, tels que
les gaz [Pruess et Garcia, 2000], les liquides [Ham et Young, 2003, Popinet, 2003,
Losasso et al., 2006], la fumée [Losasso et al., 2004], etc. Dans un espace de résolu-
tion discret donné, on calcule en chaque point, temps par temps la « valeur » du phé-
noméne (chaleur, pression, quantité de fluide ou de fumée, etc.). Cette approche par
grille réguliere consommant beaucoup de ressources, on fait appel a d'autres représen-
tations, sous forme de grilles irréguliéres isothétiques. L'objectif principal est de réaliser
des calculs précis uniquement dans les parties de |'espace ou ils sont nécessaires. Dans
la figure 1.5, nous montrons un exemple d'utilisation d'un octree pour résoudre les équa-
tions d'Euler. Dans ce cas, elles servent a simuler le vent qui contourne un bateau. La
principale problématique que soulévent les approches par grilles irréguliéres est le moyen



1.2 Exemples d’applications des grilles irrégulieres isothétiques 19

Fig. 1.5: La simulation du vent par les équations d'Euler dans [Popinet, 2003]. L utilisation
d'un octree (b) permet d'accélérer la simulation du phénomeéne schématisé en (a). La
couleur représente la vitesse (de valeur croissante du bleu au rouge).

de calculer le transfert du phénomeéne entre cellules, qui ne sont pas de la méme taille.
Dans [Losasso et al., 2004, Losasso et al., 2006], les auteurs proposent de résoudre avec
un octree les équations de Navier Stokes pour les fluides incompressibles

u+u-Vu = —Vp+f (1.1)
V-u = 0, (1.2)

ot u = (u,v,w) est le champ de vitesse, f est I'ensemble des forces extérieures et p
représente la pression. Rappelons que |'opérateur V est le gradient d'un vecteur (i.e.
Vu = grad(u)). Le but de ces travaux est de calculer le gradient, la pression, et finalement
I'écoulement du fluide en lui-méme (variable u) sur I'octree pour accélérer les calculs.
Ainsi, les auteurs montrent comment le fluide peut passer d'une cellule de niveau k dans
I'octree a des cellules voisines de niveau k+ 1. Dans I'exemple pris en figure 1.6, I'équation

: =
: us3

% i

A 5
y u1 *
L ugl 7
us
D e ——
A

Fig. 1.6: Comment transférer le fluide entre des cellules de tailles différentes. Ici, il s'agit
de considérer une cellule de niveau k qui a une face commune avec quatre cellules de
niveau k 4+ 1 dans I'octree. Le fluide défini a I'interface est noté {uf},—; 4 pour chacune
des quatre cellules. Les auteurs de [Losasso et al., 2004, Losasso et al., 2006] montrent
comment calculer le fluide passant a travers {uf};—;
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précédente peut se résumer a

VeenV -u® = )~ (uf - n)Ar, (1.3)

faces

ol Ve est le volume de la plus grosse cellule, n le vecteur unité issu de cette cellule, et
f représente I'indice de la face traitée. Enfin Ar est la surface de la face d’'indice f. Dans
le cas de la figure 1.6, la discrétisation de la divergence suivant |'axe des X est

ng—(Z(u2+u3+u4+u5)—ul), (1.4)

N

et se calcule de maniére équivalente dans les autres axes. Grace a cette ré-écriture, les
auteurs enchainent en adaptant le calcul de la pression sur |'octree, et donnent enfin
I'application de leur systéme pour la simulation de la fumée et de I'eau (voir figure 1.7).

(c)

Fig. 1.7: Les résultats de simulation de phénomeénes naturels illustrés
dans [Losasso et al., 2004, Losasso et al., 2006]. On peut voir en (a) un ellipsoide
traversant de I'eau, en (b) une couronne de lait, et en (c) une fumée contournant une
sphére.

Dans le chapitre 5 de la partie Ill, nous décrivons une contribution réalisée lors de
notre stage de Master 2 recherche au Centre Léon Bérard. Nous étudions |'accélération
des simulations de type Monte Carlo grace a des objets géométriques plus adaptés pour
modéliser le patient lors d'une séance de radiothérapie. Nous y proposons une étude ou
une image acquise par un examen scanner tomodensitométrique d'un patient est d'abord
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représentée par une grille réguliere classique pour étre ensuite insérée dans un simulateur
de radiothérapie. On groupe les voxels par intensité grace a un RLE pour compresser
les données de I'image, et ainsi accélérer le processus stochastique. Nous présentons fi-
nalement une expérimentation ou les temps de la simulation adaptée a cette nouvelle
géomeétrie sont sensiblement réduits et nous garantissons une précision satisfaisante dans
les calculs issus de cette séance d'irradiation virtuelle.

Modélisation géométrique par arithmétique d’intervalles

Nous nous intéressons ici a la modélisation de courbes et surfaces implicites, i.e. dé-
finies par les solutions d'une équation f(x,y) =0, f : R> - Ret f(x,y,z) =0, f:
R3 — R respectivement. L'enjeu des recherches actuelles est de représenter ces objets
grace a une polygonalisation ou un maillage correct aux sens géomeétrique et topolo-
gique [Boissonnat et Teillaud, 2006]. En effet, I'approximation des courbes et surfaces
peut étre utilisée par la suite pour les visualiser rapidement ou réaliser une approximation
des opérations booléennes (intersection, union, etc.) entre elles. Une maniére de construire
une approximation efficace de ces objets est d'utiliser I'arithmétique d’intervalles introduite
par R. E. Moore [Moore et Yang, 1959, Moore, 1966] dans les années 60-70. Cette arith-
métique redéfinit les opérateurs classiques et des fonctions plus complexes en considérant
des intervalles contenant la valeur exacte (inconnue). Ces intervalles sont définis par deux
nombres représentables en virgule flottante. Ce principe permet d'éviter les erreurs induites
par I'arithmétique flottante, en encadrant les quantités réelles manipulées. En combinant
des opérateurs et des fonctions redéfinies ainsi, une fonction d’inclusion peut étre associée
a f. Avec cette fonction, on peut tester si un hyper-intervalle 2-D intersecte ou non la
courbe implicite (et un hyper-intervalle 3-D pour une surface implicite). Ensuite, on peut
récursivement subdiviser un hyper-intervalle initial en un ensemble d'hyper-intervalles qui
intersectent la courbe ou la surface. Enfin, on calcule une approximation en segments de
droites ou de plans en joignant les points d'intersection avec les hyper-intervalles. Dans la
figure 1.8 est illustrée |'utilisation de I'analyse par intervalles pour deux applications : le
tracé d'une surface implicite, et le calcul de I'intersection de deux surfaces. Les applica-
tions de cette technique ont été initialement décrites par J. M. Snyder [Snyder, 1992b],
dont les travaux restent une référence en informatique graphique.

Nous donnons dans le chapitre 7, partie Ill, de plus amples explications sur le tracé de
courbes implicites grace a |'analyse d'intervalles. Nous proposons également une méthode
originale de tracé basée sur les outils de géométrie discréte irréguliers que nous allons
exposer dans la suite de ce mémoire de thése. En effet, I'ensemble d'hyper-intervalles
construit peut étre assimilé a une grille irréguliere isothétique. Comme ces intervalles sont
construits par une subdivision en deux ou en quatre sous-intervalles, ils sont finalement
semblables a une décomposition par kd-tree ou par quadtree respectivement. Dans la
figure 1.9, la courbe implicite donnée par la fonction f : (x, y) — y?—x3+x est approximée
grace a l'algorithme de [Lopes et al., 2001], basé sur une décomposition en quadtree du
plan.
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Fig. 1.8: Deux exemples d'application de |'analyse en intervalles pour |'approximation
de surfaces implicites. En (a) est illustré le tracé d'une surface implicite rendue par
un lancer de rayons [Stolte, 2005], et en (b) le calcul de I'intersection entre deux sur-
faces [Biihler, 2001].

Fig. 1.9: Un exemple de tracé de courbe implicite avec la méthode de [Lopes et al., 2001].
Nous avons choisi la fonction f : (x,y) — y? — x> + x dans le domaine [-2.0,2.0] x
[—2.0,2.0]. En gris sont représentés les hyper-intervalles qui intersectent la courbe, et les
segments de droite qui I'approximent également.

1.2.2 Structures spatiales accélératrices dans un environnement 3-D
pour la réalité augmentée et les jeux vidéos

Comme nous l'avons vu précédemment, les requétes géométriques nécessaires a la
manipulation d'un environnement concernent généralement les tests de visibilité (peut-on
voir un objet d'un point de vue donné?), de proximité (par exemple deux objets sont-ils
proches dans I'espace ?), et d'inclusion (quels sont les objets inclus dans un autre 7). Grace
aux structures spatiales hiérarchiques, ces requétes sont significativement accélérées. Nous
décrivons ici de maniéere détaillée des probléemes classiques de I'informatique graphique, de
la réalité augmentée et du jeu vidéo ainsi que les tests qu’elles impliquent. On considére
Icl que les objets sont représentés par des maillages triangulaires, modéle trés utilisé dans
les jeux vidéos (voir la figure 1.10). Cette étude a été réalisée dans le cadre de notre
monitorat, et plus exactement pour réaliser un enseignement sur les structures spatiales
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utiles dans les algorithmes d’informatique graphique et les jeux vidéos. Il a été dispensé aux
étudiants de Master 2 professionnel « Programmation et Développement » des formations
Gamagora 3.

(b)

Fig. 1.10: Une scéne de Quake 4 et sa structure triangulée sous-jacente. Source :
<http ://www.kamarov.com/levels_quake4.html>

Deux algorithmes classiques de I'informatique graphique nécessaires aux jeux vidéos

Dans les jeux vidéos, le test de collision fait partie des requétes qu'il faut implémenter
avec soin, car il conditionne le fonctionnement global du jeu, et permet une interface
précise avec le joueur. L'algorithme de base consiste a tester |'intersection entre les tri-
angles des deux objets testés P et @, jusqu'a ce que l'intersection soit trouvée. On peut
approximer ces objets grace a des volumes englobants : I'enveloppe convexe, la sphére, la
boite englobante alignée aux axes (ou AABB pour axis-aligned bounding box), etc. Une
fois ce test vérifié, on peut ensuite calculer exactement l'intersection entre P et Q. La
procédure de test et de calcul de collision devient complexe quand on ne connait pas a
priori quels objets de I'espace peuvent s'intersecter (tests d'inclusion et de proximité).

Que ce soit dans une cinématique, un film d'animation ou en pré-calcul d'un environ-
nement de jeu vidéo, /'algorithme de lancer de rayons est une technique performante de
rendu d'images de synthése réalistes. Le principe général peut étre réesumé de la maniére
suivante (voir figure 1.11). On place tout d'abord les objets et les sources de lumiéres
dans la scéne a représenter, et on initialise un plan image / et un centre de projection ¢
(point de vue de I'utilisateur). On lance ensuite un rayon r par pixel p de | en tracant la
demi-droite [cp). Dés que r rencontre un objet P de la scéne, trois nouveaux rayons sont
créés : un rayon de calcul de la couleur de P modifiée par les sources lumineuses, un rayon
réflechi et un rayon réfracté (si I'objet est transparent par exemple). A chaque fois qu'un

Shttp ://gamagora.univ-lyon2.fr/
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(LTI 7 7777777

77777777777

Fig. 1.11: lllustration du comportement de |'algorithme de lancer de rayons. Le rayon a
touché un ou plusieurs objets, et une source lumineuse : le pixel p a la couleur de I'objet
le plus proche, transformée.

rayon est lancé dans la scéne, il faut déterminer quels sont les objets que ce rayon peut
atteindre ensuite (test de visibilité).
Comparatif des structures accélérant ces algorithmes

Nous comparons brievement les hiérarchies précédentes générant une grille irréguliére
isothétique avec d'autres structures tres utilisées pour répondre aux problématiques citées
ci-dessus (voir aussi figure 1.12) :

-l =l
I
,

il

(a) (b) (c)

Fig. 1.12: Exemples d'autres structurations n'engendrant pas une grille irréguliére isothé-
tique. (a) et (c) représentent une HGU et une HVE (avec des AABB) du plan. (b) est un
BSP tree construit sur une scéne de batiment. On remarque que les plans de coupe sont
alignés avec les issues des pieces, afin d'accélérer les requétes de parcours de la scéne.

> Les  hiérarchies  de  grilles  uniformes  (HGU)  [Cazals et al., 1995,
Klimaszewski et Sederberg, 1997, Jevans et Wyvill, 1989, Dmitriev, 2000] sont
des approches simples pour discrétiser |'espace 3-D. Dans la grille uniforme, chaque
cellule peut contenir ou non les objets de I'espace. On peut par la suite employer
des grilles de résolution plus fines pour structurer de maniére plus précise une partie
de I'espace qui contient de nombreux objets.
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> Le BSP tree (pour binary space partitioning tree) [Fuchs et al., 1980], ol I'on dé-
coupe récursivement |'espace 3-D en deux sous-espaces grace a un plan placé de
maniére a répartir les objets de maniéere équilibrée. Ce plan est déterminé grace a la
face d'un objet par exemple. Cette description de I'espace est trés répandue dans

les jeux vidéos (Doom, Quake 3, etc.).
> La hiérarchie de volumes englobants (ou HVE) [Rubin et Whitted, 1980] permet de
décrire une hiérarchie de volumes prédéfinis (spheéres, AABB, etc.) soit de maniére
manuelle, soit en utilisant des méthodes de classification pour regrouper les objets

de la scéne proches les uns des autres.
Les caractéristiques de chacune de ces structures dans le cadre d'un environnement
3-D (dynamique ou non) sont résumées dans la table 1.1. Nous avons également ajouté
les optimisations possibles pour les différents critéres choisis. D'une maniére générale,

Occupation Traversée de la

Structure . Tests de collision Mise a jour
mémoire structure

HGU (0] + + (o]

HVE + o (o) +

BSP tree + +

kd-tree + + +

Octree (0] + (0] (o]

Tab. 1.1: Comparatif simplifié des structures de données spatiales dans un environnement
3-D. Les "+" indiquent les points forts de chaque structure, dans leur description initiale.
Chaque signe "o" indique une amélioration possible grace a des recherches récentes (voir
le texte pour plus de détails).

on peut remarquer que les structures arborescentes (BSP tree, kd-tree et octree) ne
sont pas trés adaptées pour une modélisation dynamique de la scéne. En effet, mise a
part la représentation par un loose octree [Thatcher, 2000], la modification de I'arbre
est une tache complexe. L'octree est une structure qui a été longuement étudiée, et
qui peut étre aujourd'hui trés efficace pour le lancer de rayons [Frisken et Perry, 2002].
De plus, I'occupation mémoire peut étre optimisée de nombreuses maniéres [Knoll, 2006]
comme dans le cas de I'octree linéaire [Gargantini, 1982]. Le kd-tree reste une référence
par son codage léger et les opérations élémentaires qui sont rapides [Havran, 2000]. Le
BSP tree permet une navigation rapide dans la scéne et une réponse efficace au test
de visibilité [de Berg et al., 2000, Fu et al., 2004]. Par contre, les cellules sont finale-
ment représentées par des polyedres convexes, et non des volumes simples, ce qui ralentit
les tests d'intersections. La mise a jour des HUG est simple (déplacement d'un objet
d'une cellule a une autre). Malheureusement, cette structure contient de nombreuses cel-
lules vides, et requiert généralement plus de mémoire que nécessaire. Pour résoudre ce
probléme de place mémoire, on peut recourir a un codage par une table de hachage,
dont les clés représentent la position des objets de la scéne [Teschner et al., 2003]. En-
fin, la HVE contient des chevauchements entre volumes englobants, ce qui ralentit les
tests de collision et le parcours. Cette représentation a connu des avancées récentes im-
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portantes pour les opérations de collision et de parcours pour les HVE (respectivement
dans [Larsson et Akenine-Moller, 2006] et [Wald et al., 2007]). De plus, cette structure
est trés simple et peut étre mise a jour rapidement [Kovalcik et Tobola, 2005].

De cette étude, nous avons montré que des recherches méritaient d'étre menées pour
comparer et améliorer les structures accélératrices pour les jeux vidéos. Ces structures ont
été longuement étudiées pour I'algorithme de lancer de rayons par exemple. |l serait néces-
saire qu'un comparatif a I'échelle d'un ou plusieurs jeux vidéos soit réalisé, pour connaitre
de maniére plus pragmatique les structures les plus adaptées aux calculs nécessaires dans
ces jeux. En effet, les jeux vidéos nécessitent des données volumineuses, et attendent
différentes manipulations qui peuvent étre significativement accélérées grace a des outils
optimisés. Les structures générant des grilles irréguliéres isothétiques (kd-tree et octree)
semblent pouvoir répondre a ces problématiques de maniére trés efficace.

1.3 Conclusion

Nous avons décrit dans cette partie les structurations classiques en grilles irréguliéres
isothétiques en 2-D et en 3-D que I'on trouve dans la littérature, ainsi que quelques applica-
tions utilisant ces grilles. Nous avons pris pour premier exemple les méthodes numériques,
avec une étude plus détaillée de la simulation de fluides par [Losasso et al., 2004]. Puis,
nous avons dépeint rapidement la problématique de la modélisation de courbes et surfaces
implicites, grace a I'arithmétique d'intervalles. Ces aspects sont expliqués plus en détails
dans le chapitre 7 de la partie Ill. Enfin, nous avons étudié finement I'emploi des structures
hiérarchiques dans la réalité augmentée et les jeux vidéos. Elle a permis également de citer
les différentes optimisations possibles de ces structures.

Dans le chapitre suivant, nous proposons un modéle générique qui permet de repré-
senter toutes les grilles que nous avons étudiées jusqu'a présent. Grace a ce modéle, nous
sommes ensuite capables de caractériser et de manipuler les objets contenus dans une telle
grille. Ces éléments seront ensuite employés pour développer des algorithmes adaptés, trés
répandus dans I'analyse d'images et de formes, dans la partie II.



CHAPITRE 2

Modélisation générique pour I'analyse d'images 2-D sur grilles
Irrégulieres 1sothétiques

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a présenter deux théories qui se complétent,
car elles répondent a des problemes différents avec des outils mathématiques et algorith-
miques adaptés. Nous présentons d'abord la théorie du signal non-uniforme, qui permet
de généraliser des outils de transformation et des représentations d'images 2-D sur des
modeéles irréguliers. Comme cette thématique est éloignée de la géométrie discréte, nous
n'avons pas développé d’outils issus de cette théorie sur grille irréguliére isothétique. Néan-
moins, nous tenons a présenter cette modélisation, car elle répond a des problématiques
complémentaires a celles que nous rencontrons dans cette these. Dans la seconde section,
nous exposons la théorie que nous avons développée pour traiter, transformer et analy-
ser des grilles irrégulieres isothétiques grace a la géométrie discrete. Nous présentons les
éléments de base et les structures de données nécessaires a ces taches.

2.1 Théorie du signal non-uniforme

Dans cette section, nous prenons un point de vue plus général grace a I'étude d'une
théorie du signal généralisée. En premier lieu, considérons qu'une image 2-D réguliere I
peut étre représentée comme |'échantillonnage d’une fonction continue (le signal) u :
R? — R avec une brosse de Dirac

+o00 +o00

I(x,y)= Z Z u(x,y).0(x — mAx,y — nAy) (2.5)

m=—00 N=—00
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ol la brosse de Dirac est définie par

+o0

+o0
Sy = Y Y 8(x— mAx,y — ndy). (2.6)

m=—00 N=—00

On notera que Ax et Ay sont les espacements des impulsions de Dirac § en X et Y
respectivement. A partir de cette formulation, on peut savoir quel échantillonnage choisir
pour convertir le signal continu v en une forme discréte I. En fait, cette forme doit
permettre de retrouver le signal v initial, grace a une reconstruction. Il faut en premier
lieu rappeler la transformée de Fourier discrete (ou DFT pour discrete Fourier transform).
Ce processus, noté F, permet de représenter une image 2-D I de taille M x N dans le
domaine fréquentiel :

F(u,v) = I(x,y)e >™Gitn), (2.7)

et on peut retrouver I'image par la transformée de Fourier discréte inverse (ou IDFT pour
inverse discrete Fourier transfom) de la maniére suivante :

I(x,y)= F(u,v)e?™u+w), (2.8)

On suppose que le signal est a bande limitée, c'est-a-dire que sa représentation dans le
domaine fréquentiel est contenue dans un rectangle de c6té 2uUmax2Vmax (i.€. |F(u, v)| =
0 pour |u| > Umax A |V] > Vimax). Si Ax et Ay respectent les conditions de Shannon-
Nyquist [Nyquist, 1928]

1 1
Ax > 2Umax N A_y > 2Vmax, (2.9)

alors toute I'information est conservée, et I'image écrite par I'équation 2.8 est bien définie.

Nous allons nous intéresser maintenant a la représentation des images issues d'un
signal non-uniforme, c'est-a-dire échantillonnées de maniére non réguliere (comme dans
la figure 2.13). Dans ce cas, il est nécessaire d'adopter une nouvelle formalisation du
signal. Bien que la notion de pavage du plan par des cellules irréguliéres disparaisse
dans cette modélisation et laisse place a une représentation impulsionnelle, elle permet
néanmoins de généraliser les outils que nous venons de décrire. Cela pourrait étre en-
suite appliqué sans probléme aux images discrétisées sur des grilles irréguliéres isothé-
tiques. Le probléeme de la définition d'un signal non-uniforme a été longuement étu-
dié pour la reconstruction d'images partielles ou altérées. H. J. Landau [Landau, 1967]
(voir également [Grochenig et Razafinjatovo, 1996]) fut certainement le premier a expo-
ser ces problématiques, sous I'étude de I'échantillonnage et de I'interpolation de fonc-
tions entiéres. Dans la plupart des approches récentes [Strohmer, 1993, Vazquez, 1999,
Early et Long, 2001, Marvasti, 2001, Ramponi et Carrato, 2001, Fadili et al., 2007], a
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.. °
(b)

Fig. 2.13: Les problémes du manque d'échantillons et des échantillons épars. Dans un cas
(a), les données sont incomplétes, mais alignées sur une grille réguliére (en pointillés),
dans I'autre (b), les données sont placées de maniére chaotique, sans structure réguliére
sous-jacente.

partir du signal incomplet, on cherche a combler itérativement les échantillons man-
quants en considérant éventuellement les propriétés du signal (valeurs maximales, mi-
nimales, convexité, durée, etc.). On peut également inclure des propriétés liées aux
textures présentes dans l'image, comme dans les techniques récentes d'image in-
painting [Bertalmio et al., 2000, Fadili et al., 2007], c'est-a-dire « combler les parties
manquantes d'une image ». Un exemple de reconstruction d'une image bruitée est donné
dans la figure 2.14 avec un algorithme de T. Strohmer [Strohmer, 1993]. Dans la fi-
gure 2.15, nous présentons un exemple de résultat d'une technique d'in-painting issue
de [Fadili et al., 2007].

(b)

Fig. 2.14: Une illustration de la reconstruction d'une image altérée par T. Stroh-
mer [Strohmer, 1993]. L'image (b) est issue de lena (a) avec 60177 points choisis aléa-
toirement. L'auteur propose de reconstruire cette image irréguliere avec une erreur de

6% (c).
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(b)

Fig. 2.15: Technique de in-painting d'une image issue de [Fadili et al., 2007]. L'image (b)
est construite a partir de /ena (a) avec un masque, ot 80% des pixels sont manquants (en
noir). L'image (c) est I'image finalement reconstruite.

Une premiére représentation d'un signal non-uniforme consiste a considérer un en-
semble d’échantillons distribués non uniformément dans [0, M — 1] x [0, N — 1] N Z2.
Dans [Marvasti, 2001], on peut lire que si I'on réécrit I'équation 2.8 avec un polynéme
trigonométrique de la forme

<
L
=
L

p(x'.y) = F(u, v)e*™x+vw), (2.10)

IS
Il
o
<
Il
)

ce qui signifie qu'une image I s'écrit

I(x,y) = p(x/M,y/N). (2.11)

Cette transformation permet d'utiliser des outils mathématiques continus, et de considérer
I'ensemble des points échantillons de départ dans le domaine continu. Enfin, cela signifie
encore que |'on peut résoudre la reconstruction d'un signal issu d’échantillons manquants
(mais distribués sur une grille réguliere) ou d'échantillons éparses (sans structures particu-
lieres). On peut se référer a la figure 2.13 pour un exemple de ces échantillonnages irrégu-
liers. Dans cet ouvrage, on peut lire également d'autres méthodes de reconstructions ba-
sées sur des modéles différents, comme les frames. Ce modéle permet également d'étendre
le théoréme de Shannon-Nyquist sur des images irrégulieres (voir [Vazquez, 1999] pour un
état de I'art). On peut enfin noter que la DFT non-uniforme y est clairement expliquée.
Dans ce cas, on se base sur la représentation des échantillons par une séquence x|u, v] de
taille M, N. Sans rentrer dans les détails, la formulation générale de la NDFT (non-uniform
DFT) d'une telle séquence 2-D est alors basée sur sa transformée en z :

M—1N—
F(zu, 2ox) = Z x[u, vz 'z, k=10,1,..., MN — 1. (2.12)

u= V=

—
—
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De cette égalité tres générale, les auteurs de [Marvasti, 2001] indiquent comment calculer
la NDFT sur des séquences avec une forme plus contrainte. Par exemple, dans le cas
d’échantillons placés sur des droites paralléles. D’autres modéles ont été étendus aux
images irrégulieres, et permettent de les définir pour les reconstruire. Citons par exemple
les ondelettes et les bandelettes [Bernard et le Pennec, 2002, le Pennec et Mallat, 2005].

Dans cette section, nous avons mis en évidence des travaux issus de la théorie du signal
non-uniforme qui permettent de généraliser des outils définis sur des images réguliéres. Ces
modélisations irréguliéres pourraient aider a généraliser les traitements d’'images classiques
(segmentation, détection de contours, etc.) comme ce qui a été réalisé pour la compression
d'images [le Pennec et Mallat, 2005] ou de vidéos [Marvasti, 2001]. Dans cette these,
nous nous concentrerons sur la généralisation des outils issus de la géométrie discréte sur
des grilles irréguliéres pour I'analyse dans le domaine spatial avec des images 2-D.

2.2 Géomeétrie discrete sur grilles irréguliéres isothé-
tiques

2.2.1 Eléments de base

En géométrie discrete, les maillages réguliers sont les fréquemment étu-
diés [Coeurjolly et al., 2007], car (1) ils représentent la majorité des images, et (2) I'arith-
métique définie sur Z2 (et plus généralement sur Z") permet de manipuler les objets sur
la grille. En effet, les coordonnées des pixels sont des entiers, et il est plus facile et plus
stable de conserver les calculs nécessaires dans Z2. Une premiére modélisation des grilles
régulieres consiste a considérer le pavage des pixels dans le plan. Ainsi, plusieurs formes
de pixels peuvent étre considérées, et les plus étudiées sont sans aucun doute les grilles
carrées, triangulaires et hexagonales (voir figure 2.16). Une autre maniére de considérer

SRERSNFANVZIVAN

@

(a) (b) (c)

Fig. 2.16: Exemples de pavages réguliers en 2-D. De gauche a droite : la grille carrée,
triangulaire et hexagonale. Le maillage associé est illustré en gris clair.

les grilles régulieres est de représenter le maillage de la grille, qui est un graphe dont les
sommets sont les centres des pixels, et les arétes sont les relations d'adjacence entre eux
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(on parle également de graphe d'adjacence). Ainsi, on peut noter que la grille pavée par
des triangles est supportée par un maillage hexagonal et réciproquement. Pour la grille
carrée, le maillage correspondant est lui aussi carré.

2.2.2 Un modeéle général de I-grille

Dans cette partie de la thése, nous cherchons a modéliser les grilles irréguliéres iso-
thétiques, et a définir les différents objets qu'elle peut contenir. Ainsi, nous donnons la
définition suivante d'une telle grille (ou I-grille) :

Définition 2.1 (I-grille 2-D). Soit | C R? un support fermé rectangulaire. Une T-grille
2-D T est un pavage de | en cellules rectangulaires (donc sans chevauchement), dont les
cOtés sont paralléles aux axes du repére (OXY'). La position (xg, yr) et la taille (1%, 1%)
d’une cellule R de T est définie sans contrainte. On a donc :

(xr, yr) € R?, (I%,13) € R?. (2.13)

Les bords gauche, droit, haut et bas d'une cellule R sont notés respectivement R',
RR, RT et RB. Par exemple, le bord gauche R: de R a pour abscisse xg — (1%/2), et le
bord haut RE a pour ordonnée yr — (1%/2). A partir de cette définition trés générale de
I-grille, nous définissons deux classes de relations d'ordre total :

Définition 2.2 (Relations d'ordre total basées sur les centres). Soient Ry et R, deux
cellules d'une I-grille I. On définit les deux relations d’ordre total <, et <, sur les centres
des cellules de la maniére suivante :

VR, Ry €1, Ri =y Ry <= Xr, < Xgr, V (XR1 = XRr, N\ YR, < yRQ), (214)
VRl, R2 e T, Rl jy R2 — YR, < YR, V (le = VR, /\XR1 < XRQ). (215)

Définition 2.3 (Relations d’ordre total basées sur les bords). Soient Ry et R, deux cellules
d’une I-grille I. On définit les deux relations d’ordre total < et =<, sur les bords des
cellules de la maniére suivante :

VRi, Ry €I, Ry Xjx Ry <= Ry < R5 V (RT = Ry ARY < R3), (2.16)
VRi, Ry €1, Ry =)y Ry <= R < RZV (R = R§ ARy < Rj). (2.17)

Le choix du bord gauche et du bord haut dans ces deux derniéres relations est arbitraire.
Des définitions équivalentes pourraient étre énoncées avec les bords droit et bas des cellules
pour les ordonner. D'une maniére générale, il est clair que ces relations sont des relations
d’ordre total, car, si I'on considére par exemple <, on a

> VR €1, R =, R (relation réflexive),
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> V(Rl, RQ) S ]Iz, Ri =Xy RoNRy 2 Ri —= R =R» (re/at/on ant/symétrique),

> V(R1, Ry, R3) € I3, Ry = Ry A Ry <, R3 = Ry =<, Rs (relation transitive),

> V(R1, Ry) €12, Ry =, Ry V Ry <, Ry (relation d’ordre total).
On peut également noter que les quatre relations <, =<,, < et <;, sont des ordres
lexicographiques sur (R, <) x (R, <). De plus, comme le pavage des cellules est borné
par un support 2-D fermé, nous savons qu'il existe une borne supérieure et une borne
inférieure pour chaque coordonnée. Cela implique qu’il existe, pour chaque relation, une
cellule de borne inférieure unique et une cellule de borne supérieure unique *. On peut
constater que ces notions s'adaptent aux grilles réguliéres, puisque dans ce cas, deux pixels
peuvent étre comparés par les mémes relations, qui impliquent un ordre lexicographique sur
(Z,<)x(Z, <). Nous avons illustré dans la figure 2.17 la distinction entre les relations <,
et <, pour une [-grille. Dans cette these, plutét que de manipuler le graphe d’'adjacence

Y

X

Fig. 2.17: Distinction entre les relations d’ordre sur I-grilles. En (a) est présenté |'ordre
lexicographique (en pointillés) induit par la relation <,, le «1» indiquant la premiére
cellule dans I'ordre. De méme, nous avons présenté en (b) I'ordre par <,. Dans ce cas,
les lignes en gras indiquent les bords bas de cellules (RZ pour une cellule R) qui régissent
cet ordre.

d'une T-grille T, nous nous basons sur un ordre lexicographique pour manipuler les cellules
de I. Cet ordre est implémenté sous forme de liste chainée, ce qui permet un parcours
simple de la structure. Supposons maintenant que I'on choisisse I'ordre <, sur I (des
raisonnements analogues pourraient étre énoncés pour les autres ordres). Les opérations
élémentaires suivantes sont nécessaires aux algorithmes que nous développons dans la
partie Il :

> La procédure suivant(R), pour tout R dans I, permet de connaitre la cellule sui-

vante R’ dans I'ordre lexicographique =<,. Cette opération est réalisée en O(1).

1On peut par conséquent affirmer que chacune de ces relations permet de construire un treillis représen-
tant I'ordre des cellules sur T.
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min(l) et max(I) renvoient respectivement la plus petite cellule et la plus grande
cellule de I suivant <. Ces deux opérations sont effectuées en temps contant O(1).
A partir des deux éléments précédents, nous pouvons parcourir toutes les cellules
de I, suivant l'ordre <. En particulier, nous pouvons accéder a la liste des cellules
dont le centre (un bord pour une relation basée bord) est aligné avec a € R. Nous
notons &, cette liste, qui est déterminée au pire cas en O(n), si N est le nombre
total de cellules dans I. De plus, si I'on note R; = min(I) et R, = max(I), nous
accédons directement a &, lorsque a = yg,, et lorsque o = yg,.

Soit maintenant une liste &,. Grace a la procédure suivant (), il est facile d’accéder
a la liste des cellules &g, telle que B > a et la premiére cellule de £z est la suivante
de la derniere cellule de &,. Ainsi, si nous avons les ensembles &,,, ..., £y, NOUS
pouvons déterminer en temps constant les T valeurs successives de a sur T (i.e.
les ordonnées possibles du centre des cellules pour <, ). Plus précisément, par un
systeme de listes chainées, nous stockons les differents ensembles &,,, ..., Eq;,
avec ai,...,ar € R,a; < ap < -+ < ar_; < ar. Et, passer de &, a &,,,,,
t € {1, T — 1}, est réalisé en O(1).

€0
'.‘- ° \ . £a4
a3
3
( a ) a
e,

(b)

Fig. 2.18: Structure de listes chainées permettant de représenter la relation <, entre les
cellules. Nous illustrons en (b) les premiéres listes &, ..., Eq; associées a I'ordre des
cellules en (a).

Bien qu'un parcours linéaire en appelant suivant() puisse étre suffisant pour manipuler
une I-grille, dans la suite de la thése, nous avons développé des algorithmes basés sur notre
structure de listes, comme dans |'algorithme 2.3. |l permet lui aussi de parcourir en temps
linaire les cellules de T suivant un ordre lexicographique donné (ici nous avons encore choisi
<, sans perte de généralité), et de réaliser des opérations sur chaque liste &,,. Dans la
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partie Il de cette these, nous détaillons les opérations réalisées sur &,, en fonction des
besoins de I'algorithme développé. L'algorithme 2.3 est similaire a une approche scanline

Algorithme 2.3 : Algorithme générique parcourir() de parcours d'une I-grille I.
entrées : une I-grille I, et I'ordre lexicographique <, sur I

début
R < min(I); // O(1)
t+<1;
tant que t < T faire
L parcourir les éléments de &,, avec suivant() ; // O(|E..|)
t+—t+1;

fin

dans le cas discret régulier. On peut remarquer que la premiére commande est en O(1)
car nous connaissons la plus petite ordonnée yr de I, issue de la plus petite cellule min(T).
Puis, nous parcourons les différentes listes &,,, ce qui implique que la complexité globale
de cet algorithme est en O(ZLI |Ea:]) = O(n), ot n est le nombre total de cellules dans
I.

Généralisation des [-grilles classiques en image et modélisation

Revenons maintenant sur les I-grilles 2-D les plus communes dans divers domaines de
I'imagerie, et vérifions que notre définition 2.1 permet de les obtenir. Dans la figure 2.19
sont également illustrés ces différents types de grilles. Il est clair qu'une description ana-
logue pourrait étre dépeinte pour des grilles 3-D. On peut remarquer que la structure de
listes que nous avons décrite précédemment est adaptée a ces grilles. En effet, elles ont
généralement un ordre implicite (comme pour la grille réguliere ou la grille anisotrope)
qui permet d'utiliser directement notre systéme. Si I'on est en présence d'une grille issue
d'une décomposition hiérarchique (e.g. quadtree, kd-tree), il est facile de définir un ordre
de parcours des feuilles de I'arborescence qui respecte les relations que nous énoncées.
Dans le pire cas, ou la I-grille ne posséde aucune structure sous-jacente (ou grille sans
contrainte), il est nécessaire d'effectuer un tri des cellules pour ensuite construire notre
structure.
> La grille réguliére classique D se définit par (xg, yr) € Z? et I5 =I5 = 1, quel que
soit R € D.

> Dans la grille anisotrope (ou rectangulaire) E, trés répandue en imagerie médicale,
les cellules ont une dimension plus grande suivant un axe. On peut alors généraliser
par I5 =, 5 = X et (xr, yr) = (ui, \j) avec (i,j) € Z?, quel que soit R € E.

> Dans le cas de I'encodage RLE d'une image réguliére en X (un raisonnement ana-
logue peut étre fait pour I'encodage en Y'), une cellule R € L est définie par /5 € Q
et I =1 et (xg, yr) € Q X Z. En effet, I'abscisse et la largeur des cellules suivant
['axe X peuvent étre des demi-entiers.
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Quadtree

Kd-tree Grille réguliére carrée

- -

Grille anisotrope

Grille de raffinement | T Grille engendrée par
1 1 un RLE en X

]
11

_{

Grille irréguliére isothétique
sans contrainte

Fig. 2.19: Différents types de I-grilles trés communs en imagerie. Les contraintes sur la
grille augmentent en montant dans le schéma.

> Dans une décomposition par quadtree gT d'une image 2-D de taille 2 x 2", les
cellules suivent les régles suivantes. Pour une cellule de niveau k, k < min(m, n)
dans le quadtree T , sa taille est (2™ % 27°k) et sa position est de la forme
(i x 2m=k=1 7 x 2n=k=1) "ou (i, j) € Z> De la méme maniére, on peut représenter
les cellules d'un kd-tree suivant son niveau dans |'arborescence. Pour une cellule
de niveau k impair et une découpe suivant X,Y, X,... pour k = 1,2,3,..., on
observe que sa taille (%, %) est de la forme (27~k*1, 27=k) et sa position (xg, yr)
est (ix2mM=k jx2n=k=1) ‘ou (i, ) € 72 Dans le cas de ces techniques de subdivision
d'une image 2-D, les coordonnées et la taille des cellules peuvent étre des demi-
entiers.

2.2.3 Objets élémentaires et notion de distance sur I-grilles

Maintenant que nous avons défini une I-grille en deux dimensions, pour définir les
objets appartenant une telle grille, il faut considérer la relation d'adjacence suivante, entre
deux cellules de la grille :

Définition 2.4 (ve—adjacence et e—adjacence). Soit R, et R, deux cellules. Ry et R
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sont ve—adjacentes (vertex and edge adjacent) si :

1% -I—/X /y +/y
XR, = Xp,| = 52 et |yr, = Yr,| < 52
ou

lél +I}J;2 lél +l§2

|)/R1_)/R2|: et |XR1_XR2|§

R, et R, sont e—adjacentes (edge adjacent) si nous considérons un "ou" exclusif et des
Inégalités strictes dans la définition de ve—adjacence ci-dessus. Par la suite, k indique une
k—adjacence avec k = e ou k = ve.

Dans la figure 2.20, on peut voir une illustration de ces deux types d'adjacence. On
peut remarquer que ces relations peuvent étre comparées aux adjacences a huit et quatre
voisins (pour k = ve et k = e respectivement) dans le cas régulier classique. A partir

L
(a) (b)

Fig. 2.20: Exemples de ve-adjacence (a) et e-adjacence (b) entre deux cellules.

de cette relation d'adjacence, on peut définir différents objets discrets irréguliers, né-
cessaires au développement des outils que nous verrons dans la partie suivante. Dans la
géomeétrie discrete classique, une fois que I'on a choisi une régle d'adjacence entre les
cellules (o € {4,8} pour une grille 2-D), on peut définir un a—chemin, un a-objet, et
une a—courbe [Coeurjolly et al., 2007]. De maniére analogue, nous énumérons les diffé-
rentes structures discrétes irréguliéres régies par la k—adjacence. Dans la figure 2.21 sont
lllustrés des exemples de ces structures irréguliéres de base.

Définition 2.5 (k—chemin). Soit € un ensemble de cellules, £ est un k—chemin si et
seulement si pour tout élément de £ = {R,-},-e{l ny. Ri est k—adjacent a R;_, pour tout
> 2.

Définition 2.6 (k—arc). Soit £ un ensemble de cellules, £ est un k—arc si et seulement
si pour tout élément de £ = {R,}ieq1...n1, Ri @ exactement deux cellules k—adjacentes,
sauf Ry et R, qui sont appelées extrémités du k—arc.

Définition 2.7 (k—courbe). Soit € un ensemble de cellules, £ est une k—courbe si et
seulement si pour tout élément de £ = {R,-},-e{l _____ ny. Ri a exactement deux cellules
k—adjacentes. On peut également noter Ry = R, par commodité.

Définition 2.8 (k—objet). Soit £ un ensemble de cellules, £ est un k—objet si et seulement
si pour tout couple de cellules (Ry, R») appartenant a € x £, il existe un k—chemin entre
R, et R, dans €.
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S )y

N1

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 2.21: Structures irrégulieres de base. De la gauche vers la droite et de haut en bas : un
k—chemin , un k—arc, une k—courbe et un k—objet. Le cas échéant, |'ordre des cellules
R; deux a deux k—adjacentes est illustré par le tracé rouge a l'intérieur de I'objet.

SiI'on suppose que les cellules de T sont de taille 1x1 et que leur position coincide avec
7?2, nous pouvons remarquer que ces définitions sont identiques a celles énoncés dans le
cas discret régulier.

Dans la géométrie discrete classique, plusieurs modéles de discrétisation existent et
permettent de déterminer quel type d'objet discret représente un objet euclidien discré-
tisé suivant ce modéle. Le modéle de supercouverture [Chassery et Montanvert, 1991,
Cohen-Or et Kaufman, 1995, Andres, 2000] est celui que nous considérons dans cette
these. Il s’énonce initialement de la maniére suivante :

Définition 2.9 (Supercouverture sur grille discréte réguliére). Soit F un objet euclidien
dans R?. La supercouverture S,(F) est définie sur une grille discréte réguliére D par :

SAF) = (F& B>(1/2))nZ?
{pez?| FNB>(p,1/2) # 0}
= {pez®|d*(p.F) < 1/2}

ol B>(r) est la boule centrée sur I'origine, de rayon r pour la norme L. De méme,
B>(p, r) est la boule centrée en p, de rayon r pour la norme L.

La définition suivante concerne |'extension du modéle de supercouverture sur I-
grille [Coeurjolly, 2005], pour discrétiser des objets euclidiens sur une grille T2. Chacun
des éléments énoncés est illustré par un exemple dans la figure 2.22.

20n notera que c'est un processus de discrétisation basé pavage [Coeurjolly et al., 2007].
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Définition 2.10 (Supercouverture sur I-grille). Soit F un objet euclidien dans R?. La
supercouverture S(F) est définie sur une T-grille T par :

S(F) = {ReI|B*(R)NF #0}
= {ReT|3(x,y) €F |xg — x| < 5/2
et lyr =yl < I5/2}

ot B®(R) est le rectangle centré sur (xg, yr) de taille (1%, 1%) (si IX = 1%, B*(R) est la
boule centrée en (1§, 1%) de taille IX pour la norme L,).

Ce modéle de supercouverture posseéde plusieurs propriétés intéressantes.

Proposition 2.1 (Preuve dans [Coeurjolly, 2005]). Soit F, G deux objets euclidiens dans
R2, et une I-grille 1, on a :

S(FUG) =S(F)US(G)
S(FNG) CS(F)NS(G)
si FC G alors S(F)C S(G)

On peut également s'intéresser a la discrétisation d'une droite sur une I-grille. Grace
au modéle de supercouverture, on peut donner une définition simple de cette opération.

Proposition 2.2 (Preuve dans [Coeurjolly, 2005]). Soit | une droite euclidienne et une
I-grille, S(I) est un ve—objet.

Définition 2.11 (Droite discréte isothétique irréguliére). Soit S un ensemble de cellules
dans 1, S est appelé un morceau de droite discréte irréguliére (ou DDI) si et seulement si
il existe une droite euclidienne | telle que :

s cs()

En d’autres termes, S est un morceau de DDI si et seulement si il existe | telle que pour
tout Re€ S, B*(R)N 1 # 0.

Dans la partie suivante, nous décrivons un algorithme de segmentation d'un k—arc
sous forme de segments de droites, basé sur les éléments précédents. Maintenant que
nous savons comment se discrétisent d'une maniere générale les objets euclidiens dans
une I-grille, on peut s'intéresser a I'analyse des objets discrets irréguliers que I'on obtient.
Ici, nous nous concentrerons sur la notion de distance discréte, qui joue un rdle primordial
dans la description des formes. Elle sert par exemple a mesurer |'épaisseur ou la longueur
des formes discretes que I'on manipule. On se concentrera essentiellement sur la distance
euclidienne entre deux points p = (py, .. ., pn) et g=1(qs,..., gn) de R", définie par

de(p. @) = /(a1 — p1)2+ -+ + (G0 — Pn)? (2.18)
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T N |
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Fig. 2.22: Discrétisation de divers objets euclidiens sur une I-grille par le modéle de su-
percouverture. En (a), un objet quelconque qui aboutit a un k-objet, en (b) une courbe
donnant un k—chemin et en (c) une droite implique la formation d'un k—arc.

dont nous garderons la version en deux dimensions, a savoir

de(p, @) = /(a1 — P1)2 + (a2 — P2)2, (2.19)

pour deux points p, ¢ € R%. D'une maniére plus générale, la notion de distance est définie
par quatre axiomes :

Définition 2.12 (Distance [Coeurjolly et al., 2007]). Soit E un ensemble non vide et F
un sous-groupe de R. Une distance sur E a valeurs dans F, notée (d, E, F), est une
application d : E x E — F Vvérifiant :

(positive) V¥ p,gqe E, d(p,q)>0;

(définie) VYV p,geE, d(p.g)=0&p=gq;
(symétrique) V¥ p,qeE, d(p,q)=d(q.p);
(triangulaire) ¥ p,q,r€ E, d(p,q) <d(p,r)+d(r,q).

Dans une T-grille, on se basera sur la définition suivante de boule discrete irréguliere,
qui peut servir par exemple a caractériser |'axe médian d'une forme :

Définition 2.13 (Boule sur une I-grille). Soit (de, R?, R) la distance euclidienne définie
sur le plan, p € R?, et r € R. La boule By, de centre p et de rayon r est :

Bi.(p,r) ={qeR?: do(p,q) < r}.

On peut noter que cette définition est trés semblable au cas régulier, ou les points
sont a valeurs dans Z2. Dans la figure 2.23, deux boules discrétes sont présentées. On
peut noter que cette définition est appliquée aux centres de cellules (nous verrons dans la
partie suivante que I'on peut considérer d'autres distances dans le cas irrégulier).

Dans cette section, nous avons décrit la discrétisation et la notion de distance sur I-
grilles, nécessaires aux outils que nous développons dans les parties suivantes. Par exemple,
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Fig. 2.23: Distinction entre la boule discréete classique et une boule irréguliere quelconque.
Pour chaque boule est présentée la carte de distance ou chaque cellule de distance d a
pour valeur v =d mod 255. Nous avons inclus également le tracé en 3-D de cette carte,
ou chaque point a pour altitude v. En (b), dans le cas de la boule irréguliére, on peut
noter que les centres de cellule permettent de voir que la définition 2.13 est appliquée a
ces points.

la représentation d'un objet irrégulier par un ensemble de k—arcs permettant de le simplifier
et de décrire sa forme sera traitée dans le chapitre 3.

On peut maintenant continuer en décrivant les structures de données qui permettent
de gérer de maniére générique n'importe quelle I-grille qui respecte notre définition, et
donc celles que nous avons citées dans le début de ce chapitre.
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2.2.4 Structures de données pour représenter une I-grille
Grilles de raffinement

Une premiére structure qui serait intéressante a développer est le modéle de grilles
de raffinement. Cette structure générique permet de représenter toutes les structures
hiérarchiques que nous avons vues dans le chapitre précédent. En effet, on cherche a
généraliser les regles de subdivision d'une cellule a un niveau k en un nombre variable
de sous-cellules de niveau k 4+ 1. Dans les techniques que I'on peut lire dans le chapitre
précédent, ce nombre est généralement fixé (par exemple, quatre pour le quadtree et deux
pour le kd-tree). Dans la figure 2.24 est donné un exemple de structuration par une grille
de raffinement. L'intérét d'une telle structure est que |'on peut appliquer directement

7

(a) (b)

Fig. 2.24: Une grille de raffinement comportant trois niveaux. On remarquera que chaque
subdivision de cellule peut comporter un nombre variable de sous-cellules, contrairement
au quadtree par exemple, ot I'on décompose toujours en quatre sous-cellules. En (a), les
traits gras illustrent les interfaces entre les sous-grilles.

sur chaque nceud de I'arborescence les algorithmes développés sur une grille réguliére. En
effet, chaque nceud est une sous-grille réguliére incluse dans la grille globale. La principale
problématique est ensuite de mettre en accord les résultats obtenus sur chaque sous-grille.
Cela implique donc de considérer les interfaces entre ces ensembles pour que le résultat
global soit correct.

Cette grille a déja été utilisée de maniére tres sporadique dans des recherches
de syntheése d'images [Dmitriev, 2000, Jevans et Wyvill, 1989], en géométrie algorith-
mique [Park et al., 2005] ou en méthodes numériques [Plewa et al., 2005]. Grace a la
construction d'une T-grille, les outils qui sont détaillés dans cette thése pourraient étre
utilisés et généralisés a toutes les structures hiérarchiques.

Graphe d’adjacence

Une autre approche pour représenter une I-grille peut étre de construire le graphe
d'adjacence associé a la grille. De la définition 2.4 de la k-adjacence entre cellules, on
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peut construire un graphe G = (V, E) associé a une I-grille I ot chaque sommet v € V
représente une cellule R de I, et une aréte e = (vi, ) € E, v, v, € V indique qu'il
existe une adjacence entre les cellules R; et R, dans I. On peut voir dans la figure 2.25
un exemple du graphe d’'adjacence associé a une grille quelconque. Pour construire ce

e
panegl
T :
: BRI
R N .
ecnsillll -
----- R

Fig. 2.25: Le graphe d'adjacence d'une grille irréguliere quelconque. Les arétes du graphe
sont illustrées en pointillés, et joignent les centres des cellules adjacentes dans la grille.

graphe d’'adjacence, nous proposons |'algorithme 2.4 qui utilise les notions d’ordre que
nous avons définies précédemment. Cet algorithme se base sur le parcours d'une I-grille
(algorithme 2.3). A chaque étape, nous considérons un ensemble de cellules a traiter, £, et
un ensemble &,, de cellules qui ont le méme bord bas R® = a; (on parle ici d"approche par
ligne de front). Pour chaque cellule R; encore non traitée, on prend en compte la cellule
suivante dans l'ordre <, et I'ensemble &,,, qui peut contenir des cellules k-adjacentes
a R; (ligne 1). S'il y a effectivement k-adjacence entre R; et une cellule de F, nous
mettons a jour le graphe en ajoutant un nouveau nceud et une aréte (ligne 2). A la fin de
cette boucle, nous vérifions si R; doit étre encore considérée dans les itérations suivantes.
Cela implique que l'on teste si la ligne de front (d'ordonnée a;) dépasse la cellule ou
non. Nous évitons ainsi de traiter inutilement les cellules dont on est sir qu'elles ne sont
pas k-adjacentes avec les cellules de la ligne de front. A la fin de I'algorithme, on peut
noter que les cellules de plus haut bord R7 sont supprimées de &£, car elles ont atteint la
valeur maximale de a; = ar. Dans la figure 2.26, nous présentons quelques itérations de
notre algorithme sur un exemple. Dans cette figure, lors de I'initialisation (a), I'ensemble
& est formé par les cellules de plus petit bord bas a; = min(I)g, i.e. £ = {Ry, R, R3}.
Pendant la premiére itération (b), nous considérons I'ensemble &,, des cellules alignées sur
la « ligne suivante » d'ordonnée a, (dans cet exemple, &,, = {R4}). Pour chaque cellule
R; de &, nous construisons les adjacences dans le graphe en parcourant les cellules de F.
Par exemple, soit la cellule Ry € £, alors on a F = &,, U {suivant(R;)} = {R4, R2}. On
construit ici les adjacences (vi, v») et (v1, v4) dans I'ensemble E des arétes du graphe. On
peut noter que lorsque nous parcourons les cellules R» et R3, une fois que leurs adjacences
sont mises a jour, nous choisissons ensuite de les supprimer de £, car R} = RI = a,. Cela
signifie qu'elle ne toucheront plus la ligne de front ultérieurement. A I'itération suivante
(c),ona& =EUE,, = {R1, Rs}. Nous obtenons la liste des cellules suivantes &,, =
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Algorithme 2.4 : Algorithme de construction du graphe d'adjacence d'une T-grille.
entrées : une I-grille I, dont les cellules sont notées {R;}i—1 4, et I'ordre <, sur I
sorties : le graphe G = (V, E) représentant les adjacences de cellules dans I

début
E<+0;
V0,
t+2;
E— &y s
tant que t < T faire
pour chaque R; € £ faire
V<« Vui{v};
1 F < &4, U{suivant(R))} ;
2 pour chaque cellule R, € F faire
si Ry, est k-adjacent a R, alors
V «— VUu{w};
L E+— EU{(vi,w)};

3 si Rl = a, alors
| €+ E\{R};
£ EUE,
|t t+1;
retourner G = (V, E)

fin

{Rs, Rs, R7}. Nous continuons ainsi ces itérations jusqu'a obtenir le graphe d’'adjacence
que nous avons illustré dans la figure 2.25.

On peut faire le lien entre cette structure de données et les techniques impli-
quant des graphes d’'adjacence pour la segmentation, comme dans les travaux de J.
Cousty [Cousty et al., 2008]. Dans cette approche, le graphe G est construit a partir
d'une image en niveaux de gris, et on ajoute aux arétes de G la différence de valeur entre
les pixels adjacents. Pour tester notre algorithme, nous avons construit le graphe d'ad-
Jacence de grilles organisées sur une image en niveaux de gris simple. On parle alors de
I-grille étiquetée avec des niveaux de gris. Dans la figure 2.27, un autre point de vue est
également donné a cette structure, car on peut la visualiser comme une triangulation 3-D,
ou I'altitude des sommets correspond a la valeur de la cellule associée dans I'image initiale.

Dans le cadre d'un TER (travaux d'étude et de recherche) co-encadré avec David
Coeurjolly en 2005-2006, nous nous sommes intéressés a I'emploi de cette structure de
données pour généraliser des traitements comme le filtrage. Considérons par exemple la
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----- *R =
---- : y_a
.R . 3 .'R ------ - ... ‘---:4""' ’
1 R2 R3 y=a, 1 ‘Rz R3
@) v
R
; ----\-:.l,E’{ y=a3
eR::1I P =
R1 .¢Ré----~R3
(c)

Fig. 2.26: Construction du graphe d'adjacence d'une I-grille sur quelques itérations. L'en-
semble &£ est illustré par les cellules vertes, I'ensemble &, par les cellules bleues, et la ligne
de front d'ordonnée a par le trait gras.

fonction F suivante, appliquée a chaque cellule R de la grille

1
FIR) = |gauche(R)| + |droite(R)| Z FlR)+ Z FlR:)  (2.20)

RiE€gauche(R) RoEdroite(R)

ou droite(R) (gauche(R)) représente les cellules adjacentes a R par son bord droit
(gauche respectivement). Pour calculer F en chaque cellule R de la grille, on peut
parcourir le graphe d'adjacence, et mettre a jour la valeur de R en fonction de
son voisinage. Les autres structures basées sur des graphes que I'on peut citer (voir
aussi [Coeurjolly et al., 2007]) ont généralement pour objectif de segmenter une image
gréce a des régles de fusion de régions : les graphes de fusion [Cousty et al., 2008],
les cartes combinatoires [Lienhardt, 1991, Damiand et al., 2004], les pyramides réguliéres
et irréguliéres [Manzanera et Jolion, 1995, Montanvert et al., 1991, Marfil et al., 2006],
etc. Ces modeles ne construisent pas tous une I-grille associée a I'image. Néanmoins, il
pourrait étre intéressant de modifier les régles de construction pour aboutir a des cellules
isothétiques, plutdt que des régions quelconques. On pourrait ainsi utiliser les outils décrits
dans cette thése sur ces structures, sans adaptation préalable.
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Fig. 2.27: Construction du graphe d'adjacence associé a des grilles simples. En (a) est
représenté ce graphe pour une grille réguliere associée a une image en niveaux de gris. La
visualisation par un modéle 3-D de face et en perspective permet de mieux apprécier la
forme du graphe. Dans ce cas, |'altitude d'un sommet correspond a la valeur dans la grille
initiale. Il en est de méme dans (b), ot le graphe a été construit a partir d'un quadtree de
la méme image.

2.3 Conclusion

Dans cette partie, nous avons dressé un état des lieux des différentes grilles irrégu-
lieres isothétiques qui existent dans la littérature, et exposé quelques-unes de leurs ap-
plications. Puis, nous avons présenté la théorie du signal non-uniforme, qui semble une
voie intéressante pour généraliser des techniques de traitement d'images définies pour
un signal uniforme. Nous avons ensuite proposé un modeéle générique de I-grille 2-D, et
les définitions des notions élémentaires (ordre, discrétisation, distance) indispensables a
I'élaboration d’algorithmes sur ces grilles. Dans la partie I, nous utilisons ces éléments
pour développer deux méthodologies classiques de la géométrie discréte. La reconstruc-
tion d'objets complexes sur une I-grille T fait appel principalement aux notions de k-arc
et de droite discréte pour proposer une structure polygonale exacte représentant |'objet
traitée £ € 1. Grace a 'ordre que nous avons défini, nous pouvons faire le lien avec le
graphe de Reeb associé a £. La transformée en distance se base elle-aussi sur un ordre de
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I pour parcourir la grille et étiqueter les cellules.

On pourrait s'intéresser dans le futur a définir d'autres notions pour |'analyse et la
description de formes sur I-grilles, comme par exemple, la convexité, la circularité, etc.
Le graphe d’'adjacence que nous avons mis en place est un outil qui pourrait servir a
segmenter une I-grille, grace a I'adaptation des régles de fusion d'arétes.
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Deuxiéme partie

Outils de la géomeétrie discréete sur
I-grilles pour la description et la
reconnaissance de formes 2-D
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CHAPITRE 3

Reconstruction géométrique et topologique d'objets binaires
Irréguliers

3.1 Introduction

La représentation, la description et la classification de caractéres et de symboles sont
des taches nécessaires dans de nombreuses applications actuelles. Elles sont appliquées
sur des images généralement organisées sur des grilles régulieres. Nous introduisons ici le
concept de représentation de formes sur une I-grille. Nous proposons de représenter la
topologie des éléments contenus dans I'image irréguliére a deux dimensions en construi-
sant un graphe de Reeb associé [Reeb, 1946]. Puis, nous les décrivons par une structure
polygonale simple qui respecte le modele de supercouverture discret étendu que nous
avons rappelé dans la partie |. De plus, cette structure préserve la topologie que nous
détaillons dans la phase précédente. Nous nous intéressons clairement au probléme de la
vectorisation sur I-grilles, mais pas uniquement dans le cadre de I'analyse de documents
ou d'images (voir la partie Il chapitre 6 pour un exemple d'application ot nous utilisons
notre contribution). En effet, comme nous le montrons dans le chapitre 7 de la partie
[, nous pouvons aussi considérer une subdivision d'une partie de R? représentant les so-
lutions d'une fonction donnée f : R? — R. Les algorithmes développés en arithmétique
d'intervalles sont des approches intéressantes pour aborder ces problémes [Snyder, 1992a].

Les techniques de vectorisation développées jusqu'a maintenant sur le plan
discret régulier dépendent principalement de [I'application finale de la mé-
thode  [Mertzios et Karras, 1999,  Wenyin et Dori, 1999, Cordella et Vento, 2000,
Song et al,, 2002, Hilaire et Tombre, 2005]. Nous nous concentrons ici  sur
quelques méthodologies de vectorisation, largement développées pour des appli-
cations d'analyse de document. Les méthodes basées sur le RLE construisent
d'abord une décomposition en cellules allongées suivant un axe de l'image. Deés

53
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lors, on construit un graphe d'adjacence de droites (line adjacency graph ou
LAG) [Burge et Kropatsch, 1999, Elgammal et Ismail, 2001]. Ces méthodes cherchent
a décrire la topologie des objets rencontrés dans I'image, mais la structure géomeé-
trigue qu'on en déduit doit étre améliorée par de nombreux post-traitements (voir
figure 3.28). Les méthodes de squelettisation et d'amincissement sont assurément

L] iy is
€
| =
...... - pulliy
(a) (b)
Fig. 3.28: Comparaison d'une approche de vectorisation par

LAG [Burge et Kropatsch, 1999] avec notre contribution. La technique de LAG
implique la construction de nombreux segments, elle nécessite des post-traitements pour
alléger la polygonalisation (a). Gréce a notre approche, nous construisons directement
peu de segments au sein de I'objet traité (b).

les plus souvent employées en vectorisation [Attali et al., 2007]. On peut remarquer
que les outils définis en morphologie mathématique [Soille, 2003] forment une option
fréguemment choisie pour préparer les images avant ces processus. Un état de I'art des
méthodes de vectorisation basées sur le squelette peut étre lu dans [Lam et al., 1992],
et un autre sur celles qui ne l'utilisent pas dans [Liu et Dori, 1998]. Le but est
ici de calculer un axe médian de l'objet qui représente de maniére minimale sa
forme [Klette et Rosenfeld, 2004, Coeurjolly et al.,, 2007] (voir la figure 3.29 pour
une illustration du calcul de I'axe médian). Néanmoins, ces techniques nécessitent
une phase de pré-traitement par filtrage ou par lissage pour réduire le bruit pouvant
perturber I'axe médian calculé. De plus, si ces approches ne sont pas basées sur un
principe de boule maximale, elles modifient la géométrie de I'objet, puisqu’elles ne
sont pas réversibles. De maniére plus générale, un objet peut contenir des trous, et
peut étre composé d'arcs épais [Alhalabi et Tougne, 2005]. Dans les travaux de |.
Debled et al. [Debled Rennesson et Reveilles, 1995, Debled-Rennesson et al., 2004,
Debled-Rennesson et al., 2005], la définition de segment flou rejoint ce concept
d'arc régulier épais. Mais, au-dela de cette représentation géométrique d'arcs, la
structuration globale n'est pas discutée, ainsi il n'y a pas de description de la to-
pologie des objets reconnus. Le seule technique extensible aux I-grilles qui a été
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Fig. 3.29: lllustration du calcul de I'axe médian d'une forme. Dans cette figure issue
de [Coeurjolly et al., 2007], on voit également le lien avec le principe de boule maximale
incluse dans la forme.

proposée par M. Dexet [Dexet, 2006], grace a la définition d'une préimage générali-
sée [Dexet et Andres, 2006, Dexet et Andres, 2008], est détaillée dans ce chapitre. La
encore, la structure topologique globale de I'objet n'est pas discutée.

Dans ce chapitre, nous traitons de la représentation géométrique et topologique d'ob-
Jets complexes appartenant a une I-grille quelconque. Nous proposons plusieurs variantes
de reconstruction rapide en segments de droite, et nous décrivons la forme des objets
traités grace au graphe de Reeb. Cette structure permet également de prendre en compte
rapidement une modification de I'objet reconnu. Cet aspect dynamique, peu traité dans
la littérature, nous permet de décrire un cadre trés général de la représentation d'objets
complexes, et de leurs évolutions par des moyens divers (de maniére supervisée, dirigée
par I'arithmétique d'intervalles, etc.). Enfin, I'ensemble des outils que nous détaillons ici
sera utilisé dans deux applications dans la partie suivante.

3.2 Reconstructions d’un k-arc en segments de droite

Dans cette section, nous rappelons en premier lieu I'algorithme décrit
dans [Coeurjolly et Zerarga, 2006] pour représenter un k-arc S sous forme de seg-
ments de droite, qui respectent ainsi la définition 2.11 de droite discrete irréguliere (DDI)
introduite dans la partie I. Nous avons alors noté qu'un ensemble de cellules S dans une
I-grille I est un morceau de DDI si et seulement si il existe une droite / telle que pour tout
R €S, B*(R)NI # 0. Pour détecter si B>*(R) N/ est vide ou non, on teste si / intersecte
I'une des diagonales de la cellule R, notées d; et d». Sans perte de généralité, on peut
supposer que | est donnée par I'équation ax + G = 0. Notre probleme de reconnaissance
d'une DDI revient alors a

INnd #0Aa>0

INd, Z#D AN <0 (3.21)

B*(R)NI#0 «— ou{

Pour savoir si S représente une DDI, on peut considérer |'ensemble des droites euclidiennes
dont la discrétisation contient I'ensemble S |, ou préimage de S. Si cette préimage est vide,
cela signifie que S n’est pas une DDI. En prenant en compte les notations de taille et
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de position d'une cellule R de T, les deux inégalités précédentes impliquent dans |'espace
(a, B) respectivement :

I
- (3.22)

(3.23)

Il est a noter que £1(R) est défini uniquement pour a > 0, et £7(R) pour a < 0. On
peut ainsi définir les préimages associées a une portion de DDI :

Définition 3.14 (Préimages d'une DDI). Soit S une DDI, les deux préimages P* et P~
de S sont définies par :

PHS)=(VE(R) et P (S)= ()& (R) (3.24)

RES ReS

Par conséquent, tester si un objet irrégulier est une DDI revient a vérifier la proposition
suivante :

Proposition 3.3. Soit S un ensemble de cellules d’'une I-grille. S est une portion de DDI
si et seulement si P*(S) # 0 ou P~ (S) # 0.

Dans la figure 3.30, nous présentons |'exemple du calcul de ces deux preimages pour
un ensemble des trois cellules S = {(10, 10, 2, 2), (20, 12, 18, 10), (37,15,3,4)} ou une
cellule R est notée avec sa position et sa taille de la maniére suivante : (xg, yr, I¥, /yR).
Dans cet exemple précis, le calcul de la préimage P~ (S) revient a

(( 9+ —-9>0

lla+B8-11<0

1la+B8-7>0

P (S) = N : 3.25
(5) 29a+pB—-17<0 ( )
29a0+pB—-13>0

| 450+ B8 - 17 <0

Le calcul de P*(S) peut étre décrit de maniére similaire. Le systéme de représentation
de P~ (S) contient 2n inégalités, ol n est le nombre de cellules de S. Par conséquent, le
probléme de reconnaissance d'une DDI (proposition 3.3) revient a résoudre deux systémes
de tailles 2n. Pour calculer complétement la préimage de S, on peut utiliser I'algorithme
de Preparata et Shamos [Preparata et Shamos, 1985] optimal en O(nlog n), ou une ap-
proche par programmation linéaire [Coeurjolly, 2005] qui aboutit a la méme complexité.
De méme, nous pourrions utiliser la technique de M. Dexet [Dexet, 2006] se basant sur
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]

151 i 15 - —

10 - -
10 - -

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

(b) (c)

Fig. 3.30: Le calcul des préimages d'un ensemble de cellules 2-D dans I'espace (a, ).
Pour les trois cellules S = {(10, 10, 2, 2), (20, 12, 18, 10), (37, 15,3,4)}, avec R notée
(Xr, Yr. 1T, 7). nous avons calculée P~(S) (b) et P*(S) (c) dans I'espace des paramétres
(o, B). Elles sont représentées par la partie grisée dans chaque graphique.

un modeéle de préimage généralisée. Nous obtiendrions Ia encore une complexité équi-
valente. Dans cette thése, nous préférons calculer partiellement cette préimage, et dé-
crire un algorithme linéaire en O(n) pour calculer un représentant euclidien associé a S.
Nous pouvons donc comparer notre contribution avec les techniques d'identification de
DDI [Megiddo, 1984, Buzer, 2002].

Ainsi, nous décrivons maintenant un algorithme qui permet de donner un ensemble de
segments de droites a partir d'un k-arc irrégulier, dont la discrétisation est égale a I'objet
initial (propriété de réversibilité). Cette technique linéaire permet a la fois de distinguer
les portions de DDI au sein du k-arc et de calculer un segment euclidien pour chacune
de ces portions, qui se discrétise dans celles-ci. Grace a |'utilisation d'un céne de visibilité
[Sivignon et al., 2004, Coeurjolly, 2002b], on évite des calculs complexes en programma-
tion linéaire, que I'on pourrait choisir pour résoudre exactement les deux tests d'égalité
de la proposition précédente [Coeurjolly, 2005].

Tout d'abord, on définit le prédicat positif(a, b, c) qui renvoie vrai si les points
{a, b, c} sont ordonnés dans le sens trigonométrique dans le plan. Il peut étre calculé grace
au déterminant det(a73, b}). Soit S = {R;}i=1., un k-arc, on fixe la premiére extrémité p
du premier segment telle que py € Rq (ici nous avons choisi py centre de Ry). On note alors
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e le segment euclidien partagé par Ry et R;. On considére le premier cone Co(po, S, t)
tel que s et t coincident avec les extrémités de ey et {po, s, t} sont ordonnés dans le sens
trigonométrique (i.e. positif(pg, s, t) est vrai, voir la figure 3.31). On peut remarquer

s, //” /,/’ s P P
J s B | L
PR N P s t I Ei
Can t o«="" U
Po € Po Py t s
(a) (b) (c)

Fig. 3.31: Construction progressive et mise a jour du cone de visibilité avec la version 1 de
construction d'un nouveau cdne (bissectrice). Dans le cas présenté, la mise a jour échoue
(b) et I'on construit un nouveau cone Ci(py, s, t) en (c). Les droites en tirets représentent
les bissectrices des cones, et les traits en gras sont les interfaces e, e, 3.

que Cq est un cone de visibilité car pour n'importe quel point p appartenant a l'intersection
de Cy et des cellules de S, le segment [pop] se situe dans S. Cela signifie aussi que Gy
représente un sous-ensemble des préimages notées P ({Ro, R1}) et P~ ({Ro, R1}) dans
I'espace des paramétres (o, B). Ensuite, pour chaque cellule suivante R;, on considére le
segment e; partagé par R;_; et R;. Dans I'algorithme 3.5, nous indiquons une procédure
simple qui permet de mettre a jour le cone actuel C;(p;, s, t) en fonction de e; (avec les
extrémités v et / du segment e; = [ul], avec positif(p;, [, u) a vrai). Quand la mise a jour
échoue (i.e. il n’existe pas de droite euclidienne qui passe par p; et R;), nous commengons
une nouvelle reconstruction en créant un nouveau céne. Nous donnons maintenant deux
algorithmes possibles pour construire ce nouveau cone.

Construction du nouveau cone de visibilité 1, par la bissectrice Nous proposons ici
de construire le cone Cj11(pj+1. S, t), ou s et t sont donnés par le segment actuel e;. Pour
calculer le nouveau centre p;;1 du cone, on choisit I'approche de [Sivignon et al., 2004].
Dans ce cas, on considere la bissectrice du cone C; et I'on construit pj;; comme le
milieu du segment d'intersection entre cette bissectrice et R;_; (voir figure 3.31 pour
un exemple). Bien que le calcul de pj;; soit simple, cette procédure de construction
possede l'inconvénient de ne pas considérer le placement relatif des cellules R;, 1, R; et
Ri—1. Ainsi, le cone Cj11 peut étre tres étroit des le début de la reconnaissance suivante.
Nous proposons maintenant une nouvelle maniére adaptative de calculer p;i; suivant la
configuration des cellules R;;; et R;, et qui prend aussi en compte le dernier cbne construit.

Construction du nouveau cone de visibilité 2, par extension de cone Nous introdui-
sons le cone étendu de C;, qui est réalisé en prolongeant C; a travers R;. Supposons que



3.2 Reconstructions d’un k-arc en segments de droite 59

Algorithme 3.5 : Procédure de mise a jour du cdne de visibilité

entrée : le cone actuel C;(p;, s, t) et le segment e; = [ul] partage par R; et Ri_;.
sortie : le cone C;(p;, s, t) est mis a jour en modifiant éventuellement s ou t.

début

si - positif(p;, t,u)V positif(p;, s, /) alors
// Le test de visibilité é&choue

| retourner ()

sinon

si positif(p;, t, /) alors

t«1;
retourner C;(p;, s, t) ;
si = positif(p;, s, u) alors

S« u;
L retourner C;(p;, s, t) ;

fin

e; appartient au bord gauche de R; (un raisonnement analogue peut étre déroulé pour les
autres bords), nous construisons deux nouveaux points s’ et t’ sur la droite supportée par
le bord opposé (i.e. droit) de R; tels que positif(p;, t',s') soit vrai. Considérons main-
tenant la cellule suivante dans le k-arc Ry, et la médiatrice d du segment e;,; commun
a Rj et Rit1. Le point pjy; est construit dans le quadrilatéere ss't’t afin d’augmenter la
taille du prochain céne Cj;1. Plus précisément, nous prenons en compte principalement
trois cas possibles (voir la figure 3.32 pour des exemples de configurations) :

> La droite d intersecte le quadrilatére ss’t’t, ce qui se produit essentiellement lorsque
ei+1 L (st). pj+1 est alors choisi de telle sorte que le point d'intersection le plus
proche de €.

> d n'intersecte pas ss't’t et e.1 et la droite (s't’) sont confondus. Comme précé-
demment, nous choisissons pjy; comme le point appartenant a [st] le plus proche
de d.

> d n'intersecte pas ss't't et e et la droite (st) sont confondus. Dans ce cas, pj;;
est le point appartenant a [s't] le plus proche de d.

L'avantage principal de cette version de construction du nouveau cdne est de permettre
de calculer des segments de droites plus en accord avec la forme du k-arc irrégulier traité.
Nous présentons dans la section suivante les effets positifs de cette nouvelle version sur
la reconstruction d’'objets irréguliers complexes. Quelle que soit la procédure du nouveau
cone choisie, I'algorithme de reconnaissance de DDI est linéaire en le nombre de cellules en
entrée. En effet, a chaque étape, on opére soit une mise a jour du cdne, soit le calcul d'un
nouveau cone. Ces deux taches sont réalisées en O(1), car elles impliquent des opérations
élémentaires sur un nombre de cellules constant.
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N G ¢ p=t ﬂf‘ e =t

(a) (b) (c)

Fig. 3.32: Quelques exemples de construction d'un nouveau céne de visibilité par extension
du cone précédent. Dans le premier cas (a), I'intersection entre la droite d et le quadrilatére
ss't't n'est pas vide, ce qui permet d'obtenir le nouveau point p;. Dans les cas (b) et (c),
nous choisissons ce point de telle maniére a augmenter la taille du prochain céne.

Dans l'algorithme 3.6, nous donnons I'algorithme complet qui permet de reconstruire
un k-arc irrégulier isothétique en utilisant I'algorithme de mise a jour d'un cone de visibilité
et I'une des procédures de construction d'un nouveau céne. Nous présentons dans la

Algorithme 3.6 : Algorithme reconstruction de vectorisation d'un k-arc.

entrée : un k-arc S = {R;},=1., et po le premier point de la reconstruction.

sortie : I'ensemble £ des segments de droites (sous forme de points) représentant
S.

début
Jj <+ 0;
initialisation du céne C;(p;, s, t) avec Ry et Ry, positif(p;,t,s) =1;
L« {p};
pour | = 2 a n faire
calculer le segment ¢, commun a R; et R; 1 ;
C' <~ mise a jour du coéne C; avec l'algorithme 3.5 ;
si C' = () alors
calculer le point p;j+1 avec la bissectrice de C; ou par extension de C; ;
initialisation du céne Cjy; avec pj4q et & ;
L LU{p};
sinon
L CJ' — ' ;

retourner £

fin

figure 3.33 deux exemples de reconstruction d'un k-arc simple, suivant ces deux versions.
Dans la seconde version, nous avons choisi d'ajouter le centre de la derniéere cellule traitée
a L, ce qui permettra dans la section suivante de joindre plusieurs reconstructions qui se
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terminent en la méme cellule. Nous étudions maintenant plusieurs propriétés intéressantes
de notre nouvelle procédure de création de cénes. Dans le cas de k-arcs quelconques,
on peut remarquer que notre algorithme implique la construction de plus de cénes lors
du parcours du k-arc (figure 3.33). Ainsi, les segments calculés sont plus courts et plus
proches de la forme des cellules traitées, comme le montre également la figure 3.34
d'un k-arc plus complexe. Lorsque I'on considére la reconnaissance d'une portion de DDI
« difficile » (figure 3.35), on peut noter que choisir un point p;;; de maniére arbitraire
(version 1) peut induire la propagation d'une erreur importante dans la reconstruction. La
version 2 engendre une erreur moindre, car les cdnes qu'elle construit sont plus larges, et
peuvent intersecter plus facilement les prochaines interfaces ¢; entre cellules. Enfin, cette
derniere version de la procédure de nouveau cbne est plus adaptée lorsque I'on considére
des k-arcs dont les interfaces successives sont alignées suivant un axe. Par exemple, dans
la section suivante, nous construisons des k-arcs tels que e; || (OY') pour toute interface
e; entre deux cellules. Nous donnons un exemple de reconstruction d'un tel ensemble de
cellules par les deux versions dans la figure 3.36.

(b)

Fig. 3.33: Détails de la mise a jour des cone de visibilité grace aux algorithmes 3.5 et 3.6.
Les deux versions de nouveau cbne sont présentées : par la bissectrice en (a) et par
extension de cdne en (b). Pour les deux cas, I'ensemble des cones construits est illustreé.

Nous pouvons remarquer que |'algorithme 3.6 est linéaire en le nombre de cellules
traitées, soit en O(n), quelle que soit la méthode de construction de nouveau céne de
visibilité. En effet, nous avons présenté ici une approche incrémentale, qui appelle a chaque
étape l'algorithme 3.5, qui est en O(1). Nous présentons maintenant un systéme basé sur
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—
(a)

—
(b)

Fig. 3.34: Reconstruction d'un k-arc plus complexe avec les deux versions de notre algo-
rithme : en (a) par la bissectrice, et en (b) par cone étendu. Les cellules grisées représentent
I'endroit ot un nouveau cone est nécessaire.

(a) (b)

Fig. 3.35: Reconstruction d'une DDI par les deux versions de notre algorithme : par la
bissectrice en (a) et par extension de cone en (b).

les outils que nous avons présentés dans cette section, qui permet de reconstruire des
objets complexes sur I-grilles.
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el ey

(a) (b)

Fig. 3.36: Reconstructions d'un k-arc ou les interfaces e; sont paralléles a I'axe des Y.
Dans ce cas, la version par cone étendu (b) permet d'obtenir une reconstruction plus en
accord avec la forme de départ. Au contraire, choisir un point arbitraire dans la version par
bissectrice de cone altére la fin de la reconstruction (a). Les cellules grisées représentent
I'endroit ot un nouveau cone est nécessaire.

3.3 Représentation et reconstruction d’objets complexes
sur [-grilles

3.3.1 Représentation topologique par un graphe de Reeb discret ir-
régulier

Soit une I-grille T, pour représenter la forme d'un k—objet £ € T, nous avons choisi
une approche incrémentale directionnelle, en accord avec un ordre lexicographique sur
I basé sur les bords (voir partie 1). Elle permet de construire son graphe de Reeb as-
socié G, comme dans le domaine continu (voir la figure 3.37). Ce graphe, basé sur la
théorie de Morse [Milnor, 1963, Gramain, 1971, Hart, 1999, Matsumoto, 2002], est aussi
utilisé dans diverses applications de description de courbes et de surfaces [Hétroy, 2003,
Xiao et al., 2003, Tung, 2005, Biasotti et al., 2008]. Le graphe de Reeb G est associé
a une fonction de hauteur (ou fonction de Morse) h définie sur &, et les nceuds de G
représentent les points critiques de h. Il peut étre défini de la maniére suivante :

Définition 3.15 (Graphe de Reeb). Soit h une fonction réelle définie sur une variété
compacte M, h : M — R. Le graphe de Reeb de h est |'espace quotient de h dans M x R,
par la relation d'équivalence (p1, h(p1)) ~ (p2, h(py)) Vérifiée si et seulement si :

{ h(p1) = h(p2),

p1 et po appartiennent & la meme composante connexe de h=(h(py)).

De plus, nous voulons représenter un arc entre deux nceuds par un k-arc, pour avoir une
information topologique minimale dans la représentation de £. Ces arcs seront segmentés
dans I'étape de description polygonale de £.
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(‘) i — ( N%

) - EE® CEE-E

(b)

Fig. 3.37: Schéma global de la représentation d'un k-objet quelconque par le graphe de
Reeb. En (a) est présenté un exemple de graphe de Reeb G pour un objet continu £. Les
noeuds de G représentent les points critiques de h (maxima, minima, point d'inflection),
et une aréte est une composante connexe de £ entre deux points critiques. En (b), nous
avons présenté un exemple d'objet irrégulier £ (gauche), la structure finalement recodée
avec des k—arcs (droite) et le graphe de Reeb associé a la fonction de hauteur h définie
sur £ (bas).

Rappelons tout d'abord que nous notons les bords gauche, droit, haut et bas d'une
cellule R respectivement R:, RR, RT et RE. On a, par exemple, I'abscisse de Rt égale
a xg — (15/2) (que I'on note par commodité Rt = xg — (/3 /2)). Nous dirons également
qu'un k-arc A et une cellule R sont k-adjacents s'il existe une cellule R’ dans A telle que
R et R' sont k-adjacentes. Soit £ = {R;}i=1...» un ensemble 2-D de cellules donné. On
choisit en premier lieu une direction pour traiter les cellules de £. Sans perte de généralité,
on peut supposer que I'on prend |'orientation de gauche a droite, /.e. la fonction de hauteur
h est définie suivant I'axe des X. Pour construire le graphe de Reeb associé a £ suivant la
fonction h, nous utilisons un ordre lexicographique basé sur les bords des cellules de I. De
la méme maniére que nous ordonnons les cellules d'une I-grille, nous choisissons un ordre
conforme a h sur £. Par exemple, si nous décidons de considérer la relation d'ordre <,
nous pouvons obtenir I'ensemble de cellules dont le bord R" est aligné avec le plus petit
bord gauche de &, grace a la procédure min(€). Ensuite, on peut parcourir les cellules
de & suivant les ensembles de cellules dont le bord gauche est aligné avec a € R, avec
a croissant. Un ensemble &, représente des groupes de cellules alignées et k-adjacentes
deux a deux. En plus de ces cellules, nous souhaitons traiter les cellules intersectées par
la droite d'équation x = a. Cela permet de considérer ensemble des cellules qui font
parties de la méme composante connexe. Comme nous l'illustrons dans la figure 3.38,
nous considérons en fait I'équivalent des lacets dans I'espace continu [Gramain, 1971]
(voir également [Erickson et Har-Peled, 2002] pour I'utilisation de la notion de /acet pour
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décomposer une surface 3-D). De plus, nous sommes en accord avec la définition d'un
graphe de Reeb, ou la fonction h peut étre définie sur tous les points de £ de méme
composante connexe.

(2) (b)

Fig. 3.38: Parcours des cellules d'un objet £ par la relation d'ordre <,,. A chaque étape,
en plus des cellules dont le bord gauche est aligné avec a € R croissant, nous souhaitons
traiter les cellules intersectées par la droite d'équation x = a (b). Les groupes de cellules
k-adjacentes (en pointillés) font partie d'une méme composante connexe. Ainsi, on peut
noter I'analogie avec la notion de lacet dans I'espace continu et la définition du graphe de
Reeb (a).

Pour déterminer I'ensemble des cellules de méme composante connexe, pour a € R,
nous proposons de recoder les cellules de £. Nous décrivons maintenant notre algorithme
principal, en détaillant étape par étape les opérations nécessaires pour construire un graphe
de Reeb associé a E. Autemps t = 1, on fusionne ensemble toutes les cellules k-adjacentes
R de £ avec le plus petit bord gauche a;—; = min(€), e.g. Rt = 0. Cette étape de fusion
est réalisée par la procédure de mise a jour décrite ci-aprés. Ces m collections de cellules
définissent les cellules début des k-arcs initialement reconnus Ay, .. ., An.

Procédure de mise a jour Soit A un k—arc, et Ry, R deux cellules adjacentes de &
telles que Ry € A, Rf < R%, et R, doit &tre ajoutée a A. Si R5 = RF, on ajoute juste
R> a A, sinon la procédure met a jour I'arc A avec R», et recode éventuellement A. Pour
cela, on construit d'abord le plus grand rectangle commun F, de Ry et R».

Définition 3.16 (Plus grand rectangle commun). Soit R, et R, deux rectangles adjacents.
F, est le plus grand rectangle commun (ou PGRC) de Ry et R, si et seulement si

) F, CRIUR,,

i) FaN Ry #0,

i) Fo,NRy 0,
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iv) il n'existe pas de rectangle plus grand que F» par inclusion respectant i), ii) and iii).

Ensuite, nous considérons les rectangles Ry — F» et Ry — Fo. Si R < RE, on note
Ry — F» = F1 et Ry, — F, = F3, sinon on préférera Ry — F, = {Fy, F3}. On peut remarquer
que ces rectangles peuvent étre vides, e.g. F3 = () si RF = RE, puisque dans ce cas
Ff = FF. La figure 3.39 présente cinq configurations générales de la procédure de mise
a jour (il en existe cing autres, obtenues par symétrie quand RQT > RIT), et le recodage
de I'arc que I'on doit réaliser. De plus, nous proposons de réduire le nombre de cellules

R1 R1 R1 R1 Rl
F F F F R Fs
F. F, F. F. F. F.
3 273, 2 |, 2 2
R, Rz "2 R, R,
(a) (b) () (d) (e)

Fig. 3.39: Différentes configurations de construction du PGRC de deux cellules. Les rec-
tangles Fy, F, et F3 dans la procédure de mise a jour (haut), et les cellules associées (bas).
Lorsque RF < R (aetb), Ry — Fo = Fy et Ry — F, = F3, sinon Ry — F> = {Fy, F5} (d
ete). Si Rf = RE, F, =0, quand RY = R¥, F3 = () et finalement £, = ) dans le cas ou
RL = RL. Il existe cing autres configurations, obtenues par symétrie quand RJ > R].

dans A en joignant les deux rectangles F; et F3 si /| = FJ, FE = FB et F, = (). Cette
jonction est traitée en remplacant F; et F3 par le rectangle F; U F3. Enfin, la procédure se
termine en supprimant R; de A, et en ajoutant les cellules correspondant aux rectangles
Fiet F, a A. F3 est ajoutée a &, et sera traité ultérieurement ; plus exactement au temps
t tel que a; = FL.

Au temps t + 1, notre algorithme consiste a fusionner les cellules adjacentes avec le
méme bord gauche a1 en k cellules R, R, . . ., Ry (voir la procédure de mise a jour). Ces
cellules candidates peuvent étre ajoutées a un ou plusieurs arcs parmi A;, i € {1, ..., m} si
elles sont adjacentes a A;. Il est clair que seule une cellule R construite au temps t et ayant
un bord droit R” égal a a;41 peut respecter I'adjacence avec une cellule R;, j € {1,..., k}.
Une cellule R; peut étre traitée de plusieurs maniéres (voir également I'algorithme 3.7 en
fin de section) :

> R; n'est adjacente a aucun k-arc A;. On initialise un nouveau k-arc A,;; et on

I'affecte avec la cellule R;. R; représente la cellule begin de Apy.
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> Quand R; est k-adjacent avec p k-arcs Aj, Ait1, ..., Aitp, C'est une phase de re-
groupement. Premiérement, on met a jour chaque arc avec R;. La cellule R; est
ensuite marquée comme cellule merge et indique que chaque arc A;, ..., Aiyp pOs-
séde un arc A1 = {R;} lié comme arc suivant.

> Le cas ou p cellules R;, Rj11, ..., Rjtp sont k-adjacentes avec un arc A; est une
phase de découpe. On met d'abord a jour A; avec R; par la procédure de mise a jour.
Ensuite, on note R la cellule dans A; telle que R? = a;,1. Nous définissons aussi p
nouveaux arcs suivants Ay 11, ..., Apgp de Ajtelsque Ay = {R, R} .., Ay =
{R, Rj4+p}. Dans ces p arcs et dans A;, R est marqué comme une cellule split.

Quand I'algorithme se termine, au temps t tel que a; est le plus grand bord gauche dans
E (i.e. lorsque I'on a atteint la plus grande cellule suivant <., notée max(€)), on définit la
derniére cellule ajoutée dans tous les arcs A; comme une cellule end. Nous illustrons dans la
figure 3.40 la construction progressive du graphe et le recodage du k-objet présenté dans
la figure 3.37 dans cing étapes de I'algorithme. De plus, nous rappelons dans la table 3.2
la signification des notations des nceuds du graphe de Reeb.

B
LW
S ool

Fig. 3.40: Les arcs reconnus et le graphe de Reeb associé pour quelques itérations de
notre méthode sur I'objet présenté figure 3.37. D'abord, on initialise un arc avec la cellule
de plus petit bord gauche. Puis, on met a jour et on recode progressivement les arcs. La
troisieme et la quatrieme image présentent les phases de regroupement et de découpe.
On peut noter que |I'étape de recodage n'est pas détaillée dans cette figure, et que les
arcs m — s représentent un k-arc avec une seule cellule dans cet exemple. Nous avons
également ajouté la droite d'équation x = a, pour chaque itération.

Notre algorithme construit finalement une représentation homotope compléte de &£
gréce au graphe de Reeb G en reconnaissant et en liant les cellules b, m, s et e (voir
également la figure 3.37 et la table 3.2). Il existe neuf configurations possibles d'arcs dans
G:b—s,b—m b—e, s—s,s—m,s—e, m—s, m—met m—e. Le nombre de
points critiques dans h peut étre lié au nombre d'Euler x de £ [Reeb, 1946]. Considérons
I'"équation suivante, ot G est noté comme le couple d'ensembles de sommets et d’arétes
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Notation Signification

b Début (begin) d'un nouveau k-arc, dans le sens de h

s Division (split) d'un k-arc en plusieurs k-arcs adjacents

m Regroupement (merge) de plusieurs k-arcs en un k-arc adjacent
e Fin (end) d'un k-arc selon le sens de h

Tab. 3.2: Signification des notations b, s, m et e dans le graphe de Reeb.

(V,E) :

X = >, (deg(n) - > (deg(n) —2)

neV,(n=b)Vv(n=e) neV,(n=s)Vv(n=m)

ot deg(n) est le degré du nceud n dans G, donc deg(n) = 1 si n est un nceud begin ou end.
Le nombre d'Euler permet de décrire la topologie d'un objet par une valeur unique. Par
exemple, pour un tore, x = 0, pour un disque, x = 2, et I'objet décrit dans la figure 3.37
(b) posséde un nombre d'Euler x = —4; on peut également dire que cette forme est
homéomorphe a un tore avec trois trous, oli x = 2—2 X |[trous| = —4. Le nombre d'Euler
est un exemple de I'emploi du graphe de Reeb pour la description de forme. Au-dela de
ces Iinvariants topologiques obtenus par les points critiques, la structure du graphe dépend
clairement de la direction choisie pour la fonction de hauteur h. Une partie des noeuds et
des arcs peut changer, mais I'information sur la topologie de &, i.e. les nceuds internes
de G, n'est pas modifiée. Soit maintenant &' I'objet dessiné dans la quatriéme image de
la figure 3.40. Les trois cellules ajoutées durant la derniere itération peuvent représenter
du bruit modifiant le contour de &£'. Le graphe de Reeb est changé par une phase de
découpe, trois nceuds sont créés, alors que ces cellules sont peut-&tre nuisibles. En fait, le
probléme de la perturbation du contour de £ pourrait étre certainement réduit si I'objet
était d'abord filtré ou lissé. Ce genre de pré-traitement est souvent adopté, quelle que soit
I"approche choisie pour la représentation de forme, e.g. la squelettisation. Enfin, avec la
procédure de mise a jour, nous recodons les cellules de £ afin qu'un k-arc soit toujours
représenté entre deux nceuds de G. Ce réarrangement géométrique dépend assurément
de la direction de h, mais ne change ni la topologie ni le contour du k-arc reconnu. Cela
implique pour la polygonalisation que nous décrivons ci-aprés que nous ne modifions pas
I'espace des reconstructions par supercouverture étendue. La structure topologique est
simple, et prépare la phase suivante de notre systeme global de reconstruction d'objets
complexes.

3.3.2 Reconstruction polygonale d’objets complexes

Comme la reconstruction en polylignes affecte toujours le premier point pg comme le
centre de la premiére cellule traitée (section précédente), nous proposons de commencer
la reconstruction de tous les k-arcs calculés dans la phase précédente par les nceuds
merge et split détectés dans le graphe de Reeb G. Nous assurons ainsi que chacun de
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ces nceuds particuliers de G sera représenté par un seul point dans la polygonalisation
finale. Les segments sont reconnus de I'intersection entre plusieurs parties de |'objet &
vers ses extrémités, /.e. nous considérons lesarcs m—e, s—e, b— met b—s de G. De
plus, puisque I'algorithme de reconnaissance est glouton, les éventuelles erreurs induites
par notre approche de céne de visibilité sont propagées vers les extrémités de £, et non
pas vers ces intersections qui décrivent la forme de I'objet. Ce probleme de I'erreur de
reconstruction est indépendant de I'approche que I'on choisit : cone de visibilité, préimage
généralisée [Dexet, 2006], etc. La plupart des algorithmes de reconstruction, comme le
notre, optent pour une approche gloutonne, qui aboutit généralement a la propagation
d'une erreur. Pour les arcs s—s, m—m, m—s et s—m de G, nous proposons de réaliser une
reconstruction bidirectionnelle qui démarre de chaque noeud de I'arc, et se termine en son
centre. Par conséquent, I'éventuelle erreur de reconstruction serait concentrée au milieu
de ces arcs. Cette approche se justifie par le fait que les nceuds m et s de G représentent
les lieux ou la description de sa géométrie doit étre précise. Enfin, nous choisissons de
traiter les arcs b — e avec la méme reconstruction bidirectionnelle, qui apparalt comme
le moyen le plus efficace de garantir une reconstruction robuste. Dans la figure 3.41,
nous montrons I'intérét de ce principe pour un cas pathologique de la reconstruction par
cbne de visibilité. De plus, nous donnons le résultat de la reconstruction avec nos deux
versions de mise a jour du cdéne de visibilité (voir section précédente pour plus de détails).
Nous pouvons remarquer dans la figure 3.42 que la reconstruction que nous venons de
décrire permet également de traiter efficacement les objets symétriques. On peut noter
dans ces expérimentations que la structure que nous proposons respecte le modéle de
supercouverture étendu aux I-grilles. Dans cette thése, nous ne traitons pas le probléme
de liaison entre deux reconstructions sur le k-arc (reconstruction avec patch), car une
technique générale et efficace de jointure entre deux droites discretes impliquerait que
notre algorithme ne serait plus linéaire [Breton, 2003]. Par conséquent, nous ajoutons
juste un segment entre les deux polylignes. Cette phase de notre systéme ne peut étre
considérée sans patch, puisque nous utilisons les points internes de la forme de £ pour
guider la reconstruction géométrique.

Bilan algorithmique de la méthode proposée Nous donnons maintenant I'algorithme
global 3.7 qui regroupe le construction du graphe de Reeb discret irrégulier associé a
I'objet traité &£, et la polygonalisation en considérant ce graphe et les k-arcs reconnus.
Dans la premiéere phase de I'algorithme, nous récapitulons les différentes configurations de
mise a jour du graphe de Reeb G en fonction des cellules adjacentes avec les k-arcs déja
traités. Nous avons décrit notre algorithme en considérant les cellules {R;};=1 , ordonnées
suivant une relation <, par exemple. Ainsi, nous avons utilisé implicitement la procédure
suivant(R;) = R;y1, pour i € {1,n— 1}. On pourrait aussi présenter |'algorithme avec
les ensembles &,,, t € {1, T}, avec un fonctionnement similaire.

Comme un k-arc A est associé a une aréte n; — ny, € E,ny, n, € {b,e,m,s}, et
puisque nous avons choisi une orientation pour le parcours des cellules, nous notons ici
inf(A) = n; le début du k-arc et sup(A) = n, la fin. La complexité de notre méthode
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Fig. 3.41: Intérét de notre approche sur un exemple de DDI. Nous rappelons dans cette
figure la reconstruction de la gauche vers la droite avec la version 1 (a) et la version
2 (b) de la procédure de construction d'un nouveau céne. En (c), nous choisissons une
reconstruction, par la bissectrice de cone, des cellules extrémes vers |'intérieur de ce k-arc.
Cela permet de centrer I'erreur commise, et de la diminuer. Enfin, nous montrons en (d)
le résultat de cette reconstruction avec notre nouvelle méthode de création de cone de
visibilité (par extension de cone).

est au pire cas en O(n, x n), ot n est le nombre de cellules 2-D traitées, et n, est le
nombre total de k-arcs qui recodent £. Dans la derniére section de ce chapitre, nous
détaillons des expérimentations sur des objets plus complexes pour montrer la robustesse
et la rapidité d'exécution de cet algorithme. De plus, on pourra se référer aux chapitres 7
et 6 de la partie Ill qui montrent des applications de cet algorithme pour le tracé de
courbes implicites et la reconnaissance de formes.
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Fig. 3.42: Exemple de reconstruction respectant la symétrie de I'objet traité. En (a) chaque
k-arc est polygonalisé de la gauche vers la droite, tandis qu'en (b) nous nous servons de
la configuration des nceuds du graphe de Reeb pour guider la reconstruction.

3.4 Reconstruction et représentation dynamiques sur I-
grilles

Dans cette section, nous proposons de mettre a jour efficacement la reconstruction
que nous avons décrite préecédemment, en considérant une ou plusieurs opérations locales
de raffinement et de groupement de cellules. Ces schémas peuvent étre dirigés de maniére
supervisée, en choisissant manuellement les cellules a traiter et la mise a jour a effectuer.
Généralement, un modéle de restructuration guide ces opérations, comme le quadtree
ou encore |'algorithme de split-and-merge [Horowitz et Pavlidis, 1977] par exemple. Nous
montrons dans le chapitre 7 une application ou la mise a jour de l'approximation de
courbes implicites est guidée par I'analyse en intervalles. Nous présentons en détails deux
algorithmes pour modifier localement le graphe de Reeb et la structure polygonale d'un
objet irrégulier. Rappelons que les éléments calculés par I'algorithme 3.7 sont G, L et A.
De plus, pour chaque k-arc A; € A, I'aréte associée dans G est notée en minuscules a;.

3.4.1 Schéma de raffinement local

Soit R € & une cellule ot nous désirons une décomposition plus précise, e.g. un
raffinement par quadtree du niveau t au niveau t + 1. On note par RS le schéma de
raffinement effectué sur R. Par conséquent, RS(R) est un ensemble de cellules disjointes
appartenant au domaine borné par R, obtenues par RS. Avec ces notations, notre probléme
consiste donc a mettre a jour G, L et A, en prenant en compte RS(R). En premier lieu, nous
considérons tous les k-arcs dans A qui contiennent R. Puis, nous remplacons R par les
nouvelles cellules RS(R), et nous utilisons I'algorithme 3.7 pour obtenir une reconstruction
locale de ces cellules. Puis, nous joignons les k-arcs localement reconstruits représentés
dans Gg, Lr et Ar (associés a RS(R)) dans G, L et A respectivement. Dans la figure 3.43,
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Algorithme 3.7 : Algorithme global de reconstruction topologique et géométrique
d'objets sur T-grilles.

entrée : £ = {R;},—1...» un ensemble de cellules 2-D dans une I-grille T.
sortie : G = (V, E), le graphe de Reeb associé a &,

L, la reconstruction par segments de droites de &,

A = {A;}i=1.n, 'ensemble des n, k-arcs recodant &£.

début

ajouter une aréte b—edans G ; // V ={b,e}, E=1{b—e}
créer un k-arc Ay avec inf(Ay) « bet sup(Ay)«e;// n,=1
pour chaque cellule R;, 2 < i < n faire

pour chaque k-arc A;, 1 <j < n, faire

si une cellule R; est adjacente avec un k-arc A; alors
| mettre a jour A; avec R; ;
si p cellules R;, Riy1, ..., Ri+p sont adjacentes avec A; alors
mettre a jour A; avec R;, Rit1, ..., Ritp ;
ajouter un neceud split s dans G ; // deg(s) = p+1
sup(Aj)) =s;
Joindre p nouveaux k-arcs Ap.11  Ri, ..., Apip < Riyp avec A; ;
| inf(An41) < S, ... inf(An4p) <5
si une cellule R; est adjacente avec p k-arcs Aj, Aj41, ..., Ajsp alors
mettre a jour A;, Ajt1, ..., Ajyp avec R;
ajouter un nceud merge mdans G ; // deg(m)=p+1
sup(Aj) < m, ..., sup(Ajsp) < m;
Joindre un nouveau k-arc A, 41 < Rj avec Aj, Ajy1, ..., Ajsp
| inf(An41) < m;
si une cellule R; n'est adjacente avec aucun k-arc A; alors
ajouter une aréte b — e dans G ;
| créer un k-arc A, +1 avec inf(An,+1) < bet sup(An,+1) < € ;

procéder a la polygonalisation de I'ensemble des k-arcs {A;};=1,. ., en
considérant G ;
retourner G, £, A

fin

nous illustrons le comportement de notre algorithme dans le cas ou R appartient a un seul
k-arc (n, = 1 dans I'algorithme 3.8), et quand n, > 1, i.e. R appartient a plusieurs k-arcs.

Pour trouver les n, k-arcs dans la premiére opération de I'algorithme 3.8, nous utilisons
un pointeur entre la cellule R et un k-arc A, € A tel que R € A,. Si R est a l'intérieur
de Ay, il est clair que n, = 1, et par conséquent seul un k-arc est considéré dans la
suite. Lorsque R se situe sur une des extrémités de Ay, nous devons prendre en compte
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Fig. 3.43: Exemples de résultats obtenus par I'algorithme 3.8 de raffinement de cellules. La
premiére reconstruction (haut-gauche) ne contient qu'un seul k-arc, puis on sélectionne la
cellule grisée et on la décompose en deux k-arcs (haut-droite). Cette cellule n'appartient
qu'a un seul k-arc, donc n, = 1 et I'aréte b — e doit étre divisée en deux avant d'ajouter
le nceud s. Le raffinement suivant (bas), concerne trois k-arcs, puisque I'on choisit de
diviser la cellule grisée (n, > 1). Cette cellule et son noceud associé (s) sont supprimés
avant d'insérer les nouvelles arétes.

tous les k-arcs lies a Ax. Grace a I'aréte associée ax dans G, et I'acces direct aux arétes
lies a ax, cette opération de recherche est réalisée en temps constant O(1). Ensuite, les
étapes suivantes modifient les n, arétes {a;};—« «+n, du graphe de Reeb G et impactent
les n, k-arcs {A;}j—k k+n, trouvés dans la premiére opération. La topologie de I'objet &£
est mise a jour localement. Le reste du graphe ne subit aucune modification. Dans la
derniére phase de I'algorithme, la reconstruction polygonale est d'abord réalisée sur les k-
arcs appartenant au raffinement local Ag. Puis, cette reconstruction peut étre propagée
aux n, k-arcs globaux dans A, comme dans la figure 3.43. En fait, plusieurs stratégies
peuvent étre adoptées. On pourrait également joindre les segments de droites locaux
aux globaux. Nous avons préféré propager la reconstruction aux k-arcs adjacents, pour
obtenir une structure polygonale plus homogeéne. Dans le pire cas, la mise a jour de cette
structure est effectuée de maniére locale sur Agr et A, et ne modifie pas le reste de la
reconstruction. La complexité au pire cas de I'algorithme 3.8 est en O(|RS(R)|+ An,), ol
A = |Gr| + maxk—1 ., |Ax| représente (1) la taille du graphe de Reeb qui est impliqué dans
la phase de connexion, lors de la double boucle commencant a la ligne 1 et (2) la taille
maximale des k-arcs voisins, puisque nous avons choisi d'y effectuer une reconstruction
polygonale (ligne 2 de I'algorithme). Finalement, on peut noter que notre algorithme
Impacte localement la reconstruction topologique et géométrique calculée a partir de £.
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Algorithme 3.8 : Algorithme de raffinement d'une cellule dans la reconstruction d'un
objet £ € 1.

entrée : £ = {R;}i-1

_____ » un ensemble de cellules 2-D dans une I-grille T,
une cellule R € &,

RS(R), la décomposition locale de R € £ par RS

G, le graphe de Reeb associé a &,

L, I'ensemble des segments de droites reconstruites a partir de &,
A, I'ensemble des k-arcs recodant £.

sortie : G, L et A sont mis a jour.

début

fin

trouver les n, k-arcs A, ..., Axin, € A tels que R € Ak, ..., Aksn,
si n, > 1 alors

// R représente un neud split ou merge dans G

| supprimer le nceud n € G associé a R ;

sinon

// R est dans un seul k-arc
| décomposer ax en deux arétes ay, ak41 ;
supprimer les polylignes de £ associés aux k-arcs Ag, . .., Akin,
supprimer R de Ay, ..., Akin,
utiliser I'algorithme 3.7, qui calcule Gr, L et Ag associés a RS(R) ;
pour chaque aréte a. € Gg faire
pour chaque aréte a; € G, j =k, ..., k + n, faire

si Aj et Al sont k-adjacents alors

joindre a; a a; ;
L fusionner les k-arcs A;j et A; ;

ajouter tous les polylignes de Lz dans L ;

pour chaque k-arc A;, j =k, ..., k + n, faire
| reconstruire A; en segments de droites ;

Pour employer notre méthode sur plusieurs cellules raffinées, on calcule tout d'abord le
graphe de Reeb avec le graphe local en utilisant la méme approche. Puis, nous réalisons
la polygonalisation finale sur les k-arcs concernés.

3.4.2 Schéma de groupement local

Soit Ry, Ro, ..., R, € £ un ensemble de cellules que I'on souhaite grouper ensemble
(e.g. une fusion locale de quatre noeuds d'un quadtree). Dans une application interactive,
la sélection de {R;},—1., pourrait étre effectuée en tracant un rectangle dans le plan. Dans
ce cas, nous forcons |'utilisateur a choisir des paquets de cellules adjacentes dans un ou
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plusieurs k-arcs de A. Comme dans le précédent algorithme, nous effectuons tout d'abord
une recherche de tous les k-arcs dans A qui contiennent une cellule de {R;},—1.,. Nous sup-
primons des cellules de {R,},—1., dans ces k-arcs et nous mettons a jour les arétes associées
dans G. Dans I"algorithme 3.9, nous devons considérer si une cellule R; telle que R; € A, se
situe ou non a I'extremité de A;. Puis, nous remplacons ces cellules par la plus petite cel-
lule englobante B = GS({R;}i=1.,) telle que Ry, Ra, ..., R, C B. D’autre méthodologies
de regroupement, manuelles ou automatiques (par exemple [Horowitz et Pavlidis, 1977]),
peuvent étre envisagées pour définir la maniére de sélectionner {R;},—1., et le processus
GS, mais elles n'impliquent pas de changement dans notre algorithme. Dans notre cadre,
la reconstruction locale de cette cellule est une aréte unique b — e dans Gg et un seul
point dans Lg. Nous avons juste a joindre ces informations locales simples aux globales,
et réaliser ensuite une reconstruction polygonale sur les k-arcs de A mis a jour. Nous
illustrons dans la figure 3.44 les deux cas pris en compte dans notre algorithme : un seul
k-arc est concerné par la mise a jour (n, = 1), et plusieurs k-arcs sont impliqués (n, > 1).
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Fig. 3.44: Exemples de résultats obtenus par I'algorithme 3.9 de regroupement de cellules.
La premiére mise a jour (haut) permet de joindre deux arétes dans le graphe de Reeb.
La seconde (bas) ne change pas la topologie de I'objet, mais engendre une reconstruc-
tion polygonale plus simple et une description en k-arcs plus grossiére. La sélection de
I'utilisateur est tracée en pointillés.

Dans I'algorithme 3.9, la premiére opération de recherche est toujours réalisée en
temps constant O(1) pour chaque cellule R;, comme dans |'algorithme précédent. L'opé-
ration suivante doit étre réalisée pour toutes les cellules de {R;};=1, et pour tous les
k-arcs de Ag,...,Aksn,. Par conséquent, elle n'implique que ces n, k-arcs et leurs
arétes associées dans le graphe de Reeb. Puis, la reconstruction par |'algorithme 3.7
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Algorithme 3.9 : Algorithme de regroupement de cellules dans la reconstruction d'un
objet £ € 1.

entrée : £ = {R;},—1.._.» un ensemble de cellules 2-D dans une I-grille T,
des cellules {R;}i—1.n € €,
GS({R;}i=1.n) = B, la cellule englobante de {R;};—1, par GS,
G, le graphe de Reeb associé a &,
L, I'ensemble des segments de droites reconstruites a partir de &,
A, I'ensemble des k-arcs recodant £.

sortie : G, L et A sont mis a jour.

début
trouver les n, k-arcs Ax, ..., Aksn, € Atelsque R; € Ax, oo, Ak, 1=1,...,m;
pour chaque k-arc A;, j =k, ..., k + n, faire
pour chaque cellule R;, i =1, ..., n faire

si R; € A; alors
supprimer R; de A; ;
mettre a jour I'aréte a; dans G ;

utiliser I'algorithme 3.7, qui calcule Gg, L5 et Ag associés a B ;
pour chaque aréte a;, j =k, ..., k + n, faire
// Ag ne contient qu’un seul élément A}
si A; et A sont k-adjacents alors
joindre aj a a; ;
L fusionner les k-arcs A; et Al ;

pour chaque k-arc A;, j = k, ..., k + n, faire
| reconstruire A; en segments de droites ;

fin

est tres rapide (en O(1)), puisque nous ne considérons que la cellule B. La phase de
fusion impacte des k-arcs et des arétes de maniére locale, et ne modifie pas le reste
de notre structure. Enfin, la reconstruction polygonale est toujours propagée localement
dans A. La complexité de I'algorithme 3.9 est donc en O(F X na), ol nous avons noté
M= {Ri}iz1.0| +maxe=1.n, |Ax] = n+maxx—1.n, |Ax|. Ces opérations sont dues a : (1) nous
traitons I'ensemble des cellules {R;}i—1 » de taille n, et (2) nous réalisons la reconstruction
polygonale sur les n, k-arcs adjacents a B.

Bilan des algorithmes dynamiques proposés Dans cette section, les algorithmes de
raffinement et de regroupement de cellules que nous avons proposés n'impliquent que des
éléments locaux dans I'ensemble des k-arcs A et dans le graphe de Reeb irrégulier G. Ces
mises a jour sont efficacement et rapidement effectuées, grace aux structures que nous
avons mises en place. La reconstruction polygonale n'est opérée que sur I'ensemble des
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n, k-arcs adjacents aux nouvelles cellules créées, et permet une représentation globale
par segments correcte et homogéene. Enfin, on peut noter que nous respectons toujours
le modele de supercouverture étendu aux I-grilles. Nous montrons dans le chapitre 7 de
la partie Ill des expérimentations plus poussées sur la reconstruction dynamique d'objets
irréguliers issus de la description de courbes implicites par I'arithmétique d'intervalles. Les
mises a jour lors du raffinement de cellules sont également guidées par cette arithmétique.

3.5 Expérimentations et analyse des algorithmes propo-
sés

Comme nous I'avons évoqué dans I'introduction de ce chapitre, la reconstruction exacte
d'objets discrets réguliers a amené au développement de nombreux algorithmes. Ici, nous
montrons dans un premier temps quelques résultats obtenus avec |'algorithme 3.7 que
nous avons proposé, sur ce type d'objets. Ensuite, nous détaillons quelques exemples de
reconstructions d'objets irréguliers isothétiques.

3.5.1 Reconstruction d’objets discrets réguliers

Nous présentons dans la figure 3.45 un exemple de courbe réguliére 4-connexe. Grace a
notre algorithme, nous proposons une reconstruction polygonale qui respecte le modéle de
supercouverture étendu, et le graphe de Reeb discret de I'objet. On peut noter que cette
structure contient 3 cycles, ce qui signifie que I'objet contient 3 trous. Dans la figure 3.46
sont montrés les mémes éléments calculés a partir d'une image binaire complexe de grande
taille. En observant la partie zoomée de cette figure, on peut remarquer que notre approche
permet de proposer une polygonalisation pour les objets épais [Alhalabi et Tougne, 2005,
Debled-Rennesson et al., 2005].

3.5.2 Reconstruction d’objets discrets irréguliers isothétiques

Nous nous intéressons en premier lieu a la représentation d'objets binaires apparte-
nant a une image compressée par une décomposition en quadtree (figure 3.47). Comme
notre approche construit les k-arcs par calcul du PGRC de deux cellules adjacentes, puis
par regroupement des cellules de méme hauteur, on peut noter que la reconstruction
polygonale et le graphe de Reeb sont les mémes quelle que soit la I-grille choisie pour dé-
crire I'image binaire. En d'autres termes, cela signifie que notre algorithme n'est sensible
qu'aux contours des objets irréguliers isothétiques traités. Ces remarques sont valables
pour une fonction de hauteur h donnée, par exemple de la gauche vers la droite comme
nous |'avons choisi ici. Lorsque I'on décrit une courbe implicite par des hyper-rectangles
Issus d'une analyse en intervalles, le tracé de segments de droites au sein de ces cel-
lules permet d'approximer la courbe initiale, comme nous le montrons dans la figure 3.48.
Dans cette derniére, nous avons choisi la courbe implicite de fonction f associée telle que
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(a) (b) ()

Fig. 3.45: Reconstruction géométrique et topologique d'une courbe réguliere 4-connexe.
La structure polygonale respecte le modéle de supercouverture (b). Pour plus de clarté,
les nceuds du graphe de Reeb (c) qui sont représentés par deux lettres signifient qu'il y
a deux types de points critiques au méme endroit de I'objet. Par exemple, le nceud bs
pourrait étre représenté par une aréte b — s dans le graphe.

f:(x,y) = x*+ y? + cos(2mx) + sin(2my) + sin(2mwx?) cos(2my?) — 1 dans le domaine
[-1.10;1.10] x [—1.10; 1.10] (issu de [Snyder, 1992b]). Nous donnons dans le chapitre 7
de plus amples explications sur le lien entre le modéle d'I-grille et I'arithmétique d'inter-
valles. Nous y présentons également des expérimentations plus poussées pour montrer la
robustesse et |'efficacité de nos algorithmes pour traiter ces problémes de tracés.

3.6 Bilan et perspectives

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre a la description géométrique (par des
segments de droites) et topologique (grace au graphe de Reeb) d'objets 2-D appartenant
a une I-grille. La reconstruction polygonale est exacte, et respecte le modéle de super-
couverture étendu aux I-grilles (ce qui implique la réversibilité). Nous avons aussi proposé
deux algorithmes rapides pour traiter deux types de mises a jour possibles de ces objets :
la raffinement et le groupement de cellules.

Dans ce chapitre, nous ne traitons pas de la qualité de la reconstruction polygonale.
En effet, cette évaluation dépend grandement de I'application finale de notre algorithme.
Dans le chapitre 7, nous proposons de comparer notre structure polygonale avec des al-
gorithmes classiques de tracé de courbes implicites. Nous montrons que notre approche
permet une approximation de qualité satisfaisante, avec un nombre de segments tracés
sensiblement inférieur aux autres techniques. Nous nous sommes intéressés dans le cha-
pitre 6 a la description de caractéres dans une application de reconnaissance de plaques
minéralogiques. Grace a des expérimentations a grande échelle, nous avons montré que
notre algorithme permet de décrire de maniére pertinente des caractéres ambigus (e.g. '8’
et 'B"), et donc de les distinguer.
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Fig. 3.46: Reconstruction d'une image de dessin technique de taille 1765 x 1437 pixels,
dont une partie est zoomée, indiquée par la fleche (a). La polygonalisation que nous
obtenons et le zoom associé sont présentés (b). Le graphe de Reeb complet (environ 300

noeuds) est également illustré (c).
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(b) (c) (d)

Fig. 3.47: Reconstruction géométrique et topologique d'un objet obtenu par la décompo-
sition quadtree d'une image binaire. En (c) sont représentés les k-arcs recodant I'objet
traité et en (d) le graphe de Reeb associé.

La représentation topologique d'objets irréguliers isothétiques en 3-D nécessite que
I'on construise le graphe de Reeb associé. Dans le cas régulier classique (voir un
exemple dans [Xiao et al., 2003]), cette opération est généralement effectuée en calcu-
lant tout d'abord un maillage triangulaire associé a I'objet, par I'algorithme de marching
cubes [Lorensen et Cline, 1987]. En effet, le graphe de Reeb d'un tel maillage peut étre cal-
culé rapidement [Tierny et al., 2006, Pascucci et al., 2007]. Notre principal objectif serait
d'éviter cette phase de triangulation pour construire le graphe, et de traiter directement
I'’ensemble de cellules 3-D. Nous pourrions nous inspirer des travaux sur les fonctions
de Morse discrétes de R. Forman [Boissonnat et al., 2003, Forman, 1998]. Une fois le
graphe de Reeb construit, la reconstruction polyédrale d'objets 3-D pourrait étre réalisée
en considérant la structure du graphe, comme nous I'avons proposé ici. Cela reviendrait
alors a polyédriser des k-arcs 3-D. Dans notre cadre, cette étape élémentaire a été prise
en charge par une approche de cone de visibilité, mais on pourrait également utiliser la
préimage généralisée décrite par M. Dexet [Dexet et Andres, 2006]. Une telle approche
posséderait I'avantage d'étre aisément extensible en 3-D.
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Fig. 3.48: Approximation polygonale d'une courbe implicite grace a notre algorithme. Une
analyse en intervalles permet d'encadrer la courbe avec des cellules 2-D (a). En utilisant
I"algorithme 3.7, nous proposons une structure polygonale qui approxime la courbe initiale
(b). Les images (c) et (d) sont tracées sans les cellules, pour plus de clarté.
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CHAPITRE 4

Algorithmes de transformée en distance sur grilles irréguliéres

4.1 Introduction

4.1.1 Distance discréte, transformée en distance et diagramme de
Voronoi dans le cas régulier

La définition de distance discréte est un concept trés important en analyse d'images
et en description de formes [Rosenfeld et Pfaltz, 1966, Rosenfeld et Pfaltz, 1968,
Coeurjolly et al., 2007]. La transformée en distance permet d'étiqueter chaque point
d'un objet discret avec sa distance au complémentaire. De cette information on cal-
cule généralement un squelette centré (ou axe médian) qui représente la forme glo-
bale de £, avec un nombre minimal de points. Pour calculer la transformée en dis-
tance classique, on peut se baser sur la définition de distances approchées de chan-
frein [Rosenfeld et Pfaltz, 1968, Remy et Thiel, 2000, Fouard et Malandain, 2005] ou
des séquences de chanfrein [Rosenfeld et Pfaltz, 1966, Nagy, 2005]. Ces méthodes ont
I'avantage d'étre efficaces en terme de complexité et de proposer une représentation
correcte de la carte de distance. Néanmoins, des approches optimales (linéaires en la
taille d'une image) permettent aujourd’'hui de proposer une carte de distances exacte (par
exemple [Hirata, 1996, Maurer et al., 2003]). Nous nous intéressons dans cette thése a
ces dernieres méthodologies, permettant de calculer la distance euclidienne entre un point
et la frontiere de I'objet qui le contient.

La transformée en distance euclidienne au carré (E?DT pour squared euclidean distance
transform) d'une image binaire est un outil qui a été largement étudié pendant les derniéres
décennies. Elle représente un moyen d'analyser les formes d'objets graphiques, dans de
nombreuses applications (voir [Paglieroni, 1992] et les références de [Maurer et al., 2003]
pour plus de détails). L'objectif de ce processus est d'étiqueter chaque cellule de premier
plan d'un objet avec la distance au carré de la plus proche cellule du complémentaire

83
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(cellule de fond). Cette opération peut étre naturellement liée au calcul du diagramme de
Voronoi (VD pour Voronoi diagram) [Preparata et Shamos, 1985, de Berg et al., 2000,
Coeurjolly et Montanvert, 2007]. Le VD d'un ensemble de points P = {p;} (ou sites) est
une partition de I'espace en cellules qui respecte la propriété suivante [Voronoi, 1908] :
tout point g de I'espace appartient a la cellule C,, associée au site p; si et seulement si
de(q, pi) < de(q, pj) pour tous les sites p; tels que j # i. Clairement, si nous considérons
chaque cellule du fond comme un site de Voronoi, déterminer la plus proche cellule du
fond d'une cellule R revient a chercher le site de Voronoi p; tel que R € Cp,. Ensuite, on
calcule la distance au carré entre R et p; pour étiqueter R. De plus, on peut noter que
le VD peut étre extrait de la carte de distance issue de I'E?DT [Saito et Toriwaki, 1994,
Coeurjolly, 2002a, Hesselink et al., 2005]. Dans le cadre discret régulier, le principe de la
plupart des approches est de construire un VD discret, et d’en extraire la E?DT. Dans
la figure 4.49, nous montrons un exemple de calcul du VD discret régulier associé a un
ensemble de sites dans le plan. Chaque cellule de Voronoi est représentée par une couleur
difféerente. La carte de distance de cette configuration y est également présentée. Dans

(a) (b) (o)

Fig. 4.49: Transformée en distance, diagramme de Voronoi dans le cas régulier classique.
En (a) est donné un ensemble de sites aléatoires dans Z2. On peut calculer le VD discret
associé a ces sites (b) et donc la E?DT (c), ou chaque point de Z? a la valeur de la
distance au carré au plus proche site (réduite par un modulo pour plus de clarté).

ce chapitre, nous présentons des algorithmes pour calculer la E?DT sur I-grilles. Grace a
la définition de distances sur ces grilles, nous montrons également le lien entre le VD et
la EDT sur I-grille.

4.1.2 Etat de I'art des algorithmes de transformée en distance sur
grilles non-réguliéres

La E?DT d'une image binaire I considére généralement I comme une grille ré-
guliéere. De nombreux travaux ont permis de développer des transformées en distance
(DT pour distance transform) pour des grilles non-réguliéres, mais ces approches ne
peuvent étre étendues a toutes les I-grilles. Les DT calculées sur un quadtree ou
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un octree [Jung et Gupta, 1996, Samet, 1983, Samet, 1990b, Voros, 2001] sont dé-
pendantes de la structure spécifique traitée. Ces approches calculent la DT en pro-
pageant les valeurs des distances des nceuds parents aux nceuds fils. Pour traiter
les images dans un cadre d'applications médicales, généralement discrétisées sur une
grille anisotrope, de nombreuses méthodologies manipulant la distance de chanfrein
ont été adaptées [Chehadeh et al., 1996, Cuisenaire, 1999, Fouard et Malandain, 2005,
Sintorn et Borgefors, 2004]. Pour adapter ces techniques sur une I-grille quelconque
I, il faudrait étendre la définition des masques de chanfrein et les modifier pour
chaque cellule de T (calcul non-stationnaire de la DT). De la méme maniére, les al-
gorithmes développés pour les autres grilles non-standards [Wang et Bertrand, 1992,
Strand et Borgefors, 2005, Fouard et al., 2007], e.g. les grilles FCC et BCC (pour face-
centered cubic et body-centered cubic respectivement), supposent la régularité du voi-
sinage d'une cellule de la grille, et ne peuvent pas étre aisément adaptées a toutes les
I-grilles. En effet, nous ne faisons aucune hypothése sur la configuration des voisins d'une
cellule de T (nombre, position, taille, etc.) dans la définition 2.1 d'une TI-grille. Une ap-
proche qui permet d'approximer la DT sur un échantillon de points non structurés est
la FMM (ou fast marching method) [Sethian, 1999, Sethian, 2001]. Le principe est de
déterminer par un processus itératif une ligne de front a partir de I'ensemble des points en
entrée, qui suit une fonction de vitesse donnée. Plus précisément, cette méthode permet
de résoudre |'équation eikonale

IVT|F(x,y,z)=1, T =0surT, (4.26)

ou I représente I'ensemble des points de départ, et F la fonction de vitesse (ici définie
sur R3). Cette équation trouve de nombreuses applications : planification de trajectoires,
segmentation d'images, etc. (voir [Sethian, 2001] pour plus de détails sur les FMM). Les
FMM ont, dans la version originale, une complexité en O(nlogn), ou n est le nombre
de points en entrée. Dans certaines configurations (e.g. les points sont définis sur une
courbe paramétrée), calculer une carte de distance grace aux FMM peut étre réalisé en
temps linéaire [Hassouna et Farag, 2007, Bronstein et al., 2007]. Bien que, dans cette
thése, nous cherchons a proposer un modeéle global qui puisse étre appliqué a n'importe
quel type de I-grille et qui calcule la DT exacte associée, adapter les FMM sur I-grille
pourrait étre une approche intéressante pour calculer rapidement la DT (voir figure 4.50
pour une illustration de cette méthodologie).

Dans le cas discret régulier, la plupart des algorithmes basés sur
le VD [Saito et Toriwaki, 1994, Breu et al., 1995, Maurer et al., 2003,
Schouten et van den Broek, 2004] construisent un VD partiel pour calculer la E2DT et
y parviennent avec un temps optimal linéaire en le nombre de cellules de la grille (soit
en O(n x n) pour une image carrée de c6té n). Comme certaines de ces méthodes sont
séparables, i.e. elles effectuent des opérations indépendamment le long des deux axes de
I'image 2-D, elles sont naturellement extensibles pour traiter des images d-dimensionnelles
et les grilles anisotropes. lci, nous proposons d'étendre trois de ces algorithmes pour
calculer la E2DT sur I-grille (ou I-DT). Aprés une comparaison de leur complexité et de
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Fig. 4.50: Propagation de la ligne de front dans une approche FMM sur un échantillonnage
de points irréguliers. L'ensemble des points en entrée [ est décrit par la courbe pleine.
L'initialisation est alors T = 0. Deux itérations de la progression de la ligne de front,
T =1et T =2, sont montrées en pointillés et en tirets respectivement.

leur vitesse d'exécution sur des expérimentations variées, nous dressons un bilan sur le
comportement de chaque algorithme en fonction des grilles traitées.

4.2 Notion de distance sur I-grilles et algorithmes de cal-
cul de la I-DT en 2-D

Nous donnons ici quelques notions supplémentaires sur les distances entre cellules.
Dans notre cadre, nous considérons des I-grilles étiquetées , i.e. chaque cellule d'une telle
grille T a une valeur « fond » ou « premier plan » (respectivement 0 ou 1 par exemple).
Dans ce chapitre, on note par Iz les cellules de fond, et I¢ celles de premier plan. La taille
de ces ensembles est notée ng et ng respectivement. On peut tout d'abord considérer que
la distance entre deux cellules R et R' de I est la distance entre leur centre. Si I'on note
p et p' les centres associés a R = (xg, Yr) et R' = (Xg/, Yr'), ON a alors

de2(Rv R') = de2(P, p') = (xr— XR’)2 + (vr — )/R')2 (4.27)

pour la distance euclidienne au carré d2. Pour une cellule R € T, la I-CDT (pour center-
based DT) est définie par :

I-CDT(R) = n??i,n{dg(R, R'); R €1g} (4.28)

ce qui est exactement la E2DT si I'on considére I comme une grille réguliére. Cette
distance discréete irréguliere calculée entre les centres de cellules peut étre appliquée
dans les systéemes d'information géographique (SIG), ou une structure spatiale hié-
rarchique permet de localiser rapidement les points et de calculer la distance entre
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eux [Bentley, 1975, Samet, 1990a] (voir également partie |, chapitre 1 pour plus de dé-
tails). La I-CDT écrite ainsi peut étre liée, comme dans le cas régulier, au calcul du
diagramme de Voronoi des centres de cellules de fond (voir plus loin).

On peut également étendre la distance proposée par H. Samet [Samet, 1983] (utilisée
a l'origine dans un cadre de transformée en distance chessboard en référence a la grille
réguliére sous-jacente). Dans ce cas, on doit calculer la distance entre le centre p d'une
cellule de premier plan R et la plus proche frontiére entre I'objet contenant R et le fond.
Pour décrire cette frontiére, nous nous basons sur le fait que l'intersection entre deux
cellules R et R’ d'une T-grille est un lignel [Herman, 1998]. Comme dans le cas discret
classique, bien que la notion de pavage implique que RN R" = (), nous pouvons considérer
I'élément de dimension 1 entre R et R'. Nous parlerons par la suite de segment entre R
et R’ pour plus de clarté. Soit S I'ensemble des segments tels que I'intersection entre une
cellule R € Ir et une cellule R" € 1z adjacente a R appartienne a S. Alors, la I-BDT
(pour border-based DT) est définie de la maniére suivante :

I-BDT(R) = min {dZ(p,a); a € S}. (4.29)

Contrairement a la I-CDT donnée dans I'équation 4.28, ce processus ne prend pas en
compte la représentation du fond de la grille. Plus précisément, on ne considere pas les
centres des cellules de fond de I. Comme dans le cas discret classique, ces deux versions
de la I-DT peuvent étre liées a un calcul de VD. Lorsque I'on considére les centres de
cellules, la TI-CDT peut étre calculée en considérant un VD (partiel ou non) des centres
de cellules de fond. A I'inverse, si I'on prend en compte les frontiéres fond / premier plan,
notre définition impose de traiter les cellules de fond par leurs bords. Cela implique que
I'on calcule un VD de segments, et non un VD de sites classique (voir la figure 4.51 pour
un exemple de ces deux diagrammes appliqués sur une I-grille simple).

4.2.1 Approche basée sur le calcul du diagramme de Voronoi com-
plet en 2-D

Nous proposons maintenant un premier algorithme basé sur le VD ou les sites sont les
centres des cellules de fond dans Ig. Puis, on calcule la I-CDT de chaque cellule R de I¢
en localisant son centre p dans le VD. On cherche s, I'un des sites de Voronoi les plus
proches de p, pour finalement calculer la I-CDT de R (voir I'algorithme 4.10 pour plus
de détails). On peut remarquer que dans cette approche nous n'exploitons pas la notion
d'ordre sur I-grille, ni la géométrie des cellules. Dans la figure 4.52 sont présentés les
résultats de cet algorithme sur des grilles construites a partir d'une image binaire simple.

Le VD V est créé grace a la librairie CGAL [CGAL, 2008, Karavelas, 2004, Fabri, 2007].
Cette construction est réalisée en temps optimal O(nglog ng), et requiert O(ng) en es-
pace [Devillers, 1998]. Puis, la boucle principale consiste a localiser la cellule de premier
plan R dans V (avec son centre p), et a chercher un des plus proches sites de Voronoi
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Fig. 4.51: lllustration des diagrammes de Voronoi de sites et de segments et leurs liens
avec la I-DT. A partir d'une T-grille étiquetée simple, la transformée en distance differe
si I'on consideére les centres de cellules (a) ou la frontiére premier plan / fond (b). Dans
ce dernier cas, on remarquera que les arétes a l'intérieur des cellules de fond peuvent étre
ignorées, car elles ne contiennent aucun autre centre de cellule. En (c) et (d) sont exposés
respectivement les résultats de I'I-CDT et de I'I-BDT de la grille.

(noté s) dans V. La requéte de localisation est en O(log ng) [Devillers, 1998]. Par consé-
quent, on réalise cette boucle en O(nglog ng). En fait, chercher le site le plus proche est
en temps constant dans les trois cas étudiés : p se situe dans une cellule de Voronoi, sur
une aréte de Voronoi, ou sur un sommet de Voronoi. Quand p est sur un sommet ou une
aréte, le choix de la cellule de Voronoi contenant s est arbitraire. Ainsi, I'algorithme 4.10
est exécuté en O(nlog ng), avec une complexité en espace en O(n), ol n = ng + ng est
le nombre total de cellules dans T.

On peut également remarquer que notre démarche est applicable pour calculer la I-
BDT basée sur la frontiere. En utilisant les mémes outils [Fabri, 2007], il est possible de
représenter efficacement le diagramme de Voronoi des segments correspondant aux bords
des cellules de fond. Dans ce cas, cette construction est réalisable en O(nslog? ns), ot
ns = 4ng est le nombre total de segments. L'augmentation de la complexité s'explique
par le fait que I'on doit gérer I'intersection entre segments 1. Ainsi, la complexité globale
de I'algorithme 4.10 devient (’)(nlog2 ng) car la requéte de recherche du plus proche site
de Voronoi peut étre optimisée en O(log® ng) [Karavelas, 2004].

Etendre cette méthode aux I-grilles d-dimensionnelles (ou d-D) est une tache diffi-

!Dans notre cadre, nous n'avons que des intersections aux extrémités des segments, dites
faibles [Karavelas, 2004].
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Fig. 4.52: Exemples de résultats de I-CDT par I'algorithme 4.10 sur une image simple de

taille 16 x 16. L'image cursor est discrétisée sur une grille régulieére, par une décomposition

en quadtree, et par un encodage RLE suivant I'axe des X (a). Les centres de cellules de

fond sont tracés en noir, et ceux de premier plan en blanc. Le VD de chaque cas est
illustré en pointillés (b) et la carte de distance pour la distance d? est donnée en (c).



90 Chapitre 4. Algorithmes de transformée en distance sur grilles irrégulieres

Algorithme 4.10 : I-CDT basée sur le VD complet

entrée : une [-grille étiquetée 1.
sortie : la [-CDT de I.

début
calculer le VD V des points {p; R € Ig};

pour chaque cellule R € 1¢ faire
localiser p dans V;

si p est confondu a un sommet de Voronoi v dans ) alors
| s < site de Voronoi d'une cellule adjacente de v;

sinon si p appartient a une aréte de Voronoi e dans V alors
| s < site de Voronoi d'une cellule adjacente a e;

sinon
// p appartient & une cellule de Voronoi ¢ dans V
s < site de Voronol de c;
| I-CDT(R) + d2(s, p);
pour chaque cellule R € 15 faire
| I-CDT(R) < 0;

fin

cile. Il faut remarquer tout d'abord que le VD est calculable en d-D grace a I'enveloppe
convexe de dimension d+1, ou par le gift wrapping [de Berg et al., 2000]. Quelle que soit

la technique choisie, I'espace requis est alors au pire cas en O(n,gd/z]) et le temps optimal

pour le construire est en O(nglog ng + ngdm). Malheureusement, ces méthodes ne pro-
posent pas une structure de localisation associée au VD construit et ne permettent donc
pas d'adapter le synopsis de I'algorithme 4.10 au cas d-D. Pour obtenir une structure
permettant de localiser un point dans le VD, on peut choisir par exemple de |'approxi-
mer [Arya et al., 2002]. Dans le cadre du calcul de la TI-CDT sur un ensemble de points
dans l'espace d-D, une approche qui pourrait étre développée serait de se baser sur une

structure de grille de subdivision, comme dans [Park et al., 2005].

On peut conclure de cette section que |'approche par la construction du VD complet
que nous proposons souffre de plusieurs inconvénients majeurs :

> L'extension I-BDT, ou la distance sur I-grilles est basée sur la frontiére, requiert
plus d'espace et de temps de calcul.

> Elle ne permet pas de construire la I-CDT pour les I-grilles d-dimensionnelles.

> Puisque I'on utilise le VD complet pour chercher le site le plus proche d'un point p,
une telle méthodologie est inefficace dans le cadre d'une grille trés dense. Dans ce
cas, une structure de données plus adéquate a I'architecture des I-grilles que I'on
manipule serait nécessaire.

Dans les sections suivantes, nous proposons de résoudre ces problématiques grace a trois
algorithmes inspirés de la littérature.
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4.2.2 L’extension de I'algorithme de [Breu et al., 1995] pour une I-
CDT linéaire en 2-D

Le principe de cette technique est de construire une structure de données basée sur
des listes en balayant I'image binaire traitée. Grace a un prédicat simple, il est possible
de traiter I'ensemble des points de Z? en entrée en temps linéaire, et de construire le VD
discret pour obtenir la E°DT finale. Nous présentons ici I'adaptation de cette approche
pour calculer la I-CDT, qui traite les centres des cellules d'une I-grille appartenant a R2.
Rappelons que I'on note par p le centre de chaque cellule R € 1. Nous considérons ici
I'ordre des cellules d'une I-grille pour les parcourir, par une relation d'ordre sur les centres
des cellules. Ainsi, nous décrivons une approche de type sweep line [de Berg et al., 2000]
trés commune en géométrie algorithmique. Rappelons que |'approche par VD complet
que nous avons décrite dans la section précédente n'exploite pas cette information pour
calculer la TI-CDT.

A chaque étape, on considére les points de coordonnées inférieures ou égales a r € R.
Pour respecter les notations données dans [Breu et al., 1995], on note P, I'ensemble de
ces points, et Vp, le VD discret associé. Un ensemble de listes £, est construit pendant le
balayage, et chacune d’entre elles correspond aux points de fond (ou sites) dont la cellule
de Voronoi dans Vp, intersecte la droite d'équation y = r € R. Grace a la notion d’ordre
total <, sur I-grille que nous avons donnée dans la définition 2.2 de la partie |, nous
sommes capables de parcourir la T-grille T en considérant successivement les cellules dont
I'ordonnée du centre est alignée avec la droite d'équation y = r € R, avec r croissant
(voir figure 4.53). Cela signifie que nous connaissons a priori les différentes ordonnées
possibles des cellules de I. Ainsi, nous notons par la suite {r;}i—1n, i € R, i=1,..., n
cet ensemble de n, valeurs.

Fig. 4.53: Parcours des cellules d'une I-grille grace a I'ordre <,,. Les cellules dont le centre
a pour ordonnée r; sont notées par la suite &£.. On peut remarquer que le balayage de la
grille dans I'autre sens suit le méme chemin, a I'envers (la cellule « 1 » devient la derniére
cellule parcourue).

Le but de Il'algorithme que nous adaptons de [Breu et al., 1995] est de déduire L,
a partir de £,_ . Pour cela, les auteurs de ces travaux se basent tout d'abord sur deux
observations, que nous pouvons aisément étendre a notre étude :
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> Soient u € L, et v € L,_, deux sites tels que uy = v, (et donc u, > v,). Alors
la cellule de Voronoi centrée en v n'intersecte pas la droite y = r;. Ce qui signifie
qu'il ne peut y avoir qu'un seul site par abscisse dans la liste.
> Si les sites de P, sont triés selon leur abscisse, alors les cellules en intersection avec
la droite y = r; le seront également.
Ensuite, nous définissons le prédicat caché_par(), qui permet de supprimer les sites de
L,_, pour obtenir £,. Ce prédicat prend en entrée trois points u, v, w € R?, et indique
que v est caché par u et w le long de la droite y = r; si la cellule de Voronoi associée a v
n'intersecte pas cette droite, alors que c'est le cas pour u et w (voir la figure 4.54 pour
un exemple).

Algorithme 4.11 : Prédicat caché_par() réel

entrée : les points u, v et w de R? et la droite d'équation y = r € R.
sortie : v est-il caché par u et w sur la droite y = r?

début
retourner (w, — vy) x (v — uZ —2r(v, — u,) +vZ — u2) >
(v — ) X (W2 —vZ = 2r(wy, — v,) + W) — V)

fin

A partir de ces éléments, I'algorithme consiste principalement a supprimer d'une liste
de sites candidats C,,, d’ordonnées maximales y < r; triées par abscisse croissante, en
considérant la proposition suivante :

Proposition 4.4 (Preuve dans [Coeurjolly, 2002a]). Etant donné un site v d’un ensemble
de sites ‘P et une droite |, v n'appartient pas a la liste L, si et seulement si il existe au
moins une paire de sites (u, w) de P\{v} tels que u et w cachent v le long de .

En respectant ce méme ordre, pour déterminer la I-CDT de chaque point p de premier
plan, il suffit de vérifier quel est le site le plus proche, en considérant seulement |'abscisse
de p (i.e. trouver dans quelle cellule du VD discret se trouve p). Nous avons décrit de
maniére plus détaillée le déroulement de notre algorithme ci-aprés.  L'algorithme 4.13
se base sur un double balayage de I'ensemble des cellules de la TI-grille T en entrée. Ces
balayages sont réalisés en considérant toutes les cellules R dont le centre a pour ordonnée
r; (ligne 1). Nous pouvons obtenir en temps linéaire ces cellules en utilisant notre structure
de listes que nous avons décrite dans la partie |. Cette liste de cellules alignées est notée
&, (voir figure 4.54). De plus, grace a I'ordre lexicographique sur I, ces cellules sont triées
dans I'ordre croissant des abscisses. Rappelons que nous connaissons également le nombre
d'ordonnées différentes dans I, noté n;. Si une cellule R € &, est une cellule de fond, alors
on met a jour la liste de candidats associée, ce qui revient a

C, = L, U{pcentredunecellule R€elg, yr=r},i>2, (4.30)
= L, ,U{R€ENRET yr=r1}i2>2, (4.31)
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Fig. 4.54: La mise a jour de la structure de listes pour calculer la I-CDT en temps linéaire. A
chaque ordonnée est associée une liste de sites ayant méme hauteur (a). Elles permettent
d’appliquer le prédicat caché_par () et de supprimer les sites inutiles en considérant deux
listes successives. Par exemple, les points barrés seront supprimés dans L., et seront
remplacés par des points de méme abscisse. Dans (b), nous avons illustré un cas plus
général de suppression de sites avec le prédicat caché_par(). On aici £, = {u, v, w} et
L, ={u w}.

Algorithme 4.12 : Fonction supprimer_sites() de construction de £, a partir de C,,.

entrée : la liste de sites candidats C,,.
sortie : la liste de sites valides £,,.

début

Li[1] < C. 1]

L.[2] +C.[2] ;

k2, [+3, c«|C.l

tant que / < c faire

W = Cri[l];

tant que k > 2 A caché_par(L, [k — 1], L.[k], w, r) faire
L k+— k-1,

k<« k+1,

[+ 1+1;

| Lk] — w;

retourner L,

fin
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Algorithme 4.13 : T-CDT linéaire inspirée de [Breu et al., 1995]

entrée : une [-grille étiquetée T.
sortie :1a [-CDT de I.

début
// Premiére passe de bas en haut, suivant 1’ordre =y
pour /| = 1 a n, faire
F 0
si / > 2 alors
L Cfi — E"i—l;

sinon
| C, 0
// &, est 1l’ensemble des cellules dont
// le centre est aligné a y =1r;
1 pour chaque centre p d'une cellule R € &, faire
si R € I alors
Cri — Cri U {,D};
| I-CDT(R) « 0;
sinon
F— FU{p}
| [-CDT(R) ¢+ oc;

L, < supprimer_sites(C,);

k1, [+ |L.][;

pour chaque point p € F faire

ch < de(p, Ly [K]):

dy < de(p, L1 [k + 1]);

tant que d; > d», A k < [ faire
| k+ k+1;

si d; < I-CDT(R) alors

2 | I-CDT(R) + d7;

// Deuxiéme passe de haut en bas, suivant 1’ordre ~y
pour /i = n; a 1 faire

| :

fin

en notant que lorsque i = 1, le membre de gauche de I'union n’'existe pas. Nous insistons
sur le fait que l'invariant de notre algorithme est que L, | est triée suivant I'axe des X,
et comme &, I'est également (par I'ordre lexicographique induit par <), le calcul de C,,
est linéaire. De plus, cette liste de candidats est, elle aussi, triée suivant |'ordre croissant
des abscisses. Si R est une cellule de premier plan, nous ajoutons son centre dans une
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liste F qui représente les centres de cellules de premier plan de méme ordonnée r;. Nous
initialisons également la valeur de la distance pour chaque cellule a 0 ou a I'infini, suivant
sa valeur. Une fois ces deux listes construites, on utilise supprimer_sites() pour éliminer
les sites candidats cachés par deux autres sites (proposition 4.4). Cette fonction, ainsi que
le prédicat caché_par (), ne sont pas modifiés par rapport a la version réguliére classique.
Comme ['algorithme original de [Breu et al., 1995], nous utilisons une structure de pile
pour parcourir les sites de C,, et tester caché_par(). Rappelons que cette fonction est
opérée en temps linéaire O(|C,|) en le nombre de points candidats. Une fois la liste £,
construite, nous parcourons I'ensemble des points de premier plan (F) et nous assignons a
chacun d’entre eux la distance au carré du point de fond le plus proche dans L,. (ligne 2).
On peut noter que la boucle que nous venons de décrire implique un double parcours
linéaire des centres de cellules de méme ordonnée r;, car elles sont triées par abscisse
croissante (grace a I'acces a I'ensemble &,). Une deuxiéme passe est également réalisée
dans le sens inverse (fin de I'algorithme), similaire a la premiére. Dans ce cas, nous devons
considérer un nouvel ordre sur I pour parcourir les cellules. Brievement, on considére la
relation d'ordre total -, a la place de <, qui est définie de maniere analogue (un exemple
est illustré dans la figure 4.53).

Par conséquent, si I'on note n le nombre total de cellules dans la T-grille T, I'algo-
rithme 4.13 est exécuté en temps linéaire O(n). En effet, a chaque étape (y = r),
nous construisons I'ensemble &, en O(|€,.|). Puis, comme il est trié suivant I'axe des X,
les phases de construction de C, et de L, sont réalisées respectivement en O(|C.|) et
O(|L.|), et la taille de ces ensembles est bornée par celle de £,. Grace a cette propriété
de tri des abscisses, I'affectation de la valeur de I-CDT(R) pour chaque cellule R € &, de
premier plan est réalisée en temps linéaire suivant le nombre de cellules de &,.. Ainsi, pour
chaque passe de I'algorithme, la complexité est clairement en O(3,_, , |€.]) = O(n).
Nous avons illustré dans la figure 4.55 le résultat de chacune de ces deux passes dans
notre méthode sur les I-grilles issues de I'image cursor.

L'approche que nous venons de décrire permet de construire le VD discret des centres
de cellules de fond d'une I-grille étiquetée. Cela implique que pour faire de méme avec les
frontiéres premier plan / fond (i.e. calculer I-BDT), il faut considérer les bords de cellules
de fond dans notre algorithme. On pourrait développer un algorithme qui se baserait sur
une structure de listes triées de segments, réorganisées grace a un prédicat similaire a
caché_par (). Ainsi, calculer la T-BDT basée sur la frontiére d'une cellule R reviendrait a
parcourir ces listes pour trouver le plus proche segment du centre de R.

Enfin, nous pourrions essayer d'optimiser notre technique par une approche par listes,
comme les auteurs de [Guan et Ma, 1998] le proposent dans le cas régulier, en espérant
que la complexité de I'algorithme soit réduite a O(y/n x ng). |l faut noter qu'une phase
d’initialisation sera toujours nécessaire, avec une complexité en O(n). Par ailleurs, bien que
notre approche soit linéaire en le nombre de cellules de la I-grille, elle n'est pas directement
extensible aux dimensions supérieures. Nous développerons dans la section suivante une
méthode que les auteurs présentent comme une extension de [Breu et al., 1995] a d
dimensions.
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Fig. 4.55: Calcul de la I-CDT par I'algorithme 4.13 sur des I-grilles simples issues de I'image
cursor. En (a) nous avons représenté le résultat de la premiére passe de I'algorithme, et
en (b) le résultat de la I-CDT.

4.3 Algorithmes d-dimensionnels pour calculer la I-DT

4.3.1 Principe d’un algorithme d-dimensionnel dans le cas régulier
et son adaptation sur I-grille

Nous  rappelons  tout  d'abord le  principe de l'algorithme  décrit
dans [Saito et Toriwaki, 1994] pour calculer la E?DT d'une image binaire 2-D, ai-
sément extensible aux dimensions supérieures. La méthode que nous présentons
maintenant consiste a traiter séparément les deux axes de I'image. On parle ainsi d'une
approche séparable. Plus précisément, les valeurs de distances sont d'abord calculées
suivant les lignes de I'image; puis ces valeurs sont utilisées pour calculer les distances
minimales suivant les colonnes. Soit B = {b(/, j)}i je{1,n une image binaire de taille n x n.
Nous notons dans cette section b(i,j) = 0 pour un pixel de fond, et b(i,j) = 1 pour un
pixel de premier plan. La premiére passe consiste a calculer I'image G = {g(i,j} suivant
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un processus de minimisation suivant I'axe des X :
g(i,j)=min{|i—x|; 1<x<nA(x,j)=0}. (4.32)

Ensuite, on construit I'image H = {h(i,j)} par un processus de minimisation suivant |I'axe
des Y :

hi.j) = min{g(i,j)* + (= y)* 1<y <n}. (4.33)

Dans la figure 4.56, nous présentons un exemple de calcul de la E°DT sur une image
binaire de petite taille. Les différentes étapes de |'algorithme et leur implémentation sont

i (a)
—»[ololoffollo]o]o0 0 4] 4 ]
—» o|ol1l2][1]o]o0 4 1 5| ]
—o|1/2]3]]2]1]0 ZQ(i,j) o o ]| mn Zh(i,j)
—» 0|1(2|3]|[2/1]0 9 + 1 = 10
— 0|1/ 2][3]]211]0 9 4 13 N
—(o/ol1]2][1]0o]0 4 9 13 N
—»o|oof[o]lofo]o 0| 16| 16| N
G G-y)? o H
(b) (0)

Fig. 4.56: Processus de double minimisation de [Saito et Toriwaki, 1994] sur une image
binaire simple. A partir de I'image binaire B (a), la premiére passe de I'algorithme calcule
G, qui représente les distances minimales suivant I'axe des X (b). Si I'on choisit une des
colonnes de G, la seconde phase consiste a calculer g(i,j)?+ (j — y)? pour chaque pixel de
cette colonne. Nous avons détaillé ce calcul pour un pixel g(i, /). Ensuite, la minimisation
sur cette nouvelle colonne permet de calculer la E2DT représentée en h(i, ).

détaillés par la suite, lorsque nous |'adaptons sur I-grilles.
Nous devons tout d'abord prendre soin de la structure de données employée pour
étendre ce type d'approche sur I-grilles. Une premiére idée pour adapter I|'approche
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de [Saito et Toriwaki, 1994] serait de réaliser un parcours suivant |'ordre lexicographique
engendré par <, (minimisation des cellules alignées selon I'abscisse de leur centre), puis
de faire de méme en considérant =<,. Mais ce double parcours ne permet pas toujours
d'obtenir, pour une cellule de premier plan R € I, la cellule de fond la plus proche. Dans la
figure 4.57, nous présentons un exemple ot la I-CDT ne serait pas correctement calculée
en utilisant une approche basée sur I'algorithme 2.3 parcourir(). Pour palier a ce pro-

Ry
R|: R
....... ...9.2. ...:......3... R,
R
| 4 |

Fig. 4.57: Exemple ot la I-CDT ne serait pas correcte, ceci est dii a la structure de
données engendrée par I'ordre lexicographique. Les cellules R»> et R3 sont parcourues lors
de la premiére phase (ordre <), et dans ce cas R3 est la plus proche cellule de fond de R;.
Cette information ne peut pas étre utilisée lors du parcours des cellules R; et R4 (suivant
=), car ni R> ni R3 ne sont alignées avec elles. Ainsi, la cellule de fond la plus proche de
R{ ne serait pas R3, mais R4, ce qui serait incorrect.

bléme du calcul de la I-CDT erroné a cause des cellules non alignées par leur centre, nous
proposons maintenant une structure de données pour adapter ensuite deux algorithmes
séparables.

La matrice irréguliere A associée a une I-grille 2-D étiquetée I est donc construite en
organisant les cellules suivant les axes X et Y (voir la figure 4.58 pour plus de détails).
La valeur d'un nceud de A est fixée selon deux cas : (1) A(/, ) est le centre d'une cellule
dans I, et ce nceud peut étre un noeud « premier plan» (A(/,j) = 1) ou un nceud « fond »
(A(i,j) = 0); (2) il ne correspond pas a un centre de cellule dans I, et on le crée en
tant que extra nceud de premier plan (A(i,j) = 1). Plus précisément, A posséde autant
de colonnes que de coordonnées en X dans I'ensemble des centres de cellules de I. De
méme, nous construisons les lignes de A avec les coordonnées en Y de ces points. Ces
coordonnées en X et en Y sont enregistrées dans deux tables Tx et Ty. On note nx = |Tx]|
et ny = |Ty| le nombre de colonnes et de lignes de A. Ainsi, pour connaitre la coordonnée
en X de A(i, ), il suffit de consulter Tx (/). Construire la matrice irréguliere d'une I-grille T
peut étre réalisée en O(nxny) en considérant un ordre basé sur les centres que nous avons
défini. En effet, on parcourt d'abord toutes les cellules de I pour connaitre les ny lignes
et les nyx colonnes de A. Puis, on considére chaque nceud de A et on affecte sa valeur en
vérifiant s'il coincide ou non avec un centre de cellule de T. Nous proposons maintenant
d'étudier I'adaptation de deux algorithmes destinés initialement a calculer la E°DT d’'une
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Fig. 4.58: Construction de la matrice irréguliére associée a une grille simple (a). Nous avons
distingué un nceud A(/,J) de la matrice par l'intersection des droites en pointillés, et les
extra nceuds sont en gris clair (b). Nous avons également présenté la matrice irréguliére
associée a la décomposition quadtree de I'image cursor (bas).

image binaire. Grace aux deux approches que nous développons, nous sommes capables
de calculer la T-CDT et I-BDT d'une I-grille 2-D étiquetée quelconque, et de I'étendre a
d dimensions.

4.3.2 Un algorithme séparable pour calculer la TI-DT basé
sur [Saito et Toriwaki, 1994]

Calcul de la I-CDT, basée sur les centres de cellules

Dans nos recherches, nous avons d'abord proposé d'adapter I'algorithme séparable
de [Saito et Toriwaki, 1994] sur la matrice irréguliere. Dans le reste de ce chapitre, pour
nommer notre algorithme, nous ne citons que l'article de T. Saito et J. |. Toriwaki, bien
que cette technique soit optimale grace a d'autres travaux (elle devient alors linéaire en la
taille de I'image) [Hirata, 1996, Meijster et al., 2000]. La I-CDT d'une I-grille T donnée
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par I'équation 4.28 est représentée par les valeurs de la matrice de la forme :

C(i.j) = min {(Tx(i) = Tx())? + (T () = Tv ()%
x€{0,...,nx—1}, y€{0,...,ny — 1}, C(x,y) =0}. (4.34)
L'opérateur min est calculé sur tous les éléments de C (nceuds et extra nceuds). Pour

obtenir la I-CDT, notre algorithme se décompose en deux étapes :

1. Soit A la matrice irréguliére construite a partir d’'une I-grille I. On réalise d'abord une
I[-DT monodimensionnelle suivant I'axe des X, stockée dans une matrice irréguliére
B telle que :

B(i,j) = min {ITx(i) = Tx(x)]; x€{0,...,nx — 1}, A(x,j)=0}.  (4.35)

2. On traite ensuite suivant I'axe des Y pour construire la matrice irréguliére finale C :

C(i,j) = myin {B(i,y)* +(Tv(j) - Tv(¥))% y€{0,..., ny —1}}. (4.36)

Nous présentons en détails les deux phases de notre approche dans I'algorithme 4.14.
Dans la premiére étape, on peut remarquer que la seule différence avec le cas discret
régulier [Saito et Toriwaki, 1994, Coeurjolly et Montanvert, 2007] est le calcul de la dis-
tance, lignes 1 et 2. En fait, nous devons considérer dans ces opérations la distance
entre le point B(/,j) et son voisin (e.g. |Tx(i) — Tx(i — 1)| ligne 1). La deuxieme
phase de notre algorithme est en fait le calcul de I'enveloppe inférieure d'un ensemble
de paraboles [Hirata, 1996]. Aprés I'étape 1, on peut étudier I'ensemble des paraboles
Fi() = B(i,y)> + (Ty(j) — Ty(¥))? sur la colonne {B(i, y)}o<y<n,. Avec I'étape 2, la
colonne {C(/, y)}o<y<n, est I'enveloppe inférieure de I'ensemble {F)}o<y<n . De plus,
la fonction CSep'(u, v) est la coordonnée exacte du point d'intersection entre deux
paraboles [Meijster et al., 2000, Coeurjolly et Montanvert, 2007] (on notera simplement
F,U) = }';(j) et Sep(u,v) = Sep'(u, v) quand le paramétre i est fixé) :

CSep'(u,v) = (Ty(v)2 = Ty (u)? + B(i, v)2 — B(i, u)?) / (2(Ty (v) — Ty (1))). (4.37)

Dans la figure 4.59 sont présentées les deux phases de notre approche, a partir d'une
I-grille simple. On peut remarquer que, a l'issue de I'étape 1, les nceuds inf signifient qu'il
n'existe pas de nceud de fond sur la ligne contenant ce point. Donc, la derniére boucle
pour dans I'algorithme 4.14 ligne 2 ne change pas B(/,j) = oc. Si I'on choisit une colonne
de la matrice irréguliere B (b), la phase 2 revient a calculer I'intersection entre I'enveloppe
inférieure de I'ensemble des deux paraboles données en (d). Elles sont associées au nceuds
de B qui n'ont pas de valeur inf. Dans ce graphique, nous avons illustré par des points
I'intersection entre les nceuds d'ordonnées Ty (y) et cette enveloppe (pleins pour les nceuds
et vides pour les extras nceuds). Une fois la distance calculée en chacun des points de la
matrice (c), on peut en déduire la I-CDT totale de la grille T (e).
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Algorithme 4.14 : Calcul de la T-CDT par une approche sépa-
rable [Saito et Toriwaki, 1994]
entrée : une [-grille étiquetée 1.
sortie : la [-CDT de I, stockée dans la matrice irréguliere C.
début

construire la matrice irréguliere A associée a I;
// Etape 1 suivant 1’axe des X
pour j = 0 a ny — 1 faire
si A(0,/) =0 alors
| B(0,)) «+ 0;
sinon
| B(0,)) ¢ oc;
pour i =1 a nx — 1 faire
si A(/,j) =0 alors
| B(i,j)+0;
sinon
1 | B(i,J) < |Tx(i) = Tx(i = 1)| + B(i = 1,));
pour i = ny — 2 a 0 faire
si B(i+1,/) < B(i,J) alors
2 | B(i.J) < |Tx(i) = Tx(i + 1) + B(i + 1,));
// Etape 2 suivant 1’axe des Y
pour i =0 a ny — 1 faire
g < 0; s[0] « 0; t[0] « O;
pour j =1 a ny — 1 faire
tant que g > 0 A Fyq(t[q]) > Fi(t[q]) faire
L g« q—1;
si ¢ < 0 alors
| g+« 0; s[g] «J;
sinon
3 w < CSep(s[dl.J);
si w < Ty(ny — 1) alors
4 | trouver le nceud B(i, k), k € {0, ..., ny — 1} tel que Ty (k) > w;
g« q+1; s[q] « k; t[q] + w;
pour j = ny — 1 a 0O faire
C(1.J) < FsiaU):
si Ty(j) = t[q] alors
L g—q-1;

fin
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Fig. 4.59: Illustration du comportement de |'algorithme 4.14 sur un exemple simple. On
construit d'abord la matrice irréguliére a partir de la I-grille de taille 100x50 en entrée (a),
puis on exécute I'étape 1 (b). SiI'on prend I'exemple de la colonne sélectionnée, I'ensemble
des paraboles correspondant est donné en (d). Sous ce graphique, nous rappelons la
position des nceuds de la matrice et les bords des cellules qui les contiennent. L'enveloppe
inférieure nous donne la valeur de la I-CDT de chaque nceud de cette colonne (c), et donc
la I-CDT de la grille en entrée (e).

En comparaison avec les grilles régulieres, on peut voir que |'opérateur div a été rem-
placé par I'opérateur en arithmétique flottante / dans I'équation 4.37 afin de calculer le
point d'intersection exact. Pour les I-grilles issues d'un processus de subdivision (e.g. quad-
tree) ou d'un processus de groupement de cellules (e.g. RLE), les coordonnées peuvent
étre des demi-entiers, ce qui implique que nous avons juste a multiplier les coordonnées des
cellules de la grille par 2 pour retrouver un calcul entier de CSep(). Le calcul de w (ligne 3)
ne dépend que de la fonction CSep(u, v) et permet donc de trouver le point d'intersection
dans B (ligne 4.15). Ici, cette opération est réalisée par une recherche dichotomique au
sein des nceuds ordonnés {B(/, k) }sjqj<k<n,—1. €t @ une complexité en O(log ny) au pire
cas. Lors des expérimentations, nous avons observé qu'il s'agit d’'une opération rapide.
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On peut voir dans la figure 4.60 quelques résultats de notre algorithme sur I'image binaire
cursor utilisée dans la figure 4.52.
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Fig. 4.60: Calcul de la I-CDT par I'algorithme 4.14 sur des I-grilles simples issues de
I'image cursor. La carte de distance temporaire obtenue par la phase 1 est illustrée en (a).
La I-CDT finale est rappelée en (b).

Préliminaires au calcul de la I-BDT par notre approche

Dans la section suivante, nous détaillons I'algorithme qui permet de calculer la I-
BDT par une technique séparable inspirée de [Saito et Toriwaki, 1994, Hirata, 1996,
Meijster et al., 2000], comme nous |'avons proposé pour la I-CDT. Dans le cas régu-
lier, I'algorithme original est linéaire et correct, car l'intersection entre deux paraboles
Fuol(y) et Fg(y) est clairement déterminée :

Propriété 4.1 (Intersection entre deux paraboles classiques [Hirata, 1996]). Soient deux
paraboles Fo : R = R,y = gz +(a—y)> et Fg : R = R,y = g5+ (B —y)°. Le
nombre d’intersections entre ces deux paraboles est soit un, soit une infinité si elles sont
confondues, I.e. lorsque g, = gg et o = 3.
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Cette propriété vient de la totale monotonicité des paraboles [Hirata, 1996]. Elle im-
pligue que I'on peut calculer I'enveloppe inférieure de I'ensemble des paraboles car nous
sommes capables d'ordonner correctement cet ensemble. Pour que notre approche adap-
tée sur I-grilles soit correcte, nous devons vérifier que nous conservons cette propriété.

Par la suite, nous appelons branche gauche d'une parabole F, I'ensemble des points
(v, Fa(y)) tels que y < a. De méme, la branche droite est I'ensemble des points tels que
y > a. Nous pouvons énoncer maintenant une autre propriété :

Propriété 4.2 (Test entre deux parties d'une parabole). Soient deux paraboles F, et Fg,
avec B # a. S'il existe une intersection entre F, et la branche gauche (respectivement
droite) de Fp, alors il ne peut y avoir croisement entre F,, et la branche droite (gauche)
de F.,.

Nous pouvons énoncer cette proposition car les deux paraboles sont monotones et il
ne peut exister qu'une intersection au plus entre elles (propriété 4.1 précédente). Dans ce
cas, nous devons déterminer comment s'intersectent deux paraboles aplaties de la forme
(un exemple est donné dans la figure 4.61) :

G2+ (u—y—1Iun)? siuv—y>lu

G(y)=X @2+ (y—u—1w)? siy—u>lu (4.38)
g2 sinon
et
@+ (v—y—1In)? siv—y>Iy
G(V)=X @+ (y—-v—In)? siy—v>In (4.39)
g2 sinon
ou :

> le repére considéré est noté OY Z, ce qui signifie qu'un point du plan est noté (y, z) ;
> gu, 9y, luy, lus, vy, Ivo, u et v sont des réels positifs ou nuls;
>siu>v>0, alorsu—1Iuy >v+1lv;
>si0O<u<v,alorsu+lu <v-—lu.
Nous verrons dans la section suivante d'ou provient la définition d’'une telle fonction, et
pourquoi nous bornons les valeurs des paramétres. Les bornes que nous imposons a u, v,
et les paramétres d’écarts (luy, luy, Ivy et vy) correspondront alors a des coordonnées et
des tailles de cellules disjointes d'une I-grille. On peut remarquer qu’une parabole aplatie
G, est composée de trois parties :
> Une fonction constante de valeur g2 au centre, bornée au sens large par v — lu; et
u+ lu,. Elle est nommeée la base et notée B, ;
> la branche gauche de la parabole de forme g2 + (y — u + lu;)? centrée au point
(g2, u—luy). On note F, 1, (y) = FL(y) la parabole entiére, et F(y) sa branche
gauche (son centre est exclu) ;
>> la branche droite de la parabole de forme (gﬁ + (u—y — lup)* centrée au point
(g2, u+ Iu,). On note Fypp,(v) = F2(y) la parabole entiére, et F2(y) sa branche
droite (son centre est exclu).

2

2
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Fig. 4.61: Exemple d'une parabole aplatie G,(y). On aici u =11, g, = 0