
  

 

Introduction aux courbes paramétriques Introduction aux courbes paramétriques 
et à la et à la 

géométrie différentiellegéométrie différentielle

Ce cours est une Ce cours est une compilation compilation ::
- Cours Loic Barthe (IRIT-UPS Toulouse; Equipe Vortex)- Cours Loic Barthe (IRIT-UPS Toulouse; Equipe Vortex)

- Cours de Christian Jacquemin (LIMSI- Paris 11)- Cours de Christian Jacquemin (LIMSI- Paris 11)
- Cours de Marc Daniel (LSIS- Marseille)- Cours de Marc Daniel (LSIS- Marseille)

- Cours G. DUT Informatique- Arles- Cours G. DUT Informatique- Arles
- Cours G. Gesquière Master II Gamagora - Cours G. Gesquière Master II Gamagora 

PlanPlan

• Introduction

• Représentation d'une droite

• Représentation d'une courbe

• Introduction : géométrie différentielle

– Tangente, normale principale, repère de Frénet

– Courbure, torsion

• Les cubiques d'Hermite

Notion de courbe paramétriqueNotion de courbe paramétrique
• Une courbe est engendrée par le déplacement d'un point P dans l'espace

• Pour faciliter l'interprétation, on peut prendre le temps t  comme paramètre; mais n'importe 
quel scalaire u permet de décrire une courbe dans l'espace.

• A noter : Le point P(x,y,z) a les mêmes coordonnées que le vecteur 

O x

z

y

P1 = P(t1)

P2 = P(t2)

P(t)
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ExempleExemple
• Equations paramétriques du cercle de rayon r, centré  à l'origine (dans R2):

–

–

P(0)

P(/2)

P()

P(0)

P(1)

P(-1)

P(+)

P(-)

P(3)

P u :{x u=r 1−u2

1u2

y u =r 2 u
1u2

u∈]−∞ ,∞[

P u :{x u =r cos u
y u =r sin u

u∈[0,2 [

Représentation d'une courbeReprésentation d'une courbe

• En modélisation géométrique, on utilise essentiellement un paramètre borné et le plus souvent 
normalisé:

u  [0, 1]

• Ceci est intéressant pour les applications où l'on traite des morceaux de courbes

P u =x u y u 
z u



  

 

Introduction: géométrie différentielleIntroduction: géométrie différentielle

• Paramètre sur une courbe : u ∈ [0,1]   ou  abscisse curviligne : s ∈ [0,ℓ]. 

– s est la longueur parcourue le long de la courbe depuis son origine.

u=1

p(s)
p(u)

u=0

s=0

s=ℓ

p(u+∂u)
p(s+∂s)



  

 

CubiquesCubiques
• Ce sont les courbes polynomiales paramétriques de degrés 3. Leur représentation algébrique 

est la suivante:

qui doit être comprise de la façon suivante:

• Comment un utilisateur peut-il tracer la courbe qu'il imagine ????

– C'est quasi impossible si la cubique est manipulée sous cette forme

– Il est nécessaire d'introduire des paramètres de contrôle qui sont intuitifs et facile à 
manipuler

pu=a u3bu2c ud , u∈[0,1]

p u:{x u=ax u3bx u2cx ud x

y u=a y u3by u2c y ud y

z u=az u
3bz u2cz ud z



  

 

Cubique d'HermiteCubique d'Hermite
• L'équation de la cubique est reformulée en fonction de paramètres géométriques qui sont : son 

point de départ P0 (u=0), son point d'arrivée P1 (u=1) et leurs tangentes respectives V0 (=          )  
et V1 (=           ).

– Coefficients géométriques:

d'où

– Ce qui nous donne la représentation géométrique en remplaçant a, b, c et d par leur correspondance en 
fonction de P0, P1, V0 et V1

                                             avec

{P0= p 0=d
P1= p 1=abcd
V 0= ṗ 0=c
V 1= ṗ 1=3a2bc

{d=P0

c=V 0

b=−3P03P1−2V0−V 1

a=2P0−2P1V 0V 1

p u=F 1u P0F 2uP1F 3 u V 0F 4 u V 1 {F 1u =2u3−3u21
F 2 u =−2u33u2

F 3u =u3−2u2u
F 4 u =u3−u2

ṗ0
ṗ1

pu=a u3bu2c ud , u∈[0,1]

Cubique d'Hermite : dérivéesCubique d'Hermite : dérivées
• La dérivée (vitesse) de la cubique est une fonction ayant la forme matricielle suivante :

• La dérivée seconde (accélération) de la cubique est une fonction linéaire ayant la forme 
matricielle suivante :

ṗ u=U Ṁ B=[u3 u2 u 1 ][ 0 0 0 0
6 −6 3 3
−6 6 −4 −2
0 0 1 0 ][

P0

P1

V 0

V 1
]

p̈u=U M̈ B=[u3 u2 u 1 ][ 0 0 0 0
0 0 0 0

12 −12 6 6
−6 6 −4 −2][

P0

P1

V 0

V 1
]



  

 

I- Exercices sur HermiteI- Exercices sur Hermite
• 1-

P(1/2)x = 1
P(1/2)y= 0,25

P0x 0
P0y 0

P1x 2
P1y 0

V0x 1
V0y 1

V1x 1
V1y -1
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I- Exercices sur HermiteI- Exercices sur Hermite
• 2 : P0 (0,0), P1 (2,0),    V0 (4,4), V1 (4,-4)

P(1/2)x = 1
P(1/2)y= 1

P0x 0
P0y 0

P1x 2
P1y 0

V0x 4
V0y 4

V1x 4
V1y -4
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I- Exercices sur HermiteI- Exercices sur Hermite
• 3 : P0 (0,0), P1 (2,0),    V0 (8,8), V1 (8,-8)

P(1/2)x = 1
P(1/2)y= 2

P0x 0
P0y 0

P1x 2
P1y 0

V0x 8
V0y 8

V1x 8
V1y -8
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I- Exercices sur HermiteI- Exercices sur Hermite
• 4 : P0 (0,0), P1 (2,0),    V0 (4,0), V1 (4,0)

P(1/2)x = 1
P(1/2)y= 0

P0x 0
P0y 0

P1x 2
P1y 0

V0x 4
V0y 0

V1x 4
V1y 0

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

0 0,5 1 1,5 2 2,5

X

Y

I- Exercices sur HermiteI- Exercices sur Hermite
• 5 : P0 (0,0), P1 (2,0),    V0 (-4,0), V1 (4,0)

P(1/2)x = 0
P(1/2)y= 0

P0x 0
P0y 0

P1x 2
P1y 0

V0x -4
V0y 0

V1x 4
V1y 0

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

0 0,5 1 1,5 2 2,5

X

Y



  

 

I- Exercices sur HermiteI- Exercices sur Hermite
• 6 : P0 (0,0), P1 (2,0),    V0 (-4,0), V1 (-4,0)

P(1/2)x = 1
P(1/2)y= 0

P0x 0
P0y 0

P1x 2
P1y 0

V0x -4
V0y 0

V1x -4
V1y 0
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I- Exercices sur HermiteI- Exercices sur Hermite
• Autre exemple

-0,15
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P(1/2)x = 1
P(1/2)y= 0

P0x 0
P0y 0

P1x 2
P1y 0

V0x -1
V0y -1

V1x -1
V1y -1

Exo 2- HermiteExo 2- Hermite
• Calculez              

– Que vaut             si  V0 = 4 ( P2-P0 ) et  V1 = 4 ( P1-P2 ),  R

– Qu'en déduisez vous ?

– Solution : 

● La formule ci-dessous permet de connecter les deux vecteurs V0 et V1 grâce à un point P2. La 
direction est donc donnée par ce point. sert juste à pondérer.

● On pourrait donc utiliser cette formule afin de définir une courbe grâce à 3 points PO, P1 et P2. 
 

ṗ 1
2 



  

 

Exercice IV- Raccordement CExercice IV- Raccordement C22

– Si de plus la tangente à C1 en M
1
(1)= la tangent à C2 en M

2
(0)

● Il y a continuité G1

dOM 1
dt

1=k∗
dOM 2

dt
0

Exercice IV- Raccordement CExercice IV- Raccordement C22

– Si de plus les vecteurs vitesses sont égaux,

● Il y a continuité C1

●

●

– Si de plus les vecteurs dérivées seconde sont égaux, continuité C2

– Remarque C2 C1 G1 G0

dOM 1
dt

1=
dOM 2

dt
0

Exercice IV- Solution - Raccordement CExercice IV- Solution - Raccordement C2 2 

• Continuité C2 si les vecteurs dérivées seconde sont égaux

• La courbure entre les deux morceaux sera constante.


