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CHAPITRE 1

I NTRODUCTION

La segmentation d’images en régions est le point de départ incontournable de tout processus
d’analyse d’images. C’est un problème difficile qui est l’objet de nombreux travaux de recherche.
Ces travaux portent depuis plusieurs années sur les images en dimension deux. L’avènement d’ou-
tils d’acquisition en dimension trois et leur utilisation de plus en plus répandue, principalement
dans le domaine de l’imagerie médicale, mais également en géologie ou dans l’industrie, fait ap-
paraître un besoin croissant de segmentation 3d. La segmentation consiste à regrouper les pixels
(ou voxels en dimension trois) en régions vérifiant certains critères d’homogénéité. Ces régions
doivent représenter les objets contenus dans l’image. La difficulté de la segmentation provient de
la qualité des images à segmenter qui varie suivant les techniques d’acquisitions, des problèmes
de recouvrement lorsqu’un objet est partiellement caché par un autre, mais surtout de l’absence de
critère permettant de juger de la qualité d’une segmentation.

Un autre problème est apparu avec l’avènement des premiers outils de segmentation tri-dimen-
sionnel. La taille des données à traiter est très importante pour cette dimension, ce qui pose un pro-
blème d’efficacité des algorithmes de segmentation. Ce problème est moins important en dimen-
sion deux, où de ce fait la question de complexité des algorithmes de segmentation est secondaire.
À titre d’exemple, une image de taille moyenne en dimension deux comporte256× 256 pixels, ce
qui correspond à environ 200 kilo-octets, alors qu’une image de taille moyenne en dimension trois
est composée de256 × 256 × 256 voxels, ce qui correspond à 48 méga-octets. Un algorithme de
segmentation ayant une complexité importante pourra être utilisé en dimension deux, mais pas en
dimension trois.

Un autre point important pour définir un « bon » algorithme de segmentation a trait aux critères
qu’il utilise. La plupart du temps, la seule information utilisée est le niveau de gris ou la couleur des
pixels, ce qui est assez limitatif. Il semble en effet naturel d’utiliser plusieurs critères différents,
suivant la nature des images et des objets contenus dans ces images. Nous pouvons envisager
d’utiliser des critères sur la forme des objets, sur leurs positions relatives, sur le nombre d’objets
adjacents. . . Afin de pouvoir utiliser ces critères, il est nécessaire de représenter et de structurer
les informations contenues dans l’image, et notamment les informations d’adjacence, d’incidence,
d’inclusion. En fait, coder ces informations revient à rendre compte de la topologie de l’image. De
manière intuitive, la topologie décrit les objets de manière « structurelle » : leurs faces, arêtes et
sommets, ainsi que la manière dont ces éléments sont positionnés les uns par rapport aux autres.
La géométrie décrit la forme de ces objets. Nous nous sommes vite rendu compte du rôle crucial
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2 Chapitre 1. Introduction

que la topologie pouvait jouer dans des processus de représentation, d’analyse ou de modification.
En effet, il est très difficile (et inefficace) de déduire les propriétés topologiques d’un objet à
partir de sa seule géométrie. Or, ces propriétés topologiques permettent de vérifier l’exactitude
d’un objet lors de sa construction et d’aider à sa caractérisation, donc à sa reconnaissance. De
plus, les informations topologiques structurent les informations géométriques et permettent une
manipulation efficace de ces dernières.

Ces considérations sont au cœur de ce travail de thèse. La question est de déterminer comment
structurer les informations d’une image pour permettre la définition d’algorithmes de segmenta-
tion efficaces. Cette question se pose pour une raison supplémentaire. La plupart des applications
nécessitent en effet, après la phase de segmentation, une phase interactive ou semi-interactive au
cours de laquelle un expert valide le résultat, et le modifie s’il ne le juge pas satisfaisant. La dé-
finition d’une structure de données adéquate permet de répondre également à ce besoin. C’est
donc dans cette double optique que nous avons cherché à définir un modèle de représentation
d’images 3d segmentées en régions. Remarquons que ce cadre d’utilisation n’est pas limitatif.
Il est en effet facile de représenter les images non segmentées en étiquetant chaque composante
connexe de pixels de même couleur par un identifiant unique.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressé aux solutions existantes en dimension
deux afin d’étudier les possibilités d’extension en dimension supérieure. Deux d’entre elles ont
particulièrement retenu notre attention : le graphe topologique des frontières et les cartes discrètes.
Ces deux modèles permettent de représenter les images 2d, et utilisent pour cela les cartes com-
binatoires. Cela nous a amené à nous intéresser à ce modèle combinatoire, et plus largement aux
modèles de représentation par les bords (ou B-rep). Ces modèles sont nombreux et utilisés dans
le monde de la modélisation géométrique. Ils ont pour avantage de séparer l’aspect topologique
de l’aspect géométrique. Cela permet de simplifier les traitements définis sur ce type de modèle.
En effet, les opérations de consultation ou modification peuvent se classer en trois catégories dis-
tinctes : celles utilisant exclusivement la topologie, celles utilisant exclusivement la géométrie, et
celles utilisant les deux. Séparer le modèle topologique du modèle géométrique facilite ces traite-
ments, y compris lorsque les deux modèles sont utilisés.

Un autre avantage des modèles de représentation par les bords, et donc des cartes combina-
toires qui en font partie, est que le nombre d’objets à représenter est beaucoup moins important
que pour les autres modèles. En effet, intuitivement lorsque nous représentons tous les pixels d’une
image, il faut représentern2 éléments (oùn est la largeur et hauteur de l’image), alors qu’il faut
seulement représenter de l’ordre den informations pour représenter le bord de ces objets. En ef-
fet, au lieu de représenter une information de surface (de dimension deux), nous représentons des
courbes (de dimension un).

Ces réflexions nous ont convaincu des nombreux avantages des cartes combinatoires et nous
ont décidé à les utiliser pour traiter notre problématique. Mais les deux modèles existant en dimen-
sion deux basés sur ces cartes combinatoires se sont avérés difficilement extensibles en dimension
supérieure. En effet, tout deux se basent sur des algorithmes d’extraction assez techniques. Les
définitions des modèles associés sont en partie incomplètes et s’appuient principalement sur ces
algorithmes. Nous sommes donc revenu à la dimension deux afin de définir ou redéfinir un modèle
permettant de représenter les images 2d utilisant les cartes combinatoires, mais en ayant comme
préoccupation principale qu’il soit facilement extensible en dimension supérieure.
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Nous avons ainsi défini lacarte topologique 2dqui est un modèle minimal de représentation
d’images 2d segmentées en régions. Le fait que ce modèle soit minimal est important, car il per-
met d’envisager son extension en dimension supérieure malgré l’augmentation importante de la
quantité d’information. De plus, cela permet également des traitements plus efficaces, de par le
nombre d’éléments moins élevé à traiter. Ce modèle est équivalent aux deux modèles dont nous
nous sommes inspiré, le graphe topologique des frontières et les cartes discrètes. La principale
différence avec ces derniers, et l’apport de notre travail, se situe dans la manière dont ce modèle
est défini. Nous avons en effet introduit une notion de niveaux de simplification permettant de
définir la carte topologique de manière progressive. Chaque niveau se définit simplement à par-
tir du précédent par application d’un type particulier de fusion. Cette définition apporte plusieurs
avantages. Tout d’abord elle facilite l’extension en dimension supérieure, ce qui était notre préoc-
cupation principale. De plus, le fait de découper cette définition en plusieurs étapes la simplifie,
tout comme sont simplifiées les preuves et l’étude des cas pouvant poser problème. En effet, cha-
que passage entre deux niveaux consécutifs est simple, étant donné que chaque modification est
restreinte. Par exemple l’étude du problème de déconnexion se trouve facilitée, car il suffit de
vérifier si chaque passage entre deux niveaux successifs peut conduire à ce type de problème.

Nous avons ensuite étudié les algorithmes permettant d’extraire ce modèle à partir d’une
image. Notre définition progressive fournit directement un premier algorithme qui est l’application
directe des définitions de chaque niveau de simplification. Puis nous avons défini un deuxième al-
gorithme permettant d’extraire la carte topologique de manière optimale, c’est-à-dire en une seule
passe sur l’image et avec un nombre minimal d’opérations. Nous avons pour cela repris le principe
de l’algorithme de Christophe Fiorio utilisant la notion de précode, en l’adaptant à notre défini-
tion progressive et aux différents niveaux de simplification. Ces niveaux facilitent cette étude étant
donné que pour un niveau particulier, il suffit de trouver les nouveaux cas à traiter par rapport au
niveau précédent. Cela permet de factoriser les cas pouvant se traiter de manière similaire.

Nous avons ensuite étendu cette définition en dimension trois afin d’obtenir lacarte topolo-
gique 3dqui était notre objectif initial. Cette extension est possible grâce aux différents niveaux
de simplification. Les points délicats liés à cette définition sont les problèmes de déconnexion.
Leur traitement est primordial afin d’obtenir la représentation minimale. Puis nous avons étendu
en 3d les deux algorithmes d’extraction de la carte topologique 2d. Cela ne pose pas de problème
pour le premier algorithme, mais le deuxième nécessite un très grand nombre de cas à traiter :
4140. Nous avons pu factoriser un grand nombre de ces cas à l’aide des niveaux de simplification
et obtenir finalement seulement 379 cas différents. De plus, nous avons introduit une notion de
précode isomorphe par rotation qui nous permet de ramener ce nombre de cas à 129. Même si ce
nombre est encore élevé, il est finalement assez faible en regard des 4140 existant au total.

Nous avons donc apporté une solution à notre problématique initiale, la définition d’un modèle
permettant de structurer les informations contenues dans une image, en conservant l’efficacité
comme préoccupation centrale. Pour l’occupation en espace mémoire, nous proposons la carte
topologique qui est la représentation minimale, et pour la complexité en temps nous définissons
l’algorithme optimal d’extraction basé sur les précodes. Ces deux problèmes de complexité sont
liés. En effet, les algorithmes de traitement seront moins coûteux pour la carte topologique étant
donné que le nombre d’éléments à considérer est moins important.

Le plan de cette thèse est le suivant. Le chapitre 2 présente les cartes combinatoires qui sont à
la base de ce travail, ainsi que les cartes généralisées qui sont une extension des cartes combina-
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toires, et que nous utilisons également. Au chapitre 3, nous étudions quelques modèles existant en
dimension deux, principalement les deux qui sont à l’origine de la carte topologique : les cartes
discrètes, et le graphe topologique des frontières. Mais nous présentons également quelques autres
solutions. Le chapitre 4 présente la carte topologique en dimension deux. Après avoir fixé le cadre
de travail, nous définissons les différents niveaux de simplification. Nous présentons ensuite les
deux algorithmes d’extraction, et exposons pour le deuxième les cas à traiter pour chaque niveau
de simplification. Puis, au chapitre 5, nous étendons cette définition en dimension supérieure.
Nous montrons comment résoudre les problèmes de déconnexion, et surtout comment utiliser ces
solutions afin de garantir la minimalité de la carte topologique. Nous présentons ensuite les algo-
rithmes d’extraction, en montrant pour l’algorithme optimal comment factoriser les cas se traitant
de manière similaire. Le chapitre 6 revient sur l’opération de fusion et montre comment les ca-
ractéristiques topologiques d’un objet évoluent suivant ces fusions. Cela nous permet de prouver
que chaque niveau intermédiaire de simplification représente les mêmes informations. De plus,
cela montre que nous avons traité tous les cas particuliers posant éventuellement problème lors
de la définition de la carte topologique. Le chapitre 7 présente quelques travaux auxquels nous
avons participé, et directement liés à ce travail de thèse. Certains de ces travaux utilisent et donc
valident notre modèle, alors que d’autres ouvrent de nouvelles perspectives de recherche. Enfin le
chapitre 8 conclut la thèse, et propose des perspectives.



CHAPITRE 2

PRÉSENTATION DES CARTES

Les cartes combinatoires, qui sont à la base de ce travail, ont été initialement introduites en
dimension 2 comme une extension des graphes planaires [Edm60, Tut63, Jac70], et définies en-
suite par [Cor73, Cor75]. Puis, elles ont été étendues en dimension 3, sous le nom de pavage
[AK88, Lie88, AK89, Spe91], avant d’être définies de manière générale en dimensionn [Lie89].

Les cartes combinatoires permettent de représenter les quasi-variétés orientables de dimen-
sion n. Elles ont été généralisées [Lie89, Lie91, Lie94] afin de pouvoir représenter les quasi-
variétés en dimensionn, orientables ou non. Nous présentons section 2.1 nos notations et rap-
pelons quelques notions de base, nécessaires pour la suite de ce travail. Puis nous présentons
section 2.2, les cartes combinatoires, et section 2.3 les cartes généralisées, et effectuons une ra-
pide comparaison de ces deux modèles, en montrant sous quelles conditions ils sont équivalents.
Nous montrons section 2.4 comment, sous ces conditions, nous pouvons effectuer les conversions
entre ces deux modèles, ce qui permet, par la suite, de travailler indifféremment avec l’un ou avec
l’autre. Mais les cartes combinatoires aussi bien que les cartes généralisées représentent seulement
la topologie des objets. Nous discutons section 2.5 de la géométrie et des différentes possibilités
de relier un modèle géométrique aux cartes.

2.1 Rappels et notations

SoitB un ensemble non vide. Nous notonsIdB l’identité surB. UnepermutationsurB est
une bijection deB dansB. UneinvolutionsurB est une permutationf surB telle quef = f−1,
ce qui est équivalent àf ◦ f = IdB.

Soit Φ = {f1, . . . , fk} des permutations sur un même ensembleB. Nous notons< Φ >
le groupe de permutations engendré parΦ. C’est l’ensemble des permutations qu’il est possible
d’obtenir deΦ par application de la composition et de l’inverse. Nous parlons alors de l’orbite de
b ∈ B relativement àΦ pour< Φ > (b) = {φ(b)|φ ∈ Φ}, l’ensemble des éléments deB qu’il est
possible d’atteindre par application, à partir deb, de n’importe quelle suite defi etf−1

i .

5
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a. Un objet 2d. b. Les faces de cet objet. c. Les arêtes de ces faces.

FIG. 2.1 – La décomposition d’un objet afin d’obtenir la carte combinatoire correspondante.

2.2 Les cartes combinatoires

Les cartes combinatoires sont un modèle mathématique de représentation de la topologie des
subdivisions de l’espace. Unesubdivisionde l’espace est une partition d’un espace de dimensionn
en (n + 1) sous-ensembles, où chaque élément est appelécellule de dimension 0, 1, 2, 3, . . .n
(appelés sommets, arêtes, faces et volumes pour les dimensions 0 à 3). Nous parlons dei-cellule
pour désigner une cellule de dimensioni. Des relations de bord sont définies sur ces cellules, où
le bord d’unei-cellule est un ensemble de(j < i)-cellules. Nous disons que deux cellules sont
incidentesquand l’une appartient au bord de l’autre, et qu’elles sontadjacentesquand elles ont la
même dimensioni et qu’elles sont incidentes à une même(i− 1)-cellule.

Les cartes combinatoires permettent de représenter les quasi-variétés orientables. Unequasi-
variétéen dimensionn est, de manière intuitive, un objetnd que l’on peut obtenir par assemblage
den-cellules uniquement le long de(n−1)-cellules, et tel que chaque(n−1)-cellule est incidente
à au plus deuxn-cellules [Elt94]. Cette notion est différente de la notion devariététopologique de
dimensionn classique [Ago76, Tak91] pour laquelle chaque point doit avoir un voisinage homéo-
morphe à une sphère de dimensionn (ou à une demi-sphère si la variété topologique est ouverte).
De ce fait, une quasi-variété n’est pas forcément une variété [Lie93], excepté en dimension 2. Un
objet en dimensionn est considéré comme orientable si la surface de dimension(n− 1) représen-
tant son bord sépare l’espace en deux parties distinctes : l’intérieur et l’extérieur de l’objet.

Les cartes combinatoires permettent de représenter les subdivisions de l’espace ainsi que les
relations d’incidence. Elles sont définies de manière formelle en dimension quelconque. Nous
parlons den-carte pour une carte combinatoire de dimensionn. Nous pouvons définir, de manière
intuitive, lesn-cartes, par décompositions successives des différentes cellules d’un objet, comme
nous pouvons voir figure 2.1 pour un objet en dimension 2. Nous partons de l’objet à représen-
ter figure 2.1.a. Nous commençons par représenter les faces de cet objet de manière disjointe
figure 2.1.b, la relation d’adjacence entre deux faces étant représentée par un trait noir. Puis nous
représentons les arêtes de ces faces de manière disjointe figure 2.1.c, en représentant les relations
d’adjacences entre ces arêtes par les traits gris.

Nous avons décomposé notre objet initial en un ensemble d’éléments appelésbrins, qui consti-
tuent l’unique élément de la définition des cartes combinatoires. Il faut ensuite reporter les diffé-
rentes relations d’adjacence sur ces éléments. La relation d’adjacence entre les arêtes est représen-
tée par une permutation, qui pour chaque brin donne le brin suivant de la même face, en respectant
l’orientation trigonométrique inverse. Cette relation est notéeβ1, car elle met en relation des arêtes
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a. Représentation totale. b. Représentation implicite.

FIG. 2.2 – Deux représentations de la même carte combinatoire.

qui sont des cellules de dimension 1. La relation d’adjacence des faces est représentée par une in-
volution et est notéeβ2, étant donné qu’elle met en relation des cellules de dimension 2.

Nous pouvons voir figure 2.2.a la carte combinatoire de l’objet présenté figure 2.1.a. Sur cette
figure, chaque brin est représenté par un segment de droite noir, la permutationβ1 est représentée
par les flèches grises et l’involutionβ2 par les flèches noires. Mais cette représentation peut de-
venir très vite illisible, lorsque le nombre de brins est important. Afin d’alléger les figures, il est
possible de dessiner cette même carte sans représenter explicitement les applicationsβ, comme
nous pouvons le voir figure 2.2.b. Sur cette figure, nous représentons chaque brin par une flèche, et
deux brins en relation parβ1 sont dessinés l’un à la suite de l’autre. Nous pouvons donc retrouver
sans difficulté pour chaque brin son image parβ1. De même pourβ2, où deux brins en relation par
β2 seront dessinés parallèles, proches et inversés.

Cette méthode de décomposition d’un objet peut s’utiliser pour n’importe quelle dimension.
Nous pouvons voir un second exemple de construction d’une carte combinatoire à partir d’un objet
figure 2.3, mais cette fois pour la dimension 3. Nous décomposons l’objet présenté figure 2.3.a
successivement pour ses volumes figure 2.3.b, puis pour les faces de ces volumes figure 2.3.c et
enfin pour les arêtes de ces faces figure 2.3.d. Les éléments obtenus sont les brins de la carte
combinatoire représentant notre objet. Il faut maintenant reporter les relations d’adjacence entre
chaque cellule sur ces brins. Il existe, comme pour la dimension 2, une permutationβ1 qui met en
relation un brin et le brin suivant de la même face, et une involutionβ2 qui met en relation deux
brins de deux faces adjacentes d’un même volume. En outre, une involution supplémentaireβ3

met en relation deux volumes adjacents.

Nous pouvons voir la carte combinatoire représentée avec l’ensemble des relations entre les
brins figure 2.4.a. Sur cette figure, nous avons représentéβ1 en vert,β2 en bleu etβ3 en rouge. Mais
comme pour la dimension 2, nous pouvons dessiner cette carte sans représenter explicitement ces
relations, comme nous pouvons le voir figure 2.4.b, où l’on retrouve sans difficulté chaque relation
pour n’importe quel brin de par la manière dont est dessinée cette carte.

Cette méthode de construction permet d’appréhender les cartes combinatoires de manière in-
tuitive. Mais dans la suite de ce travail nous avons besoin de la définition formelle des cartes com-
binatoires afin d’utiliser ses propriétés algébriques. Nous trouvons cette définition par exemple
dans [Lie91].
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a. Un objet 3d. b. Les volumes de cet objet.

c. Les faces de ces volumes. d. Les arêtes de ces faces.

FIG. 2.3 – La décomposition d’un objet 3d afin d’obtenir la carte combinatoire correspondante.

a. Représentation totale. b. Représentation implicite.

FIG. 2.4 – Deux représentations de la même carte combinatoire.
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Définition 1 (carte combinatoire) Soitn ≥ 0. Unen carte combinatoire , (oun-carte) est une
algèbreC = (B, β1, . . . , βn) où :

1. B est un ensemble fini de brins ;

2. β1 est unepermutationsurB ;

3. ∀ 2 ≤ i ≤ n, βi est uneinvolutionsurB ;

4. ∀ 1 ≤ i ≤ n− 2, ∀ i+ 2 ≤ j ≤ n, βi ◦ βj est uneinvolution.

Les brins sont ici une notion abstraite, et servent uniquement de support pour les différentes
applications. Seulβ1 est une permutation, les autresβi sont des involutions. La dernière ligne
de cette définition fixe des contraintes sur la manière dont les brins sont mis en relation afin de
garantir la validité des objets représentés. Par exemple, en dimension 3, la contrainte ajoutée est
queβ1 ◦ β3 doit être une involution, ce qui revient à dire que lorsque nous mettons deux brins
de deux faces différentes en relation pourβ3, nous devons obligatoirement mettre tous les autres
brins de ces deux faces en relation deux à deux parβ3.

Lorsque deux brinsb1 et b2 sont tels queβi(b1) = b2, nous disons queb1 est i-cousuà b2.
Étant donné que lesβi, pouri 6= 1, sont des involutions, sib1 esti-cousuà b2 alorsb2 esti-cousu
à b1. Nous parlons de brini-libre pour un brinb tel queβi(b) = b. Ceci n’est pas vrai pourβ1, où
un brinb tel queβ1(b) = b n’est pas considéré comme libre, mais comme une boucle (une arête
cousue avec elle-même).

Remarquons que chaque brin possède forcément une image pour chaqueβi, étant donné que
cesβi sont des permutations. L’opération consistant à mettre en relation deux brins pourβi est
appeléei-couture. Nous notonsβ0 la permutationβ−1

1 , etβijk la compositionβk ◦ βj ◦ βi. Nous
disons qu’une carte esti-ferméesi aucun de ses brins n’esti-libre. Une carte n’étant pasi-fermée
est ditei-ouverte. Enfin, nous parlons de cartefermée(resp.ouverte) pour une cartei-fermée (resp.
i-ouverte) pour toutes les dimensions de l’espace.

La notation utilisée ici est celle définie par [Lie91]. Nous la préférons à celle définie initiale-
ment par [Cor75] car elle est définie de manière générale en dimensionn et car chaqueβi met en
relation deux cellules de dimensioni. Cette propriété est très intéressante et permet de définir des
algorithmes ou des propriétés génériques pour n’importe quelle dimension, comme par exemple
la définition des différentes cellules dans les cartes combinatoires.

En effet, nous avons vu, lors de nos exemples de constructions, que les cartes combinatoires
représentent les objets par décompositions successives de leurs cellules. Mais la carte obtenue ne
représente pas explicitement ces différentes cellules. Nous pouvons les retrouver à l’aide de la
notion d’orbite présentée section 2.1.

Définition 2 (i-cellule) SoitC unen-carte,b un brin de cette carte, eti ∈ {0, . . . , n}. La i-cellule
incidente àb est :

– Sii = 0 : < β02, . . . , β0n > (b) ;
– Sinon :< β1, . . . , βi−1, βi+1, . . . , βn > (b).

Nous avons deux cas différents. L’un pour la définition des 0-cellules (les sommets), et l’autre
pour les autres cellules. Cela provient du fait queβ1 est une permutation alors que les autres
β sont des involutions : les cartes combinatoires n’ont pas une définition homogène. C’est une



10 Chapitre 2. Présentation des cartes

des raisons qui a amené Pascal Lienhardt à définir les cartes généralisées, que nous présentons
section 2.3. Cette définition des cellules profite pleinement de la définition générique des cartes
combinatoires, où n’importe quellei-cellule est définie simplement en une seule fois, ce qui est
moins évident avec les notations de [Cor75].

De manière intuitive, nous pouvons voir unei-cellule comme l’ensemble des brins que nous
pouvons atteindre par un parcours en largeur d’origineb, en utilisant lesβ particuliers ainsi que
leurs inverses. Les 0-cellules sont définies ainsi, car nous parcourons seulement un brin sur deux,
afin de n’atteindre seulement les brins « sortants » du sommet incident àb. Les autresi-cellules
sont simplement l’orbite composée de tous lesβ saufβi. En effet, commeβi permet de changer de
i-cellule, si nous l’interdisons nous restons, au cours de notre parcours, sur les brins de la même
i-cellule. Remarquons enfin que chaque ensemble dei-cellule est une partition de l’ensemble des
brins de la carte. Chaque brin appartient donc exactement une fois à chaquei-cellule.

Avec cette définition desi-cellules, nous pouvons définir de manière formelle la notion d’inci-
dence dans le cadre des cartes combinatoires, sachant qu’unei-cellule est donc considérée comme
un ensemble de brins.

Définition 3 (incidence) Deux cellulesC1 etC2 sont incidentessi et seulement si elles sont de
dimensions différentes, etC1 ∩ C2 6= ∅.

Avec cette définition de l’incidence, nous pouvons également définir de manière formelle la
notion d’adjacence puisque celle-ci s’appuie sur la notion d’incidence.

Définition 4 (adjacence) Deux cellulesC1 etC2 sontadjacentessi et seulement si elles sont de
même dimensioni, et s’il existe une cellulec de dimensioni− 1 incidente àC1 et àC2.

Enfin nous pouvons introduire la notion de degré d’unei-cellule, qui est primordiale pour la
suite de ce travail.

Définition 5 (degré d’une i-cellule) Ledegré d’unei-celluleC, est le nombre de(i+ 1)-cellules
distinctes incidentes àC.

Remarquons que le degré d’unen-cellule dans un espace en dimensionn n’est donc pas défini.
De plus, le degré d’unei-cellule ne peut jamais être égal à 0, car il existe au moins un brin dans
cette cellule qui, s’il n’est cousu à aucun autre brin, est également une(i + 1)-cellule. Enfin, le
degré d’une(n − 1)-cellule dans un espace en dimensionn, est forcément égal à 1 ou 2, étant
donné que nous représentons uniquement des quasi-variétés.

2.3 Les cartes généralisées

Les cartes généralisées sont une extension des cartes combinatoires permettant de représenter
les quasi-variétés orientables ou non. Leur principal avantage est que leur définition est homo-
gène à toutes les dimensions, contrairement aux cartes combinatoires, ce qui simplifie encore les
définitions et l’écriture des algorithmes.
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a. Les arêtes obtenues figure 2.1 après
décompositions successives.

b. Les sommets de ces arêtes.

FIG. 2.5 – La décomposition supplémentaire d’un objet 2d afin d’obtenir une carte généralisée.

a. Représentation totale. b. Représentation implicite.

FIG. 2.6 – Deux représentations de la même carte généralisée.

Pour définir une carte généralisée de manière intuitive, nous appliquons le même principe de
décomposition que celui utilisé pour les cartes combinatoires, mais nous effectuons une décompo-
sition supplémentaire afin de distinguer les sommets. Si nous reprenons le premier exemple utilisé
pour les cartes combinatoires présenté figure 2.1, nous avons obtenu au final la décomposition
rappelée figure 2.5.a. Nous décomposons ensuite les sommets, à partir de cette décomposition en
arêtes et obtenons la décomposition présentée figure 2.5.b, où les relations d’adjacence entre les
sommets d’une arête sont représentées par les arcs de cercle gris. Les éléments obtenus sont les
brins de la carte généralisée. Il suffit ensuite, comme pour les cartes combinatoires, de reporter les
relations d’adjacence sur ces brins pour obtenir la carte généralisée présentée figure 2.6.a.

Étant donné que nous avons, pour les cartes généralisées, également séparé les sommets, nous
n’avons plus besoin, comme pour les cartes combinatoires, d’utiliser une permutation pour par-
courir les faces. En effet, chaque « côté » d’une arête sera lié avec l’arête suivante de la face pour
ce sommet. Il existe donc une involutionα0 qui met en relation les deux brins de la même face et
de la même arête (représentée par les arcs de cercle gris), une involutionα1 qui met en relation les
deux brins de la même face et du même sommet (représentée par les segments gris clair), et une
involutionα2 qui met en relation les deux brins de la même arête et du même sommet.

Comme pour les cartes combinatoires, nous ne représentons pas de manière explicite toutes les
involutions et utilisons la représentation intuitive présentée figure 2.6.b. Deux brins cousus parα0

sont représentés par un seul segment portant une petite barre en son milieu, deux brins cousus par
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a. Les arêtes obtenues figure 2.3 après
décompositions successives.

b. Les sommets de ces arêtes.

FIG. 2.7 – La décomposition supplémentaire d’un objet 3d afin d’obtenir la carte généralisée
correspondante.

a. Représentation totale. b. Représentation implicite.

FIG. 2.8 – Deux représentations de la même carte généralisée.

α1 sont représentés de manière contiguë, et deux brins cousus parα2 sont représentés parallèles
et proches, avec la barre représentantα0 traversant les deux arêtes.

Nous pouvons voir figure 2.7 le même principe appliqué en dimension 3 à notre exemple
de la figure 2.3. Pour les cartes combinatoires, nous avons obtenu au final la décomposition en
arêtes rappelée figure 2.7.a. La décomposition des sommets des arêtes de cette figure est présentée
figure 2.7.b, et la carte généralisée correspondante figure 2.8.a. Sur cette figure, nous avons repré-
sentéα0 en gris,α1 en vert,α2 en bleu etα3 en rouge. Mais comme pour les cartes combinatoires,
nous préférons utiliser la représentation implicite présentée figure 2.8.b. En effet, bien que lesα ne
soient pas représentés explicitement, nous pouvons les retrouver sans difficulté de par la manière
dont est dessinée la carte.

[Lie91] définit les cartes généralisées en dimensionn de manière simple et générique :
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Définition 6 (carte généralisée)Soitn ≥ −1. Unen carte généralisée, (oun-G-carte) est une
algèbreG = (B,α0, . . . , αn) où :

1. B est un ensemble fini de brins ;

2. ∀ 0 ≤ i ≤ n, αi est uneinvolutionsurB ;

3. ∀ 0 ≤ i ≤ n− 2, ∀ i+ 2 ≤ j ≤ n, αi ◦ αj est uneinvolution.

En comparaison avec les cartes combinatoires, il existe une involution supplémentaire, et il n’y
a plus de différence entre lesα qui sont tous des involutions. Lesn-G-cartes sont définies à partir
den = −1, afin de pouvoir définir la G-carte vide, composée uniquement d’un ensemble de brins
sans aucune involution. Les G-cartes sont totalement homogènes, ce qui simplifie les définitions
et les algorithmes comme nous pouvons le voir, par exemple, pour la définition des cellules.

Définition 7 (i-cellule) SoitG unen-G-carte,b un brin de cette carte, eti ∈ {0, . . . , n}. La
i-cellule incidente àb est< α0, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn > (b).

Mais les G-cartes sont deux fois plus coûteuses en espace mémoire que les cartes combina-
toires. Ce surcoût en mémoire peut être prohibitif, et c’est pour cette raison que nous avons décidé
d’utiliser les cartes combinatoires, dans le cadre de ce travail. Mais nous allons par moment utiliser
le formalisme des cartes généralisées pour profiter de leur définition homogène.

En effet, lorsque nous travaillons avec des G-cartes orientables, nous savons effectuer facile-
ment la transformation permettant de passer aux cartes combinatoires, et lorsque nous travaillons
avec une carte combinatoire, nous pouvons définir sans problème la carte généralisée correspon-
dante. Nous devons donc être en mesure de savoir si une G-carte est orientable ou non. Nous
trouvons la définition suivante dans [Lie91] :

Définition 8 (G-carte orientable) SoitG = (B,α0, . . . , αn) une n-G-carte fermée.G estorien-
table si et seulement si la n-carteHG = (B,α01, . . . , α0n) a exactement deux composantes
connexes distinctes.G estnon orientablesinon.

Cette définition permet facilement de tester, étant donné une G-carte, si elle est orientable
ou non. De manière intuitive, une G-carte orientable contient les deux orientations possibles de
la carte combinatoire correspondante. Cette définition est valable uniquement pour les G-cartes
fermées, mais s’étend aisément aux G-cartes ouvertes.

Nous pouvons remarquer que nous n’avons pas besoin de redéfinir les notions d’incidence,
d’adjacence, et de degré d’unei-cellule, dans ce cadre particulier des G-cartes. En effet, ces dé-
finitions s’appuient uniquement sur la définition d’unei-cellule, définition que nous venons de
donner. Elles restent donc valides dans le cadre des G-cartes étant donné qu’elles utilisent seule-
ment les brins appartenant aux différentes cellules.

2.4 Conversions entre carte combinatoire et carte généralisée

La conversion entre une carte combinatoire et une carte généralisée peut s’effectuer sans con-
trainte, étant donné que le domaine de modélisation des cartes généralisées inclut celui des cartes
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FIG. 2.9 – Un exemple de conversion de carte en G-carte.

combinatoires. Comme pour la notion de G-carte orientable, la conversion de carte en G-carte est
définie uniquement pour les cartes fermées. Mais nous pouvons étendre cette définition aux cartes
ouvertes, par exemple en commençant par fermer la carte, puis en la convertissant en G-carte, et
enfin en supprimant les brins n’appartenant pas à la carte originale avant sa fermeture.

Définition 9 (conversion carte→ G-carte) SoitC = (B, β1, . . . , βn) unen-carte fermée. Nous
notonsB = {b1, . . . , bk}. La n-G-carte représentant la même subdivision queC estG = (B′,
α0, . . . , αn) oùB′ = {b1, . . . , bk, c1, . . . , ck}, où lesci sont des nouveaux brins. Alors∀1 ≤ i ≤
k :

1. α0(bi) = ci etα0(ci) = bi ;

2. α1(bi) = α0(β0(bi)) etα1(ci) = β1(bi) ;

3. ∀2 ≤ j ≤ n : αj(bi) = α0(βj(bi)) etαj(ci) = βj(bi).

De manière informelle, pour convertir une carte en G-carte, nous « coupons » chaque brinbi
deC en deux brinsbi et ci. Nous pouvons voir figure 2.9 un exemple de conversion d’une carte
en G-carte. Chaque brinbi de la carte reste, dans la G-carte, le brin incident à la même face, à la
même arête et au même sommet. Le brin de la même face, de la même arête et du sommet opposé
estci, qui est doncα0-cousu àbi. La définition des involutions de la G-carte se fait ensuite sans
difficulté, en différenciant à chaque fois deux cas, suivant si le brin concerné est un brin de la carte,
donc possédant desβ coutures, ou un nouveau brin. De plus, il faut différencier la définition deα1

de la définition des autresα, du fait que les cartes ne sont pas homogènes et qu’il nous faut alors
considérer différemmentβ1 des autresβ.

La transformation inverse se fait avec encore moins de difficultés, étant donné que nous pou-
vons définir chaqueβ comme une composition de certainsα. Mais pour cela, il faut nécessairement
que la G-carte soit orientable. En effet, si elle ne l’est pas, il n’existe pas de carte représentant la
même subdivision de l’espace. De plus, cette définition est, comme la précédente, valable unique-
ment pour les G-cartes fermées.

Définition 10 (conversion G-carte→ carte) Soit G = (B,α0, . . . , αn) une n-G-carte orien-
table et fermée, etb un brin deG. Lan-carte représentant la même subdivision queG, et contenant
b, estC = (B′, β1, . . . , βn) où
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– B′ =< α01, . . . , α0n > (b) ;
– ∀1 ≤ i ≤ n, ∀c ∈ B′, βi(c) = α0i(c)

La carteC est définie en conservant un brin sur deux de la G-carte. En effet, comme nous
savons que la G-carte est orientable et fermée, l’orbite< α01, . . . , α0n > (b) va contenir un brin
sur deux de la G-carte, ce qui n’est pas le cas sinon. La définition des différentes applicationsβ sur
cet ensemble de brins se fait sans problème, chaqueβi étant simplement la composition deα0 avec
αi. Remarquons que la carte ainsi définie représente une orientation de la G-carte. Il est possible
de définir la carte représentant l’autre orientation possible, en prenant comme brin de départ pour
la définition deB′, un brin n’appartenant pas à la première carte.

Ces méthodes de conversion nous permettent, dans la suite de cette présentation, de travailler
indifféremment avec une carte combinatoire ou une carte généralisée orientable. Cela nous per-
mettra, par exemple, de travailler avec des G-cartes pour définir formellement l’opération de fusion
en dimension quelconque, afin de profiter de leur homogénéité, puis de travailler avec des cartes
combinatoires pour définir nos algorithmes d’extractions, qui ont besoin d’être implantés avec le
modèle des cartes combinatoires pour des contraintes d’espace mémoire.

2.5 Plongement des cartes

Les cartes combinatoires et les cartes généralisées, représentent seulement la topologie des
objets. Mais la plupart des applications ont besoin également de représenter la géométrie de ces
objets, par exemple pour les afficher, pour calculer des caractéristiques de forme, de taille. . . Il
nous faut donc associer un modèle géométrique aux cartes. Pour cela, nous pouvons associer un
élément géométrique de dimensioni à chaquei-cellule de la carte. Nous appelonsplongerl’opé-
ration qui consiste à associer un modèle géométrique à un modèle topologique, et nous parlons du
plongementd’un modèle topologique pour désigner le modèle géométrique associé.

Par exemple, en dimension 2, nous pouvons associer à chaque sommet topologique (0-cellule)
les coordonnées d’un sommet géométrique. Ce plongement peut suffire pour représenter totale-
ment la géométrie des objets modélisés, si chaque arête de la carte est plongée par un segment de
droite.

Mais dans le cas général, en dimensionn, lorsqu’il n’y a pas de lien entre le plongement des
cellules de dimensioni et le plongement des cellules de dimensioni−1, nous devons alors plonger
chaquei-cellule topologique par un objet géométrique ouvert de dimensioni. Cet objet doit être
ouvert, car le plongement du bord de lai-cellule topologique est représenté par les plongements
de ses(i− 1)-cellules topologiques incidentes. Nous parlons plus en détail, dans la suite de cette
présentation, du plongement dans le cadre plus précis de ce travail et présentons quelques modèles
géométriques pouvant s’associer à notre utilisation particulière des cartes.





CHAPITRE 3

QUELQUES MODÈLES

EN DIMENSION 2

Le but principal de notre travail est de définir un modèle permettant la représentation d’ima-
ge 3d segmentées en régions. Ce problème a été beaucoup étudié en dimension 2, et de nombreuses
solutions ont été proposées. Nous avons donc commencé, dans un premier temps, à étudier ces
modèles afin de connaître les solutions envisagées, mais également afin de retenir celles qui étaient
les plus susceptibles d’être étendues en dimension supérieure.

Nous présentons ici quelques-uns de ces modèles. Dans un premier temps, section 3.1, nous
présentons le Region Adjacency Graph (RAG) [Ros74]. C’est le premier modèle de représen-
tation d’images 2d segmentées en régions à avoir été défini, et également la source d’inspira-
tion de nombreux modèles différents. Nous présentons ensuite, section 3.2, les graphes duaux
[Kro95, MK95, KM95, Wil95] qui sont une évolution du RAG palliant plusieurs de ses problèmes.
Ensuite, section 3.3, nous présentons les cartes discrètes qui sont un modèle de représentation
d’images 2d segmentées en régions, utilisant les cartes combinatoires et les frontières interpixel
[Dom92, Bru96, BD97, BDB97, BB98, BD99]. Ce modèle est très proche de celui que nous pré-
sentons section 3.4, qui est le graphe topologique des frontières (TGF) [Fio95, Fio96, AFG99]
également basé sur les cartes combinatoires. Ce sont ces deux derniers modèles qui ont été à la
base de notre travail, même si nous avons dû redéfinir une variante de ces modèles en dimension 2,
afin de pouvoir ensuite l’étendre plus facilement en dimension 3.

Nous présentons ici uniquement les quelques modèles qui sont, soit très proches de nos pré-
occupations, soit les principaux acteurs qui ont fait évoluer le monde de la modélisation et de
la représentation d’images. Mais il existe de nombreux autres modèles, proposant pour certains
des solutions qui peuvent être vues comme des variantes des quatre modèles présentés ici comme
[PJ97], et d’autres qui proposent des solutions différentes. Par exemple lemedial axis transform
(MAT) [RP68, RK82] qui consiste à représenter une image par un ensemble de blocs de valeurs
uniformes. Mais ce modèle ne représente pas les frontières des régions de manière explicite. De
nombreuses autres solutions ont défini des modèles hiérarchiques, comme par exemple les pyra-
mides [Bro82, PRW82, Kro95], les quadtrees [Sam80, DRS80, Sam84], ou plus récemment les
pyramides combinatoires [BK99, BK00, BK01]. Ces modèles permettent la représentation d’une
image à plusieurs niveaux, ce qui est intéressant notamment pour une représentation multi-échelle.
Mais la plupart de ces modèles ne permettent pas des mises à jour efficaces lors d’opérations de
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a. Une image segmentée en régions. b. Le RAG correspondant.

FIG. 3.1 – Une image 2d segmentée en régions et le RAG correspondant.

modifications de l’image, et nécessitent parfois de reparcourir l’ensemble du modèle afin d’accé-
der ou de modifier une information. Ces modèles sont plus éloignés de nos préoccupations car ils
ne représentent pas de manière explicite le bord des régions de l’image.

De nombreux autres modèles de représentation par bords ont été définis, mais du point de vue
topologique et non plus dans le cadre précis de la représentation d’images segmentées en régions.
En dimension 2 sont définis par exemple leswinged-edgeou arêtes ailées [Bau75, Wei85] et une
de ses extensions, le graphe d’adjacence des faces [ADFF85] ou encore lesquad-edge[GS85].
En dimension 3, nous pouvons trouver lesradial-edge[Wei88] ou une extension des quad-edge,
les facet-edge[DL87]. Enfin en dimensionn, nous pouvons trouver lesincidence posets[Bri89],
le graphe d’incidence [Ede87] et lesselective geometric complexes[RO89]. [Lie91] montre que
ces modèles sont divisés principalement en deux classes : les graphes d’incidences et les modèles
topologiques ordonnés. De plus, il effectue une comparaison entre quelques-uns de ces modèles,
et montre qu’ils sont globalement équivalents en regard de la classe des objets qu’ils peuvent
modéliser.

Ces quelques références montrent que le nombre de modèles existants est très important. Mais
nous nous intéressons à un cadre beaucoup plus restreint que le domaine de modélisation de plu-
sieurs de ces modèles. C’est pour cette raison que nous présentons uniquement les quatre modèles
représentant les images segmentées en régions que nous avons déjà introduits en début de ce cha-
pitre : le RAG, les graphes duaux, les cartes discrètes et le TGF.

3.1 Le RAG

Le RAG est une des premières structures permettant de représenter les images 2d segmentées
en régions, en rendant compte des relations d’adjacence entre les différentes régions de l’image.
Il a comme avantage principal d’être défini très simplement. En effet, c’est un graphe où chaque
sommet représente une région de l’image, et une arête est présente entre deux sommets si les deux
régions correspondantes sont adjacentes. La figure 3.1 présente une image segmentée en régions
et le RAG correspondant.

Nous pouvons voir sur cet exemple, l’image segmentée en régions figure 3.1.a, image que nous
utilisons tout au long de ce chapitre pour comparer les différents modèles, et le RAG correspondant
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a. Une image segmentée en régions. b. Le graphe dual correspondant.

FIG. 3.2 – Une image 2d segmentée en régions et le graphe dual correspondant.

à cette image figure 3.1.b. Nous considérons que l’image est entourée par une région infinie,R0,
contenant l’ensemble des pixels n’appartenant pas à l’image. Le RAG représente donc les relations
d’adjacences des régions de l’image. Ses principaux avantages sont qu’il :

– est simple à définir ;
– peut s’étendre sans problème en dimension quelconque ;
– peut être facilement mis à jour, lorsque des régions de l’image sont fusionnées.

Mais il est facile de voir sur notre exemple que ce graphe possède également plusieurs inconvé-
nients :

– il ne différencie pas la relation d’adjacence et d’inclusion ;
– il ne représente pas l’adjacence multiple. Sur notre exemple, la régionR1 est adjacente deux

fois à la régionR3, information qui n’est pas représentée dans le RAG ;
– il n’est pas représentatif de l’image : deux images topologiquement différentes pourront

avoir deux RAG identiques.
Ces inconvénients ont amené [Kro95, MK95, KM95, Wil95] à proposer une évolution du

RAG, les graphes duaux.

3.2 Les graphes duaux

L’idée principale des graphes duaux est de conserver deux graphes en parallèle, une extension
du RAG d’un côté, et son graphe dual de l’autre. Le premier graphe est une simple extension du
RAG, qui est maintenant un multi-graphe, rendant donc compte des adjacences multiples, avec
également des boucles lorsqu’une région contient des régions incluses. Ces boucles proviennent
du fait que le graphe primal et son dual doivent tous deux être connexes. De ce fait, dans le dual,
une arête fictive permet à la région incluse d’être reliée à la région la contenant. Cette arête devient,
dans le primal, une boucle autour de la région contenant l’autre région.

Nous pouvons voir figure 3.2 un exemple de graphe dual de notre image d’exemple. Sur cet
exemple, figure 3.2.b, nous avons représenté en noir le graphe primal, et en gris le graphe dual.
Il est facile de voir que le graphe primal est l’extension du RAG tenant compte des adjacences
multiples, il y a maintenant deux arêtes entreR1 etR3, et représentant correctement la relation
d’inclusion au moyen de boucles, la régionR3 qui contient la régionR4 possède une boucle sur
son sommet qui entoure le sommet deR4.



20 Chapitre 3. Quelques modèles en dimension 2

Sur le graphe gris, nous pouvons noter la présence d’unearête fictivequi relie le bord de la
régionR4 avec le bord de la régionR3. Cette arête est fictive car elle ne représente pas, contraire-
ment aux autres arêtes de ce graphe, une frontière entre deux régions distinctes. Elle est nécessaire
afin de conserver le graphe gris connexe. Nous pouvons noter que dans le graphe primal, représenté
en noir, cette arête fictive devient la boucle autour deR3. Cette boucle nous permet de différencier
la relation d’inclusion et la relation d’adjacence. Mais pour cela, les deux graphes doivent être
planaires, et il faut pouvoir reconnaître une boucle qui entoure géométriquement une autre région.

Ce modèle répond correctement aux problèmes du RAG. Ses principaux avantages sont qu’il :
– code correctement la relation d’inclusion ;
– représente toute la topologie des objets, y compris les adjacences multiples ;
– est donc caractéristique d’une image.

Mais il est facile de voir sur notre exemple que ce graphe possède également plusieurs inconvé-
nients :

– il faut maintenir en parallèle deux graphes, ce qui complique et multiplie par deux les mises
à jour ;

– il faut analyser la géométrie des arêtes afin de reconnaître la relation d’inclusion, c’est-à-dire
trouver si une boucle entoure géométriquement un sommet du graphe ;

– la présence d’arêtes fictives et de boucles n’est pas totalement satisfaisante. En effet, ces
arêtes obligent à avoir des traitements différents pour les arêtes « normales » et pour les
arêtes fictives lors des différentes consultations ou mises à jour de ce modèle.

Pour ces raisons, les graphes duaux, même s’ils apportent une solution aux problèmes posés
par le RAG, ne sont pas totalement satisfaisants. De plus, un autre problème, et non des moindres,
peut être imputé aux graphes duaux : ils ne sont pas extensibles facilement en dimension supé-
rieure, ce qui est le but principal de ce travail. Ce sont ces inconvénients qui ont fait que de nom-
breux travaux se sont poursuivis dans ce domaine de recherche afin de définir un modèle résolvant
ces problèmes.

3.3 Les cartes discrètes

Ce modèle est le résultat du travail de thèse de Jean-Philippe Domenger [Dom92], qui a uti-
lisé les cartes combinatoires afin de représenter les images 2d segmentées en régions. Les cartes
combinatoires permettent de rendre compte de la topologie, mais ce modèle représente également
la géométrie, en représentant les frontières interpixel de l’image.

Nous pouvons voir un exemple de carte discrète représentant les frontières interpixel de notre
image segmentée en régions figure 3.3. La notation utilisée ici est celle définie par [Cor73, Cor75].
En dimension 2, une carte combinatoire est définie avec un ensemble de brins, une permutation
σ et une involutionα. Cette dernière involution est représentée en numérotant les brins par des
entiers positifs et négatifs, tel que pour tout brinb, α(b) = −b. La permutationσ représente les
sommets de la carte topologique, orientés dans le sens trigonométrique inverse. Figure 3.3.b nous
avons par exempleσ(−1) = −5, σ(−5) = −10 etσ(−10) = −1.

Ces notations permettent de représenter les cartes combinatoires en dimension2, de manière
duale de notre définition présentée section précédente. En effet, ici la permutation représente les
sommets, alors que pour notre notation elle représente les faces. Mais la conversion entre les
deux notations se fait sans aucun problème. Lorsque nous avons une2-carteC = (B, β1, β2), la
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a. Une image segmentée en régions. b. La carte discrète correspondante.

FIG. 3.3 – Une image 2d segmentée en régions et la carte discrète correspondante.

carte combinatoire utilisant les notations de Cori est simplement définie parC ′ = (B, σ, α), avec
σ = β2 ◦ β1 et α = β2. La transformation inverse se définit également sans aucun problème.
Lorsque nous avons une carteC = (B, σ, α), la 2-carte correspondante pour nos notations est
simplementC ′ = (B, β1, β2) avecβ1 = α ◦ σ et β2 = α. Cette carte est notéeC = (B,ϕ, α)
avec les notations de Cori, oùϕ = β1 etα = β2.

Cette carte combinatoire représente les frontières interpixel de l’image 2d segmentée en ré-
gions, comme nous pouvons le vérifier sur notre exemple. Chaque arête de la carte représente une
frontière interpixel entre deux régions adjacentes, et les adjacentes multiples sont correctement
représentées. Ce modèle étant basé sur les cartes combinatoires, il représente donc totalement la
topologie des objets de l’image. En effet, nous pouvons retrouver facilement toutes les relations
d’adjacence ainsi que toutes les relations d’incidence entre n’importe quelles cellules de l’image.

Le seul problème subsistant avec les cartes combinatoires est la représentation de la relation
d’inclusion. En effet, nous pouvons voir figure 3.3.b que nous avons deux composantes connexes
distinctes dans la carte combinatoire, étant donné que nous avons la régionR4 qui est totalement
incluse dans la régionR3. Afin de conserver cette information, un arbre d’inclusion est ajouté
à la carte combinatoire, permettant de rendre compte de toutes les relations d’inclusion, et de
positionner les différentes composantes connexes de la carte les unes par rapport aux autres.

Ce modèle répond, comme les graphes duaux, à tous les problèmes du RAG. Mais il présente
des avantages supplémentaires qui résolvent également les problèmes de ces derniers. En effet, les
cartes combinatoires ont l’avantage de conserver les mêmes informations que les graphes duaux,
mais avec une seule et même structure. Nous n’avons donc ici plus besoin de conserver deux struc-
tures en parallèles, ce qui évite des doubles mises à jour. De plus, les cartes combinatoires ajoutent
la notion de face, notion qui n’apparaît pas pour les graphes duaux. Il n’y a pas d’élément fictif,
et donc les traitements en sont plus homogènes. La relation d’inclusion est codée correctement, et
même si c’est dans une structure annexe, l’arbre d’inclusion, cela facilite les parcours et les mises
à jour en évitant d’avoir, pour chaque traitement, des cas particuliers afin de gérer les éventuels
éléments fictifs. Enfin, il est facile d’associer à ce type particulier de carte, un modèle géométrique
rendant compte de la forme des régions de l’image. Pour cela, il est possible d’associer à chaque
arête de la carte une suite de 1-cellules représentant la courbe de dimension 1 correspondant à la
frontière entre les deux régions. Mais d’autres solutions sont envisageables, comme nous pourrons
le voir dans la suite de ce travail.
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3.4 Le TGF

Le graphe topologique des frontières (TGF) est un des résultats du travail de thèse de Chris-
tophe Fiorio [Fio95]. Comme pour le modèle précédent, ce modèle est basé sur les cartes combi-
natoires, et représente les frontières interpixel des régions de l’image.

Ce TGF est en fait une carte combinatoire avec un arbre d’inclusion des régions, de manière
totalement similaire au modèle présenté à la section précédente. Il est très intéressant de constater
que les deux approches de Jean-Philippe Domenger et de Christophe Fiorio, les ont amenés à la
définition de structures totalement équivalentes. Il existe seulement deux petites différences entre
ces deux structures :

– l’arbre d’inclusion du TGF est représenté de manière implicite, chaque région conservant
son bord extérieur et une liste de ses éventuels bords intérieurs, ces listes étant simplement
une manière particulière de représenter un arbre ;

– pour représenter le TGF, au lieu de dessiner les brins d’une région sur les frontières inter-
pixel correspondantes, ils sont dessinés de manière similaire au RAG, entre les sommets
représentants les régions de l’image.

Mais ces deux différences sont minimes. En effet, le fait de coder l’arbre d’inclusion avec des
listes, ou de manière plus classique n’a pas de conséquences sur l’utilisation de la structure. La
deuxième différence porte simplement sur la manière habituelle de représenter les deux modèles,
et n’a donc clairement aucune conséquence sur leur définitions. Le TGF est défini par exemple
dans [Fio95], par :

Définition 11 (TGF) Le graphe topologique des frontièresest le quadrupletG = (V,D, α, σ)
avec :

– V est l’ensemble des régions de l’image segmentée, plus une région infinie ;
– D est l’ensemble des brins de la carte combinatoire ;
– α est une involution surD ;
– σ est une permutation surD.

Chaque brin connaît sa région d’appartenance, et chaque région conserve un brin de son bord
extérieur, et une liste de brin, un par bord intérieur. Ces informations permettent de basculer entre
la carte combinatoire proprement dite, et l’arbre d’inclusion afin de retrouver, par exemple, l’en-
semble des régions incluses dans une région particulière. L’arbre d’inclusion est donc représenté
uniquement par les différentes listes de brins représentant les éventuels bords intérieurs.

Lorsque nous avons un graphe topologique des frontières, définir la carte combinatoire corres-
pondante, avec nos notations, se fait sans problème. En effet, contrairement au modèle précédent,
nous avons simplementβ1 = σ et β2 = α. Le TGF conserve la même permutation et la même
involution que notre notation des cartes combinatoires, l’unique différence se situant au niveau de
la représentation habituelle et non pas de la structure.

Nous pouvons voir un exemple de graphe topologique des frontières représentant la topologie
de notre image segmentée en régions figure 3.4. L’involutionα est représentée de manière induite,
deux brins cousus par cette involution étant dessinés bout à bout, avec une petite barre en travers de
l’arête. La permutationσ est représentée par les arcs de cercles orientés autour des régions. Nous
pouvons voir que la régionR3 possède deux permutations distinctes, l’une pour représenter son
bord extérieur :(f ′, d′, c′, g), et l’autre pour représenter son bord intérieur, composé uniquement
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FIG. 3.4 – Une image 2d segmentée en régions et le graphe topologique des frontières correspon-
dant.

d’un seul brin :(h), qui est donc cousu sur lui-même pourσ. En effet, il existe une seule et unique
frontière entreR3 etR4, ce qui se traduit donc dans la carte combinatoire par un brin cousu sur lui-
même. Si la régionR3 incluait d’autres régions, elle aurait alors autant de permutations distinctes
que de composantes connexes totalement incluses, c’est-à-dire une par bord intérieur.

3.5 Conclusion

L’étude de ces quelques modèles nous a permis de mieux comprendre les différents problèmes
que pose la définition d’un modèle de représentation d’image, et de voir quelles étaient les solu-
tions habituellement utilisées afin de les résoudre. Nous en avons conclu que les modèles basés
sur les cartes combinatoires semblaient être les plus intéressants à étudier afin d’en envisager l’ex-
tension en dimension supérieure.

En effet, les cartes combinatoires sont définies de manière formelle en dimensionn, et sont
utilisées depuis de nombreuses années en modélisation géométrique [Ber92, BDFL92, Lie97].
Même si les problématiques ne sont pas identiques, de nombreux points communs apparaissent et
des thématiques connexes indiquent que nous avons tout intérêt à étudier les liens existants entre
ces différents travaux.

De plus, les avantages des cartes combinatoires ou généralisées sont nombreux. Leur définition
est simple et générique. Différents travaux ont défini des algorithmes de traitements efficaces et ont
montré que ces algorithmes pouvaient de surcroît être écrits simplement. Enfin, bien que ces cartes
soient uniquement un modèle topologique, il est facile de leur associer un modèle géométrique,
point très important pour notre travail étant donné que nous voulons absolument traiter les deux
modèles parallèlement.

Ces nombreux avantages nous ont conduit à nous intéresser en priorité aux deux derniers
modèles présentés : les cartes discrètes et le TGF, qui sont deux modèles de représentation d’ima-
ges 2d segmentées en régions basés sur les cartes combinatoires. Mais cette étude nous a amené
à constater que la définition de ces deux modèles ainsi que les algorithmes permettant leurs ex-
tractions à partir d’une image étaient très complexes et techniques, et rendaient très difficile leurs
extensions en dimension supérieure. Nous avons donc commencé à étudier ce problème de la dé-
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finition d’un modèle de représentation d’images segmentées tout d’abord en dimension 2, afin de
définir un nouveau modèle, ou de redéfinir de manière différente un modèle existant, en ayant
comme préoccupation principale de pouvoir l’étendre en dimension supérieure.



CHAPITRE 4

L A CARTE TOPOLOGIQUE

EN DIMENSION 2

Après avoir étudié plusieurs modèles de représentation d’images2d segmentées en régions
et en avoir déduit que les modèles présentant le plus d’avantages et étant le mieux adaptés à nos
problématiques étaient le TGF ou son équivalent, les cartes discrètes, nous avons ensuite cher-
ché à les étendre en dimension supérieure. Les principales difficultés que nous avons rencontrées
proviennent du fait que les définitions du TGF et des cartes discrètes sont basées sur la notion de
frontière, qui est définie en interpixel comme nous verrons section 4.1. La définition de frontière
en dimension2 ne pose pas de problème, car une frontière entre deux régions est simplement une
courbe1d que nous pouvons définir assez simplement.

Le problème est autrement plus complexe en dimension3, où la frontière entre deux régions
est une surface, i.e. un objet de dimension2. Cela complique les différentes définitions, car il peut
y avoir de nombreuses configurations différentes difficiles à prendre en compte. De plus, les cartes
combinatoires représentent les objets par leurs bords. Il faut donc définir le bord des surfaces2d
afin d’avoir des courbes en dimension1, qui peuvent être représentées avec des brins.

Une autre difficulté provient de la définition des différents algorithmes d’extraction. En effet,
pour le TGF, Christophe Fiorio a défini un algorithme optimal d’extraction qui calcule le TGF
d’une image de dimension2 en une seule passe de l’image. Mais cet algorithme est complexe et
difficilement extensible en dimension supérieure [BFP99]. Il en est de même pour le modèle de
Jean-Philippe Domenger, qui est défini à partir des frontières interpixel, à l’aide d’un algorithme
de suivi de contour. Ce suivi est facile à effectuer en dimension2, mais beaucoup plus complexe
en dimension3, étant donné qu’il faut parcourir des surfaces afin de trouver leurs bords.

Pour définir la carte topologique en dimension3, nous avons d’abord défini la carte topolo-
gique en dimension2 de sorte que la définition soit simple et aisément extensible en dimension
supérieure. De plus, nous avons conservé l’objectif principal : obtenir une structure minimale,
caractéristique des objets qu’elle représente, et invariante par rotation, translation et homothétie.
Nous cherchons également à définir un algorithme d’extraction facilement extensible en dimension
supérieure.

Cette démarche nous a amené à définir lacarte topologique, nom que nous donnons à la
carte combinatoire représentant les frontières interpixel d’une image segmentée en régions, et
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donc équivalente au TGF et aux cartes discrètes présentés au chapitre précédent. Pour cela, nous
introduisons une notion de niveau de simplification qui permet de définir la carte topologique de
manière progressive. Chaque niveau s’obtient à partir du niveau précédent par application d’un
type particulier de fusion. Ce type de définition est aisément extensible en dimensionn. De plus,
cette démarche fournit un premier algorithme d’extraction de notre modèle étroitement lié à la
définition de la carte topologique.

Puis nous avons cherché à optimiser cet algorithme « naïf » qui, bien que linéaire en le nombre
de brins de la carte, effectue plusieurs passes sur celle-ci avant d’obtenir la carte topologique. De
plus, cet algorithme a comme principal inconvénient de créer un grand nombre de brins, avant d’en
détruire une bonne partie au cours des différentes passes de simplification. Nous avons pour cela,
repris l’idée de l’algorithme optimal de Christophe Fiorio [Fio95, Fio96], qui consiste à balayer
l’image de haut en bas et de gauche à droite avec une fenêtre de2 × 2 pixels, en exécutant un
traitement dépendant de la configuration locale des pixels de cette fenêtre. Nous avons adapté
cette idée à nos divers niveaux de carte, et avons étudié les configurations à traiter pour chacun de
ces niveaux.

L’idée générale de notre démarche est de calculer la carte de manière incrémentale et directe,
au moyen d’un seul balayage de l’image. De plus, les traitements à effectuer dépendent unique-
ment de la configuration locale des pixels, et créent exactement le nombre de brins nécessaires.
Les niveaux de simplification offrent ici un avantage important, car ils permettent de factoriser
les cas pouvant se traiter de manière identique. En effet, nous étudions pour chaque niveau, les
cas supplémentaires à traiter par rapport au niveau précédent. Au final, nous obtenons le nombre
minimal de cas différents à traiter afin d’extraire la carte topologique. Ces regroupements ne sont
pas très importants en dimension2, étant donné qu’il existe seulement15 cas différents au total.
Mais nous verrons au chapitre 5 que ces regroupements sont cruciaux en dimension supérieure et
permettent de définir l’algorithme optimal.

Nous commençons section 4.1 par présenter le cadre de ce travail, en rappelant les notions de
segmentation en régions, d’interpixel, et celle de frontière interpixel. Section 4.2 nous introduisons
la notion de niveau de simplification et définissons formellement la carte topologique au moyen de
ces niveaux. Mais les cartes combinatoires ne représentent que la topologie des objets, et il faut leur
adjoindre un modèle géométrique afin de coder toutes les informations des objets modélisés. La
présentation de divers modèles géométriques et la manière de les associer aux différents niveaux
de carte est l’objet de la section 4.3. Nous étudions ensuite section 4.4 le premier algorithme
naïf d’extraction de nos diverses structures. Puis section 4.5 nous présentons l’algorithme optimal
d’extraction. Section 4.6 nous présentons quelques résultats et effectuons une comparaison des
diverses cartes obtenues avant de conclure ce chapitre section 4.7.

4.1 Images, segmentation en régions et interpixel

Nous considérons, pour notre processus d’extraction, que l’image a préalablement fait l’objet
d’une segmentation en régions. Nous rappelons section 4.1.1 cette notion qui permet de préciser
le cadre de ce travail. Nous rappelons également brièvement la notion d’interpixelsection 4.1.2,
ce qui permet de définir la notion de frontière, centrale dans ce travail.
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a. Plongée dans le plan Euclidien. b. Représentée sous forme discrète.

FIG. 4.1 – Une image2d segmentée en régions.

4.1.1 La segmentation en régions

Nous donnons ici quelques notations utilisées dans la suite de ce travail. Unpixel est un point
coloré du plan discretZ2, et uneimagede dimension2 est un ensemble fini de pixels. Nous
utilisons les notions classiques de4-voisinage, de chemin et de4-connexité. Nous travaillons en
4-connexité car les cartes combinatoires ne permettent pas de représenter les non variétés, et donc
le 8-voisinage.

La segmentation en régionsd’une imageI de dimension2 est une partition deI en un en-
semble de régions{R1, R2, . . . Rk} telles que chaque régionRi est une composante4-connexe.

Rappelons qu’un ensemble{R1, R2, . . . Rk} est unepartition d’un ensembleI s’il vérifie :
– ∪ki=1Ri = I ;
– ∀i, 1 ≤ i ≤ k, ∀j, 1 ≤ j ≤ k, i 6= j ⇒ Ri ∩Rj = ∅.
Afin d’éviter un traitement particulier des pixels du bord de l’image, nous considérons que

l’image est incluse dans unerégion infinieR0 contenant l’ensemble des pixels n’appartenant pas
à l’image. Ainsi nous avons des propriétés homogènes pour tous les pixels de l’image. La pro-
priété principale, que nous utilisons par la suite, est que chaque pixel possède4 voisins pour la
4-connexité. Cette région infinie permet également de traiter n’importe quel type d’image, et pas
uniquement celles qui sont rectangulaires et sans trous.

La figure 4.1 montre un exemple d’image en dimension2 segmentée en régions, tout d’abord
plongée dans le plan Euclidien (figure 4.1.a), ou sous forme discrète (figure 4.1.b). Elle comporte
cinq régions distinctes, plus la région infinie. Nous représentons sur nos figures chaque région par
une couleur unique. Une notion importante et utile pour la suite de ce travail est l’inclusion de
régions que nous définissons ci-après.

Définition 12 (inclusion) Une régionRi est inclusedans une régionRj si et seulement si tout
chemin4-connexe allant d’un pixel deRi vers un pixel deR0 (la région infinie) possède au moins
un pixel appartenant à la régionRj .

Informellement, cette notion d’inclusion correspond au fait qu’une région en « encercle »
complètement une autre, sans aucune contrainte sur la manière dont est effectué cet encerclement.



28 Chapitre 4. La carte topologique en dimension 2

Cette définition, appliquée à l’exemple figure 4.1, indique que la régionR4 est incluse dans deux
régions :R3 etR0. Toutes les autres régions sont, sans distinction, incluses uniquement dans la
région infinie. Remarquons que chaque région est au moins incluse dans la région infinie. Cela est
dû au fait que la relation d’inclusion est une relation d’ordre. En effet, elle est :

– Réflexive: chaque régionr est incluse dans elle-même car tout chemin allant d’un pixel de
r à un autre pixel der possède forcément au moins un pixel der ;

– Transitive : si Ri ⊆ Rj et Rj ⊆ Rk, alorsRi ⊆ Rk. Cela peut se prouver en étudiant
les chemins deRi àR0. Ils passent forcément par la régionRj , et les chemins deRj àR0

passent forcément parRk, par définition de l’inclusion. Donc tous les chemins allant deRi
àR0 traversent bienRk ;

– Antisymétrique : siRi ⊆ Rj , alors nous n’avons pasRj ⊆ Ri (pourRi 6= Rj). Cela peut
se prouver par l’absurde car si c’était le cas, tout chemin deRi àR0 passerait parRj et tout
chemin deRj àR0 passerait parRi. Nous pouvons prouver dans ce cas queRi n’est pas
4-connexe, ce qui contredit la définition de la segmentation en régions.

Cette notion d’inclusion sera utile afin de conserver la relation correspondante sur les régions,
comme nous le verrons section 4.4.3. Pour cela, il n’est pas nécessaire de conserver toutes les
relations d’inclusion. En effet, il suffit de conserver la réduction transitive de la relation d’ordre,
les relations de transitivité pouvant alors aisément se retrouver à partir de cette nouvelle relation.
Nous appelons cette relation l’inclusion directe.

Définition 13 (inclusion directe) Une régionRi estdirectement inclusedans une régionRj si et
seulement siRi ⊆ Rj , et@R 6= Rj tel queRi ⊆ R etR ⊆ Rj .

Sur notre exemple figure 4.1, la seule différence par rapport à la notion d’inclusion est pour
la régionR4 qui est directement incluse uniquement dansR3. Les autres régions étant incluses
uniquement dansR0, elles sont donc également directement incluses dansR0.

Lorsqu’une image a été segmentée en régions, nous nous intéressons aux contours de celles-ci.
Ces contours vont permettre de structurer les diverses relations topologiques entre les régions et
d’obtenir ainsi le maximum d’informations utilisables pour des processus d’analyse ou de traite-
ment. Ces relations topologiques se calculent en étudiant les contours des régions segmentées, et
la manière dont ils se positionnent les uns par rapport aux autres.

Plusieurs travaux ont été réalisés autour de la notion de contours dans une image discrète. Il
apparaît qu’utiliser une topologie basée sur la notion d’interpixelpermet de définir correctement
les contours de sorte qu’ils vérifient les propriétés topologiques habituelles (comme par exemple
le théorème de Jordan [Ale61]). Nous présentons brièvement cette notion. Pour une définition
complète on se réfèrera à [Kov89, KR89, KKM90, KKM91, Fio95].

4.1.2 Interpixel et frontières

La notion d’interpixelconsiste à considérer une image non pas uniquement comme une matrice
de pixels, mais comme une subdivision de l’espace (ici de dimension2) en un ensemble de cellules
de dimension inférieure ou égale à celle de l’espace. Les différentes cellules obtenues sont les
pixels, cellules de dimension2, les lignels, cellules de dimension1 « entre » deux pixels, et les
pointels, cellules de dimension0 « entre » deux lignels. Nous appelonsi-cellule une cellule de
dimensioni. Ces différentes cellules sont présentées figure 4.2.
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FIG. 4.2 – Les divers éléments interpixel en dimension2.

La relation d’incidencepermet de lier ces diverses cellules. Deux cellules sont ditesincidentes
si l’une appartient aubord de l’autre, etadjacentessi elles ont même dimension et sont incidentes
à la même(i− 1)-cellule. Remarquons que nous pouvons étendre cette notion d’adjacence en dé-
finissant que deuxi-cellules sontj-adjacentes (j < i) si elles sont incidentes à la mêmej-cellule.
Mais comme nous travaillons uniquement, pour un espace de dimensionn, en2n connexité, nous
n’utilisons pas cette adjacence « étendue » et nous limitons donc à la première notion d’adjacence.
Remarquons que ces notions sont les mêmes que celles présentées au chapitre 2, lors du rappel
sur les cartes combinatoires. En effet, les cartes combinatoires représentent les subdivisions de
l’espace, ce qui est également le cas d’une topologie interpixel. C’est pour cette raison qu’il est
naturel de représenter les contours interpixel d’une image avec une carte combinatoire.

À l’aide de cette notion d’interpixel, nous pouvons définir de manière formelle la notion de
courbe puis celle de frontière.

Définition 14 (courbe) Unecourbeest une suite de pointels et de lignelsc0, . . . , c2k vérifiant :
– ∀i ∈ {0, . . . , k}, c2i est un pointel ;
– ∀i ∈ {0, . . . , k − 1}, c2i+1 est un lignel ;
– ∀i ∈ {0, . . . , 2k − 1}, ci et ci+1 sont incidents.

Une courbe est ditesimplesi toutes ses cellules sont distinctes1. Elle est diteferméesi c0 =
c2k. Une frontière interpixel entre deux régionsRi et Rj est un ensemble de courbes simples
disjointes deux à deux, tel que chaque lignel de ces courbes est incident à exactement un pixel de
Ri et un pixel deRj . Nous appelonscourbe frontièreune courbe appartenant à l’une des frontières
de l’image. Ces courbes sont maximales : tout lignel de l’image incident à un pixel deRi et un
pixel deRj appartient forcément à une courbe frontière, et deux lignels adjacents appartenant
à une frontière appartiennent forcément à la même courbe frontière (ils sont séparés dans cette
courbe par le pointel incident à ces deux lignels).

Figure 4.3.b est présenté l’ensemble des frontières interpixel de l’image figure 4.1. Nous y
voyons que la frontière entre les régionsR1 etR3 est composée de deux courbes distinctes, que
celle entreR3 etR4 est composée d’une courbe fermée, et que celle entreR1 etR4 est vide car
ces deux régions ne sont pas adjacentes.

Nous notonsfrontière(Ri, Rj) = {c1, . . . , cl} la frontière entre les régionsRi etRj com-
posée des courbesc1 . . . cl. Nous considérons quefrontière(Ri, Ri) = ∅. En effet, une région
ne possède pas de frontière avec elle-même. Enfin, nous notonsFrontières(Ri) pour l’ensemble

1Une courbe estsimplequand elle ne s’auto-intersecte pas.
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FIG. 4.3 – Frontières interpixel.

des frontières de la régionRi : ∪kj=1frontière(Ri, Rj). Nous appelons respectivementpointel
frontièreet lignel frontièreun pointel et un lignel appartenant à une frontière de l’image. Remar-
quons que cette définition des frontières reste valable pour les régions du bord de l’image grâce à
la région infinie.

4.2 Les niveaux de simplification

Dans la section 4.1.2, nous avons introduit la notion de frontière interpixel. Il faut maintenant
définir une structure de données représentant ces frontières ainsi que les diverses relations d’inci-
dences entre les éléments de celles-ci. Pour cela, nous utilisons les cartes combinatoires qui sont
bien adaptées au codage des frontières interpixel, car elles représentent les subdivisions de l’es-
pace ainsi que leurs relations. De plus, elles définissent totalement la topologie des objets qu’elles
représentent. C’est pour cette raison qu’elles ont été utilisées dans de nombreux travaux. Mais il
existe plusieurs cartes combinatoires différentes représentant le même objet, et ces travaux ont
utilisé diverses cartes suivant leurs besoins particuliers. De plus, définir formellement une carte
combinatoire spécifique représentant les frontières interpixel d’une image est difficile et de ce fait
souvent éludé.

Nous introduisons ici une notion de niveau de simplification qui permet de rapprocher ces
divers travaux. Ces niveaux peuvent de plus se définir formellement à l’aide de définitions algo-
rithmiques simples et progressives. Nous en présentons dans un premier temps seulement l’aspect
topologique sans nous préoccuper du lien avec un modèle géométrique. Le lien avec un modèle
géométrique est l’objet de la section 4.3.

L’idée de notre démarche est de construire la carte combinatoire complète, et de la simplifier
petit à petit, tant que cela n’entraîne pas de perte d’information topologique. Ceci permet de définir
progressivement la carte représentant les frontières interpixel de l’image, et ainsi d’en simplifier
la définition.
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FIG. 4.4 – Le niveau0 d’une image2d.

4.2.1 Le niveau 0 : la carte complète

Cette première carte est seulement le point de départ de notre processus. Elle ne représente pas
les frontières interpixel de l’image, et c’est pour cette raison que nous l’appelons le niveau0.

Définition 15 (carte de niveau 0)La carte de niveau0 correspondant à une image den × m
pixels, est la carte combinatoire ayantn×m faces carrées,β2-cousues entre elles lorsqu’elles sont
adjacentes, chacune de ces faces représentant un pixel de l’image, et une autre face « entourant »
ces faces représentant la région infinie.

Cette carte représente tous les éléments interpixel de l’image à traiter. Nous voyons figure 4.4.b
la carte de niveau0 de l’image présentée figure 4.4.a. Cette carte est composée, pour une image de
taillen×m, de(n×m)+1 faces.n×m faces carrées composées de4 brins, chacune représentant
un pixel de l’image. La face supplémentaire représente la région infinie et est composée de2 ×
(n+m) brins. Deux brins sont cousus parβ1 lorsqu’ils représentent deux lignels consécutifs de la
même face, et sont cousus parβ2 lorsqu’ils représentent le même lignel de l’image. Remarquons
que chaque face est orientée selon le sens trigonométrique inverse, à l’exception de la face infinie.
En effet, les brins associés à cette face représentent un bord intérieur qui est donc orienté dans
le sens trigonométrique. Nous représentons sur nos figures chaque brin de la couleur de la région
auquel il appartient. Notons que cette carte est fermée, chaque brin est cousu parβ1 etβ2.

4.2.2 Le niveau 1 : la carte lignel

Afin d’obtenir une carte combinatoire codant les frontières interpixel de l’image, il faut « sup-
primer » toutes les arêtes de la carte de niveau0 représentant des lignels n’appartenant pas à une
courbe frontière. Cette opération s’effectue à l’aide de l’opération de fusion, qui modifie deux
i-cellules adjacentes pour n’en obtenir plus qu’une. C’est cette opération de fusion qui permet
de modifier la carte de niveau0 afin d’obtenir la carte de niveau1. Cette opération sera détaillée
section 4.4 lors de la présentation de l’algorithme naïf d’extraction de la carte topologique, mais
est également l’objet du chapitre 6 permettant de valider notre démarche.
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a. L’image et ses frontières interpixel. b. La carte de niveau1.

FIG. 4.5 – La carte de niveau1 d’une image.

Définition 16 (carte de niveau 1)La carte de niveau1 est la carte obtenue à partir de la carte
de niveau0 en fusionnant chaque couple de faces adjacentes appartenant à la même région.

Nous voyons figure 4.5.a l’image de notre exemple, représentée avec ses frontières interpixel,
et figure 4.5.b la carte de niveau1 correspondante. Nous pouvons facilement vérifier que cette
carte représente bien les frontières interpixel de l’image.

Propriété 1 Toute arête de la carte de niveau1 correspond exactement à un lignel d’une courbe
frontière, et tout lignel d’une courbe frontière est représenté dans la carte de niveau1 par une
arête.

Preuve de la propriété 1

1. Toute arête de la carte de niveau1 correspond exactement à un lignel d’une courbe fron-
tière :
Soite une arête de la carte de niveau1. e est forcément composée de deux brins appartenant
à deux régions différentes, sinon les deux faces incidentes auraient été fusionnées ete aurait
été détruite lors de cette fusion. Cette arête est de longueur un, car toutes les arêtes de la
carte de niveau0 le sont, et nous n’avons pas modifié la longueur des arêtes entre ces deux
niveaux.

2. Tout lignel d’une courbe frontière est représenté dans la carte de niveau1 par une arête :
Soit l un lignel d’une courbe frontière. Par définition des frontières,l est incident à deux
pixels appartenant à deux régions différentes. Alors les deux faces correspondant à ces
deux pixels ne sont pas fusionnées lors du passage du niveau0 au niveau1 et nous avons
donc dans la carte de niveau1 une arête représentant ce lignel.

2

C’est cette propriété qui nous a amené à appeler cette carte de niveau1 la carte lignel. De plus,
nous appelons cette carte le niveau1, car c’est la première carte, et la plus grande en termes de
nombre de brins, représentant les frontières interpixel de l’image. En effet, pour ajouter des brins à
cette carte, en représentant uniquement les frontières interpixel, il faut représenter un même lignel
par plusieurs arêtes. C’est bien entendu réalisable théoriquement (et dans ce cas il n’y a pas de plus
grande carte, nous pouvons ajouter un nombre infini d’arêtes) mais peu intéressant en pratique.
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Propriété 2 SoitC une carte lignel codant une imageI segmentée en régions. Chaque région
(exceptée la région infinie) est représentée dansC par un contour extérieur, et éventuellement par
un ou plusieurs contours intérieurs.

Chaque région possède un contour extérieur, exceptée la région infinieR0 qui possède uni-
quement un contour intérieur. Les éventuels contours intérieurs surviennent lorsqu’une région est
incluse dans une autre. Nous pouvons voir sur l’exemple figure 4.5.b, que seule la régionR3

possède un contour intérieur (si l’on excepte la région infinie). Nous avons alors déconnecté la
carte en plusieurs composantes connexes (ici deux), et nous avons perdu l’information reliant les
deux bords maintenant déconnectés. Il faut conserver cette information permettant de relier le bord
extérieur d’une région et ses éventuels bords intérieurs, car c’est une information topologique im-
portante, permettant de représenter les « trous » dans une région. Pour cela, nous introduisons un
arbre d’inclusion des régions. Cet arbre possède un nœud par région de l’image. Sa racine est la
région infinie, et chaque nœud possède comme fils les régions directement incluses dans la région
correspondant à ce nœud. À l’aide de cet arbre, nous pouvons retrouver les régions incluses dans
n’importe quelle région et donc reconstruire, ou parcourir correctement son bord.

La carte lignel, et plus précisément les contours des régions dans cette carte, vérifie plusieurs
propriétés intéressantes :

1. la carte est fermée ;

2. la région infinie est représentée par un unique contour intérieur ;

3. les contours extérieurs sont orientés dans le sens trigonométrique inverse ;

4. les contours intérieurs sont orientés dans le sens trigonométrique ;

Les propriétés 1 à 3 peuvent se démontrer facilement, car elle sont vraies par construction
pour le niveau0, et nous pouvons prouver qu’elles restent vraies après une fusion de faces. Elle
sont dont également vraies pour la carte lignel, de par sa construction. La propriété 3 revient à
dire que lorsque nous parcourons un contour extérieur dans le sens trigonométrique inverse, la
région correspondante se trouve tout le temps à droite du contour. Par contre, c’est l’inverse pour
les contours intérieurs : si nous parcourons ces contours dans le sens trigonométrique inverse, la
région correspondante se trouve à gauche. C’est pour cette raison que les contours intérieurs sont
orientés en sens inverse des contours extérieurs, donc dans le sens trigonométrique. Avec cette
orientation, pour n’importe quel contour, la région se trouve tout le temps à droite. Cela explique
la propriété 4 et donne une idée de preuve. Remarquons que le sens des contours extérieurs et
intérieurs a été choisi par convention, fixé lors de la construction de la carte de niveau0.

Cette carte lignel dotée d’un arbre d’inclusion contient toutes les informations topologiques de
l’image qu’elle représente. Nous venons de voir comment est représentée la relation d’inclusion,
au moyen de l’arbre d’inclusion des régions. Cette carte code toutes les1-cellules et0-cellules des
frontières des régions de l’image. Les2-cellules ne sont plus représentées, mais nous représentons
maintenant les régions (qui sont des ensembles de2-cellules) au moyen de leurs frontières. Les
relations d’adjacences et d’incidences entre n’importe quelles cellules sont toutes représentées
dans la carte, de manière explicite ou implicite, de par la définition des cartes combinatoires.
Nous nous appuyons sur cette remarque, afin de conserver toutes les informations topologiques au
cours de nos différentes simplification. Pour cela, il suffit de montrer, lorsque nous effectuons une
simplification, que nous ne perdons pas d’information topologique.
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FIG. 4.6 – La carte de niveau2 de notre exemple.

Cette carte lignel est donc la première carte représentant les frontières interpixel d’une image
segmentée en régions. Mais cette représentation n’est optimale ni en espace mémoire ni en temps
d’exécution. En effet, de par le grand nombre de brins à parcourir, par exemple pour retrouver
toutes les régions adjacentes à une région, les opérations sur cette carte sont coûteuses en temps
d’exécution. De plus cette carte n’est pas caractéristique de la topologie des images qu’elle repré-
sente, n’est pas stable par rotation, translation et homothétie, et n’est pas minimale en nombre de
brins. C’est pour ces raisons que nous allons simplifier cette carte et définir la carte de niveau2.

4.2.3 Le niveau 2 : la carte des frontières

Cettecarte des frontièresa été présentée dans [BFP99]. C’est la carte la plus intuitive représen-
tant les frontières interpixel d’une image. Dans cette carte, chaque arête représente une « portion »
rectiligne de frontière. La définition formelle de cette carte s’obtient aisément à partir de la carte
lignel qui est le niveau précédent. Nous appelons indifféremment cette carte la carte de niveau2,
car c’est la deuxième carte que nous définissons qui représente les frontières de l’image, ou la
carte des frontières qui est le nom original donné dans [BFP99].

Définition 17 (carte de niveau 2)La carte de niveau2 est la carte obtenue à partir de la carte
de niveau1, en fusionnant chaque couple d’arêtes adjacentes, alignées et incidentes à un sommet
de degré deux.

La carte des frontières de l’image figure 4.5.a est présentée figure 4.6. La propriété principale
de cette carte est que chaque arête représente un segment de droite des frontières interpixel de
l’image. Ces arêtes sont désormais de longueur quelconque, contrairement à la carte lignel.

Propriété 3 Chaque arête d’une carte des frontières correspond à une suite maximale de lignels
alignés d’une frontière.

Cette propriété est évidente, de par la définition de la carte des frontières. En effet, dans la
carte de niveau1, chaque arête correspond à un lignel, et donc lorsque deux lignels sont alignés,
et qu’ils sont incidents à un sommet de degré deux, les arêtes correspondantes sont fusionnées
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FIG. 4.7 – Deux images topologiquement équivalentes et leurs cartes des frontières.

pour obtenir la carte de niveau2. Cette carte ne peut donc pas avoir deux arêtes représentant deux
lignels adjacents alignés étant au milieu d’une frontière (ce qui revient à « incident à un sommet de
degré deux »). De manière symétrique, si deux arêtes sont adjacentes dans la carte des frontières,
alors soit elles sont incidentes à un sommet de degré supérieur à deux, soit elles représentent deux
portions de frontières non alignées.

Mais le point le plus important, afin de valider notre démarche, est de garantir l’absence de
perte d’information topologiques par rapport à la carte lignel.

Propriété 4 La carte des frontières représente exactement les mêmes relations topologiques que
la carte lignel.

Cela peut se prouver facilement. La seule modification entre ces deux niveaux, est que nous
avons fusionné chaque couple d’arêtes alignées incidentes à des sommets de degré deux. Lorsque
deux arêtes sont incidentes à un sommet de degré deux, elles sont alors forcément toutes les deux
entre les deux mêmes régionsRi etRj . Dans ce cas, les deux arêtes représentent la même infor-
mation topologique d’adjacence entre ces deux régions, et le fait de n’en conserver qu’une seule
n’entraîne aucune perte d’information. La preuve formelle de la validité des réécritures entre les
différents niveaux est l’objet du chapitre 6 dans le cadre plus général de la dimension 3.

En comparant, sur notre exemple, la carte lignel avec la carte des frontières, nous observons
que le nombre de brins a considérablement diminué, en passant de276 brins à44. Cette baisse
importante entraîne évidemment un gain important en espace mémoire, mais également en temps
d’exécution, pour les raisons évoquées lors de la présentation de la carte lignel.

Mais ce niveau n’est pas totalement satisfaisant. En effet, le nombre de brins nécessaires pour
représenter une frontière entre deux régions dépend de la géométrie de celle-ci. Dans le pire des
cas, si une courbe frontière ne possède aucun lignel consécutif aligné (cas de « l’escalier » fi-
gure 4.7), le nombre de brins représentant cette frontière sera égal à deux fois le nombre de lignels
de celle-ci. Cela a pour conséquence que deux images topologiquement équivalentes peuvent avoir
deux cartes des frontières totalement différentes.

Notre but étant d’extraire et de structurer les informations pertinentes des images, il nous
semble primordial d’avoir, pour deux images topologiquement équivalentes, deux cartes combina-
toires isomorphes. De plus, dans la carte des frontières, il subsiste des arêtes adjacentes incidentes
à des sommets de degré deux. Comme pour la carte lignel, ces arêtes représentent la même in-
formation topologique, et peuvent donc être simplifiées. La carte des frontières n’est donc pas
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FIG. 4.8 – La carte de niveau3 de notre exemple.

minimale. Nous définissons donc la carte topologique, qui est la carte de niveau3, afin d’avoir une
structure complètement homogène mais également moins coûteuse en espace mémoire.

4.2.4 Le niveau 3 : la carte topologique

Afin de définir ce dernier niveau de carte, nous conservons notre principe de simplification.
Nous partons de la carte des frontières et fusionnons les derniers éléments représentant des in-
formations topologiques de manière redondante : les arêtes adjacentes incidentes à un sommet de
degré deux.

Définition 18 (carte de niveau 3)La carte de niveau3 est la carte obtenue à partir de la carte de
niveau2 en fusionnant chaque couple d’arêtes adjacentes incidentes à un sommet de degré deux.

Nous voyons figure 4.8 la carte de niveau3 correspondant à notre image d’exemple. La pro-
priété principale de la carte de niveau3 peut se vérifier sur cet exemple.

Propriété 5 Chaque arête d’une carte de niveau3 correspond exactement à une courbe frontière
de l’image correspondante.

C’est cette propriété qui nous a amené à appeler cette cartecarte topologique. En effet, cette
carte est minimale, nous ne pouvons plus simplifier quoi que ce soit sans entraîner une perte d’in-
formation topologique. C’est bien notre but final : la carte combinatoire minimale représentant les
frontières interpixel d’une image. Cette propriété peut se reformuler en :chaque arête de la carte
topologique est incidente à deux sommets de degré strictement supérieur à deux (à l’exception des
boucles). Cela peut se prouver facilement à l’aide de la définition de cette carte. En effet, toutes
les arêtes adjacentes incidentes à des sommets de degré deux ont été fusionnées, et il n’en reste
donc plus. Cette propriété nous permet de calculer le nombre de brins de cette carte : il est égal à
deux fois le nombre de courbes frontière de l’image correspondante. Nous pouvons observer sur
la figure 4.8 que la frontière entre les régionsR3 etR4 est représentée par une boucle. En effet,
la régionR4 est incluse dansR3 et ne possède pas d’autre région adjacente. Le sommet incident
à cette boucle est de degré1, ce qui permet de conserver la boucle dans la carte de niveau3 étant
donné que nous supprimons uniquement les sommets de degré2.
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FIG. 4.9 – Deux images topologiquement équivalentes et leurs cartes topologiques qui sont iso-
morphes.

Pour ce dernier niveau, nous associons à chaque courbe frontière exactement une arête de la
carte. La carte obtenue est alors totalement homogène et deux images topologiquement équiva-
lentes seront représentées par deux cartes isomorphes, comme nous pouvons le voir figure 4.9. De
plus, cette carte est moins coûteuse en espace mémoire que les précédentes, tout en représentant
exactement les mêmes informations topologiques.

Propriété 6 La carte des frontières représente exactement les mêmes relations topologiques que
la carte lignel.

Pour nous assurer de cette propriété, nous utilisons le même principe que pour la carte des
frontières, en montrant que deux arêtes incidentes à un sommet de degré deux représentent la
même information topologique. Nous pouvons donc ne conserver qu’une des deux arêtes sans
entraîner de perte d’information. Nous voyons sur l’exemple figure 4.8, qu’il ne reste plus que
20 brins qui représentent les10 courbes frontières de l’image. C’est peu en comparaison des276
brins de la carte lignel de la même image.

Avec la carte topologique, nous avons codé chaque courbe frontière de manière minimale (une
arête) et nous ne pouvons plus « simplifier » la carte obtenue sans perte d’information topologique.
Cette carte est donc minimale, stable par rotation, translation et homothétie, et représente bien
toutes les informations topologiques de l’image.

Remarquons enfin que la définition de la carte topologique n’utilise pas la notion de frontière.
Ce point est très important, car c’est ce qui rend cette définition simple. Le seul lien entre la carte
combinatoire et l’image segmentée en régions que nous voulons représenter, est effectué lors de la
construction du niveau1 à partir du niveau0. En effet, pour construire ce niveau, nous fusionnons
les faces adjacentes appartenant à la même région, information que nous trouvons dans l’image
segmentée. La construction des autres niveaux n’est plus du tout liée à l’image, mais uniquement
à la carte et aux différentes cellules de celle-ci. De ce fait, les notions de frontières interpixel et
de courbes frontières ne sont pas nécessaires pour définir la carte topologique, mais uniquement
pour prouver qu’elle représente correctement les informations de l’image. Ceci est important pour
l’extension de notre modèle en dimension supérieure, et permettra de définir la carte topologique
sans se préoccuper de la définition des surfaces frontières dans un espace de dimension3.
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4.3 Modèles de plongement et niveaux de simplification

Les cartes combinatoires codent la topologie des objets qu’elles représentent par subdivision
de l’espace qu’ils occupent. Mais dans la plupart des applications, représenter uniquement la topo-
logie ne suffit pas, il faut également représenter la géométrie des objets modélisés. Afin d’associer
un modèle géométrique à notre modèle topologique, il est possible d’associer à chaque cellule
topologique un objet géométrique de même dimension.

Mais dans la plupart du temps, pour des applications spécifiques, l’existence de liens entre le
modèle topologique et le modèle géométrique rend inutile le plongement de chaque cellule. Nous
étudions ici quelques modèles de plongements, pour chaque niveau de carte. Ces plongements
sont les plus couramment utilisés, mais des applications spécifiques nécessiteront certainement un
plongement particulier, qui pourrait alors s’inspirer ou être une composition de certains plonge-
ments présentés ici.

4.3.1 La carte lignel

Dans cette carte, chaque brin représente un lignel des frontières interpixel de l’image. Un pre-
mier plongement, qui découle immédiatement de cette propriété, consiste à associer à chaque brin
le code de Crack2 [BF70] correspondant. Il suffit alors de conserver les coordonnées du pointel en
haut à gauche de chaque composante connexe de la carte pour pouvoir retrouver les coordonnées
de chaque pointel, et pouvoir ainsi reconstruire la géométrie des frontières. Le principal avantage
de ce plongement est qu’il est très peu coûteux en espace. Il nécessite seulement8 octets par
composante connexe de la carte (pour les coordonnées du pointel en haut à gauche), ce qui est
négligeable, plus2 bits par brin pour le code de Crack. En effet, les lignels étant forcément ho-
rizontaux ou verticaux,2 bits suffisent pour ce codage. L’inconvénient majeur de ce plongement
est que pour récupérer les coordonnées d’un pointel particulier, nous devons parcourir, au pire
des cas, toute la composante connexe afin de trouver les coordonnées du point de départ. Pour les
opérations agissant sur toute la carte (comme l’affichage complet) ce n’est pas coûteux car nous
pouvons commencer le parcours par ces points particuliers. Par contre pour des opérations locales
(comme le calcul du périmètre d’une région) ce plongement entraîne un surcoût en temps rédhibi-
toire. En effet, dans ce cas il faut parcourir toute la composante connexe avant de pouvoir calculer
ce périmètre.

Un autre plongement, qui contrairement au précédent privilégie le temps d’exécution au détri-
ment de l’espace, consiste à associer à chaque sommet topologique de la carte lignel les coordon-
nées du pointel correspondant. Ce plongement est beaucoup plus coûteux en espace mémoire que
le précédent, mais les opérations pourront s’effectuer de manière minimale en nombre de brins
à parcourir. Suivant nos besoins particuliers, nous choisirons l’un ou l’autre plongement. Il est
également envisageable d’utiliser un plongement hybride, où certains sommets topologiques se-
raient associés aux coordonnées des pointels correspondant, et chaque brin serait associé au code
de Crack du lignel correspondant. Cette solution permettrait de diminuer la complexité moyenne
des opérations, en augmentant légèrement l’espace nécessaire.

2Le code de Crack est la restriction du code de Freeman à seulement quatre directions afin de représenter les contours
interpixel d’une région.
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4.3.2 La carte des frontières

Pour cette carte, nous utilisons sa principale propriété afin de définir un plongement efficace,
comme pour la carte lignel. Nous avons vu à la section précédente que chaque arête de cette carte
correspond à la suite maximale de lignels alignés d’une frontière. Cela permet de ne pas plonger les
arêtes. En effet, pour chaque arête de la carte, nous pouvons retrouver le plongement de ses deux
sommets extrémités, et reconstruire le plongement de cette arête qui est simplement le segment
de droite défini par ces deux sommets. Pour ce premier plongement, nous associons simplement à
chaque sommet de la carte des frontières les coordonnées du pointel correspondant. Ce plongement
est peu coûteux en espace mémoire en comparaison à l’espace utilisé pour le codage de la carte
elle-même. En effet le nombre de sommets est en moyenne égal à un tiers du nombre de brins
[BF97], et le codage des coordonnées d’un sommet demande moins d’espace que le codage d’un
brin. De plus, il est simple à mettre en œuvre étant donné que nous avons un seul type de cellule
à plonger. Enfin, retrouver le plongement des arêtes ou des faces se fait sans aucune difficulté ni
surcoût en complexité, en parcourant les brins et en récupérant les coordonnées de chaque sommet
rencontré.

La simplicité de ce plongement, et le fait qu’il est naturel3 font qu’il est souvent utilisé. Un
autre plongement moins coûteux en espace consisterait à conserver les coordonnées du pointel en
haut à gauche de chaque composante connexe, et à associer à chaque brin une direction et une
longueur. Mais le gain en espace mémoire n’est pas très important, alors que la complexité des
opérations augmente, comme nous l’avons vu pour la carte lignel.

4.3.3 La carte topologique

Pour ce dernier niveau, nous ne pouvons plus retrouver le plongement d’une arête à partir
du plongement de ses sommets extrémités. En effet, les arêtes de cette carte topologique peuvent
maintenant avoir un plongement quelconque et ne sont plus uniquement des segments de droite.

Un premier plongement consiste à associer à chaque arête la courbe de dimension1 repré-
sentant la frontière interpixel correspondante. Ce plongement a comme principal avantage d’être
simple car, comme pour la carte des frontières, un seul type de cellule est plongé. Nous avons
représenté figure 4.10 la carte topologique de notre exemple plongée de cette manière. Sur cette
figure, nous avons numéroté les brins de1 à 20. Nous associons à chaque arête une courbe de
dimension1 qui représente le plongement de la frontière correspondante. Nous avons représenté
ces courbes par une liste de sommets, qui peuvent être codés de plusieurs manières différentes.
Une solution consiste à les représenter par des1-cartes, la structure obtenue est alors hiérarchique.
Dans ce cas, ces courbes de dimension1 doivent être orientées dans le même sens que les brins qui
les désignent, afin de pouvoir, par exemple, reconstruire correctement le plongement d’une face
en récupérant la suite des plongements des arêtes qui la compose.

Pour représenter l’image de la figure 4.3, chaque sommet doit être associé aux coordonnées
du pointel correspondant dans l’image. Mais plusieurs sommets ont les mêmes coordonnées. Ce
sont les sommets géométriques associés au même sommet topologique de la carte. Par exemple,
les brins{2, 9, 19} représentent un sommet topologique de la carte. Les courbes1d associées à

3Quelqu’un ne connaissant pas les cartes combinatoires dessinera plus naturellement les arêtes comme des segments
de droite que comme des courbes quelconques.
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FIG. 4.10 – La carte topologique et son plongement arête.

chaque arête incidente à un de ces brins auront toutes les coordonnées de ce sommet en commun.
Cela se vérifie sur notre exemple, figure 4.10, où les sommetss1, s11 et s31 ont tous les mêmes
coordonnées puisqu’ils représentent le même pointel.

De manière générale, les sommets extrémités de chaque courbe frontière sont dupliqués autant
de fois qu’il y a d’arêtes incidentes à ce sommet dans la carte topologique. Cette redondance est
non seulement coûteuse en espace, mais également en temps d’exécution lors des mises à jour des
plongements. En effet, si nous voulons modifier les coordonnées d’un sommet, il faut le faire pour
tous les plongements des arêtes incidentes à ce sommet.

Afin d’éviter cette duplication, nous définissons un deuxième type de plongement pour lequel
nous plongeons les sommets ainsi que les arêtes de la carte topologique (cf. figure 4.11). Chaque
sommet sera plongé par les coordonnées du pointel correspondant, et chaque arête par la courbe de
dimension1 correspondant à la frontière interpixel associée, moins ses extrémités. Nous parlons
abusivement decourbe ouvertebien que ce ne soit pas exactement une courbe ouverte au sens
topologique du terme. L’avantage de ce plongement est de ne pas coder de manière redondante
les coordonnées des sommets extrémités des courbes frontières. Son inconvénient est que lorsque
nous voulons récupérer le plongement d’une courbe frontière, il faut le reconstruire en utilisant
les plongements des sommets incidents à l’arête correspondant à cette courbe frontière et le plon-
gement de l’arête. Mais cette reconstruction peut s’effectuer en temps linéaire et n’est donc pas
pénalisante par rapport à la carte des frontières.

Ce plongement est présenté figure 4.11 sur notre image d’exemple. Cette carte a sept sommets
topologiques (plongés par les sommetss1, s4, s5, s8, s11, s13 et s15), et dix arêtes topologiques
dont trois n’ont pas de plongement. En effet, lorsque le plongement d’une arête est un segment
de droite, comme c’est le cas sur notre exemple pour les trois arêtes{2, 8}, {4, 12} et {9, 18}, la
courbe1d correspondante privée de ses extrémités ne contient plus aucun sommet. Pour recons-
truire le plongement d’une arête incidente à un brinb, il suffit de récupérer, dans un premier temps,
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FIG. 4.11 – La carte topologique et son plongement sommet et arête « ouverte ».

le plongement du sommet incident à ce brin, puis le plongement de l’arête, et enfin le plongement
du sommet incident au brinβ2(b). La courbe1d constituée de la concaténation, dans cet ordre, des
sommets obtenus est le plongement de l’arête.

Sur notre exemple, afin de récupérer le plongement de l’arête incidente au brin19, nous ré-
cupérons le plongement du sommet incident à ce brin, c’ests1, puis les sommets du plongement
arête,s2 et s3, et enfin le plongement du sommet incident au brin1 (qui estβ2(19)), c’ests4. Le
plongement de l’arête est donc la courbe1d constituée des sommets[s1, s2, s3, s4]. Comme pour
le plongement précédent, les courbes de dimension1 doivent être orientées correctement, c’est-à-
dire dans le même sens que le brin « pointant » sur cette courbe, afin que la reconstruction soit
valide. Ce plongement est moins coûteux en espace mémoire que le précédent, et la complexité
en temps des opérations est identique, voire moins coûteuse. Par exemple l’opération de modifica-
tion des coordonnées d’un sommet de la carte est, pour ce plongement, moins coûteuse que pour
le plongement précédent. C’est ce plongement que nous utilisons par la suite, dans les différents
algorithmes travaillant sur la carte topologique.

4.4 Un premier algorithme d’extraction

Après avoir défini les trois niveaux de carte combinatoire et les plongements qui leur sont
associés, nous allons nous intéresser à la manière de construire ces diverses cartes à partir d’une
image segmentée en régions.

Nous présentons ici un premier algorithme « naïf » d’extraction. Cet algorithme a comme
principal avantage d’être simple, puisqu’il découle immédiatement des définitions de nos diffé-
rents niveaux de carte. En effet, ces définitions sont algorithmiques, et définissent chaque niveau
de carte à partir du niveau précédent et d’un type particulier de fusion. Pour définir totalement cet
algorithme, nous devons donc nous intéresser aux fusions dans les cartes combinatoires.

4.4.1 Les fusions dans les 2-cartes

Une fusion en dimensioni consiste à modifier deux objets adjacents de dimensioni pour en
obtenir un seul constitué de l’union des deux objets. Nous pouvons voir deux exemples de fusion
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FIG. 4.12 – Deux exemples de fusions.
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FIG. 4.13 – Fusion de faces en2d.

figure 4.12. Pour la dimensionn, il existe exactementn fusions possibles qui sont les fusions des
dimensions de1 . . . n. Ces opérations de fusions sont simples à écrire dans le cadre des cartes
combinatoires, et ce pour n’importe quelle dimension. Afin que cette opération de fusion puisse
s’effectuer correctement, la configuration des cellules que nous voulons fusionner est contrainte.

Lorsque nous voulons fusionner deuxi-cellules adjacentes,C1 etC2, nous parlons de fusion
le long de la(i − 1)-cellule incidente àC1 et C2 que nous appelons iciC. Pour que la fusion
puisse être appliquée,C doit être de degré1 ou 2. Intuitivement, la fusion consiste à supprimer
cette cellule. Lors de cette suppression, les deux cellulesC1 etC2 sont modifiées pour n’en faire
plus qu’une, mais s’il existe d’autres cellules incidentes àC, leurs relations d’incidences ne seront
alors plus valides. Le cas oùC est de degré1, revient en dimension2 à effectuer la fusion d’une
face le long d’un isthme (figure 4.14).

Remarquons que nous considérons ici la fusion de « base », consistant à fusionner deux cel-
lulesC1 etC2 uniquement le long d’une seule cellule. Il existe des fusions plus évoluées, permet-
tant de fusionner deux cellules qui possèdent des multi-adjacences en une seule opération. Mais
cette fusion de haut niveau peut être réalisée par un ensemble de fusions simples, et n’est pas utile
ici.

En dimension2, il existe deux types différents de fusions qui sont la fusion de faces (dimen-
sion2) et la fusion d’arêtes (dimension1). La figure 4.13 illustre le déroulement de l’algorithme 1
effectuant la fusion de deux faces.

Cet algorithme prend en entrée un brinb, et fusionne la face incidente à ce brin avec la face
incidente au brinβ2(b) (c’est pour cette raison queb doit nécessairement être cousu parβ2). Il
découd l’arête incidente au brinb par β0 et β1 (figure 4.13.b), puis coud les brins initialement
cousus à cette arête (figure 4.13.c). Remarquons qu’aucun traitement ne met à jour les éventuels
plongements car les sommets topologiques conservent les mêmes coordonnées avant et après la
fusion, et les éventuels plongements arêtes ne sont pas modifiés.
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Algorithme 1 Fusion de faces en2d
Entrée : Un brin b β2 cousu
Résultat : Les deux faces incidentes àb et àβ2(b) sont fusionnées.

t1 ← β0(b) ; t2 ← β1(b);
t3 ← β21(b) ; t4 ← β20(b);
β0-découdre(b) ; β1-découdre(b);
β0-découdre(β2(b)) ; β1-découdre(β2(b));
β1-coudre(t1, t3) ; β1-coudre(t4, t2);

t4t2

t1
t3
b

t4t2

t3 t1b

t2 t4

a. Avant la fusion. b.β0 etβ1 décousures des
brins centraux.

c.β1 couture des brins
décousus.

FIG. 4.14 – La fusion de faces en2d pour un cas dégénéré.

La seule modification éventuelle du plongement est réalisée de manière transparente, lors des
coutures et décousures. En effet, chaque sommet topologique doit être associé à exactement un
sommet géométrique. L’opération de décousure duplique un sommet géométrique si elle entraîne
la déconnexion d’un sommet topologique, et réciproquement l’opération de couture détruit un
sommet géométrique si elle regroupe deux sommets topologiques distincts. Dans ce dernier cas,
afin de pouvoir contrôler quel est le sommet détruit, nous fixons par convention que c’est toujours
le sommet appartenant au sommet topologique du deuxième brin passé en paramètre de la fonction
de couture.

Nous pouvons remarquer que cet algorithme effectue correctement la fusion de faces quelles
que soient leurs configurations, même dans les cas « dégénérés », par exemple pour la configu-
ration présentée figure 4.14. Cet exemple montre la fusion de faces le long d’une arête de degré
un (carβ0(b) = β2(b)). Nous pouvons vérifier que même dans ce cas la fusion de faces par l’al-
gorithme 1 ne pose aucun problème. En effet, les coutures et décousures s’effectuent uniquement
de manière locale, sans aucune contrainte sur la manière dont les brins doivent être cousus, à
condition que les brinsb etβ2(b) soient différents.

Comme pour la fusion de faces, la fusion d’arêtes incidentes à un sommet de degré deux se
fait de manière simple comme nous pouvons le voir sur l’algorithme 2.

La figure 4.15.a présente un exemple de carte avant la fusion d’arêtes, et le résultat de cette
fusion figure 4.15.b. Comme pour la fusion de faces, l’algorithme de fusion d’arêtes fonctionne
quelle que soit la configuration des brins, et quelle que soit la géométrie des arêtes.

Le fait de conserver le brinb ainsi que le brinc = β20(b) pour la nouvelle arête, évite toute
modification de plongement sommet. En effet, chaque sommet topologique conserve le même
plongement avant et après la fusion car nous ne modifions pas l’orbite des deux sommets incidents
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Algorithme 2 Fusion d’arêtes en2d
Entrée : Un brin b β1 cousu
Résultat : Les deux arêtes incidentes àb et àβ1(b) sont fusionnées.

t1 ← β1(b) ; t2 ← β2(b);
c← β2(t1) ; d← β1(t1) ; e← β1(t2);
β0-découdre(t1) ; β1-découdre(t1) ; β2-découdre(t1);
β0-découdre(t2) ; β1-découdre(t2) ; β2-découdre(t2);
β1-coudre(b, d) ; β1-coudre(c, e) ; β2-coudre(b, c);

b

ct2

t1

e

d
b

c
e

d

a. Avant la fusion. b. Après la fusion.

FIG. 4.15 – Fusion d’arêtes en2d.

à ces deux brins, nous supprimons seulement l’orbite du sommet à fusionner. Dans le cas où nous
avons un plongement arête, nous devons distinguer deux cas différents. Si les arêtes sont alignées,
il n’y a pas de modification à faire, car le plongement de l’arête est simplement le segment de
droite reliant les deux plongements sommets extrémités de l’arête. Par contre, si les deux arêtes ne
sont pas alignées, nous devons modifier le plongement arête afin de conserver toute la géométrie
de la frontière. Dans ce cas, il suffit d’ajouter les coordonnées du sommet supprimé en fin du
plongement arête du brinb. De plus, l’opération de couture parβ2 devra gérer le plongement arête,
afin de fusionner éventuellement les deux plongements des deux brins cousus. Ces opérations de
mise à jour du plongement se définissent simplement, et permettent ensuite d’oublier totalement
le plongement qui sera mis à jour de manière transparente par les opérations de base sur la carte.

4.4.2 L’algorithme d’extraction naïf

Les définitions des différents niveaux de carte, présentées section 4.2, nous donnent immédia-
tement l’algorithme 3 d’extraction. Cet algorithme prend en entrée une image segmentée en région,
et le niveau de simplification souhaité (un entier entre1 et3), et retourne la carte correspondante.

La première ligne de cet algorithme construit la carte de niveau0. Pour obtenir la carte de
niveau1, nous devons, d’après la définition 16, fusionner chaque couple de faces adjacentes et
appartenant à la même région. Nous utilisons pour cela l’opération de fusion présentée section
4.4.1. Cette fusion de faces s’effectue uniquement le long d’une arête. Nous devons éventuellement
fusionner plusieurs fois le même couple de faces, mais le long d’arêtes différentes. De plus, nous
devons également fusionner une face avec elle-même, afin de supprimer les éventuels isthmes.
Mais cette opération s’effectue, malgré cela, en complexité linéaire en le nombre de brins de
la carte. En effet, nous parcourons l’ensemble des arêtes de la carte, et pour chacune testons si
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Algorithme 3 Extraction « naïve » de la carte de niveaun en2d
Entrée : Une imageI segmentée en régions den1 × n2 pixels

n le niveau de la carte que nous voulons extraire
Sortie : La carte de niveaun de l’imageI.

1 Construire la carte de niveau0 correspondant àI;
2 Fusionner tout couple de faces adjacentes appartenant à la même région;

si n ≥ 2 alors
3 Fusionner tout couple d’arêtes alignées incidentes à un sommet de degré deux;

si n = 3 alors
4 Fusionner tout couple d’arêtes incidentes à un sommet de degré deux;

5 Calculer l’arbre d’inclusion des régions;

les deux faces qui lui sont incidentes sont de même région. Si c’est le cas nous effectuons leur
fusion, et sinon nous savons que cette fusion de faces ne sera jamais réalisée. Cette technique
nous permet de fusionner, lorsque cela est nécessaire, plusieurs fois les mêmes faces le long de
différentes arêtes, mais également de fusionner une face avec elle-même. Avec cette technique,
nous parcourons exactement une fois chaque arête de la carte, d’où la complexité linéaire en le
nombre de brins (car le nombre d’arêtes dans une2-carte fermée est égal à deux fois le nombre de
brins).

Ensuite, si le niveau désiré est le niveau2 ou3, nous devons d’après la définition 17, fusionner
chaque couple d’arêtes alignées incidentes à un sommet de degré deux pour obtenir la carte de
niveau2. Enfin, si la carte demandée est celle de niveau3, nous fusionnons chaque couple d’arêtes
incidentes à un sommet de degré deux d’après la définition 18. Ces deux types de fusions d’arêtes
ne peuvent pas être effectués entre deux fois la même arête, contrairement à la fusion de faces.
En effet, dans ce cas le sommet est de degré un, et nous ne devons alors pas effectuer de fusion.
Afin de réaliser ces deux étapes, nous utilisons le même principe que pour la fusion de faces.
Nous parcourons l’ensemble des sommets de la carte, testons pour chacun s’il est de degré deux,
et effectuons la fusion si c’est le cas. La complexité est donc à nouveau linéaire en le nombre de
brins de la carte.

Nous pouvons remarquer que pour l’extraction de la carte de niveau3, l’étape 3 pourrait être
supprimée, car les arêtes fusionnées lors de cette étape le seraient lors de l’étape 4. Mais conserver
cette étape permet d’avoir un parallèle total entre l’algorithme et les divers niveaux de simplifi-
cation. La carte de niveau0 est construite au début de l’algorithme, puis chaque nouvelle étape
construit le niveau suivant de simplification.

Cet algorithme ne présente pas les opérations concernant les modifications du plongement, car
elles sont faites de manière transparente lors de l’opération de fusion, de la manière déjà présentée
section précédente. Sa complexité globale est linéaire en le nombre de brins de la carte, car nous
venons de voir que c’est le cas pour le calcul de chacun des niveaux, et nous verrons section 4.4.3
que c’est également le cas de l’algorithme de calcul de l’arbre d’inclusion.
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4.4.3 Calcul de l’arbre d’inclusion

Le calcul de l’arbre d’inclusion s’effectue en dernière étape de notre algorithme d’extraction,
après avoir extrait la carte. Cet arbre est nécessaire afin de conserver les liens entre les diverses
composantes connexes de la carte, et pour les positionner les unes par rapport aux autres. Cet
algorithme est générique et fonctionne sur les3 niveaux de carte.

La notion d’inclusion utilisée ici est celle présentée définition 12 section 4.1.1. D’après cette
définition, une région est incluse dans une ou plusieurs régions. Mais il n’est pas nécessaire de
coder, pour une région, l’ensemble des régions dans laquelle elle est incluse car ces régions se
retrouvent sans difficulté grâce à la propriété de transitivité de la relation d’inclusion.

Nous représentons donc uniquement la relation d’inclusion directe (définition 13) au moyen
d’un arbre d’inclusion, un nœud associé à une régionRi est fils d’un nœud associé à une région
Rj si et seulement siRi est directement incluse dansRj . Cet arbre aura toujours pour racine la
région infinie. Si nous voulons retrouver, pour une régionRi, toutes les régions dans laquelleRi
est incluse, il suffit de parcourir l’arbre d’inclusion en partant du nœud associé àRi et de remonter
jusqu’à la racine. Chaque nœud rencontré lors de ce parcours est associé à une région dans laquelle
Ri est incluse.

Pour construire cet arbre d’inclusion, nous parcourons l’ensemble des brins de la carte, com-
posante connexe par composante connexe, ce qui permet de retrouver les diverses inclusions. Mais
pour cela, nous avons besoin d’un certain nombre d’informations que nous utilisons lors de cette
étape :

– chaque brin doit connaître sa région d’appartenance ;
– chaque régionr connaît un des brins de la carte associée à cette région. Nous appelons un tel

brin le représentantde sa région. Ce brin est soit le brin ayant comme plongement sommet
le pointel le plus en haut et à gauche der, soit si un tel brin n’existe pas, le brin ayant ce
même pointel dans son plongement arête ;

– nous connaissons la liste de toutes les régions de l’image, sans la région infinie. Cette liste
doit être ordonnée de sorte qu’une régionRi est inférieure à une autre régionRj si et
seulement siRi se rencontre avantRj lorsque nous parcourons l’image de haut en bas et de
gauche à droite.

Ces trois propriétés sont assurées par nos algorithmes d’extraction. La première lors de la construc-
tion de la carte de niveau0, la deuxième également lors de cette construction, puis en nous assurant
de la conserver lors de chaque fusion, et enfin la dernière par un parcours préalable de l’image,
en classant les régions rencontrées selon cet ordre. Ce sont ces propriétés qui nous assurent que la
région contenant la composante connexe en cours de traitement est bien la régionparent.

L’algorithme 4 calcule l’arbre d’inclusion d’une carte représentant les frontières d’une image
segmentée en régions. Il prend comme paramètres d’entrée une carte, qui peut être de n’importe
quel niveau, et la liste des régions de l’image, triée suivant l’ordre présenté ci-dessus.

Cet algorithme se décompose en deux boucles. La première parcourt l’ensemble des régions
de la listeL non marquées. En effet, quand une région est marquée, c’est qu’elle a déjà été traitée,
ainsi que toute la composante connexe incidente à cette région. Pour une région non marquée,
nous initialisons le brin de départ du parcours de la deuxième boucle comme étant le représentant
de cette région. La région dans laquelle la composante connexe incidente à ce brin est incluse est
forcément la région du brin cousu parβ2 au brin représentant de sa région. Cela est dû au fait
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Algorithme 4 Calcul de l’arbre d’inclusion en2d
Entrée : La carteC d’une imageI segmentée en régions

La listeL des régions de l’imageI
Sortie : L’arbre d’inclusionA correspondant.

Démarquer chaque région deL;
Ajouter un nœud associé àR0 dansA;

1 pour chaquerégionRi deL non marquéefaire
binit ← représentant(Ri);
parent← le nœud associé àrégion(β2(binit));

2 pour chaquebrin b de la composante connexe incidente àbinit faire
si région(b) non marquéealors

Ajouter un nœud associé àrégion(b) dansA;
Ajouter ce nœud comme fils deparentdansA;
Marquerrégion(b);

retourner A

que la liste des régionsL est ordonnée de telle manière qu’une régionRi apparaît avant une autre
régionRj si et seulement siRi se rencontre avantRj lorsque nous parcourons l’image de haut en
bas et de gauche à droite, mais également à la contrainte fixée sur les brins représentants.

De par notre ordre de parcours particulier de la listeL, nous savons, lorsque nous atteignons
une région non marquéeRi, qu’elle est forcément incluse dans une autre région déjà traitée, et
qu’à sa gauche et en-dessus de cette régionRi se trouve cette région dans laquelle elle est incluse.
Supposons queRi ne soit pas incluse dans une régionRj déjà traitée. Cela signifierait queRj
ne possède aucun pixel à gauche et au-dessus deRi, ce qui est en contradiction avec la définition
de l’inclusion. Pour cette même raison, nous sommes certains qu’à gauche et au-dessus deRi se
trouvent uniquement des pixels deRj . En effet, si nous trouvons à gauche ou en-dessus deRi
des pixels appartenant à une autre région queRj , cela voudrait dire que cette région serait avant
Ri dans la liste. Comme cette région appartiendrait à la même composante connexe queRi, elle
ne serait donc pas traitée, sinon nous aurions également traitéRi. Cela est en contradiction avec
le fait que nous parcourons la listeL en respectant son ordre, et en traitant les premières régions
rencontrées.

La boucle 2 consiste à parcourir chaque brin de la composante connexe (dans la carteC)
incidente à un brin de départ particulierbinit, qui est le représentant de la région en cours de
traitement. Avant cette boucle, nous avons donc initialisé ce brin de départ, ainsi que le nœud
associé à la région dans laquelle la composante connexe incidente à ce brin est incluse : c’est
parent. Au cours de ce parcours, chaque nouvelle région rencontrée est une région directement
incluse dans la région associée àparent. Nous associons donc à cette région un nœud dans l’arbre
d’inclusion qui est un fils du nœudparent. Comme nous parcourons tous les brins de la composante
connexe incidente àbinit, nous traitons donc toutes les régions incidentes (mais pas incluses) à la
région contenantbinit.

La complexité de cet algorithme est linéaire en le nombre de brins de la carte et en le nombre
de régions de l’image (en pratique, le nombre de régions est très inférieur au nombre de brins).
En effet, nous parcourons chaque brin exactement une fois, car nous parcourons les composantes
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connexes une par une, deux composantes connexes différentes étant forcément disjointes. Nous
parcourons également chaque région une seule fois car nous parcourons la listeL. Cet algorithme
de calcul fonctionne pour n’importe quel niveau de carte. De plus, son exécution est plus rapide
lorsque le niveau augmente, même si la complexité ne change pas, car le nombre de brins diminue
de plus en plus.

L’algorithme naïf d’extraction d’une carte à partir d’une image est l’application directe de la
définition des différents niveaux de carte. Il est simple à comprendre, et facilement implantable.
Mais il a comme inconvénient principal de créer au départ beaucoup de brins, pour en détruire
ensuite un grand nombre lors des différentes fusions. Cela pose deux problèmes majeurs. Tout
d’abord le temps nécessaire à la création et à la destruction de nombreux brins est important et
inutile. Ensuite, l’espace nécessaire à la construction du niveau0 peut être trop important pour
pouvoir construire cette carte, alors que la carte topologique demande un espace mémoire beau-
coup moins important et devrait donc pouvoir être calculée aisément. De plus, après avoir créé la
carte de niveau0, il faut parcourir chaque brinn fois pour obtenir la carte de niveaun. Bien que
cela ne modifie pas l’ordre de complexité, cela entraîne quand même une perte de temps d’exécu-
tion. Nous présentons donc une amélioration de cet algorithme naïf, utilisant la notion de précode
déjà utilisée par [Cha95, Fio95, Fio96, BFP99, BDF00]. Nous allons montrer qu’il y a un parallèle
entre le niveau de simplification que nous voulons extraire et le nombre de précodes à traiter. De
plus, notre approche particulière, basée sur nos différents niveaux de simplification, nous permet
de factoriser au maximum les précodes pouvant se traiter de manière identique.

4.5 Les précodes pour définir un algorithme optimal d’extraction

L’idée de Christophe Fiorio [Fio95, Fio96] était de ne pas construire, comme pour notre al-
gorithme d’extraction naïf, toute la carte de niveau0 pour la simplifier ensuite. Son algorithme
d’extraction effectue un balayage de l’image de haut en bas et de gauche à droite, avec une fenêtre
de2× 2 pixels, en exécutant un traitement dépendant de la configuration locale des pixels de cette
fenêtre.

Nous avons étendu cette idée, pour l’adapter à nos divers niveaux de carte, et nous avons
étudié précisément les configurations à traiter pour chacun de ces niveaux. L’idée générale de notre
démarche est de calculer la carte de manière incrémentale et directe, au moyen d’un seul balayage
de l’image. De plus, les traitements à effectuer vont dépendre uniquement de la configuration
locale des pixels, et vont créer exactement le nombre de brins nécessaires. L’originalité de ce
travail est principalement la factorisation des précodes pouvant se traiter de manière similaire.
Cette factorisation est facilitée par l’introduction des niveaux de simplification. Nous obtenons
alors des « classes » de précodes en fonction du niveau de simplification souhaité. Mais avant de
définir ces classes et de donner notre algorithme d’extraction, nous devons dans un premier temps
définir la notion de précode.

4.5.1 Les précodes

Nous balayons l’image de haut en bas et de gauche à droite. Au cours de ce balayage, nous
appelonspixel courantle pixel en cours de traitement, donc le dernier rencontré au cours de notre
balayage, etprécodeune configuration locale de pixels.
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FIG. 4.16 – Les15 précodes de la dimension2.

Définition 19 (précode) Un précodeen dimensionn est une partition de l’ensemble des2n n-
cellules de l’hypercube de longueur2.

Un précode est donc une partition{p1, . . . , pk} d’un ensemble de cellules. Chaquepi est
l’ensemble des cellules appartenant à la même région. Lorsquepi 6= pj , alors les cellules depi
appartiennent à une région différente des cellules depj .

Pour la dimension2, un précode est une fenêtre de2 × 2 pixels, le pixel courant étant celui
en bas à droite de cette fenêtre. Nous pouvons voir figure 4.16 les précodes de dimension2. Nous
représentons un précode en affectant une couleur différente à chaque élément de la partition. Deux
pixels de même couleur indiquent qu’ils appartiennent à la même région, et réciproquement.

Mais il faut effectuer le lien entre les précodes et les images segmentées en régions. Pour cela,
étant donné un précode, nous associons une région différente à chaquepi de la partition de ce
précode. Nous obtenons alors uneconfiguration, que nous dironscouvertepar ce précode. Un
précode couvre plusieurs configurations. En effet, pour un précode{p1, . . . , pk}, si nous avons
r régions distinctes dans l’image, nous pouvons affecterr régions àp1, r − 1 régions àp2, . . .,
r − k + 1 àpk. Le nombre de configurations couvertes par un précode est doncAkr = r!

(r−k)! .

Un précode en dimensionn étant une partition d’un ensemble de2n n-cellules, nous pouvons
donc calculer le nombre de précodes distincts qui est le nombre de manières de partitionner les
2n cellules. SoitNn le nombre de précodes à la dimensionn, nous pouvons calculerNn grâce
aux nombresSkl , appelés nombres de Stirling de première espèce.Skl donne le nombre de sur-

jections d’un ensemble del éléments dans un ensemble àk éléments.
Skl
k! donne alors le nombre

de partitions enk sous-ensembles d’un ensemble àl éléments. Dans notre cas,l = 2n. Il suffit
alors d’additionner les partitions à un ensemble, deux ensembles, . . ., à2n ensembles pour obtenir

le nombre de précodes. Nous avons donc :Nn =
∑2n

k=1
Sk2n
k! . Sachant queBl =

∑l
k=1

Skl
k! où

Bl sont les nombres de Bell donnés par la formule de récurrence suivante :Bl =
∑l−1

i=0
Bi.l!
i!(l−i)!

avecB0 = B1 = 1, nous pouvons alors calculer le nombre de précodesNn pour la dimensionn
qui estB2n . La formule précédente permet de calculer qu’il y a15 précodes différents pour la
dimension2, déjà présentés figure 4.16.

Définition 20 (précode non variété)On dit qu’un précode de dimensionn estnon variétési et
seulement s’il existe dans ce précode une partition n’étant pas2n-connexe. Nous appelons pré-
codevariétéun précode n’étant pas non variété.



50 Chapitre 4. La carte topologique en dimension 2

Pour la dimension2, nous pouvons voir sur la figure 4.16 que les trois derniers précodes
sont non variétés. La notion de précode est utile afin de définir les actions à effectuer lors de notre
balayage de l’image. Mais nous avons besoin d’une autre notion permettant de regrouper plusieurs
précodes : c’est la notion deprécode partiel.

Définition 21 (précode partiel) Un précode partielen dimensionn est une partition d’un sous-
ensemble des cellules d’un précode, chaque ensemble de la partition devant être un ensemble
2n-connexe.

a. b. c.

FIG. 4.17 – Deux exemples de précodes partiels (a et b) et un contre-exemple (c).

Nous pouvons voir figure 4.17 deux exemples de précodes partiels en dimension2 (a et b)
ainsi qu’un contre-exemple de précode partiel (c). Les pixels non représentés peuvent appartenir
à n’importe quelle région. La partition associée au précode présenté figure 4.17.c n’est pas un
précode partiel car un ensemble de cellules de la même région n’est pas4-connexe.

L’interprétation d’un précode partiel n’est pas totalement identique à celle d’un précode. En
effet, si nous appelons{p1, . . . , pk} la partition du précode partiel, chaquepi contient les cel-
lules étant de la même région. Mais contrairement aux précodes, deuxpi différents ne sont pas
obligatoirement de deux régions différentes. En fait il y a deux cas distincts. Étant donnépi 6= pj :

– pi ∪ pj est2n-connexe. Alors la région associée àpi est forcément différente de la région
associée àpj ;

– pi ∪ pj n’est pas2n-connexe. Alors la région associée àpi peut être égale ou différente de
la région associée àpj .

De manière intuitive, cela veut dire que le précode partiel fixe l’appartenance ou non à la même
région uniquement pour les régions voisines. Sur notre exemple, figure 4.17, le précode partiel
b indique uniquement que le pixel inférieur droit n’est pas de la même région que son voisin de
gauche, et pas de la même région que son voisin du haut. Mais il ne fixe aucune contrainte sur
l’appartenance à la même région des pixels en bas à gauche et en haut à droite, car leur union
n’est pas un ensemble4-connexe. Par contre, les deux ensembles de pixels du précode partiela ne
peuvent pas être de la même région car leur union est un ensemble4-connexe.

Les cellules n’étant dans aucun élément de la partition d’un précode partiel peuvent être de
n’importe quelle région, sans aucune contrainte. Nous les appelons lescellules libres. Un précode
partielcouvreplusieurs précodes : ce sont les précodes que l’on peut obtenir à partir du précode
partiel en affectant les cellules libres dans des autres partitions ou dans des nouvelles partitions, et
en faisant éventuellement des fusions respectant les contraintes déjà présentées.

Sur la figure 4.17, le précode partiela couvre les précodes3, 7 et9 de la figure 4.16. Le précode
partielb couvre les précodes2, 8, 11, 12, 13 et14. Nous pouvons remarquer que ce précode couvre
par exemple le précode2 où les pixels en bas à gauche et en haut à droite sont de la même région,
et couvre également le précode12 où ces deux pixels sont dans des régions différentes.
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4.5.2 Algorithme optimal et général d’extraction

L’algorithme général d’extraction d’une carte en une seule passe de l’image est simple puisque,
comme nous pouvons voir sur l’algorithme 5, il se résume par un balayage de l’image en exécutant
le code associé à chaque précode rencontré. Cet algorithme fonctionne pour tout type d’image :
segmentées ou non, étiquetage fort ou faible4. En effet, la seule information utilisée ici est la notion
de précode basée uniquement sur les configurations locales de pixels.

Algorithme 5 Extraction optimale de la carte de niveaun en2d
Entrée : Une imageI segmentée en régions den1 × n2 pixels

n le niveau de la carte que l’on veut extraire
Sortie : La carte de niveaun de l’imageI.

1 last← Construire le bord supérieur de la carte;
2 pour j = 1 à n2 + 1 faire

pour i = 1 à n1 + 1 faire
last← Exécuter le code associé au précode(i, j) du niveaun;

3 Calculer l’arbre d’inclusion des régions;

Nous considérons ici que l’image est constituée des pixels dont les coordonnées vont de
1 . . . n1 en x, et de1 . . . n2 en y, et qu’elle est entourée d’une région infinie. Le précode(i, j)
est le précode ayant comme pixel courant (c’est le pixel en bas à droite de la fenêtre2×2) le pixel
(i, j).

La première étape de cet algorithme consiste à construire le bord supérieur de la carte. En
effet au cours de cet algorithme, l’invariant est que la carte correspondant aux pixels plus anciens
(pour notre ordre de parcours) a déjà été construite. Cet invariant garantit, à tout moment, qu’il
existe un brin à gauche et au-dessus du pixel courant que l’on appelle respectivementlast et up
(cf. figure 4.18).

Pixel courantlast

up?

FIG. 4.18 – Les brinslast etuppar rapport au pixel courant.

Avant de commencer le parcours de l’image, le pixel courant est le pixel(1, 1) et pour que
cet invariant soit vérifié, nous devons avoir construit la carte pour les pixels de la région infinie
à gauche ou au-dessus de ce pixel. C’est cette carte qui va être créée au cours de cette première
étape détaillée plus précisément section 4.5.6.

Au cours de notre algorithme d’extraction, nous conservons le brinlast qui permet de « rac-
crocher » le bout de la nouvelle carte à l’ancienne. Il nous suffit de conserver ce brin, car le brin
uppeut se calculer facilement à partir de ce brin, à l’aide de l’algorithme 6.

4On parle d’étiquetage fort si chaque région possède une étiquette unique, et d’étiquetage faible si deux régions non
connexes peuvent avoir une même étiquette.
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Algorithme 6 Calcul du brinupen2d
Entrée : last le brin à gauche du pixel courant
Sortie : up le brin au-dessus du pixel courant.

up← β0(last);
tant que upestβ2-cousufaire

up← β20(up))

retourner up;

up

last last

up up

last last

up

a. b. c. d.

FIG. 4.19 – Les quatre configurations possible des brinslast etup.

Pour cet algorithme, nous partons du brinlast et nous « tournons » autour du sommet incident
à ce brin jusqu’à trouver un brin qui n’est pasβ2-cousu. Ce brin est alors le brinup, car tous les
autres brins incidents à ce sommet sont forcémentβ2-cousus. Nous pouvons voir figure 4.19 les
quatre configurations possibles des brinslastetup. Sur cette figure, nous avons représenté le pixel
courant, et les différentes possibilités des cartes déjà construites. Ce sont les seules car la carte que
nous construisons est associée aux frontières interpixel, ce qui limite les configurations possibles.
Nous voyons sur cette figure que l’algorithme de calcul du brinup à partir du brinlast effectue,
dans le casd qui est le pire des cas, deux tours dans la boucle « tant que ». Nous notons, dans les
prochaines figures,l le brin last etu le brinupafin de condenser la notation.

Après avoir créé le bord supérieur de l’image dans l’algorithme 5, le brinlast est initialisé
comme étant le brin vertical en haut à gauche de ce bord. L’algorithme d’extraction effectue ensuite
un parcours de l’image de haut en bas et de gauche à droite, en exécutant chaque traitement associé
au précode courant. Chacun de ces précodes modifie la carte localement, et retourne le brin vertical
en bas à droite de ce précode, qui est alors affecté àlastpour le prochain précode. Étant donné que
l’image est plaquée sur un cylindre, ce traitement est valable pour tous les précodes, même ceux
du bord. Nous consacrons la section 4.5.6 à la gestion du bord de l’image et à la manière dont il
est utilisé lors de l’algorithme d’extraction.

Enfin, après avoir extrait la carte, il faut, comme pour l’algorithme naïf, construire l’arbre
d’inclusion qui permet de faire le lien entre les éventuelles composantes connexes de la carte. Cet
algorithme est l’algorithme 4 présenté section 4.4.3. Pour ce second algorithme d’extraction, le
parcours préalable de l’image afin d’obtenir la liste des régions triées selon leur ordre d’apparitions
n’est plus nécessaire. En effet, cette liste peut maintenant être créée durant le même parcours que
celui construisant la carte.

Cet algorithme optimal d’extraction est générique. En effet, pour extraire un niveau particulier
de carte, il faut définir quels précodes nous devons traiter, et comment nous allons les traiter. C’est
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FIG. 4.20 – Les quatre précodes pour obtenir la carte lignel.

simplement pour ces définitions qu’il y aura une distinction entre les différents niveaux. Nous
étudions, dans un premier temps, les précodes nécessaires à l’extraction de la carte lignel.

4.5.3 Les précodes pour la carte lignel

Pour trouver les précodes à traiter afin d’extraire une carte spécifique, nous devons regarder
quelles sont les fusions à effectuer afin d’obtenir cette carte, et étudier l’implication de ces fusions
sur le traitement du précode local. En effet, étant donné que nous avons déjà construit la carte des
pixels plus anciens, nous devons uniquement étudier le traitement à réaliser pour le pixel courant.

Pour la carte lignel, la seule fusion à effectuer est celle de faces adjacentes appartenant à la
même région (cf. définition 16). Nous considérons donc uniquement les deux voisins à gauche et
au-dessus du pixel courant. En effet, ce sont les deux seules fusions de faces possibles avec le pixel
courant. Il faut étudier toutes les combinaisons de fusion ou non du pixel courant avec ces deux
voisins. Nous obtenons alors4 possibilités qui sont les4 précodes présentés figure 4.20.

Sur cette figure, nous avons représenté sur la première ligne les précodes (que nous appelons
par la suiteprécodes lignels), sur la deuxième ligne l’état de la carte correspondante avant de traiter
le pixel courant, et sur la dernière ligne la carte à obtenir après avoir traité ce précode. Nous ne
connaissons pas l’ensemble des brins présents dans la carte étant donné que nous ne savons pas la
région d’appartenance du pixel libre dans les précodes partiels. Mais il est suffisant de connaître les
brins last etupcar les modifications à effectuer porteront uniquement sur ces brins. De même, les
cartes obtenues après traitement des précodes sont des représentations partielles où nous montrons
uniquement les brins modifiés.

Pour trouver le code associé à chaque précode, il suffit de regarder la carte avant le traitement
de ce précode, de la comparer à la carte que nous voulons obtenir, et d’écrire la suite d’opérations
permettant de transformer la première carte en la seconde. Nous pouvons voir sur les algorithmes 7,
8, 9 et 10 que ce code est simple à écrire. De plus, il est facile de vérifier sur la figure 4.20 que ces
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quatre algorithmes effectuent correctement les modifications des cartes de départ pour arriver aux
cartes finales.

Algorithme 7 Code associé au précodel1 en2d
Entrée : last etup

(x, y) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

a← β0(last) ; b← β1(up);
β0-découdre(last) ; β1-découdre(up);
β1-coudre(up, last) ; β1-coudre(a, b);
Le plongement du sommet incident àlast← (x, y);
retourner up;

Algorithme 8 Code associé au précodel2 en2d
Entrée : last etup

(x, y) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

a← un nouveau brin ;b← un nouveau brin;
c← β1(last) ; β1-découdre(last);
β1-coudre(a, b) ; β1-coudre(b, c);
β1-coudre(last, a) ; β2-coudre(up, last);
Le plongement du sommet incident àb← (x, y);
retourner a;

Algorithme 9 Code associé au précodel3 en2d
Entrée : last etup

(x, y) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

a← un nouveau brin ;b← un nouveau brin;
c← β1(up) ; β1-découdre(up);
β1-coudre(a, b) ; β1-coudre(b, c);
β1-coudre(up, a) ; β2-coudre(last, b);
Le plongement du sommet incident àa← (x, y);
retourner up;

Algorithme 10 Code associé au précodel4 en2d
Entrée : last etup

(x, y) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

a← un nouveau brin ;b← un nouveau brin;
c← un nouveau brin ;d← un nouveau brin;
β1-coudre(a, b) ; β1-coudre(b, c);
β1-coudre(c, d) ; β1-coudre(d, a);
β2-coudre(last, a) ; β2-coudre(up, b);
Le plongement du sommet incident àd← (x, y);
retourner c;
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FIG. 4.21 – Les arbres de couverture des quatre précodes lignels.
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FIG. 4.22 – Les deux précodes couverts par le précodel1 en2d.

Pour ces algorithmes, ainsi que pour tous les suivants, nous considérons qu’à chaque sommet
de la carte sont associées les coordonnées du pointel correspondant. Les fonctions de coutures et de
décousures dupliquent ou fusionnent donc les plongements lorsque c’est nécessaire, comme nous
l’avons présenté section 4.4. Le traitement d’un précode peut s’écrire de plusieurs manières. Nous
avons essayé d’être minimal en nombre d’opérations afin d’être optimal en temps d’exécution.
Nous avons également organisé les coutures et décousures de façon à minimiser les modifications
de plongements.

Nous pouvons vérifier que les quatre précodes lignels couvrent bien toutes les configurations
que nous pouvons rencontrer dans l’image. En effet, les15 précodes les couvrent bien toutes par
définition, et les quatre précodes lignels couvrent bien ces15 précodes comme nous pouvons le
voir figure 4.21. Sur cette figure, un précodep1 est fils d’un précode partielp2 lorsquep1 est
couvert parp2. À l’aide de ces arbres, nous pouvons également vérifier que les traitements à
effectuer pour deux précodes couverts par le même précode partiel sont identiques. C’est pour
cette raison que nous n’avons pas besoin de définir15 traitements différents mais simplement4.

Il est intéressant d’étudier plus précisément le précodel1. En effet, il couvre les précodes1 et
4, qui semblent assez différents, mais que nous traitons pourtant avec le même algorithme. Nous
pouvons voir ces deux précodes figure 4.22, ainsi que la carte avant et après leurs traitements. La
seule différence entre ces deux précodes, porte sur les brins appelésa et b pour le précode4. En
effet, dans ce cas, il fautβ1-coudrea à b, alors que cette opération n’est pas utile pour le précode
1. Mais cette opération, bien qu’inutile, n’est pas source d’erreur. En effet, pour ce précode1, nous
avons alorsa = u et b = l, etβ1-coudrea à b revient à « recoudre »u à l, qui étaient déjàβ1-
cousus. Nous pouvons donc effectuer cette opération de couture tant pour le précode1 que pour le
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FIG. 4.23 – Les deux précodes pour obtenir la carte des frontières en2d.

précode4, ce qui permet d’obtenir un seul traitement et évite d’avoir à tester précisément quel est
le précode courant.

La définition des quatre précodes lignels et de leur traitement définit complètement l’algo-
rithme optimal d’extraction de la carte lignel.

4.5.4 Les précodes pour la carte des frontières

L’extraction de la carte des frontières nécessite de fusionner chaque couple d’arêtes alignées
incidentes à un sommet de degré deux (cf. définition 17). Étant donné que nous effectuons la
construction de cette carte en une seule passe, nous devons fusionner également les faces adja-
centes de même région (fusion nécessaire pour obtenir la carte de niveau1). Il est facile de voir
qu’il existe seulement deux cas pour lesquels deux arêtes alignées sont incidentes à un sommet de
degré deux : ce sont les précodes présentés figure 4.23. C’est donc seulement ces deux précodes
qu’il va falloir traiter (en plus des quatre de la carte lignel), et c’est uniquement dans ces deux cas
que nous allons fusionner deux arêtes. Nous devons conserver les quatre précodes lignel, car nous
devons, lorsque nous ne sommes pas dans un de ces deux précodes frontières, traiter la configura-
tion courante par l’un des quatre précodes lignels afin de réaliser les éventuelles fusions de faces
nécessaires.

Sur chaque ligne de la figure 4.23, nous avons représenté le précode, puis la carte avant son
traitement et enfin celle obtenue après traitement. Contrairement aux quatre précodes lignels, nous
connaissons ici tous les brins présents dans la carte avant le traitement du précode. En effet, ces
deux précodes ne sont pas partiels, et nous connaissons donc les régions des quatre pixels. Comme
pour la carte lignel, l’écriture des algorithmes de traitement de ces deux précodes se fait de manière
simple comme le montrent les algorithmes 11 et 12.

Pour ces deux précodes, nous ne faisons pas de modification de plongement, excepté pour le
« nouveau sommet ». En effet, par exemple pour le précodef1, nous conservons les brinsa et u
car ce sont ceux qui ont les plongements sommets que nous voulons obtenir dans la carte résultat.
Pour le précodef2, par exemple lors de laβ0-couture deb aveca, il y avait avant deux sommets
topologiques distincts (incidents aux brinsb et c) et après la couture il n’y en a plus qu’un. Dans
ce cas, l’ordre de la couture importe : c’est toujours le sommet ayant un rapport avec le premier
brin passé en paramètre qui est conservé. Lors du traitement du précodef2, nous conservons donc
bien le plongement du sommet incident àb.
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Algorithme 11 Code associé au précodef1 en2d
Entrée : last etup

(x, y) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

a← β0(last) ; b← β1(last);
c← β1(up) ; d← β1(c);
β1-découdre(last) ; β0-découdre(c);
β1-découdre(c) ; β2-découdre(c);
β1-coudre(last, c) ; β1-coudre(c, b);
β1-coudre(up, d) ; β2-coudre(up, a);
Le plongement du sommet incident àc← (x, y);
retourner last;

Algorithme 12 Code associé au précodef2 en2d
Entrée : last etup

(x, y) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

a← β0(last) ; b← β1(last) ; c← β1(up);
β0-découdre(last) ; β1-découdre(last) ; β1-découdre(up);
β1-coudre(up, last) ; β1-coudre(last, c) ; β0-coudre(b, a);
Le plongement du sommet incident àlast← (x, y);
retourner up;

Remarquons également que pour ces deux précodes, nous conservons un brin particulier,c
pour le précodef1 et l pourf2, qui est d’abord totalement décousu avant d’être ensuite utilisé à
un autre endroit de la carte. Nous aurions pu choisir de détruire ce brin, et ensuite de créer un
nouveau brin. Mais notre solution évite une destruction suivie d’une création, et permet donc un
gain de temps d’exécution.

Pour extraire directement la carte des frontières à partir d’une image, nous appliquons l’algo-
rithme 5 en cherchant à chaque étape de la boucle quel est le précode courant, parmi les6 précodes
possibles (les2 précodesf1 et f2 plus les4 précodes lignels) et en exécutant le code correspon-
dant. Nous pouvons vérifier que ces six précodes couvrent bien toutes les configurations que nous
pouvons rencontrer dans l’image sur les arbres de couverture présentés figure 4.24. Nous voyons
sur cette figure que les deux précodesf1 et f2 couvrent uniquement un seul précode étant donné
que ce ne sont pas des précodes partiels.

4.5.5 Les précodes pour la carte topologique

Pour ce niveau, nous devons fusionner chaque couple d’arêtes incidentes à des sommets de
degré deux (cf. définition 18). Il existe seulement quatre cas différents pour lesquels cette fusion
doit être réalisée. Ce sont les quatre précodes présentés figure 4.25. Cette figure montre sur la
première ligne ces précodes, sur la deuxième la configuration de la carte avant de traiter le précode
correspondant, et sur la dernière ligne la carte à obtenir après ce traitement. Nous n’avons pas
représenté le plongement des arêtes sur les cartes de cette figure, mais il faut bien entendu le
modifier. Nous supposons que le plongement de la carte est celui décrit section 4.3 au moyen d’un
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FIG. 4.24 – Les arbres de couverture pour la carte des frontières en2d.

t1 t2 t3 t4

l

u u
a

b

c

l l

u
a

bc
d

l

u
a

b

u
la

bc
ua

lb

c
u

l

a
c

l

u
a

b

FIG. 4.25 – Les quatre précodes pour obtenir la carte topologique en2d.

plongement sommet et d’un plongement arêtes ouvertes. Les algorithmes 13, 14, 15 et 16 donnent
le code associé à ces quatre précodes.

Algorithme 13 Code associé au précodet1 en2d
Entrée : last etup

(x, y) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

a← un nouveau brin ;b← un nouveau brin;
c← β1(last) ; β2-coudre(up, a);
Ajouter le plongement sommet delast en fin du plongement arête dea;
β0-découdre(last) ; β1-découdre(last);
β1-coudre(a, last) ; β1-coudre(last, b);
β1-coudre(b, a) ; β0-coudre(c, up);
Le plongement du sommet incident àb← (x, y);
retourner last;
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Pour l’algorithme 13, nous savons que le brinup ne possède pas de plongement arête car il
n’est pasβ2-cousu. Au cours du traitement de ce précode, il estβ2-cousu au brina et forme donc
désormais une arête. Afin de conserver le plongement, nous devons initialiser le plongement de
cette arête comme étant une courbe réduite à un seul sommet : l’ancien sommet incident au brin
last. Cette initialisation est réalisée au moyen d’une méthode générique qui ajoute les coordonnées
d’un point en fin d’un plongement arête. Dans ce cas, étant donné qu’il n’y a pas de plongement
arête, cela revient à initialiser ce plongement. Les plongements sommets n’ont pas besoin d’être
mis à jour, excepté le nouveau sommet, car les méthodes de coutures se chargent de modifier
correctement les plongements suivant les évolutions des orbites sommets. Par exemple pour la
dernière couture de l’algorithme 13, il y a deux sommets topologiques incidents àc et àa. Le
plongement sommet conservé est celui du sommet ayant un lien avec le premier paramètre, c’est-
à-dire le sommet incident àc.

Algorithme 14 Code associé au précodet2 en2d
Entrée : last etup

(x, y) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

a← β0(last) ; b← β1(last) ; c← β1(up);
Ajouter le plongement sommet delast en fin du plongement arête dea;
β0-découdre(last) ; β1-découdre(last) ; β1-découdre(up);
β0-coudre(b, a) ; β1-coudre(up, last) ; β1-coudre(last, c);
Le plongement du sommet incident àlast← (x, y);
retourner up;

Pour l’algorithme 14 traitant le précodet2, l’arête incidente au brina possède peut-être un
plongement. Mais l’ajout en fin des coordonnées d’un sommet fonctionne correctement, que
l’arête ait un plongement ou non. Pour les plongements sommets, il faut initialiser correctement
celui du sommet incident au brinlast, mais les autres n’ont pas besoin de mise à jour, toujours
grâce aux coutures qui vont éventuellement les modifier.

Algorithme 15 Code associé au précodet3 en2d
Entrée : last etup

(x, y) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

a← β0(last) ; b← β1(up) ; c← β2(b);
d← β1(c) ; t1 ← β1(b) ; t2 ← β1(d);
Ajouter le plongement sommet delast en fin du plongement arête dea;
Fusionner le plongement arête deb en fin du plongement arête dea;
β0-découdre(b) ; β1-découdre(b) ; β2-découdre(b);
β0-découdre(d) ; β1-découdre(d) ; β2-découdre(d);
β0-découdre(last) ; β1-coudre(a, t1) ; β1-coudre(c, t2);
β1-coudre(up, last);
β2-coudre(a, c);
détruire les brinsb etd;
Le plongement du sommet incident àlast← (x, y);
retourner up;
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Pour le traitement du précodet3, nous pouvons remarquer sur l’algorithme 15 qu’il est un
peu plus complexe que les précédents. En effet, il est possible que les arêtes incidentes au brina
et au brinb possèdent toutes deux un plongement arête. C’est pour cette raison que nous devons
« fusionner » ces deux plongements, en insérant au milieu les coordonnées du sommet incident
au brinlast. La méthode se chargeant de cette fusion doit fonctionner sur des plongements vides,
pour traiter les cas où une ou les deux arêtes n’ont pas de plongement arête. De plus, il faudra faire
attention à l’ordre des plongements lors de cette fusion. Suivant la manière dont les courbes de
dimension1 sont implantées, nous pourrons avoir besoin de retourner une des deux courbes afin
d’effectuer correctement la fusion. Lors de laβ2-couture dea avecc, si les deux brins ont tous
deux un plongement arête, seul celui dea sera conservé, l’autre sera alors détruit.

De plus, cet algorithme nécessite un pré-traitement afin de gérer correctement le cas particulier
où une région est incluse dans une autre sans avoir d’autre région adjacente (comme pour la région
R4 de notre image d’exemple). Dans ce cas, la frontière entre les deux régions est composée d’une
boucle. Avant d’exécuter le traitement du précodet3, il est donc nécessaire de tester si l’arête
incidente au brinβ0(last) est la même que celle incidente au brinβ1(up). Lorsque c’est le cas, il
n’y a pas de fusion d’arêtes à exécuter étant donné que le sommet est de degré un. Il suffit alors
d’exécuter le traitement du précodel1 à la place de celui det3 (l1 est le précode père det3 dans la
hiérarchie présentée figure 4.26). Le traitement del1 va effectuer les mêmes fusions de faces que
celui det3, mais ne va pas fusionner les arêtes. Après ce traitement, nous obtenons bien la boucle
représentant la frontière entre la région incluse et la région qui l’entoure.

Algorithme 16 Code associé au précodet4 en2d
Entrée : last etup

(x, y) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

a← β0(last) ; b← β1(up) ; c← β1(b);
Ajouter le plongement sommet delast en fin du plongement arête dea;
β0-découdre(last) ; β0-découdre(b);
β1-découdre(b) ; β2-découdre(b);
β1-coudre(up, c) ; β2-coudre(up, a);
β1-coudre(a, b) ; β1-coudre(b, last);
Le plongement du sommet incident àlast← (x, y);
retourner b;

L’algorithme 16 est plus simple car nous sommes sûrs que le brinup n’a pas de plongement
arête, étant donné qu’il n’est pasβ2-cousu. Son traitement est similaire à ceux déjà présentés des
précodest1 et t2.

Maintenant que nous disposons des quatre algorithmes associés aux quatre précodes topolo-
giques, nous pouvons extraire la carte topologique en une seule passe de l’image au moyen de
l’algorithme optimal (algorithme 5) qui teste quel est le précode courant, parmi les10 possibles
(les4 lignels plus les2 frontières plus les4 topologiques). Nous pouvons voir que cet algorithme,
bien qu’un peu long à décrire en détail, est simple, et facile à implanter. De plus, nous avons un
algorithme optimal, qui ne fait aucune opération inutile, qui crée directement le nombre de brins
nécessaires tout en conservant le plongement sous forme de courbes de dimension1 combinées
avec le plongement des sommets.
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FIG. 4.26 – Les arbres de couverture pour la carte topologique en2d.

Nous vérifions sur la figure 4.26 que les dix précodes couvrent bien toutes les configurations
que nous pouvons rencontrer dans l’image. Nous voyons que le seul précode couvrant encore
plusieurs cas est le précodel4. Ce cas regroupe tous les précodes pour lesquels il n’y a aucune
fusion à faire. Ces cas sont seulement au nombre de6, mais nous verrons qu’ils sont beaucoup plus
nombreux en dimension3. Nous voyons que les précodes non variétés sont tous couverts par le
précodel4. En effet, nous représentons uniquement la4-connexité entre les régions, et de ce point
de vue les précodes non variétés13, 14 et 15 sont équivalents au précode12 pour lequel aucune
fusion n’est nécessaire. Il est possible d’envisager une extension de nos travaux afin de représenter
la 8-connexité, et dans ce cas ces précodes devraient alors être traités de manière différente.

Maintenant que nous avons défini totalement les algorithmes d’extraction des trois niveaux de
carte possibles, nous allons revenir sur la gestion du bord de l’image. En effet, c’est grâce à sa
définition adéquate que l’algorithme d’extraction reste simple, sans traiter un grand nombre de cas
particuliers.

4.5.6 Le bord de l’image

Pour traiter les bords de l’image, une première solution consiste à traiter différemment les
premières et dernières lignes et colonnes. Mais cela oblige à définir le traitement de chaque pré-
code de plusieurs manières différentes, avec de légères variations à chaque fois. Cette multitude
de méthodes risque d’être une source d’erreurs, et rend beaucoup plus difficile les évolutions ou
modifications des précodes. De plus, l’algorithme d’extraction perd en lisibilité, car il faut alors
effectuer le parcours de la première et de la dernière ligne dans une boucle spécifique, et pour
chaque ligne traiter différemment la première et dernière colonne.

Afin de compter le nombre de méthodes supplémentaires que cette solution oblige à traiter,
nous schématisons le bord d’une image au moyen des précodes figure 4.27. Cette figure mon-
tre quels précodes peuvent être rencontrés suivant la position du pixel courant dans l’image. De
manière évidente, les quatre angles de l’image sont toujours fixes car un seul pixel appartient à
l’image, les trois autres sont des pixels appartenant à la région infinie donc tous de la même ré-
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FIG. 4.27 – Les précodes possibles en fonction du bord de l’image.
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a. L’image sur un cylindre : les pixels reliés par
une flèche sont identifiés.

b. La carte pour le bord supérieur de
l’image.

FIG. 4.28 – Gestion du bord en2d.

gion. Pour les quatre bords (privés des angles), nous pouvons avoir à chaque fois deux précodes
différents qui sont donnés sur la figure. Par exemple, sur le bord gauche de l’image, nous pouvons
avoir uniquement le précode7 ou le précode11. Chacun de ces précodes doit avoir un traitement
particulier suivant sa position dans l’image. Par exemple le précode7 doit avoir un traitement dif-
férent s’il se trouve sur le bord gauche, le bord droit ou au milieu de l’image. Nous devons donc
définir12 traitements particuliers afin de gérer correctement le bord de l’image.

Cette solution étant trop lourde à mettre en œuvre, nous avons décidé de gérer le bord en
considérant que l’image est plaquée sur un cylindre (cf. figure 4.28.a). Cette solution permet de ne
pas se préoccuper de la position du pixel courant dans l’image : le traitement du précode courant est
identique dans tous les cas. Pour mettre en œuvre ce traitement, il suffit de créer le bord supérieur
de l’image de la manière présentée sur l’exemple figure 4.28.b. Ce bord étant fermé pourβ1, il
simule le fait que l’image est sur un cylindre.

La figure 4.28.a présente une image den1×n2 pixels. Le fait de considérer qu’elle est entourée
par la région infinie permet d’avoir des pixels tout autour de l’image (aux coordonnées(0, y),
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FIG. 4.29 – Déroulement de l’algorithme d’extraction de la carte lignel en2d.

(n1 + 1, y), (x, 0) et (x, n2 + 1)) appartenant tous à la région infinie. Ensuite, plaquer cette image
sur un cylindre revient à identifier chaque pixel(n1 + 1, j) au pixel(0, j + 1) (sur la figure 4.28.a
nous identifions les pixels reliés par une flèche). Au cours du balayage de l’image, nous ne nous
préoccupons plus de savoir si nous sommes en train de traiter un précode de bord ou non.

De par la conception initiale du bord, lorsque nous sommes sur le bord droit, nous créons le
bord gauche de la ligne suivante. Pour cette raison, les coordonnées du prochain pointel à créer
sont calculées modulo la largeur de l’image plus un. Si les coordonnées du pixel courant sont
(i, j), les coordonnées du nouveau pointel sont(i modulo(n1 + 1), j + (i div (n1 + 1)).

Afin de comprendre le fonctionnement de notre algorithme optimal d’extraction (algorithme 5
page 51) lorsque nous traitons des précodes de bord, nous déroulons cet algorithme sur l’image
présentée figure 4.28.a pour extraire la carte lignel. La carte initiale est donc le bord supérieur
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de l’image (figure 4.28.b). La figure 4.29 montre quelques étapes importantes de l’algorithme.
Les coordonnées des pixels sont données figure 4.28, et les coordonnées d’un pointel en haut et
à gauche d’un pixel(x, y) sont(x − 1, y − 1). De ce fait, le premier pointel de l’image a pour
coordonnées(0, 0).

Après avoir traité la première ligne, mais avant d’avoir traité le dernier pixel, nous avons ob-
tenu la cartea. Nous traitons ensuite le dernier précode de cette ligne (qui est forcément le précode
3 quelle que soit l’image). Après ce traitement, nous obtenons la carteb. En effet, les coordonnées
du pixel courant sont(4, 1). Le nouveau sommet aurait dû être plongé aux coordonnées(4, 1),
mais grâce au cylindre, il va être plongé aux coordonnées(0, 2). Nous voyons sur la carteb que
lastdésigne bien le brin qui est à gauche du prochain pixel courant. Le brinupsera donc également
correctement calculé. La cartec montre le cas similaire pour la ligne suivante. Cette carte montre
la situation avant de traiter le dernier précode de cette ligne, et la carted après l’avoir traité.

Pour le traitement de la dernière ligne, la carteemontre la carte avant le traitement du premier
précode de cette ligne. Nous pouvons vérifier à l’aide des cartesf, g eth l’évolution de la carte lors
du traitement des précodes de la dernière ligne. Enfin, la cartei montre le traitement du dernier
précode de l’image. Après ce précode, la carte lignel de l’image est fermée, et le bord initial se
retrouve maintenant en bas, et déconnecté. Étant devenu inutile, il est détruit.

Nous avons montré ici comment le bord intervenait lors de l’extraction d’une carte lignel.
Cela fonctionnera exactement de la même manière pour l’extraction des autres niveaux de carte.
En effet, quel que soit ce niveau, le bord de l’image est toujours le même et représente les lignels
de celui-ci, les fusions d’arêtes étant exclusivement réalisées pour les brins au « milieu » de la
carte en cours de construction.

4.6 Expérimentations et analyse

Nous avons implanté entièrement l’algorithme optimal d’extraction à base de précodes pour
les trois niveaux de carte possible. Pour les niveaux1 et2 nous avons utilisé uniquement un plon-
gement sommet où nous associons les coordonnées du pointel correspondant à chaque sommet
topologique de la carte, et pour le niveau3 le plongement sommet plus arête ouverte présenté
section 4.3. Nous avons codé les courbes de dimension1 avec des1-cartes, ce qui nous permet
d’avoir une structure hiérarchique. De plus, cette méthode s’étend sans problèmes en dimension
supérieure, où nous pouvons plonger chaque cellule topologique de dimensioni par unei-carte.
Pour comparer l’espace mémoire nécessaire aux différents niveaux de carte de manière « équi-
table », nous avons implanté le plongement de manière optimisée pour chacun de ces niveaux.

Nous allons étudier et comparer les résultats d’extraction des trois niveaux de carte pour deux
types d’images différentes. Dans un premier temps, section 4.6.1, nous avons étudié les images
classiquement utilisées dans la communauté de la segmentation d’images, avec entre autres l’in-
contournable Lena. Section 4.6.2, nous présentons nos résultats sur quelques images médicales,
qui sont des IRM de cerveau dans le cadre d’examens pour détecter des tumeurs cérébrales.
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FIG. 4.30 – Airplane,512× 512, 6361 régions.

TAB . 4.1 – Airplane,512× 512, 6361 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Nombre de brins 95 754 56 280 30 490
Nb de sommets topologiques 41 803 22 066 9 171

Espace mémoire en kilo-octets 2 744 1 665 1 230
Temps de calcul en secondes 3,45 3,26 3,12

4.6.1 Images standard

Nous présentons ici les différents résultats de l’extraction des trois niveaux de carte pour les
six images segmentées présentées figures 4.30 à 4.35. Ces figures montrent dans un premier temps
l’image segmentée en régions (une couleur par région) puis la carte obtenue qui représente les fron-
tières interpixel. Les images ont fait l’objet d’une segmentation simple, sans pré ni post-traitement.
Nous les utilisons ici uniquement afin de comparer les différents niveaux de carte.

Nous étudions, dans un premier temps, l’évolution du nombre de brins codant la topologie des
objets, en fonction du niveau de carte. Nous regardons également le nombre de sommets topo-
logiques, ce qui donne une idée du nombre de fusions d’arêtes effectuées. Puis nous comparons
l’évolution de l’espace mémoire de la structure globale, comprenant le modèle topologique, le
modèle géométrique et l’arbre d’inclusion. Nous présentons ces résultats tout d’abord de manière
précise dans les tableaux 4.1 à 4.6. Dans ces tableaux, nous avons donné l’espace mémoire néces-
saire en kilo-octets, et le temps d’extraction en secondes. Ce temps de calcul a été mesuré sur un
Pentium III 600 Mhz, et inclus le temps nécessaire au calcul de l’arbre d’inclusion ainsi que le
temps consacré aux entrées-sorties.

Afin de mieux visualiser l’évolution générale de ces caractéristiques, nous avons résumé ces
résultats figure 4.36. Ces courbes montrent l’évolution de l’espace mémoire, du nombre de brins
et du nombre de sommets topologiques sur nos trois niveaux de carte, en pourcentage du niveau1.
Elles permettent de vérifier que le gain entre les différents niveaux est important. Nous récapitulons
le gain en espace mémoire, entre les divers niveaux dans le tableau 4.7. La première colonne de
ce tableau donne le gain lorsque nous passons du niveau1 au niveau2. Nous pouvons voir qu’il
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FIG. 4.31 – Baboon,512× 512, 6705 régions.

TAB . 4.2 – Baboon,512× 512, 6705 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Nombre de brins 154 450 96 444 28 348
Nb de sommets topologiques 72 396 43 393 9 345

Espace mémoire en kilo-octets 4 368 2 782 1 560
Temps de calcul en secondes 4,95 4,82 4,75

FIG. 4.32 – Cornouaille,256× 256, 5410 régions.

TAB . 4.3 – Cornouaille,256× 256, 5410 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Nombre de brins 60 170 39 806 26 254
Nb de sommets topologiques 24 908 14 726 7 950

Espace mémoire en kilo-octets 1 752 1 195 970
Temps de calcul en secondes 1,85 1,76 1,69
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FIG. 4.33 – Peppers,512× 512, 5765 régions.

TAB . 4.4 – Peppers,512× 512, 5765 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Nombre de brins 109 602 72 310 27 518
Nb de sommets topologiques 49 565 30 919 8 523

Espace mémoire en kilo-octets 3 113 2 093 1 285
Temps de calcul en secondes 3,16 3,01 2,92

FIG. 4.34 – Goldhill,720× 576, 8006 régions.

TAB . 4.5 – Goldhill,720× 576, 8006 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Nombre de brins 202 174 104 872 36 450
Nb de sommets topologiques 94 704 46 053 11 842

Espace mémoire en kilo-octets 5 697 3 036 1 815
Temps de calcul en secondes 9,65 9,35 9,24
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FIG. 4.35 – Lena,512× 512, 6198 régions.

TAB . 4.6 – Lena,512× 512, 6198 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Nombre de brins 109 188 72 920 28 226
Nb de sommets topologiques 49 057 30 923 8 576

Espace mémoire en kilo-octets 3 111 2 120 1 327
Temps de calcul en secondes 3,64 3,53 3,39

est en moyenne de l’ordre de35%. La deuxième colonne donne le gain lorsque nous passons du
niveau2 au niveau3 qui est du même ordre de grandeur. La dernière colonne donne le gain entre le
niveau1 et le niveau3, qui est ici presque de60%. Ces chiffres montrent qu’il est très intéressant
de travailler avec le niveau3 malgré le surcoût de difficulté d’implantation.

Nous pouvons également voir, sur ces divers exemples d’extraction, que le temps d’exécution
ne varie que très peu pour les différents niveaux. Il y a même une légère diminution du temps
nécessaire à l’extraction des cartes de plus grand niveau, ce qui peut sembler étrange au premier
abord. Mais cette légère diminution provient en fait du nombre d’allocations mémoire qui est
beaucoup plus important lorsque le niveau est petit, et qui entraîne donc un surcoût en temps
d’exécution.

TAB . 4.7 – Récapitulatif des gains en espace mémoire.

Gain Niveau 1 vers
Niveau 2

Gain Niveau 2 vers
Niveau 3

Gain Niveau 1 vers
Niveau 3

Airplane 39,32% 26,13% 55,18%
Baboon 36,30% 43,90% 64,27%

Cornouaille 31,77% 18,81% 44,61%
Peppers 32,75% 38,62% 58,72%
Goldhill 46,70% 40,23% 68,14%

Lena 31,87% 37,37% 57,33%
Moyenne 36,45% 34,18% 58,04%
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FIG. 4.36 – Évolution des caractéristiques, en pourcentage du niveau1.

4.6.2 Images médicales

Ces images proviennent d’examens IRM afin de détecter d’éventuelles tumeurs cérébrales.
Elles résultent d’examens réalisés sur trois patients différents, et sont toutes de taille256 × 256
pixels. Nous présentons figures 4.37 à 4.42 tout d’abord l’image segmentée, puis la carte résultante
obtenue par notre algorithme d’extraction. Le nom de ces images est composé, tout d’abord du
nom de l’examen, puis du numéro de la coupe correspondante, sachant que la première image
correspond à la coupe inférieure, c’est-à-dire la plus proche de la base du crâne, et que la dernière
correspond à la coupe supérieure.

Nous présentons dans un premier temps, comme pour les images standard, l’évolution du
nombre de brins, du nombre de sommets topologiques et de l’espace mémoire total. Ces résultats
sont présentés dans les tableaux 4.8 à 4.13, pour les trois niveaux de carte possibles.

Nous pouvons remarquer sur ces quelques résultats, que le temps d’exécution est beaucoup
plus court que pour les images standard. En effet, tout d’abord les images sont ici plus petites,
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FIG. 4.37 – Pa2-i0004,256× 256, 771 régions.

TAB . 4.8 – Pa2-i0004,256× 256, 771 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Nombre de brins 17 136 10 354 3 496
Nombre de sommets topologiques 7 910 4 519 1 090

Espace mémoire en kilo-octets 493 308 183
Temps de calcul en secondes 0,08 0,08 0,09

FIG. 4.38 – Pa2-i0038,256× 256, 2298 régions.

TAB . 4.9 – Pa2-i0038,256× 256, 2298 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Nombre de brins 28 010 19 710 11 166
Nombre de sommets topologiques 11 811 7 661 3 389

Espace mémoire en kilo-octets 838 611 462
Temps de calcul en secondes 0,22 0,22 0,23
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FIG. 4.39 – Pa5-i0030,256× 256, 1868 régions.

TAB . 4.10 – Pa5-i0030,256× 256, 1868 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Nombre de brins 22 790 16 138 9 218
Nombre de sommets topologiques 9 605 6 279 2 819

Espace mémoire en kilo-octets 682 500 379
Temps de calcul en secondes 0,17 0,18 0,16

FIG. 4.40 – Pa5-i0046,256× 256, 1589 régions.

TAB . 4.11 – Pa5-i0046,256× 256, 1589 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Nombre de brins 20 314 13 844 7 714
Nombre de sommets topologiques 8 655 5 420 2 355

Espace mémoire en kilo-octets 605 428 321
Temps de calcul en secondes 0,14 0,14 0,14
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FIG. 4.41 – Pa6-i0012,256× 256, 595 régions.

TAB . 4.12 – Pa6-i0012,256× 256, 595 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Nombre de brins 12 834 7 430 2 728
Nombre de sommets topologiques 5 894 3 192 841

Espace mémoire en kilo-octets 370 222 136
Temps de calcul en secondes 0,08 0,07 0,07

FIG. 4.42 – Pa6-i0054,256× 256, 452 régions.

TAB . 4.13 – Pa6-i0054,256× 256, 452 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Nombre de brins 11 720 6 358 2 238
Nombre de sommets topologiques 5 441 2 760 700

Espace mémoire en kilo-octets 334 188 112
Temps de calcul en secondes 0,06 0,07 0,07
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c. Nombre de sommets.

FIG. 4.43 – Évolution des caractéristiques, en pourcentage du niveau1.

mais contiennent également beaucoup moins de régions. Afin de comparer, pour chacune de ces
images, les différentes caractéristiques des trois niveaux de carte, nous présentons les résultats
dans la figure 4.43 au moyen de courbes donnant l’espace mémoire, le nombre de brins et le
nombre de sommets topologiques en pourcentage du niveau1.

Cette figure permet de visualiser plus facilement l’évolution de ces caractéristiques pour les
trois niveaux. Nous pouvons remarquer que le gain est à peu près comparable à celui des images
standard, pour les trois caractéristiques. Nous pouvons vérifier plus précisément cette évolution
pour l’espace mémoire dans le tableau 4.14 donnant le pourcentage de gain entre chaque niveau
de carte.

Ici aussi, comme pour les images standard, nous observons des gains de l’ordre de35% entre
le niveau1 et le niveau2, de l’ordre de30% entre le niveau2 et le niveau3 et de l’ordre de55%
entre le niveau1 et le niveau3.
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TAB . 4.14 – Récapitulatif des gains en espace mémoire.

Gain Niveau 1 vers
Niveau 2

Gain Niveau 2 vers
Niveau 3

Gain Niveau 1 vers
Niveau 3

Pa2-i0004 37,57% 40,44% 62,81%
Pa2-i0038 27,06% 24,40% 44,86%
Pa5-i0030 26,66% 24,08% 44,32%
Pa5-i0046 29,20% 25,05% 46,93%
Pa6-i0012 39,92% 38,63% 63,13%
Pa6-i0054 43,78% 40,06% 66,30%
Moyenne 34,03% 32,11% 54,73%

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini un modèle combinatoire permettant de représenter les
images segmentées en dimension2, donné deux algorithmes d’extraction de ce modèle : un pre-
mier simple et facile à implanter, et un deuxième optimal s’appuyant sur la notion de précode.
Nous avons également expliqué formellement cette notion de précode, et introduit une nouvelle
notion permettant de regrouper plusieurs précodes. Enfin, nous avons testé et comparé nos al-
gorithmes afin d’étudier précisément l’évolution de différentes caractéristiques sur différentes
images.

De nombreux modèles existaient déjà en dimension2, et notre modèle est similaire à deux
d’entre eux : le TGF et les cartes discrètes. Notre apport, pour cette dimension, n’est pas d’avoir
défini un nouveau modèle, qui de surcroît ne peut pas vraiment être considéré comme nouveau,
mais plutôt de l’avoir défini de manière différente. En effet, nous avons introduit un nouveau
concept de niveau de simplification permettant de donner une définition simple, générique, et
amenant directement à la définition des algorithmes d’extraction. Notre approche progressive per-
met la définition de la carte topologique de manière hiérarchique, chaque étape pouvant se définir
simplement à partir de l’étape précédente et d’un type particulier de fusion.

Cette définition progressive nous a ensuite permis de définir de manière immédiate un premier
algorithme d’extraction, qui découle directement de cette définition. Cet algorithme est simple à
comprendre et à implanter, mais n’est pas optimal, bien que linéaire en le nombre de pixels de
l’image. En effet, il construit la carte topologique en plusieurs passes de l’image.

Nous avons donc ensuite présenté un algorithme optimal d’extraction de n’importe quel ni-
veau de carte à partir d’une image segmentée en régions. Cet algorithme est générique, simple, et
effectue la construction de n’importe quel niveau de carte en une unique passe de l’image. Pour
cela, nous avons étudié précisément la notion de précode et de précode partiel, et cherché quels
précodes nous devions traiter, et de quelle manière, pour chacun des différents niveaux de carte.
Notre définition progressive nous a ici permis d’étudier ces précodes de manière simple, en étu-
diant à chaque niveau uniquement les nouveaux précodes à traiter par rapport au niveau précédent.
Nous obtenons au final une hiérarchie de précodes classés par niveau, qui nous permet d’obtenir
immédiatement les précodes à traiter afin d’extraire n’importe quel niveau de carte. Cette défini-
tion progressive nous a également permis de factoriser ces précodes sans difficulté supplémentaire,
alors que cela aurait demandé beaucoup plus de travail et d’attention avec une définition directe.
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Nous obtenons finalement4 précodes pour le niveau1, 6 pour le niveau2 et 10 pour le niveau3,
au lieu des15 précodes existant en dimension2 (ou des12 précodes variétés).

Ces avantages justifient donc ce travail en dimension 2. Mais cette définition présente encore
un dernier avantage, qui est en fait le plus important. En effet, notre définition progressive peut
s’étendre en dimension supérieure. De plus, les algorithmes utilisés en dimension 2 vont pouvoir
également être étendus en dimension supérieure, et les méthodes de travail utilisées ici afin de défi-
nir les précodes nécessaires à chaque niveau vont être similaires. Et c’est en dimension supérieure
que les avantages apportés par la simplicité de notre définition seront des avantages primordiaux
dans la définition d’un modèle représentant les images segmentées en dimensionn.





CHAPITRE 5

L A CARTE TOPOLOGIQUE

EN DIMENSION 3

Nous définissons dans un premier temps la carte topologique en dimension3, en étendant notre
définition progressive donnée en dimension2. Cette extension ne pose pas de problème majeur, à
l’exception des problèmes de déconnexion. Ce type de problème se produit déjà en dimension2,
mais uniquement entre des régions, et est résolu par l’adjonction d’un arbre d’inclusion. Pour la
dimension3, ce problème se pose également pour les régions et la solution est toujours l’adjonc-
tion d’un arbre d’inclusion. Mais un autre problème de déconnexion apparaît pour les faces, et
n’a pas d’équivalent en dimension2. La résolution de ce problème consiste à conserver des élé-
ments fictifs, ici desarêtes fictives, permettant que chaque face reste homéomorphe à un disque
topologique. Nous étudions précisément ces arêtes fictives, afin de déterminer leur rôle et leurs
propriétés. Elles jouent en effet un rôle crucial dans l’obtention d’une représentation minimale.

Nous présentons ensuite des algorithmes d’extraction. L’algorithme naïf ne pose pas de pro-
blème particulier, comme en dimension2. L’algorithme optimal est également simple à définir en
dimension3, étant donné qu’il se résume à un balayage de l’image en exécutant le code correspon-
dant au précode courant. Mais comme pour la dimension2, la difficulté réside dans la définition
des précodes à traiter pour chaque niveau de carte. Nous avons effectué une étude précise de ces
précodes afin de définir exactement ceux à traiter pour extraire chaque niveau de carte, mais éga-
lement afin de factoriser ceux pouvant se traiter de manière similaire.

Le plan de ce chapitre est volontairement très proche de celui du chapitre précédent présentant
la carte topologique en dimension2 pour mieux mettre en évidence les similarités ou les diffé-
rences entre ces deux dimensions. Nous commençons section 5.1 par un rappel sur les images3d
segmentées en régions, et sur les frontières dans ces images, qui peuvent être définies à l’aide de
la notion d’intervoxel. Mais nous avons vu en dimension2 que la définition des frontières inter-
pixel est inutile pour définir la carte topologique. Nous ne définissons donc pas formellement cette
notion. Section 5.2, nous définissons la carte topologique en dimension3. Puis section 5.3 nous
traitons les problèmes de déconnexion et étudions en détail les éléments fictifs. Section 5.4 nous
présentons quelques plongements possibles pour la carte topologique. Section 5.5 nous étudions
l’algorithme d’extraction naïf qui découle, comme pour la dimension2, directement de la défini-
tion de la carte topologique. Puis section 5.6 nous présentons l’algorithme optimal d’extraction,
ainsi que les précodes à traiter pour extraire chaque niveau de carte. Section 5.7, nous donnons
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un troisième algorithme d’extraction, qui est une solution intermédiaire intéressante entre les deux
premiers algorithmes. Enfin section 5.8 nous analysons quelques résultats et étudions l’évolution
de quelques caractéristiques sur les différents niveaux de carte, la section 5.9 conclut ce chapitre.

5.1 Images, segmentation en régions et intervoxel

Il s’agit de représenter des images3d segmentées en régions. Nous rappelons d’abord cette
notion, puis présentons la notion d’intervoxel et discutons de la notion de frontière en dimension3,
en montrant en quoi la définition de ces frontières est plus complexe qu’en dimension2.

5.1.1 La segmentation en régions

Un voxelest un point coloré de l’espace discretZ3, et uneimageest un ensemble fini de voxels.
Nous utilisons en3d les notions de6-voisinageet de6-connexité. La notion desegmentation en
régionsest similaire à celle présentée en dimension2, sauf que chaque élément de la partition,
c’est-à-dire chaque région, doit maintenant être un ensemble6-connexe. Comme pour la dimen-
sion2, nous considérons que l’image est incluse dans unerégion infinieR0 contenant l’ensemble
des voxels n’appartenant pas à l’image. La notion d’inclusion s’étend également immédiatement
en dimension3.

Définition 22 (inclusion) Une régionRi est inclusedans une régionRj si et seulement si tout
chemin6-connexe allant d’un voxel deRi vers un voxel deR0 (la région infinie) possède au
moins un voxel appartenant à la régionRj .

Nous ne revenons pas sur les propriétés de cette relation, qui sont les mêmes que pour la
dimension2. Il en va de même pour la relationd’inclusion directeprésentée définition 13, définie
à partir de la relation d’inclusion, et qui reste donc valable ici.

5.1.2 Intervoxel et frontières

L’ intervoxelest simplement l’extension en dimension3 de l’interpixel défini en dimension2.
L’espace de dimension3 est composé de voxels, et nous considérons la subdivision de cet espace
en cellules de dimension inférieure ou égale. Cette subdivision représente desvoxels, cellules de
dimension3, dessurfels, cellules de dimension2 « entre » deux voxels, deslignels, cellules de
dimension1 « entre » deux surfels et despointels, cellules de dimension0 « entre » deux lignels.
Nous parlons, comme pour la dimension2, de i-cellule pour une cellule de dimensioni. Ces
différentes cellules sont présentées figure 5.1.

Les notions d’adjacenceet d’incidence, présentées en dimension2 section 4.1.2, restent va-
lides en dimension3. Informellement, unefrontièreentre deux régions est l’ensemble des cellules
se trouvant entre ces deux régions. En dimension2, une frontière est une courbe1d. En effet,
comme chaque région est4-connexe, de par la définition de la segmentation en régions, une fron-
tière ne peut pas être composée seulement d’un pointel. En dimension3, une frontière est main-
tenant une surface, du fait de la définition de la segmentation en régions qui implique que chaque
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FIG. 5.1 – Les divers éléments intervoxel en dimension3.

région soit6-connexe. C’est ici qu’apparaît une difficulté supplémentaire. En effet, il faut étudier
les bords de ces surfaces frontières, car ce sont eux qui sont représentés par les cartes combina-
toires.

Le problème de définition de surface en dimension3 est difficile et relève du domaine de la
topologie discrète. Il a été étudié par de nombreux travaux qui utilisent la topologie discrète afin de
définir les surfaces comme des ensembles de2-cellules, ou surfels, qui sont les bords des voxels.
Des algorithmes de détection de telles surfaces par suivi de contour ont tout d’abord été proposés
par [AFH81, GU89]. Les preuves de la validité de ces algorithmes ont été publiées seulement
quelques années plus tard dans [HW83, KU92] de par les difficultés de celles-ci. Mais ces deux
approches ne s’intéressent pas à la définition théorique de ces surfaces.

D’autres travaux plus théoriques se sont penchés sur la définition des surfaces dans le cadre de
la topologie interpixel. [KF81] prouve qu’un ensemble de faces est une2-variété si elle satisfait
aux trois conditions suivantes :

– les faces s’intersectent seulement par des arêtes ou des sommets ;
– chaque arête appartient seulement à deux faces ;
– les faces autour d’un même sommet peuvent être ordonnées de sorte que deux faces consé-

cutives pour cet ordre s’intersectent par une arête incidente à ce sommet.
Ces surfaces ont été étudiées également par [RKW91]. Mais elles ne sont pas utilisables pour
notre travail, car elles sont définies uniquement pour des objets noir et blanc, afin d’utiliser une
connexité différente pour l’objet et pour le fond.

Nous présentons ici les propriétés que nous aimerions voir satisfaites par les surfaces que nous
traitons et montrons les problèmes que cela soulève. Cela nous permet lors de la présentation de
la carte topologique section 5.2, de montrer comment ces problèmes sont résolus avec les cartes
combinatoires alors que ce n’est pas le cas en intervoxel.

Il faut tout d’abord que la définition des surfaces en dimension3 soit « cohérente » avec les
objets en dimension2, tout simplement car une surface en dimension3 est un objet2d. Mais cette
propriété pose un premier problème. En effet, en dimension2 chaque lignel d’un objet2d est inci-
dent à un ou deux surfels de cet objet. Mais cela n’est plus vrai pour les surfaces en dimension3,
comme nous pouvons voir sur l’exemple présenté figure 5.2.a. Cet exemple montre un objet3d,
représenté par sa surface. Nous pouvons voir qu’elle possède un lignel incident à4 surfels, ce qui
est impossible en dimension2. Cela pose des problèmes dans la définition des surfaces, car nous
devons différencier ce type de cas de ceux non valides de surfaces repliées sur elles-mêmes. Une
solution, utilisée par exemple dans [AAF95], consiste dans ce cas à ne pas considérer ce lignel
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a. Un lignel incident à4 surfels. b. Un pointel incident à6 lignels.

FIG. 5.2 – Deux exemples de problèmes pour la définition des surfaces.

comme faisant partie de la surface. Mais cette solution n’est pas très satisfaisante, car des trous
apparaissent localement, ce qui n’est pas cohérent avec les définitions existantes en dimension2.

Il faut également que les bords des surfaces soient des courbes de dimension1. En effet,
les cartes combinatoires représentent le bord des faces. Cette propriété pose un autre problème,
comme nous pouvons le voir figure 5.2.b. Dans ce cas, un pointel est incident à6 lignels, et la
courbe1d représentant le bord de la surface en gris foncé1 passe par4 de ces lignels, et deux fois
par le pointel. Il faut donc redéfinir la notion de courbe1d afin d’autoriser ce type de courbe, tout
en interdisant certaines configurations impossibles. Un problème similaire se pose pour l’objet de
la figure 5.2.a, où un lignel appartient deux fois dans la même courbe1d.

Définir les surfaces en dimension3 est donc un problème difficile. Mais nous avons vu au
chapitre précédent, lors de la définition de la carte topologique en dimension2, que la définition
des frontières interpixel n’est pas nécessaire pour définir cette carte. En effet, cette définition
s’effectue uniquement à partir de la carte complète, qui représente toutes les cellules de l’espace
sans utiliser la notion de frontière, puis par application de plusieurs opérations de fusions qui n’ont
plus aucun lien avec les frontières interpixel. Étant donné que nous étendons cette définition de
la carte topologique en dimension3, nous n’avons donc pas besoin de la définition précise des
frontières intervoxel car nous conservons le même principe de définition progressive basé sur nos
différents niveaux de simplification.

Nous utilisons ces frontières afin de prouver que la carte topologique représente bien toutes
les propriétés topologiques de l’image. Pour cela, nous définissons partiellement ces frontières,
uniquement pour leurs surfels. Unefrontière intervoxel entre deux régionsRi et Rj est un en-
semble de surfaces, tel que chaque surfel de celles-ci est incident exactement à un voxel deRi et
à un voxel deRj . Nous appelonssurface frontièreune surface appartenant à une des frontières de

1Cette surface pourrait être une frontière entre l’objet3d représenté sur cette figure et un autre objet posé dessus.
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l’image. Ces surfaces sont maximales : tout surfel de l’image incident à un voxel deRi et à un
voxel deRj appartient forcément à une de ces surfaces, et deux surfels adjacents appartenant à
une frontière appartiennent forcément à la même surface frontière.

Cette définition est incomplète, tout d’abord car elle s’appuie sur la définition de surface que
nous n’avons pas donnée. De ce fait, nous n’avons pas de contraintes sur les lignels et pointels, et
ne pouvons donc pas définir le bord de ces frontières en termes de courbes1d. Cette définition se-
rait nécessaire afin de définir la carte topologique de manière directe. Nous conservons les mêmes
notations déjà présentées en dimension2. Nous notonsfrontière(Ri, Rj) = {s1, . . . , sl} la fron-
tière entre les régionsRi etRj composée des surfacess1 . . . sl, posonsfrontière(Ri, Ri) = ∅
et notonsFrontières(Ri) = ∪kj=1frontière(Ri, Rj). Nous parlons desurfel frontièrepour un
surfel appartenant à une frontière de l’image.

5.2 Les niveaux de simplification

Afin de définir la carte topologique en dimension3, nous reprenons la définition progressive
donnée en dimension2, et la modifions afin de tenir compte des différences avec la dimension3.
Nous partons de la carte combinatoire complète représentant chaque cellule de l’espace inter-
voxel, que nous appelons comme en dimension2 la carte de niveau0. Puis nous la simplifions
progressivement au moyen de l’opération de fusion, en construisant des niveaux de simplifica-
tion intermédiaires, jusqu’à obtenir la carte minimale qui ne peut plus être simplifiée sans perte
d’information topologique.

Nous présentons dans un premier temps, comme en dimension2, uniquement l’aspect topo-
logique, afin de bien le séparer des aspects géométriques. Le lien avec des éventuels modèles de
plongements est l’objet de la section 5.4. Par rapport à la dimension2, un problème de décon-
nexion supplémentaire apparaît. Il faut le résoudre afin de définir correctement la carte topolo-
gique. Comme pour le plongement, nous commençons par ne pas traiter ces problèmes de décon-
nexion, ce qui permet de définir simplement nos différents niveaux de carte. Puis, section 5.3, nous
résolvons ces problèmes.

5.2.1 Le niveau 0 : la carte complète

Cette première carte est, comme en2d, le point de départ de notre processus, et ne code pas
les frontières intervoxel de l’image.

Définition 23 (carte de niveau 0)Lacarte de niveau0 correspondant à une image den1×n2×n3

voxels, est la carte combinatoire ayantn1 × n2 × n3 cubes,β3-cousus entre eux lorsqu’ils sont
adjacents. Chacun de ces cubes représente un voxel de l’image, et un volume « entourant » ces
cubes, représente la région infinie.

Cette carte code tous les éléments intervoxel de l’image. La figure 4.4.a représente une image
3d segmentée en régions, et la figure 4.4.b la carte de niveau0 correspondante.

Cette carte est composée, pour une image de taillen1 × n2 × n3, de (n1 × n2 × n3) + 1.
n1×n2×n3 cubes composés chacun de6 faces carrées, chacune composée par4 brins, représentant
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R1 R2

R3

R0

a. Une image3d segmentée en régions. b. La carte de niveau0 correspondante.

FIG. 5.3 – Le niveau0 d’une image3d.

l’ensemble des voxels de l’image. Le volume supplémentaire représente la région infinie, et est
composé de2× (n1 × n2 + n1 × n3 + n2 × n3) faces carrées. Ces faces sont cousues parβ3 aux
faces extérieures des cubes correspondants. Nous ne représentons pas ce volume infini sur toutes
les figures comme par exemple sur la figure 5.3.b, afin de ne pas surcharger les schémas. Pour
cette même raison, nous avons volontairement choisi une image de petite taille pour cet exemple,
de5× 3× 1 voxels.

Cette carte de niveau0 code donc tous les éléments intervoxel de l’image ainsi que toutes les
relations d’adjacence et d’incidence. Comme en dimension2, nous la simplifions progressivement
afin de définir la carte topologique.

5.2.2 Le niveau 1 : la carte lignel

Pour définir cette première carte représentant les frontières intervoxel de l’image, nous « sup-
primons » les faces de la carte de niveau0 représentant des surfels n’appartenant pas à une surface
frontière de l’image. Comme pour la dimension2, nous utilisons l’opération de fusion, détaillée
section 5.5.

Définition 24 (carte de niveau 1)La carte de niveau1 est la carte obtenue à partir de la carte
de niveau0 en fusionnant chaque couple de volumes adjacents appartenant à la même région.

Nous pouvons voir figure 5.4.a notre image d’exemple, présentée avec ses éléments intervoxel,
et figure 5.4.b la carte de niveau1 correspondante.

Nous vérifions facilement que chaque face de cette carte représente bien un surfel frontière
de l’image. En effet, pour la carte de niveau0, chaque face représente un surfel de l’image. Pour
obtenir la carte de niveau1, nous avons fusionné chaque couple de volumes adjacents et de même
région. Cette fusion a donc entraîné la disparition des faces entre deux voxels de même région. Il ne
reste donc plus, dans la carte de niveau1, que les faces entre deux voxels de régions différentes qui
représentent bien toutes des surfels frontière. De plus, chaque arête de cette carte est de longueur
unitaire, car cette propriété est vérifiée par construction de la carte de niveau0, et nous n’avons
pas modifié la longueur des arêtes entre ces deux niveaux. De ce fait, chaque arête de la carte de
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a. L’image et ses frontières intervoxel. b. La carte de niveau1 correspondante.

FIG. 5.4 – La carte de niveau1.

niveau1 représente un lignel de l’image. C’est pour cette raison que nous appelons cette carte la
carte lignel.

Comme pour la dimension2, cette carte de niveau1 représente chaque région de l’image
par une surface extérieure, et éventuellement plusieurs surfaces intérieures. Pour les surfaces ex-
térieures, cette remarque découle simplement du fait que chaque région de l’image est finie et
possède donc une surface extérieure, à l’exception de la région infinieR0. Les surfaces intérieures
apparaissent seulement lorsqu’une région est totalement incluse dans une autre. Dans ce cas, la
surface extérieure est déconnectée des éventuelles surfaces intérieures. Il existe alors plusieurs
composantes connexes dans la carte, et nous avons perdu les informations permettant de les posi-
tionner les unes par rapport aux autres. Cette information d’inclusion est une information topolo-
gique importante qu’il faut conserver. Nous verrons section 5.3 que ce problème se résout, comme
pour la dimension2, par l’adjonction d’un arbre d’inclusion des régions.

Cette carte lignel dotée d’un arbre d’inclusion représente bien toutes les propriétés topolo-
giques contenues dans l’image. En effet, chaque surfel frontière est représenté, et toutes les re-
lations d’incidence et d’adjacence sont correctement représentées par la carte combinatoire. Les
problèmes évoqués lors de la définition de surface en intervoxel n’en sont plus ici, comme nous
pouvons le vérifier figure 5.5.b où nous présentons la carte de niveau1 de l’objet3d présenté figure
5.5.a qui posait problème pour la définition de surface.

Sur cet exemple, nous considérons que l’objet3d présenté figure 5.5.a est totalement inclus
dans une autre région. De ce fait, il ne possède qu’une seule face frontière avec cette région. Afin
de ne pas surcharger la figure, nous ne représentons pas les faces de cette région, qui seraient
normalement des copies de toutes les faces de l’objet représenté, cousues entre elles parβ3. Nous
avons représenté la relationβ2 par de petits segments gris.

Nous voyons sur la carte de niveau1 représentant cet objet qu’il n’y a pas de problème relatif
au lignel incident à4 surfels. En effet, la surface frontière de l’objet est obtenue par un parcours
d’orbite< β1, β2 > d’origine un brin de cette surface. Nous parcourons donc correctement cette
surface frontière. De plus, étant donné que nous ne considérons pasβ3, deux arêtes distinctes
représentent ce lignel. Nous obtenons donc bien une surface, qui est une carte combinatoire2d, où
chaque arête est toujours incidente à deux faces. Du point de vue de l’objet, tout se passe au niveau
de ce lignel comme s’il y avait deux arêtes topologiques différentes : nous ne représentons pas la
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a. Un objet3d. b. La carte de niveau1 correspondante.

FIG. 5.5 – La carte de niveau1 d’un objet3d ayant un lignel incident à4 surfels.

18-adjacence. Ce n’est plus vrai si nous considérons les brins de la région infinie, et donc cette
arête non plus uniquement pour l’objet mais pour l’objet et son complémentaire. Dans ce cas, nous
obtenons une seule arête topologique qui représente le lignel correspondant dans la subdivision de
l’espace.

Remarquons que la construction de cette carte de niveau1 à partir de la carte de niveau0
n’utilise pas la notion de degré de cellule, mais plus simplement l’information de région. En effet,
une face est toujours incidente à un ou deux volumes, et nous devons effectuer la fusion de deux
volumes uniquement lorsqu’ils appartiennent à la même région. De plus, c’est uniquement pour
ce niveau de carte que nous effectuons un lien entre la carte et l’image segmentée en régions. Les
autres niveaux vont désormais être construits uniquement à partir de ce premier niveau de carte, en
effectuant certaines fusions suivant le degré de cellules, sans utiliser l’image segmentée en régions.

5.2.3 Le niveau 2

Afin de définir la carte topologique, nous suivons le même principe que celui utilisé en di-
mension2. Nous avons tout d’abord défini la carte de niveau0 qui représente tous les éléments
intervoxel de l’image, puis la carte de niveau1 en fusionnant les volumes appartenant à la même
région. Nous effectuons maintenant la fusion des cellules de degré deux, qui comme en dimen-
sion2, représentent la même information topologique. Mais par rapport à la dimension2, il existe
un type de fusion supplémentaire. En effet, il existe la fusion de volumes, déjà utilisée pour définir
la carte de niveau1, la fusion de faces et la fusion d’arêtes. Il faut appliquer la fusion de faces
avant la fusion d’arêtes, car sinon il n’existe pas d’arêtes incidentes à des sommets de degré deux
étant donné que les faces n’ont pas encore été fusionnées. De manière générale, nous devons ef-
fectuer les fusions par dimension décroissante, en commençant par la fusion de même dimension
que l’espace.
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FIG. 5.6 – La carte de niveau2.

FIG. 5.7 – La carte de niveau2 en cours de construction.

Définition 25 (carte de niveau 2)La carte de niveau2 est la carte obtenue à partir de la carte de
niveau1, en fusionnant chaque couple de faces adjacentes, coplanaires, et incidentes à une arête
de degré un ou deux.

Comme pour la dimension2, nous commençons dans un premier temps par fusionner uni-
quement les cellules « alignées », i.e. les faces coplanaires, afin d’obtenir la définition de la carte
des frontières comme l’un des niveaux de simplification. Rappelons que cette carte des frontières
présente l’avantage de pouvoir être plongée simplement, en associant à chacun de ses sommets
topologiques un point géométrique de l’espace, étant donné que chacune de ses arêtes représente
un segment de droite. De plus, le fait de simplifier la carte petit à petit nous permet ensuite de
décomposer plus finement l’étude sur les précodes.

La carte de niveau2 de notre image d’exemple est présentée figure 5.6. Nous voyons sur cet
exemple que les faces coplanaires incidentes à des arêtes de degré deux ont été fusionnées. Par
exemple la face supérieure de la régionR1 est désormais représentée par une seule face composée
de10 brins.

Mais contrairement aux différents niveaux définis en dimension2, nous fusionnons, pour cette
définition, les faces adjacentes, coplanaires et incidentes à une arête de degréun ou deux. En effet,
au fur et à mesure des fusions, certaines arêtes qui étaient de degré deux, peuvent devenir de degré
un, c’est-à-dire incidentes à une seule face, comme le montre la figure 5.7. Cette figure présente la
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FIG. 5.8 – La carte de niveau3.

carte de niveau2 en cours de construction. Nous n’avons pas effectué toutes les fusions de faces
coplanaires nécessaires. Il reste en effet les deux arêtes noires, incidentes à une seule et même face.
Mais ces deux arêtes étaient de degré deux dans la carte de niveau1 initiale, et sont devenues de
degré un au fur et à mesure des fusions. Nous devons supprimer ces deux arêtes par deux fusions
de faces, afin de ne pas dépendre de l’ordre dans lequel sont effectuées les fusions. De plus, ces
arêtes n’ont aucune raison d’être conservées, car elles ne représentent pas une partie d’un bord
d’une face frontière. Nous verrons au chapitre 6 qu’une autre solution consiste à considérer que
l’arête est incidente localement à deux faces différentes.

Ces fusions de faces sont similaires aux fusions de faces effectuées en dimension2 pour définir
la carte de niveau1. De ce fait, nous pouvons avoir le même problème de déconnexion que celui
rencontré en dimension2. Nous verrons section 5.3 comment il peut se produire et comment le
résoudre.

5.2.4 Le niveau 3 : la carte des frontières

Après avoir fusionné les faces adjacentes, coplanaires, et incidentes à des arêtes de degré un
ou deux, nous fusionnons maintenant les arêtes alignées incidentes à des sommets de degré deux.
Nous obtenons alors une carte où chaque arête représente un segment de droite et peut donc être
plongée uniquement par ses sommets. C’est cette carte qui est définie dans [BFP99] et qui est
appeléecarte des frontières.

Définition 26 (carte de niveau 3)La carte de niveau3 est la carte obtenue à partir de la carte
de niveau2, en fusionnant chaque couple d’arêtes adjacentes, alignées, et incidentes à un sommet
de degré deux.

La carte de niveau3 de notre exemple est présentée figure 5.8. Comme pour la dimension2,
chaque arête d’une carte des frontières correspond à un segment de droite maximal du bord d’une
frontière de l’image initiale. Contrairement à la définition de la carte de niveau2, il ne faut pas ici
fusionner les arêtes incidentes à un sommet de degré un. En effet, dans ce cas cette arête forme
une boucle autour de ce sommet, et nous ne pouvons ni ne devons effectuer la fusion de cette
arête avec elle-même. Remarquons enfin que, comme pour la dimension2, cette fusion d’arêtes ne
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FIG. 5.9 – Deux objets topologiquement équivalents et leurs cartes des frontières.

peut pas entraîner de déconnexion étant donné qu’elle revient à étirer les arêtes, tout en conservant
exactement les mêmes relations topologiques.

Ce niveau de carte présente les mêmes inconvénients qu’en dimension2 : un même objet topo-
logique sera représenté par des cartes totalement différentes suivant sa géométrie. Ce niveau n’est
pas stable par rotation, translation et homothétie, comme nous pouvons le vérifier sur la figure 5.9.
Cette figure montre deux objets3d topologiquement équivalents, et les cartes des frontières les
représentants. Ces deux cartes sont totalement différentes. De plus, la représentation de ces objets
n’est pas minimale, et les cartes de ce niveau pourront avoir beaucoup de brins si la géométrie des
objets contenus dans l’image est complexe.

5.2.5 Le niveau 4

Avec la carte des frontières, nous avons simplifié au maximum les faces coplanaires et les
arêtes alignées. Afin de continuer notre processus, nous allons maintenant refaire les mêmes opé-
rations de fusion que précédemment, pour les faces non coplanaires et les arêtes non alignées, qui
sont les seuls éléments restants à simplifier.

Définition 27 (carte de niveau 4)La carte de niveau4 est la carte obtenue à partir de la carte
de niveau3, en fusionnant chaque couple de faces adjacentes et incidentes à une arête de degré
un ou deux.

Nous ne précisons pas dans cette définition que les faces adjacentes et incidentes à une arête
de degré un ou deux doivent être non coplanaires, car les faces coplanaires vérifiant ces contraintes
ont déjà été fusionnées lors du calcul de la carte de niveau2.

La carte de niveau4 de notre image d’exemple est présentée figure 5.10. Nous pouvons obser-
ver sur cette figure que le nombre de brins de cette carte est beaucoup moins important que celui
du niveau précédent. Cette carte est plus difficile à visualiser étant donné que les faces ne sont plus
forcément planaires, contrairement aux niveaux précédents.

Nous rencontrons pour ce niveau exactement les mêmes problèmes que pour la définition de la
carte de niveau2. Nous fusionnons les faces incidentes à des arêtes de degré un ou deux, afin que la
définition ne dépende pas de l’ordre dans lequel ces fusions sont effectuées. Le même problème de
déconnexion de face peut se produire, mais il sera présenté et résolu dans le chapitre 5.3, en même
temps que le problème de déconnexion du niveau2. En effet ces deux problèmes sont topologi-
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FIG. 5.10 – La carte de niveau4.

quement équivalents. La seule différence se situe au niveau de la géométrie des faces fusionnées,
ce qui ne rentre pas du tout en compte pour ce problème qui est uniquement topologique.

5.2.6 Le niveau 5 : la carte topologique

Il ne reste plus qu’à fusionner les arêtes incidentes à un sommet de degré deux afin d’obtenir
la carte de niveau5 qui est le dernier niveau de simplification. En effet, nous avons effectué toutes
les fusions possibles conservant les informations topologiques. Il est donc impossible de simplifier
quoi que ce soit dans ce dernier niveau de carte, sans entraîner la perte d’informations. C’est pour
cette raison que nous appelons ce niveau5 la carte topologique.

Définition 28 (carte de niveau 5)La carte de niveau5 est la carte obtenue à partir de la carte de
niveau4, en fusionnant chaque couple d’arêtes adjacentes incidentes à un sommet de degré deux.

Les arêtes fusionnées lors de cette étape sont forcément non alignées, étant donné que celles
qui sont alignées ont déjà été fusionnées lors de la construction de la carte des frontières. Cette
fusion, comme pour la carte des frontières, ne peut pas entraîner de déconnexion. De plus, nous
ne fusionnons pas les arêtes incidentes à un sommet de degré un, pour les raisons déjà présentées
lors de la définition de la carte de niveau3.

La carte de niveau5 de notre image d’exemple est présentée figure 5.11. Nous avons représenté
la carte de niveau5 figure 5.11.a, ainsi que les faces frontières de cette image figure 5.11.b. En
effet, la carte topologique représente de manière minimale ces faces frontières ainsi que toutes les
relations d’incidence et d’adjacence, comme nous pouvons le vérifier sur cette figure. Ces faces
frontières sont représentées par leurs bords.

La carte de niveau5 de notre exemple est composée uniquement de18 brins, si l’on ne consi-
dère pas les6 brins représentant la région infinie. Ce nombre est beaucoup moins important que,
par exemple, les88 brins de la carte des frontières représentant la même image. Rappelons que
les cinq niveaux de simplification représentent exactement les mêmes informations topologiques,
propriété démontrée chapitre 6.

Mais cette carte de niveau5 n’est pas vraiment la carte topologique. En effet, nous n’avons
pas résolu les problèmes de déconnexion, et cette carte ne représente donc pas forcément toutes
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a. La carte de niveau5. b. Les frontières intervoxel qu’elle représente.

FIG. 5.11 – La carte de niveau5, et les faces frontières représentées.

les informations topologiques de l’image. La carte topologique est donc la carte de niveau5 légè-
rement modifiée afin de résoudre ces problèmes de déconnexion et conserver effectivement toutes
ces informations.

5.3 Problèmes de déconnexion et solutions : arbres d’inclusions et
éléments fictifs

Nous avons vu lors des définitions des différents niveaux de simplification que deux problèmes
de déconnexion peuvent se produire. Afin que la carte topologique conserve correctement toutes
les informations topologiques, nous devons résoudre ces problèmes. Nous présentons les solutions
à ces deux problèmes, en montrant dans un premier temps que le problème de déconnexion de
volume peut se résoudre sans difficulté par l’ajout d’un arbre d’inclusion de régions, de manière
similaire à la solution présentée en dimension2, mais que le problème de déconnexion de face
est plus difficile et nécessite la conservation d’arêtes fictives. La conservation de ces éléments
particuliers doit être prise en compte pour la définition de la carte topologique. Nous étudions
donc les propriétés de ces arêtes particulières afin de comprendre comment elles interagissent
avec la carte topologique, et comment les gérer afin de garantir la minimalité de cette carte.

5.3.1 La déconnexion de volume

Ce type de déconnexion peut survenir lors de la fusion de volumes, lorsqu’un volume est
totalement inclus dans un autre. Nous pouvons voir figure 5.12 un exemple pour lequel une région
est totalement incluse dans une autre. La figure 5.12.a montre une carte de niveau1 en cours de
construction, avant d’avoir effectué la dernière fusion de volumes le long de la face grise. Notons
que cette carte est connexe. Après cette fusion de volume, nous obtenons la carte présentée figure
5.12.b, dans laquelle la surface extérieure du gros cube est déconnectée de la surface intérieure
représentant un trou dans ce cube. L’information permettant de relier ces deux surfaces et de les
positionner l’une par rapport à l’autre est perdue. Elle doit être conservée sous peine de ne pas
caractériser entièrement les différents objets.
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FIG. 5.12 – Un exemple de déconnexion lors de la fusion de volumes.

Ce type de déconnexion est similaire à celui déjà rencontré en dimension2, où nous avions
alors des déconnexions lors de fusion de faces. Étant donné que nous travaillons en dimension
supérieure, nous rencontrons maintenant ces déconnexions pour la fusion de volumes. La solution
est la même que pour la dimension2, et consiste à ajouter unarbre d’inclusiondes régions. Cet
arbre possède un nœud par région de l’image. Sa racine est toujours la région infinie, et un nœud
N1 est fils d’un nœudN2 si et seulement si la régionR1 correspondant àN1 est directement
incluse dans la régionR2 correspondant àN2.

À l’aide de cet arbre, nous conservons la relation d’inclusion qui permet de positionner les
différentes composantes connexes de la carte les unes par rapport aux autres. Remarquons qu’une
autre solution consiste à ne pas effectuer la dernière fusion de volumes, et donc à conserver la
carte présentée figure 5.12.a comme représentation finale. Cette deuxième solution est équivalente
à la première au niveau topologique, mais pas au niveau de sa mise en œuvre. En effet, cette
solution entraîne la conservation de faces ayant des propriétés particulières, étant donné qu’elles
sont incidentes à une seule et même région. Ces faces auraient normalement dû être fusionnées lors
de la construction de la carte de niveau1, et le fait de les conserver va nous obliger à considérer
deux cas différents pour chaque opération, suivant que le brin traité appartient à une de ces faces
particulières ou non. De plus, ces faces servent uniquement à représenter la relation d’inclusion,
et ne portent aucune autre information topologique.

Ces raisons nous font préférer la première solution, qui permet de s’affranchir de ces faces
particulières et de simplifier les traitements. De plus, c’est cette solution qui a été retenue en
dimension2, et que nous étendons donc ici. Enfin, l’information principale utilisée par des algo-
rithmes de traitement porte sur les régions de l’image. L’arbre d’inclusion pourra donc être utilisé
afin de contenir d’autres informations sur les régions, comme par exemple leurs couleurs, ou leurs
nombres de voxels.
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FIG. 5.13 – Un exemple de déconnexion lors de la fusion de faces coplanaires.

5.3.2 La déconnexion de face et les arêtes fictives

La déconnexion de face peut se produire lors des fusions de faces, donc pour la construction
des niveaux2 et 4. En effet, la différence entre ces niveaux se situe uniquement sur l’aspect géo-
métrique. Pour le niveau2 seules les faces coplanaires sont fusionnées, alors que pour le niveau4
ce sont les faces non-coplanaires. Mais ce problème de déconnexion est uniquement topologique
et ne dépend pas de la géométrie.

Nous pouvons voir figure 5.13 un exemple pour lequel il se produit une déconnexion de face
lors de la construction de la carte de niveau2. Cette figure présente tout d’abord la carte de ni-
veau1 d’un objet composé d’un pavé sur lequel est posé au centre un cube, puis la carte de
niveau2 de ce même objet. Pour cette deuxième carte, nous avons déconnecté le bord extérieur
de la face supérieure du pavé de son bord intérieur. Nous sommes alors incapables de positionner
topologiquement ces deux composantes connexes.

Il est possible d’appliquer la même solution que pour le problème de déconnexion de volume,
en ajoutant un arbre d’inclusion des faces qui pour chaque face donnerait l’ensemble des faces in-
cluses. Mais cette première solution n’est pas satisfaisante. En effet, contrairement au problème de
déconnexion de volume, l’information perdue n’est pas uniquement une information d’inclusion.
En effet, par exemple lorsqu’un volume est représenté par une surface fermée, cette surface n’a
pas de bord et ne serait alors pas du tout représentée dans la carte de niveau5. Nous aurions alors
perdu le genre de l’objet, malgré la présence des arbres d’inclusion de faces.

Une solution adéquate consiste à conserver une arête permettant de relier le bord extérieur
d’une face et son bord intérieur. Nous pouvons voir figure 5.14 la carte de niveau2 de l’objet déjà
présenté figure 5.13, mais pour lequel nous avons conservé une arête reliant le bord extérieur de la
face supérieure du pavé avec son bord intérieur. Cette arête permet de conserver la notion de face
introduite lors de la présentation des cartes combinatoires, c’est-à-dire au sens orbite< β1 >. En
effet, si nous partons de n’importe quel brin de la face supérieure du pavé et effectuons un parcours
suivant cette orbite, nous parcourons bien l’ensemble des brins de cette face, ce qui n’était pas le
cas lorsque ces deux bords étaient déconnectés.

Ces arêtes particulières peuvent être caractérisées sans difficulté, étant donné qu’elles sont de
degré un et incidentes deux fois à la même face. Les arêtes de degré un sont normalement suppri-
mées lors de la construction du niveau2 ou du niveau4 (suivant la géométrie de la face), mais ces
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FIG. 5.14 – L’objet présenté figure 5.13 avec une arête fictive.

arêtes particulières ne doivent pas l’être afin de conserver chaque face connexe. De plus, ces arêtes
n’ont pas de plongement, étant donné qu’elles ne représentent pas le bord d’une surface frontière
de l’image. Elles ont une existence uniquement topologique. C’est pour ces raisons que nous les
appelons desarêtes fictives. Par opposition, nous appelons les autres arêtes desarêtes réelles.
Étant donné que ces arêtes fictives n’ont qu’une existence topologique, elles ne sont pas figées et
peuvent être déplacées à l’intérieur de la face, à condition toutefois de la conserver connexe. Nous
verrons section 5.3.3 que cette propriété est très importante, et que son utilisation garantit que la
carte topologique est bien minimale.

Afin de conserver ces arêtes fictives, nous modifions les définitions 25 et 27 des niveaux2 et
4. En effet, c’est uniquement pour la construction des cartes de ces deux niveaux que le problème
de déconnexion de face peut se produire. C’est donc uniquement pour ces niveaux qu’il s’agit
éventuellement de conserver des arêtes fictives.

Définition 29 (carte de niveau 2)La carte de niveau2 est la carte obtenue à partir de la carte de
niveau1, en fusionnant chaque couple de faces adjacentes, coplanaires et incidentes à une arête
de degré un ou deux, n’entraînant pas de déconnexion de face.

Définition 30 (carte de niveau 4)La carte de niveau4 est la carte obtenue à partir de la carte
de niveau3, en fusionnant chaque couple de faces adjacentes et incidentes à une arête de degré
un ou deux, n’entraînant pas de déconnexion de face, ni la suppression totale de la face.

Nous pouvons voir sur les définitions 29 et 30 que nous avons simplement ajouté une condition
supplémentaire afin de ne pas effectuer une fusion de faces lorsqu’elle entraîne une déconnexion.
Remarquons qu’avec ces définitions modifiées, nous obtenons bien pour notre exemple de la figure
5.13, la carte de niveau2 de la figure 5.14. Nous pouvons noter sur cette carte la présence d’une
arête fictive qui permet de conserver la connexité de la face supérieure du pavé. Avec ces nouvelles
définitions, chaque face de ces cartes est homéomorphe à un disque topologique.

Pour tester si une fusion de faces entraîne une déconnexion ou non, il suffit d’effectuer un
parcours de l’orbite< β1 > d’origine un brinb de l’arête le long de laquelle doit être effectuée
la fusion. Si durant ce parcours, nous atteignons le brinβ2(b), alors l’arête est de degré un car les
deux brinsb et β2(b) appartiennent à la même face. Dans ce cas la fusion le long de cette arête
va entraîner une déconnexion si les deux brinsb et β2(b) ne sont pas cousus entre eux parβ0 et
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a.β0(b) 6= β2(b) b.β0(b) = β2(b) c.β1(b) = β2(b) d.β0(b) = β2(b)
β1(b) 6= β2(b). β1(b) 6= β2(b). β0(b) 6= β2(b). β1(b) = β2(b).

FIG. 5.15 – Les quatre configurations possibles de faces autour d’une arête de degré un.

a. Le niveau3. b. Deux étapes intermédiaires. c. Les niveaux4 et5.

FIG. 5.16 – Le cas de la sphère pour les niveaux3, 4 et5.

parβ1. Nous pouvons voir figure 5.15 les quatre configurations possibles de faces autour d’une
arête de degré un, où nous pouvons vérifier que le seul cas pouvant entraîner déconnexion est celui
présenté figure 5.15.a.

Le dernier cas de cette figure est un autre cas particulier, qui bien que n’entraînant pas de
déconnexion nécessite une condition supplémentaire. Nous ne devons pas effectuer la fusion de
deux faces si cela entraîne la suppression totale d’une face. Cette condition est ajoutée dans la
définition 30 de la carte de niveau4. Ce cas ne peut pas se produire pour le niveau2, étant donné
que chaque surface représente le bord d’un volume, et que ce bord ne peut jamais être constitué
uniquement d’une face plane fermée. Il se produit lorsque les deux brinsb etβ2(b) formant l’arête
le long de laquelle doit être effectuée la fusion de faces, sont cousus entre eux parβ1. Ce cas
survient lorsque l’objet représenté est une sphère totalement incluse dans une autre région.

Nous présentons figure 5.16.a la carte de niveau3 d’une sphère topologique (ici un cube)
entièrement incluse dans un autre volume. Nous pouvons remarquer que chaque arête de cette
carte est de degré deux. Lors de la construction de la carte de niveau4 à partir de cette carte, nous
pouvons effectuer les fusions de faces le long de toutes ces arêtes sans entraîner de déconnexion
de face.

Nous pouvons voir figure 5.16.b deux étapes intermédiaires de cette construction, où nous
avons seulement effectué certaines fusions de faces. Sur cette figure, nous avons représenté expli-
citementβ1 par des arcs de cercle gris lorsque les brins concernés ne sont pas dessinés de manière
consécutive. Nous voyons sur ces étapes intermédiaires que les fusions de face entraînent progres-
sivement la suppression de faces. Nous pouvons également remarquer que les différentes fusions
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ne peuvent pas être effectuées dans n’importe quel ordre. En effet, une fusion peut entraîner une
déconnexion si elle est effectuée avant une autre, alors que ce ne serait pas le cas si ces fusions
étaient effectuées dans l’ordre inverse. Mais il existe un ordre de fusion qui n’entraîne aucune
déconnexion, et nous pouvons donc effectuer la fusion de faces le long de chaque arête de la carte.
Cela peut se vérifier sur la figure 5.16, où intuitivement nous commençons par fusionner les faces
le long des arêtes aux extrémités de la carte.

Dans ce cas, nous supprimons tous les brins représentant cette face ainsi que, du même coup, le
volume complet. C’est pour cette raison que nous avons ajouté dans la définition 30, la contrainte
selon laquelle nous n’effectuons pas une fusion de faces le long d’une arête si cette fusion entraîne
la suppression totale de la face. Avec cette contrainte supplémentaire, nous obtenons alors la carte
de niveau4 présentée figure 5.16.c. Cette carte est également la carte de niveau5, étant donné
que les deux sommets de cette carte sont de degré un, et ne vont donc pas être supprimés par une
fusion d’arêtes. Nous obtenons bien une représentation minimale de la sphère. En effet, cette carte
possède une face, une arête et deux sommets, et la formule d’Euler nous permet de vérifier que le
genre de cet objet est égal à zéro.

Cette représentation minimale n’est pas unique, car avec le même nombre de brins, nous pou-
vons représenter une sphère par deux faces composées d’un brin chacune etβ2 cousus entre eux.
Cette autre représentation possède donc deux faces, une arête et un sommet, et donc est également
de genre zéro. Ces deux représentations minimales sont duales l’une de l’autre. Mais nous préfé-
rons la première représentation, tout d’abord car c’est celle que nous obtenons à partir de notre
définition, mais également car la deuxième représentation possède deux faces différentes. Dans ce
cas, nous ne représentons plus les faces frontières du volume correspondant. En effet, lorsqu’un
objet est totalement inclus dans un autre, il y a une seule face frontière entre ces deux objets.
Cette information n’apparaît pas immédiatement avec la deuxième représentation minimale, alors
que la première représentation possède bien une seule face topologique correspondant à cette face
frontière.

Avec ces définitions modifiées des niveaux2 et4, nous représentons maintenant correctement
toutes les configurations possibles, en conservant chaque face homéomorphe à un disque topolo-
gique au moyen d’arêtes fictives lorsque c’est nécessaire. Mais la carte topologique doit être la
représentation minimale de l’image. Nous étudions maintenant comment gérer ces arêtes fictives
afin de garantir cette minimalité.

5.3.3 Gestion des arêtes fictives et représentation minimale

Le fait de conserver des arêtes fictives pour les cartes de niveau2 et 4 permet de résoudre le
problème de déconnexion de face. Mais ces arêtes introduisent de nouveaux problèmes lors de
la construction des cartes de niveau3 et 5, c’est-à-dire lors de fusions d’arêtes. Leur résolution
garantit l’obtention de la représentation minimale.

Un premier problème se pose lors de la construction des cartes de niveau3 et 5, lorsque nous
sommes en présence d’arêtes fictives. En effet, ces arêtes fictives peuvent, suivant leur position
dans la carte, empêcher la fusion de deux arêtes qui l’auraient été autrement. Ce n’est pas du tout
satisfaisant car le rôle des arêtes fictives est uniquement de conserver les faces connexes. Elles ne
doivent pas intervenir dans la construction des autres niveaux.
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a. La carte de niveau1. b. La carte de niveau2.

FIG. 5.17 – Les cartes de niveau1 et2 d’un tore totalement inclus dans une autre région.

La figure 5.17 permet de visualiser ce problème. La figure 5.17.a montre la carte de niveau
1 d’un tore totalement inclus dans une autre région. Cette carte représente donc une seule face
frontière qui est fermée. La figure 5.17.b montre la carte de niveau2 de ce même tore. Nous
pouvons noter la présence de deux arêtes fictives (représentées en noir épais sur le dessin) qui
permettent de conserver les faces supérieure et inférieure du tore connexes. Nous avons sur cette
figure représenté en foncé les brins appartenant à ces deux faces, étant donné que ce sont elles qui
nous intéressent, et en plus clair les autres brins.

Nous pouvons voir que les arêtes fictives sont positionnées, par rapport aux autres brins de la
face, de manière totalement arbitraire étant donné que leurs positions dépend de l’ordre des fusions
de faces et que cet ordre est lui même totalement arbitraire. Cela ne pose aucun problème pour cette
carte de niveau2, mais en pose lors du calcul du niveau suivant. En effet, lors de la construction
de la carte de niveau3, nous fusionnons chaque couple d’arêtes adjacentes, alignées, et incidentes
à un sommet de degré deux. Or les deux sommets de la carte de niveau2 (figure 5.17.b) entourés
de cercles noirs ne sont pas de degré deux à cause de la présence des arêtes fictives. Si nous
n’effectuons pas de distinction entre les arêtes fictives et les autres arêtes lors de la construction
du niveau3, nous obtenons la carte présentée figure 5.18.a.

Sur cette carte, nous voyons que ces deux sommets n’ont pas été supprimés par une fusion
d’arêtes, alors qu’ils l’auraient été sans la présence des arêtes fictives, ou si elles avaient été posi-
tionnées de manière différente. La figure 5.18.b présente la carte de niveau3 que nous souhaitions
obtenir. En effet, les arêtes fictives servent uniquement à conserver chaque face connexe, mais ne
doivent pas empêcher la fusion de certaines arêtes. Nous devons régler ce problème afin de ne pas
avoir la carte de niveau3 qui dépend de l’ordre dans lequel les fusions de faces coplanaires ont été
effectuées. En effet, le cas échéant nous n’aurions pas une représentation unique de cette carte, et
donc de la carte topologique. De plus, la représentation obtenue ne serait alors pas minimale, étant
donné que certaines arêtes ne seraient pas fusionnées. Pour cela, nous considérons de manière dif-
férente les arêtes fictives des autres arêtes lors des calculs des niveaux3 et 5, c’est-à-dire pour les
fusions d’arêtes. Nous modifions donc les définitions 26 et 28 en conséquence.
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a. Problème pour le niveau3. b. La carte de niveau3 correcte.

FIG. 5.18 – Le problème rencontré lors du calcul de la carte de niveau3 du tore si l’on ne considère
pas différemment les arêtes fictives, et la carte de niveau3 correcte.

Définition 31 (carte de niveau 3)La carte de niveau3 est la carte obtenue à partir de la carte
de niveau2, en fusionnant chaque couple d’arêtes(a1, a2) adjacentes, alignées et incidentes à un
sommets tel qu’il n’existe pas d’arête réelle différente dea1 et dea2 incidente às.

Définition 32 (carte de niveau 5)La carte de niveau5 est la carte obtenue à partir de la carte
de niveau4, en fusionnant chaque couple d’arêtes(a1, a2) adjacentes, n’étant pas des boucles et
incidentes à un sommets tel qu’il n’existe pas d’arête réelle différente dea1 et dea2 incidente à
s.

Par rapport aux anciennes définitions de ces deux niveaux, nous avons remplacé la condition
que le sommet soit de degré deux par la nouvelle condition qu’il n’existe pas d’arête réelle diffé-
rente dea1 et dea2 incidente à ce sommet. Remarquons que ces deux conditions sont équivalentes
lorsqu’il n’y a pas d’arête fictive. Mais cette nouvelle condition permet de ne pas dépendre de la
position des arêtes fictives qui ne vont plus entrer en compte lors des fusions d’arêtes.

Pour la définition du niveau5, une contrainte supplémentaire impose quea1 et a2 ne soient
pas des boucles. En effet, il est impossible de fusionner une boucle avec une autre arête. La fusion
d’arête peut être considérée comme un étirement de la première arête afin qu’elle « couvre »
la seconde, ce qui n’est pas possible à réaliser lorsqu’une des deux arêtes est une boucle. Cette
condition est inutile pour le niveau3 étant donné que nous ne pouvons pas avoir de boucle, puisque
nous fusionnons uniquement des arêtes alignées.

Avec ces définitions modifiées, nous pouvons donc fusionner deux arêtes réelles le long du
sommets, malgré la présence d’arêtes fictives incidentes às. Mais dans ce cas, afin de réaliser cette
fusion, nous devons effectuer préalablement un traitement particulier. En effet, une fusion d’arête
peut être réalisée uniquement le long d’un sommet de degré deux. Pour cela, avant d’effectuer
la fusion de deux arêtesa1 et a2, nous déplaçons simplement toutes les arêtes incidentes às, à
l’exception dea1 eta2, sur le deuxième sommet dea1.
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En effet, ces arêtes sont forcément des arêtes fictives, et nous avons vu qu’elles ont uniquement
un sens topologique, et peuvent donc être déplacées, à condition de conserver la carte connexe.
De plus, nous savons quea1 et a2 ne sont pas des boucles et donc il existe bien un autre sommet
différent des incident àa1. Remarquons enfin que nous pourrions choisir de décaler les arêtes
fictives sur le deuxième sommet dea2 sans que cela ne change quoi que ce soit à la suite des
traitements.

Nous présentons l’algorithme 17 effectuant le décalage de toutes les éventuelles arêtes fic-
tives incidentes à un sommet donné. Cet algorithme est composé de deux boucles très similaires.

Algorithme 17 Décalage de toutes les arêtes fictives incidentes à un sommet donné
Entrée : Deux brinsb1 et b2 incident au même sommet
Résultat : Les arêtes fictives (différentes des arêtes incidentes àb1 et b2), incidente au

même sommet sont décalées sur le sommet incident àβ1(b1).

b← β02(b1) ;
tant que b 6= b2 faire

bnext ← β02(b) ;
Décaler_arête(b, β1(b1)) ;
b← bnext ;

b← β21(b1);
tant que b 6= b2 faire

bnext ← β21(b);
Décaler_arête(b, β2(b1));
b← bnext;

La première traite les éventuelles arêtes fictives se trouvant entreb1 et b2, en tournant dans le
sens trigonométrique. Pour chacune de ces arêtes, elle appelle simplement l’algorithme 18 qui se
charge de décaler cette arête fictive entre les brinsb1 et β1(b1). La deuxième boucle effectue un
traitement similaire pour chaque arête fictive se trouvant entreb1 et b2, en tournant dans le sens
trigonométrique inverse. Ces arêtes fictives sont quant à elles décalées entre les brinsβ2(b1) et
β20(b1).

Nous devons effectuer ces deux traitements de manière différente car suivant la position ori-
ginale des arêtes fictives, elles ne doivent pas être décalées au même endroit. En effet, lorsquef1

la face incidente àb1 n’est pas incidente àb2, les arêtes fictives conservant la facef1 connexe
doivent être décalées à l’intérieur de la facef1. Par contre, les arêtes fictives conservantf2 la face
incidente àb2 connexe doivent être décalées à l’intérieur def2.

Nous présentons figure 5.19 le déroulement de cet algorithme. La figure 5.19.a montre une
configuration où deux arêtes réelles (incidentes àb1 et b2) sont incidentes à un sommet tel qu’il
n’existe pas d’autre arête réelle incidente à ce sommet. Les flèches en pointillés gris symbolisent
la présence de brins n’étant pas concernés par cet algorithme de décalage, mais rappellent leur
existence.

La première boucle commence à traiter la première arête fictive aprèsb1 en tournant dans le
sens trigonométrique. La figure 5.19.b montre l’état de la carte après le premier décalage de cette
arête, et la figure 5.19.c son état après le deuxième décalage. Après ce décalage, nous avonsb = b2,
ce qui entraîne la sortie de la première boucle. La deuxième boucle effectue pour cet exemple un
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a. Initialisation. b. Après un
décalage.

c. Après deux
décalages : fin de la

première boucle.

d. Fin de l’algorithme.

FIG. 5.19 – Déroulement de l’algorithme de décalage des arêtes fictives.

seul décalage et nous obtenons au final la carte présentée figure 5.19.d. Nous avons bien décalé
toutes les arêtes fictives incidentes au sommet incident àb1 et àb2 : ce sommet est désormais de
degré deux.

L’algorithme « Décaler_arête », présenté algorithme 18, effectue simplement le décalage de
l’arête fictive incidente àbfictif entre les brinsβ0(bdest) et bdest.

Algorithme 18 Décalage d’une arête fictive donnée
Entrée : Deux brinsbfictif et bdest
Résultat : L’arête fictive incidente àbfictif est décalé entre les brinsβ0(bdest) et bdest.

b1 ← β0(bfictif ) ; b2 ← β21(bfictif ) ; b3 ← β0(bdest) ;

1 β0-découdre(bfictif ) ; β1-découdre(β2(bfictif ));
β1-découdre(β3(bfictif )) ; β0-découdre(β23(bfictif ));

2 β1-coudre(b1, b2) ; β0-coudre(β3(b1), β3(b2));

3 β1-découdre(b3) ; β0-découdre(β3(b3));

4 β1-coudre(b3, bfictif ) ; β1-coudre(β2(bfictif ), bdest);
β0-coudre(β3(b3), β3(bfictif )) ; β0-coudre(β23(bfictif ), β3(bdest));

Ce décalage s’effectue en4 étapes que nous illustrons sur l’exemple présenté figure 5.20.
Après la phase d’initialisation (figure 5.20.a), la première étape de l’algorithme effectue la décou-
sure de l’arête fictive incidente àbfictif (figure 5.20.b). Une arête fictive est forcément composée
de 4 brins. En effet, il existe deux brins cousus entre eux parβ2, par demi-face, et une face to-
pologique est composée de deux demi-faces identiquesβ3-cousues. Nous ne représentons pas la
deuxième demi-face sur nos figures pour des raisons de lisibilité.

La deuxième étape de l’algorithmeβ1-coudb1 et b2, les deux brins qui ont été décousus lors
de la première phase (figure 5.20.c). Afin de vérifier les contraintes des cartes combinatoires, nous
effectuons la couture similaire pour les brins correspondant dans la deuxième demi-face. La troi-
sième étapeβ1-découdb3 pour insérer l’arête fictive (figure 5.20.d). De même que précédemment,
nous effectuons la décousure similaire pourβ3(b3). Enfin, la dernière étape (figure 5.20.e) insère
l’arête fictive entre les brinsb3 et bdest (ainsi qu’entreβ3(bdest) et b3 pour l’autre demi-face).
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FIG. 5.20 – Déroulement de l’algorithme décalant une seule arête fictive.

La complexité de cet algorithme est en temps constant, étant donné que nous effectuons uni-
quement des opérations unitaires de couture et de décousure. Remarquons que cet algorithme
fonctionne quelle que soit la configuration de la carte de départ, la seule contrainte étant que
l’arête incidente àbfictif doit être une arête fictive. La complexité de l’algorithme 17 effectuant
le décalage de l’ensemble des arêtes fictives incidentes à un sommet est enO(nombre d’arêtes
fictives décalées). En effet, les deux boucles « tant que » parcourent l’ensemble des arêtes fictives
une à une, et effectuent uniquement des opérations en temps constant. Remarquons enfin que cet
algorithme fonctionne même s’il n’y a aucune arête fictive à décaler, et dans ce cas n’entraîne pas
de modification de la carte.

Lors des calculs des cartes de niveaux3 et 5, nous testons si deux arêtesa1 eta2 doivent être
fusionnées, à l’aide des contraintes présentées définitions 31 et 32. Si c’est le cas, nous appelons
l’algorithme 17, qui va décaler les éventuelles arêtes fictives incidentes à ce sommet. Enfin, nous
effectuons la fusion des deux arêtesa1 et a2 restantes de manière classique, étant donné que le
sommet est désormais de degré2.

Lorsque nous appliquons ce principe à la carte de niveau2 pour notre exemple du tore (cf.
figure 5.17.b), nous obtenons bien la carte de niveau3 correcte présentée figure 5.18.b, où les
arêtes fictives n’ont pas empêché de fusion d’arêtes. La position des arêtes fictives dépend de
l’ordre dans lequel nous avons effectué les fusions d’arêtes et dans lequel nous avons choisi les
brins de ces arêtes. Nous obtenons donc une représentation qui est unique à la position des arêtes
fictives près.

Afin de calculer la carte de niveau4, nous fusionnons maintenant chaque couple de faces ad-
jacentes incidentes à une arête de degré un ou deux n’entraînant pas de déconnexion de face, ni la
suppression totale de la face (d’après la définition 30). Nous observons sur la carte de niveau3 du
tore (cf. figure 5.18.b) que toutes ses arêtes sont de degré deux. Seules les conditions supplémen-
taires sur la déconnexion et la suppression totale vont nous contraindre à ne pas effectuer certaines
fusions.

La carte de niveau4 de cet exemple est présentée figure 5.21.a. Cette carte est composée d’une
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a. La carte de niveau4. b. La carte de niveau5.

FIG. 5.21 – Suite de l’exemple du tore pour les niveaux4 et5.

seule face. Il est impossible d’effectuer une fusion de faces le long de n’importe quelle arête de
cette carte sans entraîner une déconnexion. Cette carte ne peut donc plus être simplifiée par des
fusions de faces. De ce fait, chaque arête de cette carte est une arête fictive. En effet, toute ces arêtes
sont de degré un et n’ont pas été fusionnées uniquement car cela entraînait une déconnexion. Mais
c’est bien ce que nous voulions obtenir, étant donné que la face frontière que représente cette carte
est fermée. Elle n’a donc pas de bord, et par conséquence pas d’arête réelle.

Nous pouvons maintenant construire la carte de niveau5 à partir de cette carte, en appliquant
la définition 32. Remarquons que, lors de cette construction, nous fusionnons des arêtes fictives.
En effet, les nouvelles définitions des niveaux3 et 5 imposent qu’il n’existe pas d’arête réelle
incidente au même sommet différente des deux arêtes à fusionner, mais il n’y a pas de contrainte
sur ces deux arêtes. Elles peuvent donc être indifféremment deux arêtes réelles ou deux arêtes
fictives. Mais il n’est pas possible de fusionner une arête réelle avec une arête fictive. En effet,
s’il n’existe pas d’autre arête réelle incidente au même sommet, c’est que l’arête réelle est une
boucle et dans ce cas nous n’effectuons pas la fusion. Pour notre exemple du tore, nous obtenons
finalement la carte présentée figure 5.21.b. En effet, tous les sommets de la carte de niveau4 sont
de degré deux, à l’exception du sommet central où se croisent les deux boucles. Il ne reste donc
plus que ce sommet dans la carte de niveau5, et nous obtenons bien une représentation minimale
classique du tore, composée d’une face, de deux arêtes et d’un sommet.

Nous pouvons vérifier sur cet exemple que les arêtes fictives portent plus d’information que
celle d’inclusion, et donc que la solution consistant à ajouter un arbre d’inclusion à chaque face
n’est pas suffisante. En effet, ces arêtes fictives sont utiles afin de palier le problème de décon-
nexion de face, mais permettent également la représentation d’objets ayant une surface fermée
comme surface frontière, comme nous venons de le voir. Avec ces nouvelles définitions des ni-
veaux de simplification, nous avons obtenu, dans l’exemple que nous venons de traiter, la repré-
sentation minimale de manière directe. En effet, la carte de niveau5 a été obtenue directement
à partir de la carte de niveau4 en fusionnant les arêtes incidentes à des sommets de degré deux.
Cette représentation minimale est unique étant donné que le nombre de faces est fixée : il est égal
au nombre de faces frontières de l’image.
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a. La carte de niveau2. b. La carte de niveau3.

FIG. 5.22 – Les cartes de niveau2 et3 du tore de l’exemple précédent avec d’autres positions des
arêtes fictives.

a2
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s2

1a s1

a. La carte de niveau4. b. Le niveau5 en cours de
construction.

c. La carte de niveau5.

FIG. 5.23 – Les cartes de niveau4 et5, et une étape intermédiaire de construction.

Mais ce n’est pas forcément toujours le cas. Pour illustrer cela, nous reprenons le cas du tore,
mais avec d’autres positions des arêtes fictives dans la carte de niveau2. En effet, ces positions
dépendent de l’ordre dans lequel sont réalisées les fusions de faces, étant donné que l’arête fic-
tive s’obtient en n’effectuant pas la dernière fusion. Nous pouvons voir figure 5.22.a la carte de
niveau2 du tore de l’exemple précédent, mais avec d’autres positions des arêtes fictives, et fi-
gure 5.22.a la carte de niveau3 correspondante. Pour ces deux niveaux, les nouvelles définitions
donnent bien les résultats corrects. De plus, ces deux niveaux sont identiques au deux déjà présen-
tés, à la position des arêtes fictives près.

Lorsque nous calculons la carte de niveau4, nous obtenons alors la carte présentée figu-
re 5.23.a. Cette carte est composée d’une seule face, de dix arêtes et de neuf sommets. La ca-
ractéristique d’Euler nous permet de vérifier qu’elle représente bien un tore. Pour vérifier que
cette carte possède une seule face, il suffit de partir d’un brin quelconque et de parcourir l’orbite
< β1 >. Nous parcourons alors l’ensemble des brins de cette carte. Cette carte est bien la carte
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de niveau4, car nous ne pouvons pas effectuer d’autre fusion de faces le long de n’importe quelle
arête sans entraîner une déconnexion. Remarquons que cette carte n’est pas identique à celle que
nous avons obtenu précédemment (figure 5.21.a). En effet, ce niveau de carte est dépendant de la
géométrie, car nous avons, pour le moment, fusionné uniquement les arêtes alignées.

Nous calculons la carte de niveau5 à partir de cette carte. La figure 5.23.b montre la carte
obtenue en fusionnant uniquement les arêtes incidentes à des sommets de degré deux. Cette carte
n’est pas une représentation minimale d’un tore, et n’est pas celle que nous voulons obtenir. Mais
avec notre définition modifiée de la carte de niveau5, nous fusionnons chaque couple d’arêtes
n’étant pas des boucles tel qu’il n’existe pas d’autre arête réelle incidente au même sommet. Nous
voyons sur la figure 5.23.b que certains couples d’arêtes répondent à ce critère et nous allons les
fusionner. Il y a exactement trois couples d’arêtes possibles :(a1, a2), (a1, a3) et(a2, a3). Comme
nous ne contrôlons pas l’ordre dans lequel sont effectuées les fusions, c’est une de ces trois fusions
qui va être réalisée. Mais quel que soit le couple d’arêtes choisi, nous obtenons le même résultat
qui est la carte de niveau5 présenté figure 5.23.c. Remarquons que cette carte est la même que
celle obtenue avec l’exemple précédent (cf. figure 5.21.b). Nous avons bien une représentation
unique et minimale.

Afin d’obtenir cette carte, nous utilisons le principe déjà présenté, consistant à déplacer les
éventuelles arêtes fictives incidentes au même sommet avant d’effectuer la fusion. Par exemple,
si nous fusionnons les deux arêtesa1 et a2 le long du sommets1, nous commençons par décaler
l’arêtea3 incidente également à ce sommet, surs2 qui est le deuxième sommet incident àa1. Ce
décalage rend l’arêtea3 deux fois incidente au même sommet : c’est une boucle. Ensuite, nous
effectuons la fusion des deux arêtesa1 et a2, étant donné que le sommets1 est de degré deux.
Cette fusion entraîne la création de la deuxième boucle, et nous obtenons alors la carte de niveau5
finale.

Ces deux exemples mettent en évidence que les définitions modifiées des niveaux de simplifi-
cation et notre principe de décalage d’arêtes fictives permettent bien d’obtenir la carte topologique,
quelle que soit la position des arêtes fictives. Mais il reste encore un cas particulier à traiter afin
d’avoir totalement étudié la gestion des arêtes fictives. Ce cas se produit lors de la fusion de deux
arêtes fictives lors du calcul de la carte de niveau3.

Il est illustré figure 5.24, à nouveau pour un tore, mais contrairement aux deux exemples
précédents, celui-ci est de taille5×5×1 voxels. Nous pouvons remarquer sur la carte de niveau2
représentant ce tore (figure 5.24.b), la présence d’arêtes fictives permettant de conserver les faces
inférieure et supérieure de ce tore connexes. Mais contrairement aux exemples précédents, il y a
maintenant deux arêtes fictives pour chacune de ces faces, étant donné que les bords extérieur et
intérieur de ces faces sont éloignés de deux lignels. Ce n’est pas gênant pour cette carte de niveau2,
étant donné que chaque arête de cette carte représente un lignel. Mais cela pose problème lors du
calcul de la carte de niveau3.

En effet, d’après la définition 31, nous fusionnons chaque couple d’arêtes adjacentes et ali-
gnées tel qu’il n’existe pas d’autre arête réelle incidente au même sommet. Si nous appliquons
cette définition telle quelle, ainsi que notre principe de décalage d’arêtes fictives, nous obtenons
alors la carte présentée figure 5.25.a, sur laquelle nous voyons qu’il y a toujours deux arêtes fictives
pour les faces supérieure et inférieure du tore. En effet seule les arêtes alignées ont été fusionnées,
or les arêtes fictives non pas de plongement, et n’ont donc pas été fusionnées.
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a. La carte de niveau1. b. La carte de niveau2.

FIG. 5.24 – Les cartes de niveau1 et2 d’un autre tore totalement inclus dans une région.

a. La carte de niveau3 posant problème. b. La carte de niveau3 correcte.

FIG. 5.25 – Carte de niveau3 d’un tore totalement inclus dans une autre région : le problème et la
carte correcte.

Il est clair que ce n’est pas la carte que nous souhaitons obtenir. En effet, les arêtes fictives
permettent de conserver chaque face connexe. Le fait d’en conserver plusieurs n’apporte aucune
information supplémentaire. Il n’y a donc aucun intérêt à conserver ici deux arêtes au lieu d’une.
De plus, pour cet exemple nous avons seulement deux arêtes par face, mais suivant l’ordre des
fusions de faces, nous pourrions en avoir beaucoup plus, comme pour l’exemple présenté figure
5.26, où nous avons douze arêtes fictives pour la face inférieure du tore, plus deux pour la face
supérieure.

Afin de régler ce problème et obtenir la carte de niveau3 présenté figure 5.25.b, nous consi-
dérons simplement que deux arêtes fictives adjacentes sont alignées. Cela peut être envisagé car
ces arêtes n’ont pas de plongement. Cette simple modification permet de résoudre ce dernier pro-
blème. Nous obtenons alors la carte de niveau3 ayant une seule arête fictive par face trouée, y
compris dans le dernier cas. À partir de cette carte, nous continuons le calcul des différents ni-
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FIG. 5.26 – La carte de niveau2 du même tore, avec de nombreuses arêtes fictives.

a. Le niveau1. b. Le niveau2 et ses arêtes fictives.

FIG. 5.27 – Les cartes de niveaux1 et2 d’un tore à deux trous.

veaux de simplification, que nous ne détaillons pas ici étant donné que nous obtenons exactement
les mêmes cartes de niveaux4 et5 que pour le tore précédent (cf. figure 5.23).

Nous étudions maintenant un dernier exemple un peu plus complexe, non pas pour introduire
un nouveau problème, mais simplement pour vérifier le résultat obtenu pour un objet plus com-
plexe : c’est le cas du tore à deux trous. Nous pouvons voir figure 5.27.a la carte de niveau1 d’un tel
tore, totalement inclus dans une autre région comme pour nos précédents exemples. Figure 5.27.b
est présentée la carte de niveau2 correspondante. Comme les faces supérieure et inférieure du
tore possèdent chacune deux trous, nous avons donc pour chacune de ces faces deux arêtes fictives
permettant de les conserver connexes. La figure 5.28.a présente la carte de niveau3 obtenue en
fusionnant uniquement les arêtes incidentes à des sommets de degré deux, et la figure 5.28.b la
carte de niveau3 correcte que nous obtenons avec les définitions modifiées.

Afin de bien comprendre le passage entre le niveau2 et le niveau3, et par la même occasion
le principe d’extraction modifiée, nous l’étudions pour deux configurations différentes d’arêtes
fictives. Pour simplifier les schémas et en faciliter la compréhension, nous nous limitons à l’étude
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a. Problème pour le niveau3. b. Le niveau3 correct.

FIG. 5.28 – Le niveau3 du tore à deux trous : le problème rencontré si l’on ne traite pas les arêtes
fictives de manière particulière, et la carte de niveau3 correcte.

1e

2e

2e 1e 3e 4e

a. b.

FIG. 5.29 – La face supérieure du tore à deux trous avec différentes positions des arêtes fictives.

de la face supérieure de ce tore. Nous présentons figure 5.29 cette face supérieure de la carte de
niveau2 présentée 5.27.b. Sur cette figure, nous avons dessiné comme précédemment les arêtes
fictives en noir épais, et représenté la relationβ2 au moyen des petits segments de droite. Nous
avons représenté deux possibilités pour cette face supérieure, suivant la position des arêtes fictives,
mais il en existe d’autres.

Nous pouvons voir figure 5.30.a le résultat du déplacement de l’arête fictive, pour la face
supérieure du tore présenté figure 5.29.a. Après avoir décalé cette arête, le sommet incident àe1 et
e2 est vraiment de degré2, même en tenant compte des arêtes fictives. Nous pouvons donc ensuite
effectuer la fusion d’arêtes de manière normale, et obtenir la carte présentée figure 5.30.b. Au
final, nous obtenons, pour la face supérieure du tore, la carte de niveau3 présentée figure 5.30.c.
Nous pouvons vérifier, sur cette carte, que les fusions d’arêtes réelles ont toutes été réalisées de
manière identique aux fusions effectuées si nous n’avions pas d’arête fictive.

Nous montrons maintenant quelques étapes intermédiaires de la construction de la carte de
niveau3 pour la deuxième configuration de la face supérieure du tore à deux trous présentée
figure 5.29.b. Cette face diffère de la précédente par la position des arêtes fictives. La figure 5.31.a
montre la carte obtenue après la fusion des arêtese1 et e2. Après cette fusion, deux arêtes fictives
sont incidentes au même sommet. L’opération de décalage effectuée avant la fusion des deux
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1e

2e

a. Après avoir décalé l’arête
fictive.

b. Après la fusion dee1 ete2. c. La carte de niveau3
finale.

FIG. 5.30 – La face supérieure du tore à deux trous (figure 5.29.a) : quelques étapes avant d’arriver
à la carte de niveau3.

1e 3e 4e 4e3e

a. Après la fusion dee1 ete2. b. Après la fusion dee3 ete1. c. La carte de niveau3
finale.

FIG. 5.31 – La face supérieure du tore à deux trous (figure 5.29.b) : quelques étapes avant d’arriver
à la carte de niveau3.

arêtese3 ete1 va donc décaler deux arêtes fictives, et non plus une seule comme pour les exemples
précédents. La figure 5.31.b montre la carte obtenue après la fusion dee3 et e1, et la figure 5.31.c
la carte de niveau3 obtenue au final. Cette carte est identique à la carte de niveau3 obtenue en
partant de l’autre configuration, à l’exception de la position des arêtes fictives.

Pour le tore entier, nous obtenons la carte de niveau3 déjà présentée figure 5.28.b. À partir de
ce niveau, nous fusionnons chaque couple de faces adjacentes et incidentes à une arête de degré un
ou deux, n’entraînant pas de déconnexion de face, ni la suppression totale de la face (définition 30
du niveau4 modifié). La carte de niveau4 obtenue est présentée figure 5.32.a. Cette carte est
composée d’une seule face, de dix-sept arêtes et de quatorze sommets, et la formule d’Euler donne
bien un genre égal à deux.

La figure 5.32.b montre la carte de niveau5 en cours de construction. Nous avons pour le mo-
ment fusionné uniquement les arêtes adjacentes et incidentes à des sommets de degré deux. Cette
carte est maintenant composée d’une face, de huit arêtes et de cinq sommets : nous caractérisons
toujours un double dore. Mais cette carte n’est pas une représentation minimale. Nous continuons
donc de fusionner les arêtes respectant les contraintes de la définition 32 du niveau5 modifié.

Nous illustrons de manière progressive la construction de la carte de niveau5 à partir de
cette carte. Remarquons que, comme pour le cas du tore étudié figure 5.23, nous montrons ici un
exemple de fusions d’arêtes. En effet, l’ordre dans lequel sont effectuées ces fusions est totalement
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1a

a2

3a 4a

5a

a7

8a

s1

2s

s3

s4 5s

6a

a. Le niveau4. b. Le niveau5 en cours de construction.

FIG. 5.32 – Le niveau4 du tore à deux trous, et le niveau5 en cours de construction, obtenu en
fusionnant seulement les arêtes incidentes à des sommets de degré deux.

1a
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3a 4a
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s4 5s
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s4

6a

4a

8a
2s

1a s4

6a2a

a. Après fusion dea8 eta7 le
long des1.

b. Après fusion dea6 eta5 le
long des5.

c. Après fusion dea1 eta3 le
long des3.

FIG. 5.33 – Quelques étapes intermédiaires de la construction du niveau5 du tore à deux trous.

arbitraire et aurait donc pu être différent. Mais nous pouvons vérifier que quel que soit cet ordre,
nous obtenons toujours la même carte finale.

La figure 5.33.a présente la carte obtenue à partir de la carte précédente (cf. figure 5.32.b)
en fusionnant les arêtesa8 et a7 le long du sommets1. Les arêtes fictives différentes dea8 et a7

sont dans un premier temps décalées sur le deuxième sommet incident àa8, c’est-à-dires2. En
pratique, une seule arête répond à ce critère et est donc décalée : c’est l’arêtea6.

Nous fusionnons ensuite les arêtesa6 et a5 autour du sommets5. Nous obtenons alors la
carte présentée figure 5.33.b. Avant cette fusion, l’arêtea6 est décalée surs4 qui est le deuxième
sommet incident àa6. La figure 5.33.c montre la carte obtenue après la fusion des arêtesa1 eta3

le long des3. Nous pouvons remarquer que chaque fusion entraîne la suppression d’un sommet et
d’une arête topologique, car nous fusionnons forcément deux arêtes n’étant pas des boucles. Cette
avant-dernière carte possède deux sommets, cinq arêtes et une face.
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a4

2a a8

6a

FIG. 5.34 – La carte de niveau5 du tore à deux trous, obtenue par exemple après la fusion dea6

eta1 le long des2.

Enfin, nous fusionnons les arêtesa6 eta1 le long du sommets2. Nous obtenons alors la carte
topologique présentée figure 5.34. Nous avons réorganisé les arêtes pour rendre cette figure plus
compréhensible. Cette carte est la seule représentation minimale du tore à deux trous ayant une
seule face. Elle est composée d’un sommet, quatre arêtes et une face. Chaque arête est une boucle,
et nous ne pouvons donc plus effectuer aucune fusion. Nous obtenons bien, une nouvelle fois, la
représentation minimale.

5.3.4 Preuve de la minimalité

Les exemples étudiés permettent de vérifier que les nouvelles définitions des niveaux de sim-
plification amènent bien chaque fois à la représentation minimale. Cette représentation minimale
est unique car le nombre de faces est fixée : il est égal au nombre de faces frontières de l’image.
Nous avons étudié uniquement des objets totalement inclus dans une autre région, car ce sont ceux
pour lesquels la gestion des arêtes fictives est primordiale afin d’obtenir cette représentation. De
plus, nous avons vu lors de la présentation de notre premier exemple qui ne contenait pas d’arête
fictive, que la représentation minimale est obtenue directement et sans problème. Nous donnons
ici la preuve informelle afin de montrer que la carte topologique est la représentation minimale.
La preuve formelle est possible mais serait très longue et technique ; nous préférons en exposer
seulement les idées générales.

Nous classons les régions en deux catégories distinctes : celles représentées par des surfaces
fermées et les autres. Remarquons tout d’abord que les seuls objets topologiques représentés sont
des sphères et des tores àn trous. En effet, chaque surface est orientable et fermé. Avec la relation
d’inclusion, nous pouvons caractériser plus finement une région, en parlant par exemple de sphère
contenant un tore, mais toujours uniquement à partir de sphères et den-tores. Nous ne traitons
pas ici le cas de la sphère, pour lequel nous avons déjà montré section 5.3.2 que la représentation
obtenue est bien minimale.

Pour les objets représentés par une surface fermée, la carte de niveau3 correspondante est
composée uniquement d’arêtes de degré un ou deux. En effet, cet objet est forcément totalement
inclus dans une autre région, sinon sa surface ne serait pas fermée. Au cours du calcul de la carte
de niveau4, nous fusionnons toutes les faces le long de toutes les arêtes, à l’exception des fusions
entraînant des déconnexions. Une déconnexion de face peut survenir uniquement pour une fusion
de deux faces le long d’une arête de degré un (cf. section 5.3.2). Comme la carte de niveau4
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a. b. c.

FIG. 5.35 – Trois configurations impossible à obtenir pour la carte de niveau5.

représentant cet objet est connexe et que toutes ses arêtes sont fictives, nous en déduisons que
cette carte est composée d’une seule face. Nous allons ensuite, lors du calcul de la carte de niveau5
fusionner chaque couple d’arêtes non boucles, étant donné que la carte est entièrement composée
d’arêtes fictives. Nous arrivons forcément à une carte ayant un seul sommet et uniquement des
arêtes en boucles.

Afin de prouver cela, il suffit de montrer qu’il est impossible d’arriver à une configuration
semblable à celles présentées figure 5.35. En effet, ce type de configuration possède deux sommets
différents, et une seule arête non boucle. Dans ce cas, il n’y a plus de couple d’arêtes non boucle
à fusionner, et la carte de niveau5 finale ne possède pas un seul sommet. Mais ces configurations
ne peuvent pas survenir. En effet, lors de la construction de la carte de niveau4, toutes les faces
pouvant être fusionnées sans entraîner de déconnexion l’ont été. Or, dans ces cas, ainsi que dans
les cas similaires, certaines fusions de faces n’entraînent pas de déconnexion. C’est évident pour
le cas présenté figure 5.35.a, un peu plus difficile à voir pour celui de la figure 5.35.b qui ne
représente pas la carte mais la schématise par ses sommets et arêtes.

Intuitivement, la carte de niveau4 est composée uniquement d’arêtes de degré un, et ne possède
aucun sommet de degré un. En effet, un tel sommet est adjacent à une seule arête, et la fusion de
faces le long de cette arête n’entraîne pas de déconnexion. De plus, si la carte de niveau4 n’a pas
de sommet de degré un, alors la carte de niveau5 n’en n’a pas non plus. En effet, seules les arêtes
incidentes à des sommets de degrés deux sont fusionnées, et nous ne pouvons pas obtenir une
carte composée seulement d’une boucle. Les seules configurations possibles ressemblant à celle
de la figure 5.35.b vérifiant ces deux contraintes sont similaires à celle présentée figure 5.35.c. La
configuration des brins appartenant aux deux boucles est la seule possible afin de ne pas avoir de
sommet de degré un. Cette configuration est extensible à un nombre quelconque de boucles. Dans
ce cas, nous pouvons vérifier que la fusion de faces le long d’une de ces deux boucles n’entraîne
pas de déconnexion, ce qui montre que ce type de cas ne peut pas se produire.

Comme ces configurations n’existent jamais, lorsque nous avons plus de deux sommets, il
existe toujours au moins deux arêtes n’étant pas des boucles et pouvant donc être fusionnées.
Chaque fusion d’arêtes diminue les nombres de sommets et d’arêtes de un, au final la carte obtenue
possède toujours un seul sommet et plusieurs arêtes, suivant le genre du tore. Un tore àn trous, est
donc représenté par une face, un sommet et2n arêtes, ce qui est bien la représentation minimale.
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R0

R1
R2

FIG. 5.36 – Un tore adjacent à un autre volume.

Lorsqu’un objet est adjacent à d’autres régions, il est représenté par un certain nombre de
faces frontières. Ces faces frontières ne peuvent pas être fermées car une telle face représente
entièrement un volume, et nous sommes alors dans le cas d’un objet totalement inclus dans une
autre région. Ces faces possèdent toutes un ou plusieurs bords, représentés par des arêtes réelles.
Ces bords sont minimaux car chaque couple d’arêtes incidentes à des sommets de degré deux ont
été fusionnées. Lorsqu’une face frontière est représentée park bords, il y ak − 1 arêtes fictives
permettant de conserver cette face connexe. Ces arêtes fictives sont bien en nombre minimal. Mais
certaines faces peuvent représenter plus d’information que seulement leurs bords.

Ce cas est illustré par la figure 5.36. Cet exemple représente un tore (régionR1) adjacent à un
cube topologique (régionR2), tous deux inclus dans la région infinie (R0). Sur la carte topologique
correspondante, nous ne représentons pas les brins de la région infinie. Le tore est représenté par
deux faces, une pour la frontière entreR1 etR2, et une autre pour celle entreR1 etR0. La région
R1 est représentée par deux faces, trois arêtes et un sommet, ce qui correspond bien au genre d’un
tore. La première face est simplement une boucle, car tous les sommets appartenant à son bord
sont de degré deux. La deuxième face est composée de trois arêtes et d’un sommet. En effet, cette
face « contient » l’information que l’objet modélisé est un tore. Elle est composée de deux arêtes
fictives, plus un brin appartenant à l’arête réelle. Le brin appartenant à l’arête réelle ne peut être
ni déplacé, ni supprimé. Par contre, les autres arêtes étant fictives, elles peuvent être déplacées.
Intuitivement, elles vont être positionnées sur le sommet incident à l’arête réelle. Elles vont être
ensuite fusionnées lors du calcul de la carte de niveau5, tant qu’il existe deux arêtes non boucles.
Nous obtenons finalement uniquement des boucles incidentes à un seul sommet, en montrant que
les configurations présentées figure 5.35 ne peuvent pas non plus se produire ici.

5.4 Le plongement de la carte topologique

Nous étudions maintenant la manière de plonger la carte topologique. Nous nous limitons à
cette carte de niveau5, tout d’abord car c’est celle qui nous intéresse le plus, mais également car
c’est la plus délicate à plonger. En effet, pour les niveaux1, 2 et3, les solutions déjà présentées en
dimension2 peuvent s’étendre facilement. Par exemple pour la carte de niveau3, nous pouvons
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FIG. 5.37 – La carte de niveau5 de notre premier exemple, avec son plongement.

a2

a 3

a1

a

c db

FIG. 5.38 – Zoom sur une face topologique et son plongement.

associer à chaque sommet topologique les coordonnées d’un point géométrique. Étant donné que
chaque arête de ce niveau est un segment de droite, ce plongement simple suffit pour reconstruire
le plongement de chaque cellule topologique.

5.4.1 Plongement face

Une première solution afin de plonger la carte topologique consiste à associer une surface à
chaque face de la carte. Cette solution est relativement simple à mettre en œuvre, étant donné
que nous plongeons un seul type de cellule. Nous pouvons voir figure 5.37 ce plongement pour
la carte topologique du premier exemple que nous avons étudié. Nous pouvons vérifier sur cet
exemple que deux demi-faces topologiques (β3-cousues entre elles) sont associées à la même
surface, comme pour la face distinguée figure 5.38. Mais afin de reconstruire correctement les
plongements de chaque cellule, les liaisons entre les brins de la carte et le plongement doivent être
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réalisées « correctement ». Un brinb doit désigner le bord de la surface de plongement représentant
l’arête incidente àb, et le sommet incident àb.

Sur notre exemple figure 5.38, le brina désigne l’arêtea1 du plongement, du côté du sommet
entre les arêtesa1 et a2, et le brind (qui estβ3-cousu au brina) désigne l’arêtea3 du côté du
sommet entre les arêtesa3 eta2. Pour récupérer le plongement d’un sommet topologique, il suffit
de récupérer les coordonnées du sommet du bon côté de l’arête désignée par ce brin. Pour récupérer
le plongement d’une arête topologique incidente à un brinb, il faut parcourir le bord de la surface
de plongement à partir de l’arête désignée parb, jusqu’à l’arête de plongement désignée parβ3(b).
Nous obtenons une suite de coordonnées qui est une courbe1d représentant le plongement de
cette arête. Pour récupérer le plongement d’une face topologique, il suffit de récupérer toute la
surface de plongement, et enfin pour récupérer le plongement d’un volume topologique, il faut
récupérer l’ensemble des plongements des faces topologiques qui le compose, et les mettre en
contact suivant lesβ2-coutures de la carte.

Une possibilité intéressante pour représenter ce plongement est l’utilisation des2-G-cartes.
Nous devons en effet représenter des surfaces qui sont donc des objets de dimension2. De plus, il
est intéressant ici d’utiliser les G-cartes au lieu des cartes afin de profiter de leur absence d’orien-
tation. Si nous utilisons les cartes, chaque surface de plongement est représentée par une carte,
donc avec une certaine orientation. Certaines opérations vont entraîner la fusion de deux surfaces
de plongement. Si les deux orientations de ces surfaces ne sont pas identiques, nous devons in-
verser une des deux cartes avant de pouvoir les fusionner. Ce problème est résolu par l’utilisation
des G-cartes, étant donné qu’elles ne sont pas orientées. Ces G-cartes sont l’équivalent des cartes
topologiques en dimension2, c’est-à-dire qu’elles ne contiennent pas de sommet de degré deux,
et que nous associons à chacune de leurs arêtes un plongement arête ouverte et à chacun de leurs
sommets les coordonnées d’un point3d.

Ces2-G-cartes de plongement représentent la géométrie des faces topologiques de la carte,
comme nous pouvons le voir sur l’exemple de la figure 5.39. Chaque brin d’une même face désigne
un brin du bord de la même2-G-carte de plongement, à l’exception des brins appartenant à des
arêtes fictives. En effet, une arête fictive est une arête « à l’intérieur » d’une même face, et sera
donc associée à une arête n’appartenant pas au bord de la2-G-carte de plongement. De manière
intuitive, ce plongement peut être vu comme le complémentaire de la carte topologique. Tous les
brins supprimés lors de la construction des niveaux4 et 5 sont ajoutés dans des2-G-cartes de
plongement. En effet, ce plongement est un peu l’équivalent de la carte de niveau3 étant donné
qu’il représente les arêtes alignées de longueur maximale et uniquement les faces coplanaires. De
plus, comme chaque fusion effectuée lors de la construction des niveaux4 et 5 entraîne une perte
d’information géométrique, cette information est conservée dans les2-G-cartes. Nous pouvons
voir figure 5.40 comment est réalisé ce plongement pour la face présenté figure 5.38. Les deux
demi-faces topologiques pointent vers des brins du bord de la même2-G-carte.

L’inconvénient de ce plongement est le même que celui rencontré en dimension2 : il repré-
sente des informations géométriques de manière redondante. En effet, un sommet sera représenté
dans chaque G-carte de plongement, donc autant de fois qu’il y a de faces incidentes à ce som-
met dans la carte. Pour l’exemple figure 5.39, le sommet central est incident à chacune des6
faces topologiques. Il est donc représenté6 fois, une fois dans chaque G-carte de plongement.
Ces informations redondantes entraînent une perte en espace mémoire, mais également en temps
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FIG. 5.39 – Le plongement face réalisé avec des2-G-cartes.
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FIG. 5.40 – Zoom sur une face topologique et son plongement réalisé avec des2-G-cartes.

d’exécution. En effet, lorsque nous voulons modifier les coordonnées d’un sommet topologique,
nous devons le faire pour chacune des G-cartes de plongements le contenant.

5.4.2 Plongement face ouverte, arête ouverte et sommet

Un deuxième plongement, permettant d’éviter la représentation redondante de cellule géo-
métrique, consiste à plonger chaque face topologique par une surface ouverte (c’est-à-dire sans
son bord), chaque arête topologique par une courbe1d ouverte (sans ses sommets extrémités) et
chaque sommet topologique par un point géométrique.
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FIG. 5.41 – Le plongement face ouverte, arête ouverte et sommet pour une face topologique de
notre exemple.

Comme pour le plongement précédent, une manière d’implanter ce plongement consiste à as-
socier à chaque face une2-G-carte représentant la surface géométrique correspondante, mais cette
fois sans en plonger le bord. Ce plongement sera en effet reconstruit à l’aide des plongements
arêtes et sommets. Nous associons également à chaque arête topologique une1-G-carte de plon-
gement, représentant la courbe1d ouverte et enfin à chaque sommet topologique les coordonnées
du point géométrique correspondant.

Nous ne donnons pas d’exemple précis de ce plongement, car les figures correspondantes sont
illisibles, mais présentons simplement figure 5.41 le plongement d’une face de la carte topolo-
gique utilisée pour le plongement précédent. Sur cette figure, nous voyons que les deux sommets
topologiques de la face sont associés à deux sommets géométriques (symbolisés par les points).
Les deux arêtes pointent vers des1-G-cartes représentant le plongement des arêtes ouvertes. Enfin,
chaque brin pointe vers un brin du bord de la2-G-carte de plongement, qui est surface « ouverte »,
c’est-à-dire que son bord ne possède pas de plongement.

L’avantage de ce plongement est que, contrairement au précédent, il ne code aucune informa-
tion géométrique de manière redondante. Mais nous voyons sur cet exemple qu’il est plus com-
plexe à mettre en œuvre. De plus, afin de récupérer le plongement d’une cellule topologique, nous
devons le reconstruire en combinant les plongements sommets, arêtes, et faces, ce qui entraîne
un surcoût de complexité. Enfin, chaque brin doit maintenant conserver des informations sur trois
types de plongements différents, ce qui entraîne une augmentation de l’espace mémoire nécessaire
au codage d’un brin.

Il est clair que suivant les utilisations de la carte topologique et les besoins spécifiques d’une
application particulière, nous utiliserons plutôt un plongement que l’autre. Mais une étude plus
complète devra être effectuée afin de comparer l’espace mémoire et la complexité en temps d’exé-
cution dans le cadre précis d’une application, et d’une implantation particulière. En effet, ces deux
complexités dépendent fortement de la manière dont sont implantés les cartes topologiques et les
plongements associés. C’est pour cette raison qu’il est difficile de faire ici cette étude de manière
générale.
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a. Avant la fusion. b. Après la fusion.

FIG. 5.42 – Fusion de volumes en3d.

Dans la suite de ce travail, nous utilisons le premier plongement présenté afin de simplifier
les explications. Mais ce choix n’est en aucun cas une contrainte, car il est facile de passer d’un
plongement à l’autre, et car des fonctions génériques manipulent ce plongement sans dépendre de
la manière dont il est implanté. De ce fait, pour changer le plongement utilisé, il suffira de modifier
ces fonctions de base et non les fonctions de plus haut niveau manipulant la carte topologique.

5.5 Un premier algorithme d’extraction

Les définitions des différents niveaux de carte présentées section 4.2 donnent immédiatement,
comme pour la dimension2, un premier algorithme d’extraction qui en est leur transcription. Mais
avant de présenter cet algorithme, nous revenons brièvement sur les opérations de fusion en3d,
qui sont à la base de ces définitions et de cet algorithme.

5.5.1 Les fusions dans les 3-cartes

Nous avons déjà vu, section 4.4.1, le principe général des fusions en dimensionn. Étant donné
que nous travaillons ici en dimension3, nous avons trois types différents de fusions qui sont la fu-
sion de volumes (dimension3), la fusion de faces (dimension2) et la fusion d’arêtes (dimension1).
La fusion de deuxi-cellulesC1 etC2 le long d’une(i − 1)-celluleC n’est possible uniquement
lorsqueC est de degré1 ou2.

La figure 5.42 présente un exemple de fusion de volumes. La figure 5.42.a montre une carte
représentant deux objetsβ3-cousus le long de la face dessinée en foncé, et la figure 5.42.b le
résultat de la fusion de ces deux volumes.

L’algorithme 19 effectuant cette opération est simple à définir. Il est local car il traite un en-
semble de brins (ici les brins appartenant à la demi-face2 incidente àb) sans ordre particulier, en
effectuant un traitement dépendant uniquement de la configuration locale autour de ce brin. De
manière générale, cette technique simplifie le nombre de cas différents à traiter et donc l’écriture
des algorithmes.

2Rappelons que les brins de la demi-face incidente à un brinb sont ceux de l’orbite< β1 > (b).
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Algorithme 19 Fusion de volumes en3d
Entrée : Un brin b β3 cousu
Résultat : Les deux volumes incidents àb et àβ3(b) sont fusionnées.

pour chaquebrin d appartenant à la demi-face incidente àb faire
b1 ← β2(d) ; b2 ← β32(d);
β2-découdre(d) ; β2-découdre(β3(d));
β2-coudre(b1, b2);
détruire les brinsβ3(d) etd;

b1

b2
d

b1

b2
d b1

b2

a. Avant de traiterd. b.β2 décousures ded etβ3(d). c.β2 couture deb1 et b2.

FIG. 5.43 – Fusion de volumes en3d, un traitement local.

Pour chaque brind de cette demi-face, nous commençons par conserver les brins qui sont
β2-cousus àd et àβ3(d) (figure 5.43.a), puis nousβ2-décousons ces deux brins (figure 5.43.b),
et enfin nousβ2-cousonsb1 et b2, les deux brins initialement cousus àd et β3(d), et détruisons
les brinsβ3(d) et b (figure 5.43.c). Ce traitement étant effectué pour chaque brin de la demi-face,
nous obtenons bien au final la carte présentée figure 5.42.b, résultat de la fusion des deux volumes.
La complexité de cet algorithme est linéaire en le nombre de brins de la demi-face incidente
au brin donné en entrée de l’algorithme, et ce quelle que soit la taille des deux régions. Nous
voyons ici un exemple de traitement où les cartes combinatoires permettent un gain important
en complexité, par rapport au traitement similaire par exemple sur la matrice de voxels. De plus,
cet algorithme fonctionne quelle que soit la configuration de la carte, à condition que le brin de
départ de l’algorithme soitβ3-cousu. Il fonctionne de manière identique lorsque la face le long de
laquelle nous effectuons la fusion est de degré un (cas d’une face à l’intérieur d’un même volume),
ce qui permet de ne pas différencier ces deux cas.

Cet algorithme présente seulement la partie topologique de la fusion de volumes. Mais aucune
modification de plongement n’est nécessaire. En effet, nous ne modifions aucun plongement de
face, nous détruisons seulement celui associé à la face topologique supprimée. Si nous avons
un plongement sommet, arête ouverte et face ouverte, les opérations de couture et décousure se
chargent des mises à jour nécessaires. Par exemple, si lors d’une décousure, nous déconnectons
un sommet topologique en deux, le plongement sommet correspondant sera dupliqué afin que
chaque sommet topologique ait exactement un plongement sommet. De manière réciproque, si
une opération de couture regroupe deux orbites sommets distinctes, l’un des deux plongements
sommets sera supprimé. Ces opérations sont faites de manière transparente, ce qui permet de
changer le plongement sans avoir à changer quoi que ce soit dans les opérations de haut niveau.

La fusion de faces en3d peut être vue comme deux fusions de faces2d. En effet, une face
topologique en dimension3 est composée de deux demi-faces identiquesβ3-cousues entre elles.
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a. Avant la fusion. b. Après la fusion.

FIG. 5.44 – Fusion de faces en3d.

a. Avant la fusion. b. Après la fusion.

FIG. 5.45 – Modification du plongement lors de fusion de faces3d.

La figure 5.44.a montre deux faces adjacentes, et incidentes à une arête de degré deux, et la fi-
gure 5.44.b le résultat de leur fusion de long de cette arête. L’algorithme effectuant cette fusion
peut se ramener à deux appels consécutifs de l’algorithme effectuant la fusion de faces en2d, une
fois pour le brinb et une deuxième fois pour le brinβ3(b). Nous ne le détaillons donc pas ici.
Cet algorithme fonctionne quelle que soit la configuration des deux faces, à condition que le brin
donné à l’algorithme soitβ2-cousu.

La partie topologique effectuant cette fusion de faces ne pose donc pas de problème. Nous pré-
sentons maintenant brièvement les modifications du plongement. Nous considérons ici que nous
avons un plongement uniquement face, implanté avec des2-G-cartes. La figure 5.45.a présente les
deux mêmes faces topologiques de l’exemple précédent, mais maintenant avec leur plongement.
Afin de ne pas rendre les figures illisibles, nous avons seulement représenté quelques liaisons entre
la carte et le plongement. Ces deux faces étant différentes, elles possèdent donc deux G-cartes de
plongement distinctes. Après la fusion de ces deux faces, nous devons modifier le plongement
afin qu’il tienne compte de cette fusion. Nous pouvons voir le résultat de cette modification fi-
gure 5.45.b. Afin d’effectuer cette modification, nous devons simplementα2-coudre deux à deux
tous les brins de plongement représentant l’arête supprimée lors de la fusion. Cette opération s’ef-
fectue sans difficulté particulière. De plus, nous utilisons les fonctions de la2-G-carte, qui suivant
son plongement font les mises à jour nécessaires afin qu’il reste valide. De ce fait, nous n’avons
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a. Avant la fusion. b. Après la fusion.

FIG. 5.46 – Un autre exemple de modification du plongement lors de fusion de faces3d.

a. Avant la fusion. b. Après la fusion.

FIG. 5.47 – Fusion d’arêtes en3d.

pas besoin de nous préoccuper de la manière dont sont plongées les2-G-cartes. Nous pouvons
également remarquer qu’il n’y a pas d’autre modification à faire : chaque brin de la carte conserve
le même lien vers un brin de plongement, si l’on excepte les4 brins supprimés lors de la fusion.

Mais cette opération de modification de plongement n’est pas tout le temps uneα2-couture,
comme nous pouvons le voir sur l’exemple présenté figure 5.46. En effet, dans ce cas, nousα2-
cousons des faces coplanaires. Afin de conserver lesG-cartes minimales, nous devons alors fu-
sionner ces faces après les avoir cousues. Ce traitement est effectué de manière transparente par la
G-carte sans traitement supplémentaire. De plus, après ces opérations de fusions, certaines arêtes
peuvent être fusionnées lorsqu’elles sont incidentes à un sommet de degré deux. Mais ces fusions
sont également effectuées de manière transparente par laG-carte. C’est pour ces raisons que nous
ne détaillons pas dans la plupart de nos algorithmes la gestion du plongement. Lorsque nous de-
vons modifier le plongement de manière précise, nous employons alors des méthodes génériques,
comme par exemple l’affectation des coordonnées d’un sommet topologique, l’affectation d’un
plongement à une face, ou encore la fusion de deux plongements faces sans détailler ces opéra-
tions.

Nous étudions figure 5.47 un exemple de fusion d’arêtes le long d’un sommet de degré deux.
Sur cette figure, nous avons représenté uniquement les deux arêtes à fusionner. Nous avons dessiné
de même couleur deux brins cousu parβ2, (relation représentée par les trais gris clair fin), et
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représentéβ3 par les traits épais et foncés. Les deux arêtes de la figure 5.47.a sont composées
de8 brins chacune. De manière générale, une arête possède au minimum4 brins (car nous avons
toujours des cartes fermées) et au maximum8 brins car nous représentons des voxels et avons
donc au maximum4 faces incidentes à une arête (et deux brins par face). La figure 5.47.a montre
le résultat de la fusion d’arêtes.

L’algorithme 20 effectue cette fusion d’arêtes. Pour qu’il puisse fonctionner correctement, le
sommet entre les deux arêtes à fusionner doit être de degré deux. Cet algorithme n’est pas local,

Algorithme 20 Fusion d’arêtes en3d
Entrée : Un brin b incident à un sommet de degré deux

Résultat : Les deux arêtes incidentes àb et àβ0(b) sont fusionnées.

d← β21(b);
β2-découdre(b);
old← β0(b);
pair ← faux;
tant que d 6= b faire

b1 ← β0(d) ; b2 ← β1(d);
β0-découdre(d) ; β1-découdre(d);
β1-coudre(b1, b2);
si pair est fauxalors

β2-découdre(d) ; β2-coudre(old, b1);
new ← β31(d) ; β3-découdre(d);

sinon
β3-découdre(d) ; β3-coudre(old, b1);
new ← β21(d) ; β2-découdre(d);

pair ← ¬pair ; old← b1;
détruire le brind;
d← new;

b1 ← β0(d) ; b2 ← β1(d);
β0-découdre(d) ; β1-découdre(d);
β1-coudre(b1, b2);
β3-découdre(d) ; β3-coudre(old, b1);
détruire le brind;

contrairement à celui effectuant la fusion de volumes, car la définition des cartes combinatoires
n’est pas homogène pour la définition des sommets3. De ce fait, nous devons parcourir les brins
du sommet incident au brin de départ dans l’ordre, en alternant une involutionβ2 et une involution
β3, et en effectuant un traitement légèrement différent dans ces deux cas.

Afin de comprendre le fonctionnement de cet algorithme, nous étudions son déroulement sur
l’exemple présenté figure 5.48. Nous avons pris un exemple assez simple où les deux arêtes à
fusionner sont composées chacune de6 brins. La figure 5.48.a montre la configuration de départ,
avant de rentrer dans la boucle « Tant que ». Nous avons initialisé certains brins, etβ2-décousu le
brin b qui est le brin de départ. Dans la boucle, nous traitons le brin courant,d, et conservons le

3L’algorithme similaire pour lesG-cartes serait lui local et donc beaucoup plus simple.
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FIG. 5.48 – Déroulement de l’algorithme de fusion d’arêtes en3d.

brin de la dernière arête traitée afin de le coudre correctement à la nouvelle arête, c’est le brinold.
Nous commençons par effectuer le traitement local consistant à découdred pourβ0 etβ1 puis par
β1-coudreb1 et b2 qui étaient les deux brinsβ0 etβ1 cousus àd. Ensuite nous différencions deux
cas, suivant queold est cousu parβ2 ou parβ3 à d. Ces deux cas se produisent alternativement,
étant donné que nous utilisonsβ2 etβ3 à tour de rôle. Pour cette première itération, nous sommes
dans le premier cas où nousβ2-décousonsold puis leβ2-cousons avecb1 qui est localement le brin
résultat de la fusion. Puis nous affectons le prochain brin à traiter, qui seraβ31(d) (figure 5.48.b).
Nous pouvons alors détruire le brind, après l’avoirβ3-décousu, et traiter le prochain brin. Ce
prochain brin aura un traitement similaire, sauf que nous sommes maintenant dans le deuxième
cas étant donné queold estβ3-cousu àd. Le traitement de ce cas est similaire au précédent, en
échangeantβ2 etβ3.
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Nous traitons ainsi chaque brin de l’arête (cf. figures 5.48.b à e), et retombons finalement sur
le brin de départ (cf. figure 5.48.f ). Nous devons alors traiter ce dernier brin en dehors de la boucle,
car son traitement est légèrement différent des autres brins. Nous obtenons alors la carte présentée
figure 5.48.g qui est bien le résultat de la fusion des deux arêtes initiales.

Cet algorithme fonctionne dans n’importe quelle configuration, à condition que le sommet
supprimé soit de degré deux, et que la carte soit fermée. Sa complexité est linéaire en le nombre
de brins de l’arête. La modification du plongement est faite de manière transparente lors des opé-
rations de coutures et décousures. Si les deux arêtes fusionnées sont alignées, les deux arêtes de
plongement correspondantes seront également fusionnées. Sinon le traitement est dépendant du
plongement utilisé. Nous pouvons par exemple, si les2-G-cartes de plongement possèdent un
plongement arête, fusionner quand même les deux arêtes et ajouter le plongement du sommet sup-
primé dans celui-ci. Si elles ont uniquement un plongement sommet, nous n’effectuons alors pas
la fusion.

5.5.2 L’algorithme d’extraction naïf

L’algorithme 21 calculant la carte de niveaun d’une image3d segmentée en régions est sim-
plement la transcription des définitions de nos cinq niveaux de simplification. De plus, cet algo-
rithme est l’extension directe de l’algorithme naïf en dimension2. Il prend en entrée une image3d
segmentée en régions, et le niveau de simplification souhaité (un entier entre1 et5), et retourne la
carte de ce niveau représentant l’image.

Algorithme 21 Extraction « naïve » de la carte de niveaun en3d
Entrée : Une image I den1 × n2 × n3 voxels

n le niveau de la carte que nous voulons extraire
Sortie : La carte de niveaun de l’imageI.

1 Construire la carte de niveau0 correspondant àI;
2 Fusionner tout couple de volumes adjacents appartenant à la même région;

si n ≥ 2 alors
3 Fusionner tout couple de faces adjacentes, coplanaires, incidentes à une arête de degré

un ou deux et n’entraînant pas de déconnexion de face;
si n ≥ 3 alors

4 Fusionner tout couple d’arêtes adjacentes et alignéesa1 eta2 incidentes à un som-
mets tel qu’il n’existe pas d’arête réelle différente dea1 et dea2 incidente às;
si n ≥ 4 alors

5 Fusionner tout couple de faces adjacentes, incidentes à une arête de degré un
ou deux et n’entraînant pas de déconnexion de face ni la suppression totale de
la face;
si n = 5 alors

6 Fusionner tout couple d’arêtes adjacentesa1 eta2 n’étant pas des boucles
et incidentes à un sommets tel qu’il n’existe pas d’arête réelle différente
dea1 et dea2 incidente às;

7 Calculer l’arbre d’inclusion des régions;



122 Chapitre 5. La carte topologique en dimension 3

La première ligne de cet algorithme commence par construire la carte de niveau0 correspon-
dant à l’imageI, c’est-à-dire la carte complète représentant chaque voxel de cette image plus une
face représentant la région infinie et fermant cette carte. Ensuite, chaque ligne de l’algorithme
permet de passer au niveau de simplification suivant, par application directe de la définition cor-
respondante.

La ligne 2 construit la carte de niveau1 correspondant àI, en fusionnant chaque couple de
volumes adjacents appartenant à la même région. C’est uniquement pour la construction de ce
niveau que nous effectuons le lien entre l’image à représenter et la carte. Tous les autres niveaux
vont ensuite utiliser uniquement le degré des cellules et des tests de déconnexion. Comme pour la
dimension2, cette étape peut être réalisée en complexité linéaire en le nombre de brins de la carte.
En effet, nous parcourons chaque face de la carte, testons si les deux volumes incidents sont de
même région, et lorsque c’est le cas effectuons la fusion. Nous parcourons chaque face exactement
une seule fois, car lorsqu’une fusion n’est pas effectuée à un moment de l’algorithme, nous savons
qu’elle ne pourra jamais être réalisée et n’avons donc pas besoin de tester à nouveau cette face. De
plus, cette technique de construction permet de traiter les cas où nous devons fusionner un volume
avec lui même, et les cas où nous devons fusionner plusieurs fois le même couple de volumes le
long de différentes faces.

La ligne 3 construit la carte de niveau2, en appliquant la définition 29 qui tient compte des
problèmes de déconnexion de face et conserve éventuellement des arêtes fictives afin de les ré-
soudre. Pour réaliser cette étape, nous parcourons chaque arête de la carte et regardons si elle
vérifie les conditions de la définition de ce niveau. Pour cela, nous testons si cette fusion va entraî-
ner la déconnexion de la face, en parcourant l’orbiteβ1. Cette opération est enO(nombre de brins
de la face). De plus, contrairement au niveau précédent, une fusion peut ne pas être possible à un
certain moment car elle entraîne une déconnexion, mais ne plus entraîner de déconnexion et donc
être possible plus tard. Cela oblige, après une fusion de faces, à recommencer à tester toutes les
arêtes de la carte. La complexité est alors quadratique en le nombre de brins de la carte. Lors de
la construction de ce niveau, nous fusionnons uniquement des faces coplanaires, et donc pouvons
effectuer exactement les mêmes fusions dans les2-G-cartes de plongements. De plus, lorsqu’une
fusion entraîne la déconnexion de la carte, nous ne l’effectuons pas afin de conserver une arête fic-
tive. Dans ce cas, nousα2-cousons les deux arêtes correspondantes dans la carte de plongement,
ce qui crée une arête fictive dans celle-ci. Pour ce niveau, chaque face de la carte topologique
possède une face de plongement identique.

Nous construisons ensuite la carte de niveau3 à la ligne 4 de l’algorithme. Pour cela, nous
fusionnons chaque couple d’arêtes adjacentes et alignéesa1 et a2, incidentes à un sommets tel
qu’il n’existe pas d’arête réelle différente dea1 eta2 incidente às. Nous parcourons chaque som-
met de la carte, et cherchons s’il existe deux arêtes alignées incidentes au sommet courants. Cette
opération s’effectue enO((nombre d’arêtes incidentes à s)2 ). De plus, au cours de cette boucle
autour du sommet, nous pouvons en même temps compter le nombre d’arêtes réelles incidentes
à s4. À la fin de cette boucle, si nous avons trouvé deux arêtes réelles et que ce nombre est2,
nous pouvons effectuer la fusion. Mais si les deux arêtes sont fictives5 et que ce nombre est0,
nous pouvons également effectuer la fusion. Dans ces deux cas, nous appelons tout d’abord l’al-

4Afin de tester enO(1) si une arête est réelle ou fictive, il suffit de marquer chaque arête fictive lors du calcul du
niveau précédent ainsi que pour le calcul du niveau4. En effet, c’est uniquement pour ces deux niveaux que nous
pouvons créer des arêtes fictives.

5Rappelons que nous considérons que deux arêtes fictives sont toujours alignées.
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gorithme décalant toutes les arêtes fictives incidentes às, puis effectuons la fusion des deux arêtes
de manière classique. Cet algorithme de décalage a une complexité enO(nombre d’arêtes inci-
dentes à s). La boucle principale qui parcours l’ensemble des sommets de la carte est linéaire en
le nombre de brins de la carte. En effet, contrairement au niveau précédent, lorsque une fusion de
deux arêtes n’est pas possible, elle ne le sera jamais, et nous n’avons donc pas besoin de tester
à nouveau ce sommet. En majorant largement, nous obtenons une complexité quadratique en le
nombre de brins de la carte. Nous n’avons pas besoin d’effectuer un calcul de complexité plus
fin, étant donné que l’étape précédente est déjà en complexité quadratique. Les modifications du
plongement sont, comme pour le niveau précédent, exactement les mêmes que celles de la carte.
En effet, nous fusionnons les arêtes alignées et ces fusions peuvent donc être réalisées également
dans les cartes de plongement.

La construction de la carte de niveau4 (effectuée ligne 4 de l’algorithme) est très proche de
celle du niveau2. La seule différence entre ces deux niveaux porte sur le fait qu’au niveau2 ces
faces sont uniquement coplanaires alors que pour le niveau4 non. Nous utilisons donc la même
technique, avec les mêmes problèmes, et employons les mêmes solutions. Les deux complexités
sont donc identiques. La seule différence se situe au niveau du plongement, où contrairement à la
carte de niveau3, lesG-cartes de plongements ne sont pas fusionnées mais seulementα2-cousues,
afin de conserver chaque face de plongement plane.

Enfin, nous construisons la carte topologique à la ligne 6 de l’algorithme. Ici aussi, la construc-
tion de ce niveau est identique à celle du niveau3, exception faite de la géométrie. Mais la géo-
métrie n’entre en jeu ni pour la technique de construction, ni pour la complexité. Nous effectuons
un test supplémentaire afin de déterminer si une arête est une boucle ou non, mais ce test peut
s’effectuer simplement enO(nombre d’arêtes incidentes à s). Nous obtenons alors exactement la
même complexité que celle du calcul du niveau3. Nous avons maintenant construit la carte de ni-
veaun représentant l’imageI. Nous devons construire l’arbre d’inclusion des régions qui permet
de résoudre le problème de déconnexion de volumes.

5.5.3 Calcul de l’arbre d’inclusion

Cet algorithme 22 est quasiment le même que celui présenté en dimension2 (section 4.4.3).

La seule différence entre ces deux algorithmes se situe lors du calcul deparent, la région
contenant la composante connexe en cours de traitement. En effet, nous récupérons ici la région
du brinβ3 cousu au brin représentant de la région en cours de traitement, alors que c’était le brin
β2 cousu en dimension2. Le principe de l’algorithme est donc le même : parcourir les régions de
l’image, dans l’ordre haut-bas, derrière-devant et droite-gauche, et chaque fois que nous trouvons
une région non traitée parcourir la composante connexe incidente à cette région. Toutes les régions
de cette composante connexe sont incluses dans la région du brinβ3 cousu au brin représentant de
la région en cours de traitement, de par la contrainte que nous fixons sur ce brin représentant.

En effet, pour que cet algorithme fonctionne, nous devons vérifier trois contraintes, de manière
similaire à la dimension2 :

– chaque brin doit connaître sa région d’appartenance ;
– chaque régionr connaît un des brins de la carte associée à cette région. Nous appelons un tel

brin le représentantde sa région. Ce brin est soit le brin ayant comme plongement sommet
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Algorithme 22 Calcul de l’arbre d’inclusion en3d
Entrée : La carteC d’une imageI segmentée en régions

La listeL des régions de l’imageI
Sortie : L’arbre d’inclusionA correspondant.

Démarquer chaque région deL;
Ajouter un nœud associé àR0 dansA;

1 pour chaquerégionRi deL non marquéefaire
binit ← représentant(Ri);
parent← le nœud associé àrégion(β3(binit));

2 pour chaquebrin b de la composante connexe incidente àbinit faire
si région(b) non marquéealors

Ajouter un nœud associé àrégion(b) dansA;
Ajouter ce nœud comme fils deparentdansA;
Marquerrégion(b);

retourner A

le pointel le plus en haut à gauche et derrière der, soit, si un tel brin n’existe pas, le brin
ayant ce même pointel dans son plongement face ;

– nous connaissons la liste de toutes les régions de l’image, sans la région infinie. Cette liste
doit être ordonnée de sorte qu’une régionRi est inférieure à une autre régionRj si et
seulement siRi se rencontre avantRj lors du parcours de l’image de haut en bas, de derrière
à devant et de gauche à droite.

Ces trois propriétés sont assurées par nos algorithmes d’extraction. La première lors de la construc-
tion de la carte de niveau0, la deuxième également lors de cette construction, puis en nous assurant
de la conserver lors de chaque fusion, et enfin la dernière par un parcours préalable de l’image,
en classant les régions rencontrées selon cet ordre. Ce sont ces propriétés qui nous assurent que la
région contenant la composante connexe en cours de traitement est bien la régionparent. Comme
pour la dimension2, cet algorithme est linéaire en le nombre de brins de l’image. De plus, il fonc-
tionne de manière identique, quel que soit le niveau de la carte lui étant fournie, à condition qu’elle
respecte les trois contraintes citées.

Nous avons présenté de manière détaillée chaque étape de l’algorithme naïf d’extraction d’une
carte à partir d’une image. La complexité globale de cet algorithme est finalement quadratique
en le nombre de brins de la carte. Cela peut être gênant pour traiter de grosses images, qui vont
être représentées par beaucoup de brins. Mais il est possible d’améliorer cette complexité en cher-
chant un ordre sur les fusions de faces, afin d’éviter de tester à nouveau chaque brin après cha-
que fusion. Nous verrons que ce point fait partie d’une de nos perspectives de recherche. Mais
cette complexité importante n’est finalement pas très gênante, étant donné que cet algorithme est
uniquement l’algorithme naïf, et que nous présentons maintenant l’algorithme optimal qui a une
complexité linéaire.
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FIG. 5.49 – Quatre exemples de précodes en3d.

5.6 Les précodes et l’algorithme optimal d’extraction

L’algorithme optimal d’extraction est l’extension à la dimension3 de celui présenté en dimen-
sion2. Il effectue un balayage de l’image de haut en bas, de derrière à devant et de gauche à droite
avec une fenêtre de2× 2× 2 voxels, et exécute le traitement correspondant à la configuration de
cette fenêtre. Nous étudions les configurations à traiter afin d’extraire chaque niveau de simplifi-
cation. Pour chaque niveau, nous devons traiter des nouvelles configurations en plus de celles du
niveau précédent. Cette manière de définir les précodes permet de factoriser les configurations se
traitant de manière similaire. Nous revenons tout d’abord sur la notion de précode et de précode
partiel en dimension3.

5.6.1 Les précodes en 3d

Nous avons déjà présenté les notions de précode et précode partiel section 4.5.1, et ce en
dimensionn. En dimension3, nous balayons l’image de haut en bas, de derrière à devant et
de gauche à droite. Au cours de ce balayage, nous appelonsvoxel courantle voxel en cours de
traitement (celui en bas, devant et à droite de la fenêtre courante).

Un précodeen dimension3 est une partition de l’ensemble des8 voxels de l’hypercube de
longueur2. Nous pouvons voir figure 5.49 quatre exemples de précodes3d. Comme pour la di-
mension2, nous représentons un précode en affectant une couleur différente à chaque élément
de la partition. Deux voxels de même couleur appartiennent à la même région et réciproque-
ment. Si nous numérotons les voxels de la manière présentée figure 5.49.a, (le voxel courant
a le numéro1), ces quatre précodes sont équivalents respectivement aux partitions suivantes :
{{ 1, 2, 5},{ 3, 4, 6, 8},{ 7}}, {{ 1, 2},{ 3, 7},{ 5},{ 4, 6, 8}}, {{ 1, 2, 6, 7, 8},{ 3},{ 4},{ 5}} et {{ 1, 6, 7,
8},{ 2, 5},{ 3, 4}}.

Un précode3d estnon variétési et seulement s’il existe dans ce précode une partition n’étant
pas6-connexe. Les trois premiers précodes de la figure 5.49 sont des précodes variété, alors que le
quatrième est un précode non variété. Un précodepartiel est une partition d’un sous-ensemble des
cellules d’un précode, chaque ensemble de la partition devant être un ensemble6-connexe. Nous
pouvons voir figure 5.50 deux exemples de précodes partiels en dimension3 (a et b) ainsi qu’un
contre-exemple de précode partiel (c). La partition associée au précode présenté figure 4.17.c
n’est pas un précode partiel car un ensemble de voxels appartenant à la même région n’est pas
6-connexe.
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FIG. 5.50 – Deux exemples de précodes partiels (a et b) et un contre-exemple (c).

Nous avons vu lors de la présentation des précodes, section 4.5.1, que les nombres de Stirling
et de Bell6 permettent de calculer le nombre de précodes en dimensionn. Cette formule nous a
permis de calculer qu’il existait15 précodes en dimension2, ce qui est facilement vérifiable de
manière exhaustive. Cette même formule nous donne que le nombre de précodes en dimension3
est égal àB8 qui vaut 4140. Il existe donc beaucoup trop de précodes pour en donner la liste
exhaustive. Un autre nombre intéressant, est le nombre de précodes variétés. En dimension2,
nous l’avons calculé en regardant pour chacun des15 précodes lesquels étaient des variétés. Mais
cette solution n’est pas applicable ici. Nous avons dans un premier temps cherché une formule de
dénombrement permettant de calculer ce nombre en dimensionn, malheureusement sans succès
pour le moment. Ce point fait partie de nos perspectives de recherches.

Afin de palier l’absence de formule, nous avons calculé ce nombre par programme. Nous
avons pour cela généré les précodes de manière automatique, et testé ensuite chaque précode. Nous
utilisons pour cela le graphe représentant l’hypercube de dimensionn. Chaque sommet représente
unen-cellule et deux sommets sont reliés par une arête si les deuxn-cellules correspondantes
sont2n-voisins. Chaque sommet est étiqueté par la région à laquelle il appartient. Il suffit ensuite
de tester si chaque ensemble de sommets ayant la même étiquette est bien un ensemble connexe.
Ce programme nous a permis de trouver qu’il existe958 précodes variétés en dimension3. Ce
nombre est petit en regard des4140 précodes existant au total. Mais il est encore trop important
pour envisager l’écriture de chaque méthode de traitement correspondant. Nous allons voir que
nous n’avons pas besoin de traiter l’ensemble de ces958 cas, car un grand nombre d’entre eux
se traitent de manière similaire. C’est ici que la définition de la carte topologique de manière
hiérarchique apporte pleinement son intérêt.

5.6.2 L’algorithme optimal et général d’extraction

L’algorithme 23 général et optimal d’extraction est simple, comme en dimension2, puisqu’il se
résume par un balayage de l’image en exécutant le code associé au précode courant. Comme pour
la dimension 2, cet algorithme fonctionne pour tout type d’image : segmentées ou non, étiquetage
fort ou faible.

L’image I en entrée de cet algorithme doit être segmentée en régions. Elle est composée des
voxels de coordonnées1 . . . n1 enx, de1 . . . n2 eny et de1 . . . n3 enz. Elle est entourée d’une
région infinie contenant l’ensemble des voxels n’appartenant pas à l’image. Le précode(i, j, k)

6Les nombres de Bell sont donnés par la formule de récurrenceBl =
∑l−1
i=0

Bi.l!
i!(l−i)! avecB0 = B1 = 1.
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Algorithme 23 Extraction optimale de la carte de niveaun en3d
Entrée : Une imageI segmentée en régions den1 × n2 × n3 voxels

n le niveau de la carte que l’on veut extraire
Sortie : La carte de niveaun de l’imageI.

1 last← Construire le bord supérieur de la carte;
2 pour k = 1 à n3 + 1 faire

pour j = 1 à n2 + 1 faire
pour i = 1 à n1 + 1 faire

last← Exécuter le code associé au précode(i, j, k) du niveaun;

3 Calculer l’arbre d’inclusion des régions;

last

up

behind last behind

up

a. Avec le voxel courant. b. Et sans.

FIG. 5.51 – Les brinslast, upetbehindpar rapport au voxel courant.

est le précode ayant comme voxel courant (celui en bas, devant et à droite de la fenêtre2× 2× 2)
le voxel(i, j, k).

Avant de balayer l’image, nous commençons par créer le bord supérieur de la carte. En effet,
comme pour la dimension2, la carte correspondant aux voxels plus anciens pour l’ordre de par-
cours doit être déjà construite. Cet invariant garantit, à tout instant, qu’il existe une face à gauche,
derrière et au-dessus du voxel courant. Ces trois faces permettent de raccrocher le voxel courant
à la carte déjà construite. Afin de désigner ces faces, nous conservons un brin particulier sur cha-
cune, que nous appelons respectivementlast, up et behind(ou l, u et b en abrégé). Nous pouvons
voir figure 5.51 la position de ces brins particuliers, tout d’abord par rapport au voxel courant,
puis sans ce voxel afin de mieux voir leurs positions. Sur ces figures, nous n’avons pas représenté
l’ensemble des orientations des brins afin de les rendre plus lisibles, mais elles peuvent se dé-
duire aisément à partir des seules orientations représentées. La position de ces brins à l’intérieur
des faces a été choisie de manière arbitraire. Nous devons simplement fixer cette position qui est
primordiale lors des algorithmes associés aux précodes.

Avant de parcourir l’image, le voxel courant (qui est le prochain voxel à traiter) est celui ayant
comme coordonnées(1, 1, 1). Afin que notre invariant soit conservé, nous devons avant de traiter
ce voxel, avoir construit la carte des voxels plus anciens, c’est-à-dire le voxel à gauche(0, 1, 1),
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les voxels derrière(i, 0, 1), ∀i et les voxels dessus(i, j, 0), ∀i, j. C’est cette carte qui est appelée
bord supérieur de l’image. De plus, comme pour la dimension2, nous créons ce bord de manière
particulière afin de nous affranchir des problèmes liés aux précodes de bord de l’image. Nous
verrons section 5.6.8 comment ce bord est construit afin de régler ces problèmes, et comment il
intervient lors de l’extraction d’une carte.

Lors du balayage de l’image, nous conservons uniquement le brinlast, car les brinsup et
behindpeuvent se retrouver aisément à partir de ce brin à l’aide des algorithmes 24 et 25.

Algorithme 24 Calcul du brinupen3d.
Entrée : last le brin à gauche du voxel courant
Sortie : up le brin au-dessus du voxel courant.

up← β02(last);
tant que upestβ3-cousufaire

up← β32(up))

up← β1(up);
retourner up;

Algorithme 25 Calcul du brinbehinden3d.
Entrée : last le brin à gauche du voxel courant
Sortie : behindle brin derrière le voxel courant.

behind← β2(last);
tant que behindestβ3-cousufaire

behind← β32(up))

behind← β11(behind);
retourner behind;

Ces deux algorithmes fonctionnent suivant le même principe. L’algorithme 24 commence par
initialiser le brinup parβ02(last). Ce brin appartient à l’arête incidente aux deux faces contenant
last et up. Nous tournons ensuite autour de cette arête, en utilisantβ32 tant que le brin courant
estβ3-cousu. En effet, toutes les faces entre la face contenantlast et celle contenantup sontβ3-
cousus. Lorsque le brin courant n’est pasβ3-cousu, c’est qu’il appartient à la face contenantup, et
il suffit alors d’appliquerβ1 pour trouver le brinup. L’algorithme 25 effectue le même traitement
mais pour un brin initial différent, ainsi que pour le « déplacement » final.

La complexité de ces deux algorithmes est linéaire en le nombre de faces incidentes à l’arête
entre la face contenantlast et celle contenantup pour le premier, et la face contenantlast et
celle contenantbehindpour le deuxième. Ce nombre de faces est toujours égal à0, 1 ou 2, étant
donné que chaque face représente un surfel. Nous pouvons voir figure 5.52 les quatre seules confi-
gurations possibles des faces entre celle contenantlast et celle contenantup. Sur cette figure,
nous avons dessiné deux brins de même couleur lorsqu’ils appartiennent à la même région. Nous
n’avons pas représenté tous les brins afin de ne pas surcharger les schémas. Nous voyons donc
que, dans le pire des cas présenté figure 5.52.a, l’algorithme calculant le brinup va effectuer uni-
quement2 itérations. Dans le meilleur des cas présenté figure 5.52.d, ce même algorithme ne va
pas entrer dans cette boucle, car dès l’initialisation le brinup estβ3-libre. Il en est exactement de
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FIG. 5.52 – Les quatre seules configurations possible des faces entre celle contenantlast et celle
contenantup.

même pour le calcul du brinbehindet les configurations possibles de faces entre celle contenant
last et celle contenantbehind.

Après avoir créé le bord supérieur de l’image dans l’algorithme 23, le brinlastest initialisé afin
d’être sur la face de gauche par rapport au voxel(1, 1, 1). Ensuite, l’algorithme effectue le balayage
de l’image en exécutant le traitement correspondant au précode courant. Chacun de ces précodes
modifie localement la carte, en utilisant les trois brins distinguéslast, upetbehind, et en retournant
le prochain brinlast pour le traitement du précode suivant. Nous verrons section 5.6.8 que de par
la manière particulière dont le bord est construit, aucun traitement particulier n’est nécessaire pour
les précodes se trouvant au bord de l’image, ce qui simplifie beaucoup l’algorithme.

Enfin, après le balayage de l’image, nous avons construit la carte de niveaun représentant
l’image I. Il ne reste plus qu’à calculer l’arbre d’inclusion des régions afin de positionner les
éventuelles différentes composantes connexes de la carte les unes par rapport aux autres. Pour cela,
nous utilisons l’algorithme 22 déjà présenté section 5.5.3. Comme pour la dimension 2, le parcours
préalable de l’image afin d’obtenir la liste des régions triées selon leur ordre d’apparition n’est plus
nécessaire pour ce second algorithme d’extraction. En effet, cette liste peut maintenant être créée
durant le même parcours que celui construisant la carte. Cet algorithme optimal d’extraction est
générique car il permet d’extraire n’importe quel niveau de simplification. Pour cela, il faut définir
pour chacun de ces niveaux les précodes à distinguer et la manière de les traiter.

5.6.3 Les précodes pour la carte lignel

Afin de calculer la carte lignel, nous effectuons la fusion de chaque couple de volumes adja-
cents et appartenant à la même région. De par notre ordre de parcours, il est uniquement possible
de fusionner le voxel courant avec ses voisins gauche, derrière et dessus. Les différents cas à traiter
sont simplement l’ensemble des combinaisons de fusion ou non du voxel courant avec ces trois
voisins. Il y a donc8 précodes différents à traiter, présentés figure 5.53 (que nous appelonsli pour
précode lignel numéroi). Le précodel1 représente le cas où le voxel courant n’est fusionné avec
aucun de ses voisins (C0

3 ), les précodesl2, l3 et l4 les cas où il est fusionné avec un seul de ses
voisins (C1

3 ), les précodesl5, l6 et l7 les cas où il est fusionné avec deux de ses voisins (C2
3 ) et

enfin le précodel8 le cas où il est fusionné avec ses trois voisins (C3
3 ).
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FIG. 5.53 – Les huit précodes à traiter afin de calculer la carte lignel en3d.
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FIG. 5.54 – Les brins obligatoirement présents avant de traiter un précode de niveau1.

La configuration de la carte avant le traitement de chacun de ces précodes est la même, et est
présentée figure 5.54. En effet, nous savons qu’il existe les trois faces autour du voxel courant
de par notre invariant. Ce sont les faces contenant les brinslast, up et behind. Nous ne connais-
sons aucune autre face, présente obligatoirement avant le traitement d’un précode, car ces huit
précodes sont des précodes partiels et nous ne connaissons pas la région des voxels libres. Nous
avons également représenté trois autres faces entre les voxels(i, j, k) et(i, j, k+1), mais ces faces
n’entrent pas en compte pour les différents traitements, elles permettent seulement de mieux vi-
sualiser la figure. Afin de simplifier la désignation des brins, nous notonsl2 = β1(l), l3 = β1(l2)
et l4 = β1(l3), les trois autres brins de la face contenant le brinlast. Nous notons de manière
similaire les autres brins appartenant aux faces contenant les brinsupetbehind.

Comme pour la dimension2, le traitement d’un précode consiste à donner la suite d’opérations
transformant la carte courante avant de traiter ce précode en la carte à obtenir après ce traitement.
Ces opérations simulent les fusions correspondant à ce précode. De par le nombre important de
précodes différents, nous ne donnons pas ici, contrairement à la dimension2, chaque algorithme de
traitement. La figure 5.55.amontre la carte courante avant de traiter le précodel1, et la figure 5.55.b
celle à obtenir. L’algorithme 26 permettant de passer de la première carte à la seconde est simple,
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FIG. 5.55 – Le précodel1 avant et après son traitement.

étant donné qu’il consiste simplement à créer un cube, et àβ3-coudre sa face de gauche à la face
contenantlast, sa face de dessus à la face contenantup et sa face de derrière à la face contenant
behind.

Algorithme 26 Code associé au précodel1 en3d
Entrée : last, upetbehind

(x, y, z) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

tmp← créer un cube topologique ;
β3-coudre la face contenantlast et celle contenantβ2112(tmp) ;
β3-coudre la face contenantupet celle contenantβ021(tmp) ;
β3-coudre la face contenantbehindet celle contenantβ2(tmp) ;
Le plongement du sommet incident àβ11(tmp)← (x, y, z);
retourner tmp;

Pour le plongement, nous associons simplement les coordonnées du nouveau sommet au plon-
gement sommet du brinβ11(tmp). En effet, c’est le seul sommet n’ayant pas de plongement, tout
les autres sommets appartiennent à une orbite possédant déjà un plongement dans la carte avant
le traitement. Suivant le plongement utilisé cette mise à jour du plongement se fera de manière
différente. Mais la majorité des mises à jour de plongement sont faites lors des opérations de cou-
ture. Par exemple pour un plongement face, lors d’uneβ3-couture de deux faces entre elles, celle
n’ayant pas de plongement pointera désormais sur le plongement de la face qui en possède un.

La figure 5.56.a montre la configuration de la carte avant de traiter le précodel8 et la fi-
gure 5.56.b celle à obtenir. L’algorithme 27 effectue la transformation de la première carte en la
seconde. Cet algorithme présente une manière d’effectuer cette transformation, mais il est possible
d’effectuer le même traitement de manière différente. Nous avons ici privilégié la conservation des
brins de la carte initiale, afin d’éviter des allocations et désallocations mémoire successives coû-
teuses en temps d’exécution. De plus, nous avons essayé d’être minimal en nombre d’opérations.
Par exemple, nous conservons les brinsl3, b2 et u2 à leurs places initiales, ce qui évite uneβ2-
décousure et uneβ2-couture pour chacun de ces brins.

La première modification effectuée par cet algorithme (ligne 1) permet de traiter la configura-
tion présentée figure 5.57. Ce cas se produit lorsque, comme nous l’avons représenté figure 5.57.a,
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a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FIG. 5.56 – Le précodel8 avant et après son traitement.

Algorithme 27 Code associé au précodel8 en3d
Entrée : last, upetbehind

(x, y, z) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

1 t1 ← β2(l4) ; t2 ← β2(u4) ; β2-découdre(l4) ;
si t1 6= u4 alors

β2-découdre(u4) ; β2-coudre(t1, t2) ;

2 t1 ← β2(l) ; t2 ← β2(b3) ; β2-découdre(l) ;
si t1 6= b3 alors

β2-découdre(b3) ; β2-coudre(t1, t2) ;

3 t1 ← β2(u3) ; t2 ← β2(b4) ; β2-découdre(u3) ;
si t1 6= b4 alors

β2-découdre(b4) ; β2-coudre(t1, t2) ;

4 t1 ← β2(l2) ; β2-découdre(l2) ; β2-coudre(t1, b3);
5 t1 ← β2(b) ; β2-découdre(b) ; β2-coudre(t1, u3);
6 t1 ← β2(u) ; β2-découdre(u) ; β2-coudre(t1, l4);
7 β2-coudre(l, u) ; β2-coudre(l2, b4) ; β2-coudre(u4, b) ;

Le plongement du sommet incident àu← (x, y, z);
retourner u3;

le voxel numéro6 n’est pas de la même région que les voxels1, 2 et5. La carte courante avant de
traiter ce précode est présentée figure 5.57.b, où nous pouvons noter la présence d’une face entre
les voxels2 et 6, et une autre entre les voxels5 et 6. Dans ce cas,β2(l4) 6= u4 et nous devons
doncβ2-découdre les deux brinsl4 etu4 puisβ2-coudre les brins qui étaientβ2-cousus à eux (que
nous avons conservé danst1 et t2). Par contre, siβ2(l4) = u4, alors c’est que le voxel6 est de
la même région que les voxels1, 2 et 5, et dans ce cas nous devons simplementβ2-découdrel4.
Ce traitement est similaire pour traiter les deux cas où les voxels numéro4 et 7 ne sont pas de la
même région que leurs trois voisins (lignes 2 et 3 de l’algorithme).

Après avoir traité ces trois cas possibles, les lignes 4, 5 et 6 effectuent le remplacement res-
pectivement du brinl2 par b3, du brinb paru3 et du brinu par l4. Enfin, la ligne 7 effectue les
β2-coutures qui n’ont pas encore été effectuées. Notons que tous les brins traités ici ont déjà été
β2-décousus. Les plongements divers vont être mis à jour de manière transparente lors des cou-
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FIG. 5.57 – Le cas traité par la ligne 1 de l’algorithme 27 lorsque le voxel6 n’est pas de la même
région que ses trois voisins dans le précodel8.
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FIG. 5.58 – La permutationrotationqui transforme un précode.

tures et décousures ; le seul que nous devons affecter explicitement est celui du sommet incident
au brinu. En effet, c’est le seul sommet topologique qui n’existait pas dans la carte courante avant
de traiter ce précode.

Nous pouvons donner pour les précodesl2 à l7 chaque algorithme de traitement correspondant.
Ces algorithmes vont ressembler aux deux que nous venons de présenter. Mais il n’est pas néces-
saire de définir un algorithme par précode. Nous regroupons ces traitements pour les précodes
isomorphes par rotation, ce qui réduit le nombre d’algorithmes à écrire. Afin de savoir si deux
précodes sont isomorphes par rotation, nous définissons pour cela la permutation appeléerotation
sur l’ensemble1, . . . , 8. Cette fonction associe à un numéro de voxel son image par rotation, de la
manière présentée figure 5.58. La figure 5.58.a représente un précode en numérotant chacun de ses
huit voxels, ainsi qu’en symbolisant les relations de6-voisinage afin de faciliter la visualisation. La
figure 5.58.b montre l’image de ce précode par application derotation, et la figure 5.58.c l’image
de ce deuxième précode. Nous définissons explicitement cette permutation en donnant l’image de
chaque élément au moyen du tableau 5.1. Nous pouvons remarquer que lorsque nous appliquons
trois fois cette fonction sur n’importe quel précode, nous obtenons toujours le précode initial. Re-
marquons également que les deux voxels numéro1 et8 sont invariants par rotation. En effet, cette



134 Chapitre 5. La carte topologique en dimension 3

TAB . 5.1 – La permutationrotation.

x 1 2 3 4 5 6 7 8
rotation(x) 1 5 2 6 3 7 4 8

rotation peut être vue comme la rotation de120 degrés autour de l’axe allant du voxel1 au voxel
8, et il est donc normal que ces deux voxels soient invariants. Deux précodes sontisomorphes par
rotation si à partir d’un précode nous pouvons obtenir le deuxième en appliquantrotation autant
de fois que nécessaire.

L’ensemble des précodes isomorphes par rotation peuvent être traités avec un seul algorithme
appelé avec des brins initiaux différents. Cela nous permet de diminuer le nombre de traitements
à écrire. Par exemple pour les précodes lignels, les précodesl2, l3 et l4 sont isomorphes par rota-
tion. Pour s’en convaincre, il suffit d’écrire la partition correspondant au précodel2 et d’appliquer
ensuiterotation. La partition correspondant au précodel2 est{{1, 2}, {3}, {5}}. Le résultat de
rotation sur ce précode est la partition{{1, 5}, {2}, {3}}, obtenue en remplaçant chaque élément
par son image. Cette partition est celle correspondant au précodel3. Le résultat d’une nouvelle ap-
plication derotationest la partition{{1, 3}, {5}, {2}} correspondant au précodel4. Nous pouvons
donc définir un seul algorithme de traitement pour ces trois précodes, qui est présenté algorithme
28.

Algorithme 28 UneFusionVolumes3d
Entrée : d1, f1 etf2 trois brins

(x, y, z) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

d2 ← β1(d1) ; d3 ← β1(d2) ; d4 ← β1(d3) ;
β1-découdre(d1) ; β1-découdre(d2) ; β1-découdre(d3) ; β1-découdre(d4) ;

créer une face carrée autour ded1 ; créer une face carrée autour ded2 ;
créer une face carrée autour ded3 ; créer une face carrée autour ded4 ;
tmp← créer une face carrée topologique ;

β2-coudre(β1(d1), β0(d2)) ; β2-coudre(β11(d1), β0(tmp)) ;
β2-coudre(β0(d1), β1(d4)) ; β2-coudre(β1(d3), β0(d4)) ;
β2-coudre(β11(d3), β1(tmp)) ; β2-coudre(β0(d3), β1(d2)) ;
β2-coudre(tmp, β11(d2)) ; β2-coudre(β11(tmp), β11(d4)) ;

β3-coudre la face contenantf1 et celle contenantd1 ;
β3-coudre la face contenantf2 et celle contenantd2 ;

Le plongement du sommet incident àβ11(tmp)← (x, y, z);
retourner tmp;

Cet algorithme prend en entrée trois brinsd1, f1 et f2 et modifie la carte courante en fusion-
nant le voxel courant avec celui incident àd1 et en leβ3-cousant aux deux facesf1 et f2. Nous
commençons par nommer les trois autres brins de la face incidente àd1, puisβ1-décousons ces
quatre brins. Nous créons ensuite quatre faces carrées autour de chacun de ces brins. Nous créons
également une nouvelle face carrée supplémentaire. Le traitement suivant consiste simplement à
β2-coudre ensemble chacune de ces faces. À part les brinsd1 à d4 qui étaient initialementβ2-



5.6. Les précodes et l’algorithme optimal d’extraction 135

1d

f 2
b

f 1 u

l

f 1

d3

d4

d1

d2
f 2

tmp

a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FIG. 5.59 – La carte avant et après le traitement du précodel2.

cousus, et dont nous conservons les coutures, les autres brins viennent tous d’être créés et sont
doncβ2-libres. Enfin, le dernier traitement de cet algorithme consiste àβ3-coudre les deux faces
incidentes aux deux brinsf1 et f3 avec leurs faces respectives en vis-à-vis. Nous devons affecter
le plongement du sommet incident au brinβ11(tmp) car il appartient au nouveau sommet topo-
logique. Les autres plongements sont mis à jour de manière automatique, principalement lors des
deuxβ3-coutures. Le résultat de cet algorithme pour les trois traitements des précodesl2, l3 et l4
est donné respectivement sur les figures 5.59, 5.60 et 5.61.

Algorithme 29 Code associé au précodel2 en3d
Entrée : last, upetbehind

c = (x, y, z) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

d1 ← β0(last) ; f1 ← β0(up) ; f2 ← β11(behind) ;
tmp← UneFusionVolumes3d(d1, f1, f2, c);
retourner tmp;

Maintenant que nous avons défini cet algorithme, nous devons l’appeler avec les brins initiaux
correspondant au précode effectif. L’algorithme 29 montre comment cet algorithme est appelé
pour le traitement du précodel2. 29. Cet algorithme consiste simplement à appelerUneFusionVo-
lumes3det à retourner le prochain brinlast pour le traitement du précode suivant. La figure 5.59.a
montre la position des brins initiaux passés à l’algorithmeUneFusionVolumes3d. La carte obtenue
après cet algorithme est présentée figure 5.59.b.

Le traitement du précodel3 est identique, à l’exception de la position des brins initiaux et du
brin retourné. Nous pouvons voir figure 5.60.a la position de ces brins avant le traitement de ce pré-
code, et figure 5.60.b le résultat de ce traitement, avec la position du brin retourné par l’algorithme
UneFusionVolumes3d. Nous avonsd1 = β11(up), f1 = β0(behind) et f2 = β0(last). Le brin
retourné par cet algorithme est maintenantβ1120(tmp). Le traitement du précodel4 est également
identique à celui du précodel2, comme nous pouvons le vérifier figure 5.61. Pour ce traitement,
nous avonsd1 = β11(behind), f1 = last etf2 = β11(up). Le brin retourné estβ1211(tmp).
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FIG. 5.60 – La carte avant et après le traitement du précodel3.
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FIG. 5.61 – La carte avant et après le traitement du précodel4.

Remarquons que pour chacun de ces algorithmes, nous avons un brin sur chaque face incidente
à last, up et behind. En effet, ces brins désignent les faces supprimées par une fusion de volumes
ou conservées etβ3-cousues avec une face du volume représentant le voxel courant. De plus, afin
de fixer la position de ces brins, il suffit de la choisir pour le premier précode que nous traitons, ici
l2, et d’écrire l’algorithmeUneFusionVolumes3dpour ce précode. L’écriture des traitements des
autres précodes se fait alors simplement en retrouvant l’image de chaque brin utilisé par le premier
traitement parrotation.

Les trois précodes restant,l5, l6 et l7, sont isomorphes par rotation, et nous pouvons donc
également définir un seul traitement pour les trois. Cet algorithme, que nous appelonsDeuxFu-
sionsVolumes3dcar le voxel courant est fusionné avec deux de ses voisins, prend en paramètre
deux brinsd1 et e1 appartenant aux deux voxels à fusionner avec le voxel courant, et un brinf1

appartenant au voxel qui ne va pas être fusionné. Remarquons que pour cet algorithme, il faut
un traitement similaire à celui effectué en début de l’algorithme 27 traitant le précodel8 afin de
coudre les éventuelles faces se trouvant entred1 ete1. Nous ne donnons pas ici cet algorithme, qui
peut s’écrire simplement en regardant la carte courante avant le traitement et celle à obtenir.



5.6. Les précodes et l’algorithme optimal d’extraction 137

f 1

e 1
1d

bl

u
f 1

d3

d4

e 2 e 3

d2 e 4

tmp

a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FIG. 5.62 – La carte avant et après le traitement du précodel5.

Nous allons maintenant voir comment cet algorithme est appelé pour traiter les trois précodes
l5, l6 et l7. Cela permet de bien comprendre les traitements de précodes isomorphes par rotation.
De plus, nous montrons pour chacun de ces précodes la carte courante avant et après le traitement,
avec la position de chaque brin, ce qui permet ensuite pour les personnes désireuses d’implanter
l’algorithme optimal d’extraction d’écrire facilement la fonction correspondant àDeuxFusionsVo-
lumes3d.

Algorithme 30 Code associé au précodel5 en3d
Entrée : last, upetbehind

c = (x, y, z) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

d1 ← last ; e1 ← β11(behind) ; f1 ← β0(up) ;
tmp← DeuxFusionsVolumes3d(d1, e1, f1, c);
retourner tmp;

Nous présentons tout d’abord l’algorithme 30 traitant le précodel5, et figure 5.62 la carte
courante avant de traiter ce précode, et celle à obtenir après son traitement. Sur cette figure, nous
pouvons observer la position des brins passés en paramètre à l’algorithmeDeuxFusionsVolumes3d.
d1 et e1 appartiennent aux deux faces qui doivent être fusionnées avec le voxel courant. Afin de
faciliter la désignation d’un brin particulier, nous appelonsd2, d3 et d4 les brins appartenant à la
même face qued1, dans l’ordre donné parβ1, et de manière similaire les brins de la face incidente
à e1. Nous pouvons voir figure 5.62.b que nous avons conservé certains de ces brins afin d’éviter
des destructions et des allocations de mémoire. De plus, nous conservons ces brins à leur place
initiale, ils n’ont donc pas besoin d’êtreβ2-décousus puisβ2-cousus à un autre endroit. La face
incidente àf estβ3-cousue à celle incidente àd4, ce qui entraîne des mises à jour des plongements.
Enfin, le seul sommet topologique qui n’existait pas dans la carte avant le traitement de ce précode
est celui incident àβ0(e4) et nous lui affectons donc les coordonnées du nouveau sommet passé en
paramètre à l’algorithme. Enfin le brin retourné esttmp qui est le brin retourné par l’algorithme
DeuxFusionsVolumes3d.

Le traitement du précodel6 est identique à celui du précodel5, à l’exception de la position
des brins initiaux et du brin retourné. Comme nous pouvons voir figure 5.63, nous avonsd1 =
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FIG. 5.63 – La carte avant et après le traitement du précodel6.
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FIG. 5.64 – La carte avant et après le traitement du précodel7.

β0(up), e1 = β0(last), f1 = β0(behind) et le brin retrourné qui estβ1120(tmp). De même
pour le traitement du précodel7, où comme nous pouvons vérifier figure 5.64 nous avonsd1 =
β0(behind), e1 = β11(up), f1 = last et le brin retourné qui estβ1211(tmp).

Nous avons présenté le traitement de chaque précode lignel. L’algorithme optimal d’extraction
va simplement tester quel est parmi ces huit précodes, le précode courant, et exécuter le traitement
correspondant qui modifie localement la carte. Cet algorithme est linéaire, car chaque traitement
est enO(1), et chaque voxel de l’image est parcouru exactement une fois. De plus, nous avons
vu pour ces divers traitements que nous créons exactement le nombre de brins nécessaires, sans
effectuer de destruction ou d’allocation inutile.

Nous pouvons montrer que ces huit précodes lignels couvrent bien l’ensemble des précodes
existant en dimension3. Mais contrairement à la dimension2, nous ne pouvons pas donner ici
pour chaque précode la liste des précodes qu’il couvre, étant donné leur nombre beaucoup trop
important. Nous allons dénombrer les configurations couvertes par chaque précode, et vérifier
que c’est bien le nombre de configurations possibles. Une configuration (notion présentée section
4.5.1) s’obtient à partir d’un précode en affectant à chaque élément de la partition un identifiant de
région, que nous appelons ici abusivement couleur. Il est plus facile de compter les configurations
que les précodes, étant donné que deux configurations sont différentes si elles n’ont pas exactement
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les mêmes couleurs pour les mêmes voxels, ce qui n’est pas le cas des précodes qui tiennent compte
de l’appartenance ou non à la même région des voxels voisins. Nous considérons que nous avons
huit régions différentes. En effet, un précode3d est composé de huit voxels, et peut donc dans
le pire des cas avoir huit couleurs différentes. Nous pouvons sans problème effectuer les mêmes
calculs en considérant que nous avonsk régions différentes, mais cela les complique pour arriver
exactement au même résultat.

Le nombre de configurations possibles est simplement88. En effet, nous pouvons avoir n’im-
porte quelle configuration dans l’image. La contrainte sur la segmentation en régions, imposant
que chaque région soit6-connexe, n’entraîne en effet aucune configuration interdite localement.
Étant donné qu’une configuration est de taille2 × 2 × 2, nous avons donc huit voxels différents,
et chacun peut avoir n’importe laquelle des huit couleurs. Il existe donc16 777 216 configurations
différentes.

Nous comptons maintenant le nombre de configurations couvertes par chaque précode lignel.
Le précodel1 en couvre8× 7× 7× 7× 84 = 11 239 424. En effet, le voxel numéro1 peut avoir
n’importe quelle couleur parmi les8, ses trois voisins ne sont pas de la même couleur donc peuvent
avoir une des7 couleurs restantes, et les4 voxels libres peuvent avoir n’importe quelle couleur. Le
précodel2 couvre8×1×7×7×84 = 1 605 632 configurations, car le voxel1 peut avoir n’importe
laquelle des8 couleurs, son voisin de gauche est forcément de la même couleur que lui, ses deux
autres voisins ne sont pas de cette couleur, donc peuvent avoir une des7 couleurs restantes et enfin
les4 voxels libres peuvent être de n’importe quelle couleur. Ce nombre de configurations couvertes
est identique pour les précodesl3 et l4 car ces trois précodes sont isomorphes par rotation. Nous
pouvons d’ailleurs facilement le vérifier en utilisant la même démarche que pour le précodel2.
Le précodel5 couvre8 × 1 × 1 × 7 × 84 = 229 376 configurations, car deux voisins du voxel
1 sont de la même couleur que lui. Les précodesl6 et l7 couvrent chacun ce même nombre de
configurations. Enfin, le précodel8 couvre8× 1× 1× 1× 84 = 32 768 configurations.

Nous obtenons finalement que ces huit précodes lignels couvrent11 239 424 + (3×1 605 632)
+ (3× 229 376) + 32 768 = 16 777 216, qui est bien le nombre de configurations possibles. Cela
prouve que les8 précodes lignels couvrent bien l’ensemble des précodes possibles.

5.6.4 Les précodes pour la carte de niveau 2

Pour ce niveau de simplification, nous fusionnons chaque couple de faces adjacentes, copla-
naires, et incidentes à une arête de degré un ou deux (cf. définition 25). Ce type de fusion est
possible uniquement si deux voxels adjacentsi et j sont de même région et qu’il existe un autre
voxel k adjacent ài étant d’une région différente, tel que le voxel adjacent à la fois àk et àj
soit de la même région quek. Cette formulation compliquée est illustrée figure 5.65. Nous devons
effectuer ce type de fusion uniquement lorsqu’un des quatre voxelsi, j, k ou l est le voxel courant.
En effet, le cas échéant nous avons déjà effectué ce traitement lors d’un précode précédent.

De manière un peu plus intuitive, nous pouvons effectuer une fusion de faces coplanaires
s’il existe deux voxels adjacents de même région, et deux autres voxels adjacents d’une autre
région « parallèle » aux deux premiers. Nous avons représenté figure 5.65.a ces quatre voxels, et
schématisé les deux faces coplanaires qui vont être fusionnées. Si l’un des quatre voxels représenté
sur cette figure appartient à une autre région, la fusion de faces est alors impossible. En effet, nous
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FIG. 5.65 – Une représentation partielle d’un précode où l’on peut fusionner deux faces copla-
naires.

aurions alors une face supplémentaire entre ce voxel et un de ses voisins. De ce fait, l’arête au
centre des quatre voxels ne serait plus de degré deux mais de degré trois.

Afin de trouver tous les précodes pour lesquels nous pouvons effectuer une fusion de faces co-
planaires, il suffit d’étudier les différentes cas où une telle configuration peut se produire, ainsi que
toutes les combinaisons possibles entre ces cas. Nous pouvons ainsi trouver de manière exhaustive
chacun de ces précodes. Nous obtenons les18 précodes présentés figures 5.66 et 5.67 (que nous
appelonsfci pour précode faces coplanaires numéroi).

Sur ces deux figures, nous avons représenté les précodes que nous devons traiter afin d’extraire
la carte de niveau2, en les classant afin de faciliter la lecture. Sur chaque ligne, nous avons re-
présenté un premier précode, puis son image par l’application de la fonctionrotationpuis l’image
de ce deuxième précode par cette même fonction. Chaque ligne représente donc trois précodes
isomorphes par rotation. De ce fait, nous obtenons immédiatement un deuxième classement en
colonne. La première colonne de la figure 5.66 montre les sous-cas du précodel2, la deuxième
les sous-cas du précodel3 et la troisième ceux du précodel4. De manière similaire, la première
colonne de la figure 5.67 montre les précodes sous-cas du précodel5, la deuxième ceux du précode
l6 et la troisième ceux du précodel7.

Certains de ces précodes partiels sont composés de5 voxels, et d’autres de6. Par exemple, le
précodefc7 fixe une contrainte sur le voxel numéro6 alors que le précodefc1 non. Ce voxel peut
donc,a priori, appartenir à n’importe quelle région. Mais en fait il ne peut pas appartenir à la même
région que le voxel numéro5 (son voisin droite). En effet, dans ce cas nous obtenons le précode
fc7. Ce voxel peut donc être de la même région que son voisin du bas, le voxel numéro2, mais pas
de la même région que son voisin de gauche. Il en est de même pour chaque précode étant composé
seulement de5 voxels. Remarquons que dans ces deux cas nous effectuons exactement le même
traitement, pour le précodefc1 une fusion de volumes et une fusion des deux faces coplanaires
situées entre les voxels1 et3 pour la première, et entre les voxels2 et4 pour la deuxième.

En utilisant le même principe que pour les précodes lignels, nous pouvons définir un seul trai-
tement pour chaque ensemble de précodes isomorphes par rotation. Nous devons donc définir six
traitements différents, qui sont appelés sur des brins initiaux différents pour des précodes isomor-
phes par rotation. Ces traitements sont similaires et peuvent se trouver simplement en étudiant la
carte de départ et celle que nous voulons obtenir. Nous donnons donc uniquement le traitement
générique des trois premiers précodes,fc1, fc2 et fc3, présenté algorithme 31. Nous pouvons
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FIG. 5.66 – Les9 premiers des18 précodes à traiter afin de calculer la carte de niveau2 en 3d,
sous-cas des précodesl2, l3 et l4.

vérifier pour ces trois précodes, que cet algorithme effectue bien la modification de la carte cor-
respondant au précode traité, en étudiant son déroulement sur les figures 5.68, 5.69 et 5.70.

Cet algorithme prend trois brins en paramètres :b1 qui appartient à la face du voxel qui va être
fusionné avec le voxel courant,f1 qui appartient à la face du voxel qui ne va pas être fusionné,
mais pour lequel nous effectuons la fusion des deux faces incidentes à ce brin, ete1 pour lequel
nous n’effectuons aucune fusion. Il est assez proche de l’algorithme traitant les précodesl2, l3 et
l4. La principale différence concerne les traitements numérotés 1, 2 et 3, qui effectuent la fusion
des deux faces incidentes au brinf1. Cette fusion est effectuée de manière locale, autour du brin
f1, puis de manière un peu différente pour la face en vis à vis étant donné qu’il y a une seule demi-
face présente. Au vu des modifications locales effectuées, nous avons ensuite seulement besoin de
β3-coudre les trois brins qui étaientβ3-libres, les autres brins conservant leur coutures. La suite
de cet algorithme est très proche de l’algorithme pour les précodes lignels. La seule différence se
situe au niveau de la création de la première face carrée, effectuée autour des brinsd1 et d2. Cela
revient à dire que nous créons deux nouveaux brins, etβ1-cousons les quatre brins pour former
une face carrée. Nous récupérons ici le brind2, qui n’a plus d’utilité, ce qui évite une allocation
mémoire suivie d’une destruction. La plupart des modifications de plongement sont faites lors
de opérations de couture et décousures. Nous affectons seulement les coordonnées du nouveau
sommet au sommet topologique créé.
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FIG. 5.67 – Les9 derniers des18 précodes à traiter afin de calculer la carte de niveau2 en 3d,
sous-cas des précodesl5, l6 et l7.
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FIG. 5.68 – La carte avant et après le traitement du précodefc1.
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Algorithme 31 UneFusionVolumesUneFusionFacesCoplanaires3d
Entrée : d1, f1 ete1 trois brins

(x, y, z) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

d2 ← β1(d1) ; d3 ← β1(d2) ; d4 ← β1(d3) ;
β1-découdre(d1) ; β1-découdre(d2) ; β1-découdre(d3) ; β1-découdre(d4) ;

1 t1 ← β20(f1) ; t2 ← β1(f1) ;
β1-découdre(t1) ; β0-découdre(t2) ; β1-coudre(t1, t2) ;

2 t1 ← β0(f1) ; t2 ← β21(f1) ;
β1-découdre(t1) ; β0-découdre(t2) ; β1-coudre(t1, t2) ;

3 a1 ← β2(d2) ; a2 ← β2(f1) ; a3 ← β1(a1) ;
β1-découdre(a1) ; β2-découdre(a2) ;
β1-coudre(a1, a2) ; β1-coudre(a2, f1) ; β1-coudre(f1, a3) ;

β3-coudre(a1, t1) ; β3-coudre(a2, β0(t1)) ; β3-coudre(f1, β00(t1)) ;

créer une face carrée autour ded1 et ded2 ; créer une face carrée autour ded3 ;
créer une face carrée autour ded4 ; tmp← créer une face carrée topologique ;

β2-coudre(β1(d1), f1) ; β2-coudre(β11(d1), β0(tmp)) ;
β2-coudre(β0(d1), β1(d4)) ; β2-coudre(β1(d3), β0(d4)) ;
β2-coudre(β11(d3), β1(tmp)) ; β2-coudre(β0(d3), a1) ;
β2-coudre(tmp, a2) ; β2-coudre(β11(tmp), β11(d4)) ;

β3-coudre la face contenante1 et celle contenantd1 ;

Le plongement du sommet incident àβ11(tmp)← (x, y, z);
retourner tmp;
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a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FIG. 5.69 – La carte avant et après le traitement du précodefc2.
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FIG. 5.70 – La carte avant et après le traitement du précodefc3.

Nous pouvons voir sur les figures 5.68, 5.69 et 5.70, la carte courante avant de traiter les
précodes,fc1, fc2 et fc3, ainsi que la position des différents brins passés en paramètres à l’al-
gorithme, puis le résultat de ce traitement. Nous ne détaillons pas ici les trois algorithmes de ces
précodes, qui consistent uniquement, comme pour les précodes lignels, à initialiser les brins de
départ, à appeler l’algorithme général, puis à retourner le prochain brinlast pour le précode sui-
vant. Les autres algorithmes généraux de traitement sont très proches de celui que nous venons
de présenter. Suivant les précodes traités, il faut effectuer une ou deux fusions de volumes, et une
ou deux fusions de faces coplanaires. Nous ne détaillons pas plus ces traitements parce que cela
s’avèrerait long et fastidieux, alors qu’ils ne sont pas trop difficiles à retrouver en dessinant la carte
courante et celle à obtenir.

Nous avons vu lors de la définition de la carte de niveau2, (définition 29) les problèmes de
déconnexion de faces qui pouvaient se produire, et la solution consistant à conserver des arêtes
fictives. Lorsque nous avons défini l’algorithme d’extraction naïf, il nous a suffit de ne pas faire
les fusions de faces qui entraînaient des déconnexions. Maintenant que nous balayons l’image et
construisons directement la carte de niveau quelconque avec les précodes, ce n’est plus exactement
pareil. Nous pouvons remarquer qu’une déconnexion de face peut se produire uniquement pour les
précodesfc16, fc17 etfc18. En effet, c’est seulement dans ces cas que nous pouvons déconnecter
le bord extérieur de la face de son bord intérieur, étant donné que nous effectuons deux fusions de
faces coplanaires.

Ces trois précodes étant isomorphes par rotation, ils sont donc traités par le même algorithme
qui effectue deux fusions de volumes et deux fusions de faces coplanaires. Cet algorithme va
commencer par tester si la fusion des deux faces entraîne une déconnexion. Pour cela, il parcourt
l’orbite < β1 > d’un brin d’une des deux faces. Si durant ce parcours un brin de la deuxième face
est rencontré, c’est que la fusion entraîne une déconnexion, à condition que le deux brins ne soient
pas cousus entre eux parβ0 et β1. Dans ce cas, une seule des deux fusions est effectuée afin de
conserver une arête fictive. Pour cela, il suffit d’exécuter le traitement de l’algorithme effectuant
deux fusions de volumes et une seule fusion de faces, traitant les précodesfc10, fc11 et fc12 ou
celui traitant les précodesfc13, fc14 et fc15. En effet, le choix de la fusion de faces à effectuer
n’est pas important, étant donné que la position de l’arête fictive conservée peut être quelconque.
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Avec ce simple test et éventuellement un traitement différent, nous conservons les arêtes fic-
tives permettant de régler les problèmes de déconnexion de faces. Cela se fait quand même au
détriment de la complexité, puisque le traitement des précodesfc16, fc17 et fc18 n’est plus ef-
fectué enO(1) étant donné que nous parcourons l’ensemble des brins d’une des deux faces. Nous
conservons pour ce niveau de simplification éventuellement plusieurs arêtes fictives, étant donné
que chaque arête représente un lignel de l’image.

Afin de nous assurer que ces18 précodes couvrent bien toutes les possibilités de fusion de faces
coplanaires, nous utilisons la même démarche que pour le niveau précédent. Nous dénombrons le
nombre de cas existants où il faut effectuer des fusions de faces coplanaires, et comparons ensuite
ce nombre aux cas couverts pas les18 précodes.

Afin d’effectuer une fusion de faces coplanaires, le voxel courant et un de ses voisins doivent
être de même région, et deux voxels parallèles doivent appartenir à une autre région. Remarquons
que lorsque nous choisissons un des trois voisins du voxel courant, il y a seulement deux pos-
sibilités pour choisir les voxels parallèles, étant donné qu’il « reste » seulement deux directions
possibles. Le nombre de cas possibles pour une de ces deux directions, pour un des trois voisins
du voxel courant est de8× 1 × 7× 1 × 84 = 229 376 cas. En effet, il y a8 couleurs pour le voxel
courant, le voisin choisi est de la même couleur, le voxel dans la direction choisi est d’une autre
couleur (il y a donc7 possibilités), et son voisin est de la même couleur. Enfin, les4 voxels restant
peuvent être de n’importe quelle couleur. Nous comptons maintenant le nombre de cas si les deux
pixels choisis sont dans la deuxième direction possible. Ils sont au nombre de8×1× 7×1× 8×7
× 82 = 200 704 cas. En effet, c’est identique pour les deux couples de voxels choisis, mais par
contre le deuxième couple dans la première direction choisie ne doit pas être de la même région
car ce cas a déjà été compté dans la première formule. Enfin les2 voxels restants peuvent être de
n’importe quelle couleur.

Pour un voisin du voxel courant, nous avons donc229 376 + 200 704 = 430 080 cas possible,
qu’il faut multiplier par trois étant donné que le voxel courant à trois voisins. Nous obtenons donc
au total1 290 240 cas possibles pour lesquels nous devons effectuer une ou plusieurs fusions de
faces coplanaires.

Nous dénombrons maintenant le nombre de cas couverts par chaque précodefc1 àfc18. Nous
savons que le nombre de cas couverts par deux précodes isomorphes par rotation est identique, ce
qui nous laisse seulement6 cas à étudier.

Pour le précodefc1, nous avons8 × 7 × 7 × 7 × 82 = 175 616 cas. Le voxel courant est de
la même couleur que son voisin gauche, pas de la même que les deux voxels derrière, ni que celle
de son voisin du dessus. Ce dernier voxel n’est pas de la même couleur que son voisin gauche,
mais peut-être de la même couleur que le voxel courant. Les deux voxels restants peuvent être
de n’importe quelle couleur. Pour le précodefc4 nous obtenons le même résultat par application
d’un raisonnement similaire. Le précodefc7 couvre8 × 7 × 7 × 82 = 25 088 cas, étant donné
que deux couples de voxels sont de même région. Pour les précodesf10 et f13, nous obtenons le
même nombre de cas couverts :8× 7× 7 × 82 = 25 088 cas. Enfin, le précodef16 couvre8× 7
× 82 = 3 584 cas différents.

Nous obtenons finalement430 080 cas différents qu’il faut multiplier par trois car nous avons
compté uniquement les cas couverts par un précode de chaque classe d’équivalence. Nous obte-
nons bien finalement1 290 240, le même nombre que le nombre de cas possibles pour la fusion
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de faces coplanaires. Comme pour les précodes lignels, cela prouve que les18 précodes couvrent
bien tous les cas pour lesquels nous devons effectuer une ou plusieurs fusions de faces coplanaires.

5.6.5 Les précodes pour la carte des frontières

Pour extraire ce niveau de simplification, nous devons maintenant fusionner chaque couple
d’arêtes adjacentes, alignées et incidentes à un sommet de degré deux. Cette définition n’est plus
valable lorsque nous sommes en présence d’arêtes fictives. Mais nous commençons par mettre de
côté la gestion de ces arêtes, nous y reviendrons après avoir défini les précodes concernés par cette
fusion.

Afin d’effectuer ce type de fusion, il est nécessaire que chaque couple de voxels dans une
même direction soit composé de deux voxels de même région. En effet, afin que le sommet au
centre d’un précode soit de degré deux, il faut qu’il y ait seulement deux arêtes qui lui soient
incidentes. Pour trouver tous les précodes à traiter, il suffit d’étudier tous les cas où une telle
configuration peut se produire. Ces cas étant encore peu nombreux, nous pouvons les définir de
manière exhaustive et obtenir les27 précodes présentés figures 5.71, 5.72 et 5.73.

Nous avons découpé ces précodes en trois parties, afin de pouvoir représenter sur chaque
ligne les trois précodes isomorphes par rotation. Pour la figure 5.71, nous avons par exemple
rotation(f1) = f2, rotation(f2) = f3 et rotation(f3) = f1. De plus, cette figure montre sur sa
première colonne, les sous-cas du précodel2, sur sa deuxième colonne ceux du précodel3 et sur sa
dernière colonne ceux du précodel4. La figure 5.72 montre respectivement sur ses trois colonnes
les sous-cas des précodesl5, l6 et l7. Enfin la figure 5.73 montre les trois sous-cas du précode
l8. Remarquons que les deux précodes présentés figure 5.74 (et leurs rotations) ne sont pas des
précodes à traiter pour l’obtention de la carte des frontières. En effet, après les fusions de faces
coplanaires, il n’y a plus d’arête au centre du précode, et donc pas de fusion d’arêtes alignées à
effectuer.

Comme pour les précodes du niveau précédent, nous donnons seulement l’algorithme 32 cor-
respondant au traitement des précodesf1, f2 et f3. Nous pouvons vérifier sur les trois figures
5.75, 5.78 et 5.79 le résultat de ce traitement pour ces trois précodes, ainsi que la position des
brins initiaux passés à cet algorithme.

Nous avons découpé cet algorithme en5 parties que nous expliquons maintenant pour le traite-
ment du précodef1. Nous notonsd2, d3 etd4 les trois brins de la face incidente àd1 suivant l’ordre
donné parβ1, et de manière similaire les brins des faces incidentes àe1 et àf1. La carte 5.75.a
montre la configuration courante avant de traiter ce précode, ainsi que la position des trois brins
passés en paramètre à l’algorithme 32. Afin d’expliquer ces traitements, nous déroulons chaque
partie de cet algorithme. Pour simplifier la visualisation de la carte, nous représentons unique-
ment la partie concernée par le traitement en cours. Le premier traitement modifie les deux faces
incidentes àf1 et β2(f1) présentées figure 5.76.a. La première ligne effectue la fusion de ces
deux faces du côté où les arêtes ne doivent pas être fusionnées. Nous obtenons la carte de la fi-
gure 5.76.b. La deuxième ligne effectue la fusion de l’autre côté. Afin d’effectuer en même temps
la fusion d’arêtes, nousβ1-cousonst1 à f3. Nous enlevons donc le brinf2 de la deuxième arête
et obtenons la carte présentée figure 5.76.c. Les brinsβ2(f1), f1 etf2 sont maintenant inutiles. Ils
sont décousus afin d’être utilisés plus tard, au lieu d’être détruits et de créer ensuite de nouveaux
brins.
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FIG. 5.71 – Les12 premiers des27 précodes à traiter afin de calculer la carte des frontières en3d,
sous-cas des précodesl2, l3 et l4.

La deuxième partie de l’algorithme 32 effectue un traitement similaire pour les deux faces in-
cidentes àe1 etβ2(e1). La troisième partie traite la face incidente àβ2(d1). Elle insère un nouveau
brin n1 sur cette face etβ3-coud ce brin ainsi queβ2(d1) respectivement àf2 et àf3. Les autres
brins de cette face conservent leursβ3-coutures. La quatrième partie de l’algorithme effectue un
traitement similaire pour la face incidente àβ2(d2). Enfin, la dernière partie de l’algorithme crée
les trois faces restantes, en utilisant pour cela les brins libérés par les opérations précédentes. Il ne
reste plus qu’àβ2-coudre correctement ces brins, et à affecter les coordonnées du nouveau sommet
au plongement du sommet topologique créé lors de cet algorithme.

Nous pouvons vérifier que cet algorithme, appliqué sur la carte de la figure 5.75.a, produit
bien celle de la figure 5.75.b. De même pour le précodef2 où nous montrons figure 5.78.a la carte
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FIG. 5.72 – Les12 précodes suivants des27 précodes à traiter afin de calculer la carte des frontières
en3d, sous-cas des précodesl5, l6 et l7.

f25 f26 f27

FIG. 5.73 – Les3 derniers précodes des27 précodes à traiter afin de calculer la carte des frontières
en3d, sous-cas du précodel8.
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FIG. 5.74 – Deux précodes à ne pas traiter pour la construction de la carte des frontières.

Algorithme 32 Traitement_f1_f2_f3_3d
Entrée : d1, f1 ete1 trois brins

(x, y, z) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

1 t1 ← β20(f1) ; β1-découdre(t1) ; β0-découdre(f2) ; β1-coudre(t1, f2) ;
t1 ← β21(f1) ; β0-découdre(t1) ; β1-découdre(f3) ; β1-coudre(f3, t1) ;
m1 ← β2(f1) ; β2-découdre(f1) ; β0-découdre(f1) ; β3-découdre(m1) ;

2 t1 ← β21(e1) ; β0-découdre(t1) ; β1-découdre(e4) ; β1-coudre(e4, t1) ;
t1 ← β20(e1) ; β1-découdre(t1) ; β0-découdre(e3) ; β0-coudre(e3, t1) ;
n1 ← β2(e1) ; β2-découdre(n1) ; β1-découdre(e1) ;
β2-découdre(e2) ; β3-découdre(n1) ;

3 t1 ← β21(d1) ; β0-découdre(t1) ; β0-coudre(t1, n1) ; β1-coudre(β2(d1), n1) ;
β3-coudre(f2, n1) ; β3-coudre(f3, β2(d1)) ;

4 t1 ← β20(d2) ; β1-découdre(t1) ; β1-coudre(t1,m1) ; β1-coudre(m1, β2(d2)) ;
β3-coudre(e4,m1) ; β3-coudre(e3, β2(d2)) ;

5 β1-découdre(d2) ; β1-découdre(d3) ; β1-découdre(d4) ;
créer une face carrée autour ded1 et ded2 ;
créer une face carrée autour ded3, f1 etf4 ;
créer une face carrée autour ded4, e1 ete2 ;

β2-coudre(m1, β0(d3)) ; β2-coudre(f4, β1(d2)) ; β2-coudre(f1, β0(d4)) ;
β2-coudre(e2, β0(d1)) ; β2-coudre(n1, e1) ;

Le plongement du sommet incident àf4 ← (x, y, z);
retourner d2;

avant le traitement et figure 5.78.b le résultat obtenu, et pour le précodef3 de manière identique
sur la figure 5.79.

Nous ne donnons pas les algorithmes correspondant à ces trois précodes, qui consistent sim-
plement à appeler l’algorithme général sur les brins de départ particuliers, présentés sur chaque
figure, et à retourner ensuite le prochain brinlast pour le traitement du précode suivant. Nous ne
détaillons pas les traitements des autres précodes, assez proches de ceux déjà présentés. De plus,
certains traitements peuvent être regroupés afin de ne pas développer l’ensemble des9 algorithmes.

En effet, de nombreux précodes effectuent les mêmes fusions de volumes et de faces copla-
naires, comme par exemple les précodesf1, f4, f7 et f10. Pour ces quatre précodes, la seule
différence porte sur le nombre de brins des deux arêtes alignées à fusionner, où sur la position
de ces brins. Nous pouvons définir un seul traitement pour ces précodes, qui effectue la fusion
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FIG. 5.75 – La carte avant et après le traitement du précodef1.
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FIG. 5.76 – Le premier traitement de l’algorithme 32 appliqué sur le précodef1.

de volumes et des faces coplanaires de manière optimisée, puis la fusion des deux arêtes alignées
au moyen de l’algorithme 20. Cette solution permet d’écrire un seul traitement pour les précodes
f1 . . . f9, un autre pour les précodesf13, f14, f15, f19, f20 et f21, un autre pourf16, f17, f18, f22,
f23 et f24, et enfin un dernier pour les trois précodes restants. Seulement4 algorithmes différents
sont à écrire au lieu de9 si nous écrivons chaque méthode de manière optimale. Bien sûr, cette
solution entraîne une légère perte en complexité, étant donné que nous ne connaissons pas exac-
tement la configuration locale, et effectuons donc des tests, ou des boucles, ce qui n’est pas le cas
sinon. Mais ces deux solutions permettent de choisir entre temps de développement plus important
et complexité.

Afin d’extraire directement la carte des frontières d’une image au moyen de l’algorithme op-
timal, il suffit de tester quel est le précode courant parmi les53 possibles (8 pour le niveau1, 18
pour le niveau2 et 27 pour le niveau3) et simplement exécuter le traitement correspondant à ce
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FIG. 5.77 – Le troisième traitement de l’algorithme 32 appliqué sur le précodef1.
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FIG. 5.78 – La carte avant et après le traitement du précodef2.
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FIG. 5.79 – La carte avant et après le traitement du précodef3.

précode. Mais nous n’avons pas encore étudié le problème des arêtes fictives. Nous avons vu sec-
tion 5.3.3 quels problèmes ces arêtes pouvaient engendrer lors de la fusion d’arêtes et comment
nous devions les résoudre. Nous devons maintenant voir comment cette gestion intervient dans
l’algorithme optimal basé sur les précodes.

Nous avons vu pour le niveau précédent, que la conservation de ces arêtes fictives ne posaient
aucun problème. Pour les27 précodes de fusion d’arêtes, nous utilisons l’algorithme 17 décalant
toutes les arêtes fictives incidentes à un sommet. En effet, chacun de ces précodes fusionne les
deux arêtes incidentes au sommet central du précode. L’appel de cet algorithme avant chacun de
ces précodes décale les éventuelles arêtes fictives sur un autre sommet, et le traitement du précode
pourra ensuite se dérouler de manière normale. Mais un autre problème n’est pas résolu par cette
solution : lorsque deux bords d’une face sont reliés par un chemin composé de plusieurs arêtes
fictives. Nous voulons dans ce cas obtenir une seule arête fictive dans la carte des frontières. Ce
problème ne peut pas être résolu uniquement pour les précodes frontières, étant donné que les
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FIG. 5.80 – Un exemple du traitement particulier des précodesfc16, fc17 et fc18 pour gérer les
arêtes fictives.

arêtes fictives sont conservées par les précodes faces coplanaires. De ce fait, nous devons modifier
le traitement des trois précodesfc16, fc17 etfc18.

Nous utilisons le pré-traitement présenté algorithme 33 pour le précodefc16, afin de savoir
quelle opération nous devons effectuer.

Algorithme 33 Pré-traitement du précodefc16 en3d
Entrée : last, upetbehind

c = (x, y, z) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain »last.

1 si β020(last) est un brin d’une arête fictivealors
Décaler_arête(β0202(last), β02(behind));
Exécuter le traitement du précodefc16;

sinon
2 si β020(last) 6= β02(behind) etβ02(last) ∈< β1 > (β02(behind)) alors

// Les deux fusions de faces entraînerait déconnexion
Marquer l’arête incidente àβ02(behind) comme étant une arête fictive ;
Exécuter le traitement du précodefc13;

sinon
3 // Le cas normal, il n’y a pas d’arête fictive ni de déconnexion

Exécuter le traitement du précodefc16;

Nous distinguons trois cas différents. Le premier lorsque le brinβ020(last) appartient à une
arête fictive. Ce cas est présenté figure 5.80.a. C’est seulement dans ce cas (et les deux cas iso-
morphes par rotation) que nous créons des « chemins » d’arêtes fictives. Pour éviter ces chemins,
nous décalons l’arête fictive entre le brinβ02(behind) etβ020(behind). Ce décalage est effectué à
l’aide de l’algorithme 18 déjà présenté lors de la définition de la carte topologique. Nous obtenons
alors la carte présentée figure 5.80.b et nous pouvons maintenant exécuter le traitement normal
du précodefc16 qui effectue les deux fusions de faces coplanaires et donne la carte présentée
figure 5.80.c. Si le précode suivant est à nouveaufc16, nous allons rencontrer ce même cas parti-
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culier, et recommencer à « pousser » l’arête fictive. Nous obtenons au final une seule arête fictive
de longueur quelconque, qui relie deux bords distincts de la face.

Le deuxième cas de ce pré-traitement teste si la fusion des deux faces coplanaires entraîne une
déconnexion. Si c’est le cas, nous appliquons simplement le traitement du précodefc13, qui effec-
tue les mêmes fusions que celles du précodefc16, à l’exception d’une fusion de faces coplanaires.
Cela nous permet de conserver une arête fictive, que nous marquons afin de tester enO(1) si un
brin est incident à une de ces arêtes. Enfin, le dernier cas est le cas « normal » où nous exécutons
le traitement du précodefc16. Ce principe est appliqué de manière similaire pour les deux autres
précodesfc17 et fc18. Il faut alors tester d’autres brins que ceux du pré-traitement du précode
fc16 afin de savoir dans quel cas l’on se trouve, et changer le précode appelé dans le deuxième
cas.

Nous montrons maintenant que nous avons bien traité tous les cas de fusion d’arêtes alignées.
Pour cela, nous utilisons le même principe que pour les deux niveaux précédents, en comptant
le nombre de cas où une telle fusion est possible, et en comparant ce nombre au nombre de cas
couverts par les27 précodes. Une manière simple de compter le nombre de cas où une fusion
d’arêtes alignées est possible, est de faire le lien avec la dimension2. En effet, une telle fusion est
possible si chaque couple de voxels d’un précode dans une même direction est composé de deux
voxels de même région. Cela revient à prendre un précode en2d, à le placer dans une des trois
directions possibles d’un précode3d, et à le dupliquer pour les4 voxels restants. Nous pouvons
vérifier que cette technique de construction nous permet bien d’obtenir chacun des27 précodes.
Mais il y a trois précodes2d avec lesquels cette technique n’est pas valide. Pour le précode2d
composé de4 pixels de même couleur, nous obtenons le précode3d composé de8 voxels de même
couleur. Dans ce cas, il n’y a pas d’arêtes à fusionner, étant donné qu’il n’y a pas d’arêtes au milieu
de ce précode. Les deux autres précodes2d pour lesquels cette technique n’est pas valide sont les
précodes ayant2 pixels voisins de même couleur, et les2 autres pixels d’une autre couleur. En
effet, ces deux précodes étendus en3d donnent un précode similaire à celui présenté figure 5.74.
Ce précode n’a pas d’arête en son centre, et il n’y a donc pas de fusion d’arêtes à effectuer.

Finalement, le nombre de précodes3d pour lesquels une fusion d’arêtes alignées est nécessaire
est donc de3× (84 −8−2×8×7). 84 est le nombre de cas en2d, moins8 pour enlever les cas où
un précode a une seule couleur, et moins2×8×7 pour enlever les deux précodes en2d ayant deux
pixels voisins de même couleur et les deux autres pixels d’une autre couleur. Il faut multiplier par
trois le nombre obtenu, car il y a trois directions possibles pour placer chaque précode2d. Nous
obtenons donc11 928 cas différents.

Nous dénombrons maintenant les cas couverts par chaque précode de niveau3. Pour les12
précodes ayant seulement deux régions différentes, il est de8 × 7 = 56. Pour les12 précodes
ayant trois régions différentes, il est de8 × 7 × 6 = 336. Et pour les3 précodes ayant quatre
régions différentes, il est de8× 7× 6× 6 +8× 7× 7 = 2408. Le premier terme de cette somme
compte les cas de variétés, et le deuxième les cas de non variétés. Nous obtenons finalement que
le nombre de cas couverts par les27 précodes est de12 × 56 +12 × 336 +3 × 2408 = 11 928 :
nous couvrons bien tous les cas possibles de fusion d’arêtes alignées.

Nous présentons figure 5.81 les arbres de couverture pour les précodes des trois premiers
niveaux de simplification. Ces arbres sont au nombre de8, chacun ayant pour racine un précode
lignel. Un précodep1 est fils d’un autre précodep2 lorsquep1 est couvert parp2. Le précodel1
ne possède pas de fils, étant donné qu’il n’y a aucun précode couvert par lui. En effet, pour ce
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FIG. 5.81 – Les arbres de couverture pour les trois premiers niveaux de simplification.

précode, le voxel courant est différent de ses trois voisins, et il ne peut donc pas y avoir ni fusion
de faces coplanaires, ni fusion d’arêtes alignées. Le précodel8 n’a pas de fils pour la carte de
niveau2, mais en a trois pour la carte des frontières.

5.6.6 Les précodes pour la carte de niveau 4

Nous devons maintenant fusionner les faces non coplanaires adjacentes et incidentes à une
arête de degré deux. Ce type de fusion se produit lorsque trois voxels d’un même plan sont de
la même région, et que le quatrième est d’une autre région, comme nous pouvons le voir figure
5.82. Nous devons effectuer en même temps les fusions de faces coplanaires, et d’arêtes alignées,
et traiter toutes les combinaisons possibles.

Nous pouvons à nouveau trouver tous les précodes à traiter de manière exhaustive, en faisant
une étude de cas à partir des8 précodes lignels. Par exemple si nous cherchons les conditions pour
le précodel1 pour lesquelles nous devons fusionner deux faces non coplanaires, nous obtenons
trois possibilités. La première lorsque les voxels2, 5 et 6 sont de la même région et le voxel1
d’une autre, les deux autres obtenues par rotation. En effet, étant donné que nous sommes partis
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a. Avant la fusion. b. Et après.

FIG. 5.82 – Une représentation partielle d’un précode où l’on peut fusionner deux faces non co-
planaires.

nc1 nc2 nc3 nc4

nc5 nc6 nc7

FIG. 5.83 – Les sept sous-cas du précodel1 pour calculer la carte de niveau4 en3d.

du précodel1, nous savons que le voxel courant n’est pas de la même région que ses trois voisins,
et il n’existe pas d’autre cas possible. Nous devons alors étudier toutes les combinaisons possibles
avec ces trois cas. Soit un seul de ces trois cas est vrai, ce qui donne alors3 précodes, soit deux
sont vrais, cela donne également3 précodes, et enfin un précode où les trois sont vrais en même
temps. Remarquons qu’il ne peut pas y avoir de fusion de faces coplanaires, étant donné que
pour cela il faut que le voxel courant soit de la même région qu’au moins un de ses voisins. Pour le
précodel1, nous obtenons donc les7 précodes de niveau4 présentés figure 5.83 (que nous appelons
précodenci pour précode non coplanaire numéroi). Les trois premiers de ces précodes sont les
cas où une seule fusion est à faire. Remarquons que ces trois cas sont isomorphes par rotation. Les
précodesnc4, nc5 etnc6 sont les trois précodes où nous devons fusionner deux couples de faces
non coplanaires, et enfin le dernier précode est le cas où nous devons fusionner les trois couples
de faces non coplanaires.

Nous pouvons utiliser le même principe afin de trouver les sous-cas du précodel2. C’est un
peu plus complexe car nous devons maintenant tenir compte des faces coplanaires et de toutes
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FIG. 5.84 – L’arbre de décision pour trouver les précodes de niveau4 sous-cas du précodel2.

a. b. c. d.

FIG. 5.85 – Quatre précodes de niveau4 en3d, sous-cas du précodel2.

les combinaisons possibles entre ces deux types de fusions. Afin de ne pas oublier un cas, nous
effectuons ce raisonnement à l’aide d’un arbre de décision présenté figure 5.84. Pour le précode
l2, nous savons que le voxel1 est de la même région que le voxel2, et qu’il est d’une région
différente des voxels3 et 5. Nous étudions donc toutes les possibilités pour les voxels restants,
en tenant compte de ces contraintes. Nous écrivons1 = 2 = 4 pour dire que les voxels1, 2
et 4 sont de la même région et le voxel3 d’une région différente. Il existe les trois possibilités
isomorphes par rotation. Remarquons que si aucune n’est vraie, il n’y a alors pas de fusion de
faces non coplanaires à faire, nous sommes dans la branche à droite de l’arbre. Il n’y a alors pas de
précode de niveau4 correspondant. Pour les cas intermédiaires, il peut exister des fusions de faces
coplanaires. Enfin, pour le cas où seul les trois voxels3, 5 et 7 sont de même région, il existe4
précodes différents, qui sont toutes les combinaisons possibles si les voxels3 et4 sont de la même
région ou pas, et5 et6 de même région ou pas. Nous obtenons au final14 cas différents, sous-cas
du précodel2. Nous obtenons le même nombre de cas pour les précodesl3 et l4, en effectuant
un raisonnement identique. Nous présentons quatre de ces précodes figure 5.85. Nous pouvons
obtenir l’ensemble des précodes sous-cas du précodel2 en parcourant l’arbre de décision et en
affectant les voxels correspondant suivant les cas. Par exemple le précode présenté figure 5.85.a
correspond au cas où1 = 2 = 4, non 1 = 2 = 6, 3 = 5 = 7 et non5 = 6. Le précode de
la figure 5.85.a correspond au même cas, sauf que ici5 = 6. La différence de traitement entre
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FIG. 5.86 – L’arbre de décision pour trouver les précodes de niveau4 sous-cas du précodel5.

FIG. 5.87 – Les sept sous-cas du précodel8 pour calculer la carte de niveau4 en3d.

ces deux précodes est que pour le deuxième il existe une fusion de faces coplanaires qui n’est pas
effectuée pour le premier.

Pour le précodel5, nous effectuons le même raisonnement à l’aide de l’arbre de décision
présenté figure 5.86. La feuille la plus à droite de cet arbre regroupe4 précodes différents pour
lesquels le voxel1 n’est pas de la même région que le voxel4, puis les4 combinaisons possibles
suivant si les voxels5 = 6 ou non et les voxels5 = 7 ou non. Nous obtenons donc14 précodes
supplémentaires sous-cas du précodel4. Nous obtenons les mêmes nombres pour les sous-cas des
précodesl6 et l7 en appliquant la même démarche.

Il ne reste plus qu’à trouver les sous-cas du précodel8. Pour ce précode, nous avons1 = 2 =
3 = 5. Les trois cas de fusion de faces non coplanaires sont lorsque le voxel4 ou le voxel6 ou
le voxel 7 n’appartiennent pas à la même région que les voxels1, 2, 3 et 5. Il existe donc trois
précodes où une seule de ces conditions est vérifiée, trois précodes où deux sont vérifiées, et un où
les trois sont vérifiées. Nous obtenons donc les7 précodes présentés figure 5.87.

Au total nous avons donc98 précodes afin d’extraire la carte de niveau4, présentés annexe A.
Tous ces précodes comprennent au moins une fusion de faces non coplanaires, et éventuellement
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FIG. 5.88 – Les12 précodes frontières pour lesquels nous effectuons une fusion de faces non
coplanaires afin de calculer la carte de niveau4.

des fusions de faces coplanaires. Mais il n’y a pas de cas de fusion d’arêtes alignées. En effet,
si nous regardons les27 précodes frontières pour lesquels nous effectuons une telle fusion, nous
pouvons noter que pour12 d’entre eux il faut fusionner des faces non coplanaires. Ce sont les
12 précodes présentés figure 5.88. Mais chacun de ces précodes est déjà couvert par un des98
précodes de niveau4. Par exemple le précodef1 est couvert par le précode figure 5.85.d. Le
traitement correspondant à ce précode effectue la fusion de faces non coplanaires. Après cette
fusion, il n’y a plus d’arête au centre du précode, et donc pas de fusion d’arêtes alignées possible.
En pratique, cela revient à dire que lorsque nous calculons la carte de niveau4, nous testons en
priorité les précodes de ce niveau avant les précodes de niveau3. Si le précode courant est un
précode de niveau4, nous exécutons son traitement. Le cas échéant, nous testons si le précode
courant est un de niveau3.

Nous devons comme pour le niveau2, ne pas effectuer de fusion de faces lorsque cela en-
traîne une déconnexion. Nous utilisons la même solution que celle du niveau2, en exécutant
un pré-traitement pour les précodes susceptibles d’entraîner une déconnexion. Nous présentons
figure 5.89 deux précodes de niveau4 pouvant entraîner une déconnexion de face. Le premier
précode (figure 5.89.a) est un sous-cas du précodel8. Ce précode doit fusionner la face entre les
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a. b.l8. c. d.fc13.

FIG. 5.89 – Deux précodes de niveau4 pour lesquels une déconnexion de faces peut se produire,
et leurs précodes de « remplacement ».

voxels2 et 6 et celle entre les voxels5 et 6. Nous testons si ces faces sont différentes ou non.
Lorsque c’est une seule face, la fusion va entraîner une déconnexion. Dans ce cas, nous exécutons
simplement le traitement du précodel8, étant donné qu’il n’y a pas d’autre fusion à effectuer. Le
précode présenté figure 5.89.c peut également entraîner une déconnexion. Ce précode effectue une
fusion de faces non coplanaires ainsi qu’une fusion de faces coplanaires. Cette deuxième fusion
ne peut pas entraîner de déconnexion. Si la première fusion en entraîne une, nous exécutons le
traitement du précodefc13 qui est le précode effectuant uniquement la fusion des deux faces co-
planaires. Dans ces deux cas, nous n’effectuons pas la fusion qui entraînerait une déconnexion, et
créons donc une arête fictive.

Nous ne détaillons pas l’écriture des algorithmes correspondant à ces précodes de niveau4.
La technique utilisée est toujours la même : dessiner la carte courante avant le traitement d’un
précode, la carte à obtenir, et écrire la suite des opérations transformant la première carte en la
seconde. Notons que nous pouvons avoir désormais des faces non coplanaires, et que nous devons
donc conserver un plongement face afin de garder la géométrie des régions représentées. Cela
n’était pas obligatoire jusqu’à ce niveau, étant donné que nous avions uniquement des arêtes to-
pologiques représentant des segments de droite. Il existe pour ce niveau98 précodes différents,
mais « seulement »34 classes de précodes, obtenues en regroupant les précodes isomorphes par
rotation. En effet, nous avons un précode sous-cas del1 (cf. figure 5.83) et un précode sous-cas de
l8 (cf. figure 5.87) qui sont stables par rotation. Nous obtenons donc(98− 2)/3 + 2 = 34 classes
d’équivalences. Ce nombre de méthodes reste raisonnable et permet d’envisager d’implanter le
calcul de ce niveau de manière optimale, d’autant plus que des compromis peuvent être faits entre
efficacité et nombre de méthodes à développer comme pour le niveau3.

5.6.7 Les précodes pour la carte topologique

Pour ce dernier niveau nous devons fusionner les arêtes non alignées incidentes à des sommets
de degré deux, si nous mettons momentanément de côté la gestion des arêtes fictives. Nous présen-
tons figure 5.90 quatre exemples de précodes pour lesquels nous devons effectuer une telle fusion.
Comme nous définissons ici les précodes de notre dernier niveau de simplification, nous devons
également effectuer toutes les autres fusions possibles par rapport au voxel courant (volumes, faces
coplanaires, arêtes alignées et faces non coplanaires). Par exemple pour le précode 5.90.a une fu-
sion de faces non coplanaires et une fusion d’arêtes non alignées. Pour le précode 5.90.c il faut
effectuer une fusion de volumes, une de faces coplanaires et une de faces non coplanaires.
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a. b. c. d.

FIG. 5.90 – Quatre exemples de précodes de niveau5 en3d.
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a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FIG. 5.91 – Un exemple de précode où l’on fusionne deux arêtes non alignées en3d.

Nous pouvons voir figure 5.91.a la carte correspondant au précode de la figure 5.90.a, avant
son traitement, et figure 5.91.b la carte à obtenir. Nous observons sur cette carte que deux arêtes
non alignées ont été fusionnées. Nous pouvons également vérifier que cette fusion a bien été réa-
lisée autour d’un sommet de degré2, ce qui est assez difficile à voir sur le précode correspondant.

Afin de traiter les arêtes fictives, nous utilisons le même principe que pour les précodes de
niveau3. Avant une fusion d’arêtes, nous décalons toutes les arêtes fictives incidentes au sommet
supprimé lors de cette fusion. De plus, nous devons également, pour chaque précode de niveau4
susceptible d’entraîner une déconnexion de faces, effectuer un pré-traitement similaire à celui
présenté pour les précodes de niveau3. Ce pré-traitement permet, suivant la configuration locale,
de ne pas effectuer une fusion si elle entraîne une déconnexion, ce qui crée une arête fictive, où
d’étirer une arête fictive afin d’éviter de créer des chemins d’arêtes fictives. Nous ne revenons pas
ici sur ce pré-traitement qui va être très proche de celui déjà présenté section 5.6.5.

Nous avons calculé par programme le nombre de précodes supplémentaires à traiter pour ce
dernier niveau :228. Ces précodes sont présentés annexe B. Il existe « seulement »76 classes
d’équivalences de précodes isomorphes par rotation, ce qui diminue de manière conséquente le
nombre de méthodes différentes à écrire. De plus, si nous effectuons uniquement les fusions de
volumes et de faces de manière optimisée, nous devons seulement écrire50 méthodes différentes.
En effet, par cette technique, nous regroupons tous les précodes qui effectuent les mêmes fusions,
mais où la fusion d’arêtes diffère uniquement par le nombre de brins de ces arêtes. Ces fusions
d’arêtes étant, pour cette solution, effectuées à l’aide de l’algorithme générique, le traitement sera
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TAB . 5.2 – Récapitulatif du nombre de précodes pour chaque niveau de simplification.

Niveau 1 2 3 4 5
Précodes pour ce niveau8 18 27 98 228

Nombre total de précodes8 26 53 151 379
Classes d’équivalences pour ce niveau4 6 9 34 76

Nombre total de classes d’équivalences4 10 19 53 129

alors le même pour ces différents cas. Cette solution permet d’envisager des implantations inter-
médiaires, plus ou moins optimisées, mais plus ou moins longues en temps de développement.

Le tableau 5.2 récapitule le nombre de précodes supplémentaires et total pour chaque niveau
de simplification. Nous obtenons donc au total379 précodes à traiter pour extraire la carte topo-
logique en une seule passe de l’image. Ce nombre est important, mais pas en regard des4140
précodes existant en dimension3, ni même en regard des958 précodes variétés. En effet, nous
avons regroupé579 de ces précodes variétés, ce qui est de beaucoup supérieur à nos prévisions
initiales, estimées après avoir défini la carte topologique en dimension2. De plus, nous avons
seulement129 classes d’équivalences de précodes isomorphes par rotation.

La complexité globale de l’algorithme optimal d’extraction est linéaire en le nombre de brins
de l’image, multiplié par le nombre moyen de brins par face. Ce nombre est difficilement calcu-
lable étant donné qu’il dépend fortement du type d’image traitée. Mais nous verrons section 5.8
sur quelques images de tests, qu’il est relativement faible, et en moyenne égale à7.

5.6.8 Le bord de l’image

Comme en dimension2, c’est la définition du bord initial de l’image qui permet de s’affranchir
des problèmes qui lui sont inhérents, et évite des cas particuliers et des traitements dupliqués.
L’image en entrée de l’algorithme optimal est composée des voxels de{1 . . . n1} × {1 . . . n2} ×
{1 . . . n3}, les autres voxels appartiennent tous à la région infinie. Nous plaquons cette image sur
un tore, afin que le traitement d’un précode sur le bord droit de l’image crée la face de gauche du
premier précode de la ligne suivante, et que le traitement d’un précode de la dernière ligne d’une
plaque de voxels crée la face de derrière du voxel de la plaque suivante. Pour cela, nous identifions
les voxels de coordonnées(n1 + 1, y, z) aux voxels(0, y + 1, z) (le dernier voxel d’une ligne et
le premier voxel de la ligne suivante eny), ainsi que les voxels de coordonnées(x, y + 1, z) aux
voxels(x, 0, z + 1) (le dernier voxel d’une colonne, et le premier voxel de la même colonne de la
plaque suivante).

Nous présentons figure 5.92 ce bord initial pour une image de taille3× 2×n3. Ce bord initial
est constitué des faces supérieures de l’image, représentant le bord inférieur de la région infinie.
Ces faces vont de1 . . . n1 + 1 enx et1 . . . n2 + 1 eny. En effet, lors de notre balayage de l’image,
nous « débordons » d’un voxel par rapport à l’image dans les3 directions de l’espace, afin de
tenir compte des frontières avec la région infinie. Ce bord contient également les faces derrière la
première ligne de voxels de l’image, plus la face de gauche du premier voxel. De ce fait, le premier
voxel possède bien les trois faces à sa gauche, derrière et au-dessus de lui. Les autres voxels de
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last

FIG. 5.92 – Le bord créé avant de commencer le traitement de l’image. Ici sur une image de
3× 2× n3.

a. Avant de traiter ce précode. b. Après traitement du précode.

FIG. 5.93 – Configuration d’une carte en cours de construction, avant et après le traitement du
dernier précode de la première ligne.

cette première ligne possèdent une face au-dessus et derrière, la face de gauche étant à chaque fois
créée par le traitement du voxel précédent.

Nous pouvons voir sur la figure 5.92 comment les faces aux extrémités du bord sont cousues
afin d’identifier les voxels de la manière présentée ci-dessus. Sur cette figure, nous avons repré-
senté lesβ2-coutures de ces brins particuliers avec les courbes grises. Nous pouvons remarquer
que cette carte initiale est2-fermée. Nousβ2-cousons la dernière face d’une ligne avec la première
face de la ligne suivante. De ce fait, le traitement du dernier précode d’une ligne crée la face de
gauche du premier voxel de la ligne suivante, comme nous pouvons le vérifier figure 5.93. Cette
figure montre la configuration d’une carte en cours de construction, avant de traiter le dernier pré-
code de la première ligne. L’image traitée est ici de taille3 × 2 × n3, et nous sommes en train
d’extraire la carte de niveau3. En effet, nous pouvons vérifier figure 5.93.a que nous avons déjà
effectué des fusions de faces coplanaires et d’arêtes alignées. Le dernier précode de la première
ligne est toujours le même, quelle que soit l’image, étant donné qu’un seul voxel appartient à
l’image, tous les autres appartiennent à la région infinie. Nous pouvons vérifier figure 5.94 qu’il
est impossible d’avoir n’importe quel précode sur les bords de l’image. Pour les8 angles, nous
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FIG. 5.94 – Les précodes pouvant se trouver sur les bords de l’image3d.

avons toujours un seul précode possible. Pour les « arêtes » de l’image, il existe deux précodes
possibles étant donné que deux voxels appartiennent à l’image, ils peuvent donc être de même
région ou non. Enfin, nous n’avons pas représenté sur cette figure les précodes au centre des faces,
mais il en existe15 possibles par face. En effet, seuls4 voxels de ces précodes appartiennent à
l’image, et nous retrouvons donc les15 précodes existant en2d.

Pour l’exemple de la figure 5.93, nous traitons le dernier précode de la première ligne et nous
fusionnons donc le voxel courant avec ses voisins de derrière et de dessus (précodel7). Le calcul
du nouveau sommet, passé en paramètre à chaque précode, est calculé à l’aide d’un modulo afin
de simuler le tore. Lorsque nous traitons le voxel(i, j, k), ces coordonnées sont simplement(i
modulo(n1 + 1), j + (i div (n1 + 1), k). Ce nouveau sommet aura donc, pour ce dernier précode
où le voxel courant est(4, 1, 1), pour coordonnées(0, 2, 1). Ce sommet est représenté par le point
noir sur la figure 5.93.b. De par la construction initiale du bord et ce calcul des coordonnées, la face
de droite du voxel courant se retrouve à gauche du premier voxel de la ligne suivante. De plus,
le brin last est positionné correctement sur cette face, et nous pouvons donc traiter le prochain
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précode sans cas particulier. Il en est de même pour les précodes de la dernière ligne de l’image,
qui vont créer de manière similaire les faces derrière le premier voxel de la même colonne de la
plaque suivante. Pour cela, nous devons effectuer le calcul des coordonnées du nouveau sommet
modulo la deuxième coordonnées :(i modulo(n1 + 1), (j + (i div (n1 + 1))) modulo(n2 + 1),
k + (j + (i div (n1 + 1))) div (n2 + 1)). Intuitivement, ce deuxième modulo revient à effectuer
le deuxième repliement de la surface pour en faire un tore. Le traitement du dernier voxel d’une
plaque va créer la face de derrière du premier voxel de la même colonne et de la plaque suivante,
ainsi que la face de gauche du premier voxel de la plaque suivante.

Chaque précode fonctionne donc de manière identique qu’il soit au bord de l’image ou pas.
De plus, la construction du bord initial ne dépend pas de la hauteur de l’image, étant donné que
ce sont les précodes de bord qui créent les faces de bords des plaques suivantes. Enfin, de manière
similaire à la dimension2, après avoir fini le balayage de l’image, nous retrouvons le bord initial
en-dessous et déconnecté de celle-ci. Il est alors inutile et peut être détruit.

5.7 Un algorithme d’extraction intermédiaire

Nous proposons ici un dernier algorithme d’extraction qui est une solution intermédiaire in-
téressante entre les algorithmes d’extractions naïf et optimal. En effet, l’algorithme naïf est en
complexité quadratique en le nombre de brins de l’image. Il est donc difficilement utilisable sur
de grosses images. L’algorithme optimal est bien meilleur en complexité, mais demande beaucoup
de travail de développement. Même en regroupant les précodes isomorphes par rotations, nous
devons quand même développer129 méthodes différentes afin de calculer la carte topologique.
C’est envisageable mais reste un travail important. C’est pour cette raison que nous proposons
l’algorithme 34 qui est une troisième approche permettant d’implanter rapidement un algorithme
d’extraction ayant une complexitée linéaire, mais n’étant pas optimal.

Cet algorithme reprend le principe de l’algorithme optimal. Il commence par construire le bord
de l’image de manière identique à cet algorithme, puis effectue un balayage de l’image selon le
même ordre. Nous conservons le même invariant que pour l’algorithme optimal : le voxel courant
possède toujours une face à sa gauche, dessus et derrière, désignées par les brinslast, upetbehind.

Au cours de ce balayage, cet algorithme crée un cube topologique, (ligne1) correspondant au
voxel courant, et leβ3-coud correctement à ces trois faces. Ce traitement correspond au précode
l1 pour lequel aucune fusion n’est effectuée. Afin de faciliter la lecture de l’algorithme, nous nom-
mons ensuite les différentes cellules incidentes à ces trois faces, et susceptibles d’être supprimées
par une fusion. Les traitements suivants sont comparables aux cinq traitements effectués pour l’al-
gorithme d’extraction naïf. La différence est que ces traitements sont ici effectués uniquement pour
les cellules incidentes au cube qui vient d’être créé. Par exemple, pour le niveau1, nous testons
si les trois volumesv1, v2 et v3 (incidents aux brinslast, up et behind) sont de la même région
que le voxel courant, et lorsque c’est le cas nous effectuons la fusion de ces volumes avec le voxel
courant. Les traitements sont ensuite similaires pour les autres niveaux. Remarquons que pour la
fusion de faces, nous avons seulement trois arêtes le long desquelles nous pouvons effectuer une
fusion, et pour la fusion d’arêtes un seul sommet.

Nous utilisons les mêmes principes que ceux déjà présentés lors de l’algorithme optimal afin de
gérer correctement les arêtes fictives. Pour une fusion de deux faces, nous testons si cela entraîne
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Algorithme 34 Extraction « intermédiaire » de la carte de niveaun en3d
Entrée : Une imageI segmentée en régions den1 × n2 × n3 voxels

n le niveau de la carte que l’on veut extraire
Sortie : La carte de niveaun de l’imageI.

1 last← Construire le bord supérieur de la carte;
2 pour k = 1 à n3 + 1 faire

pour j = 1 à n2 + 1 faire
pour i = 1 à n1 + 1 faire

3 tmp← créer un cube topologique ;
β3-coudre la face contenantlast et celle contenantβ2112(tmp) ;
β3-coudre la face contenantupet celle contenantβ021(tmp) ;
β3-coudre la face contenantbehindet celle contenantβ2(tmp) ;
x← i modulo(n1 + 1);
y ← (j + (i div (n1 + 1))) modulo(n2 + 1);
z ← k + (j + (i div (n1 + 1))) div (n2 + 1);
Le plongement du sommet incident àβ11(tmp)← (x, y, z);

4 // Notonsv1, v2 etv3 les volumes incidents àlast, upetbehind;
// Notonsf1, f2 etf3 les faces incidentes àlast, upetbehind;
// Notonsa1, a2 eta3 les arêtes incidentes àβ0(last), β0(up) etβ11(behind);
// Notonss le sommet incident àlast;

5 si v1 (resp.v2, v3) est de la même région que le voxel courantalors
Fusionnerv1 (resp.v2, v3) avec le voxel courant le long def1 (resp.f2, f3);

si n ≥ 2 alors
6 si a1 (resp.a2, a3) est de degré un ou deux, que les deux faces incidentes à cette

arêtes sont coplanaires et que la fusion de ces deux faces n’entraîne pas décon-
nexionalors

Fusionner les deux faces incidentes àa1 (resp.a2, a3);

si n ≥ 3 alors
7 si s est de degré deux et que les deux arêtes incidentes à ce sommet sont

alignéesalors
Fusionner les deux arêtes incidentes às;

si n ≥ 4 alors
8 si a1 (resp.a2, a3) est de degré un ou deux et que la fusion de ces deux

faces n’entraîne pas déconnexionalors
Fusionner les deux faces incidentes àa1 (resp.a2, a3);

si n ≥ 5 alors
9 si s est de degré deuxalors

Fusionner les deux arêtes incidentes às;

last← tmp;

10 Calculer l’arbre d’inclusion des régions;
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une déconnexion, et lorsque c’est le cas nous testons s’il existe une arête fictive pouvant être
étirée afin de ne pas créer des chemins d’arêtes fictives. Lors d’une fusion d’arêtes, nous appelons
préalablement l’algorithme décalant l’ensemble des arêtes fictives incidentes à un sommet.

Cet algorithme est intermédiaire entre les deux algorithmes précédents. Il utilise le principe
de balayage de l’image de l’algorithme optimal afin d’éviter de créer initialement toute la carte
de niveau0, donc énormément de brins, pour ensuite en supprimer beaucoup lors des différentes
fusions. Mais il utilise le principe des fusions génériques de l’algorithme naïf, afin d’éviter de
définir les traitements des précodes. La perte en complexité par rapport à l’algorithme optimal
est relativement faible. En effet, nous créons ici des brins pour le cube initial, pour les détruire
éventuellement ensuite lors des fusions, ce qui entraîne une perte en temps d’exécution. De plus,
les fusions sont effectuées de manière générique, et nous allons donc effectuer des boucles et
des tests, ce qui n’est pas le cas pour l’algorithme optimal. Mais l’ordre de complexité général
reste le même que celui de l’algorithme optimal, et l’espace mémoire nécessaire est de l’ordre
de l’espace mémoire du niveau calculé. Ce n’est pas le cas pour l’algorithme naïf, qui requiert
beaucoup d’espace mémoire pour la construction du niveau0.

Enfin, cette solution peut également être améliorée en calculant certains niveaux de simpli-
fication au moyen des précodes, et en effectuant les autres fusions de manière classique. Nous
pouvons par exemple envisager de traiter les8 précodes lignels, ce qui évite la construction des
brins pour les faces entre deux voxels de même région, et permet d’avoir à définir seulement les4
traitements correspondant au niveau1.

5.8 Expérimentations et analyse

Nous avons implanté l’algorithme optimal d’extraction à base de précodes pour les trois pre-
miers niveaux de simplification. En effet, le plongement utilisé pour ces trois premiers niveaux est
un plongement sommet, où nous associons à chaque sommet topologique les coordonnées d’un
point 3d. Ce plongement n’est plus valable pour les niveaux4 et 5 étant donné que les faces ne
sont plus forcément planes. Pour ces niveaux, nous avons utilisé le plongement face, tout d’abord
implanté avec des2-cartes. Mais les premiers résultats obtenus ont été catastrophiques en temps
d’exécution.

À titre de comparaison, pour une image de taille64 × 64 × 64, le calcul de la carte de ni-
veau4 ayant environ55 000 brins prend plus de40 minutes avec le plongement2-cartes, et1.6
secondes avec le plongement2-G-cartes. Cette image a environ210 000 brins dans les2-cartes
de plongements, et il y a plus de400 millions retournements de ces brins. Cela explique le temps
d’exécution important. En effet, nous retournons une carte de plongement lorsqu’elle n’a pas la
même orientation qu’une autre carte, et qu’elles doivent être fusionnées. Mais la carte résultante
de cette fusion pourra être à nouveau retournée lors d’autres fusions.

Nous avons donc abandonné l’idée de représenter les surfaces avec des2-cartes au profit des
2-G-cartes. En effet, même si l’espace mémoire occupé par ces dernières est deux fois plus im-
portant que celui occupé par les2-cartes, le gain en temps d’exécution justifie complètement cette
perte d’espace mémoire. Nous avons implanté le plongement face (présenté section 5.4) car il
est plus simple que le plongement face ouverte, arête ouverte et sommet. Mais ce plongement
n’est pas optimal en espace mémoire, étant donné qu’il représente plusieurs fois le plongement
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TAB . 5.3 – Cœur,64× 64× 64, 204 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 Niveau 5

Nombre de brins 429 552 88 140 38 382 23 370 15 934
Nombre de sommets géométriques107 756 37 562 12 183 12 928 12 928

Nombre de brins par face 4 12 5,2 9,8 6,7
Nombre d’arêtes fictives 0 55 4 209 85

Espace mémoire en méga-octets 12,3 2,67 1,12 1,64 1,37
Temps de calcul en secondes 1,73 1,57 1,54 1,6 1,52

des sommets et des arêtes de la carte topologique. De ce fait, mais également car nous utilisons
les2-G-cartes pour représenter les surfaces, l’espace mémoire occupé par la carte topologique est
généralement un peu plus important que celui occupé par la carte de niveau3. Il faudrait effectuer
les mêmes comparaisons en implantant le plongement face ouverte, arête ouverte et sommet afin
de comparer les espaces mémoires « optimaux » de ces niveaux de simplification. De plus, il est
possible d’utiliser les2-G-cartes lors de la construction de la carte topologique, afin de ne pas
avoir de nombreux retournements à effectuer, puis de les transformer en2-cartes afin de diminuer
l’espace mémoire utilisé. Si les modifications effectuées par la suite ne demandent pas trop de
retournements, la perte en temps d’exécution sera minime et le gain en espace mémoire important.

Ces2-G-cartes représentent le plongement de chaque face frontière de la carte topologique.
Elles sont implantées de manière similaire aux cartes topologiques2d, en fusionnant les arêtes
incidentes à des sommets de degré deux. Elles sont plongées arêtes ouvertes et sommets, le plon-
gement des arêtes étant effectué avec des1-G-cartes. Nous obtenons un modèle hiérarchique, qui
a pour avantage de pouvoir facilement s’étendre en dimension supérieure. De plus, ce plongement
réutilise le travail effectué sur la carte topologique2d ainsi que certaines fonctions, comme par
exemple les fusions de faces et d’arêtes en2d. Par manque de temps, nous n’avons pas implanté
l’algorithme optimal d’extraction pour les niveaux4 et 5. Nous avons utilisé l’algorithme inter-
médiaire, en effectuant les traitements des8 précodes lignels de manière optimisée, puis les autres
fusions de manière classique. Cela montre l’avantage de cet algorithme, et permet de voir que la
perte en temps d’exécution n’est pas trop importante.

Nous présentons les résultats obtenus pour5 images différentes. Le manque de temps et
d’images3d segmentées ont en effet limité le nombre de tests effectués. Ces images sont en ma-
jorité des images médicales, étant donné que c’est le domaine d’application utilisant le plus les
images3d. Le tableau 5.3 présente les résultats de l’extraction des5 niveaux de simplification
pour une image IRM de cœur de taille64×64×64 et composée de204 régions. Les tableaux 5.4,
5.5 et 5.6 présentent les résultats pour trois IRM de cerveaux. Le tableau 5.7 présente les résultats
pour une image provenant de l’institut français du pétrole représentant un bloc géologique afin
d’étudier les failles sismiques. Cette image est composée de seulement deux régions, car le but de
la segmentation est de différencier les voxels appartenant au bord des failles des autres voxels.

La première ligne de ces tableaux donne le nombre de brins nécessaires à la représentation
de chaque niveau de simplification. Nous voyons que ce nombre diminue de manière impression-
nante, mais ce n’est pas étonnant en regard de tous les éléments fusionnés. Ces nombres montrent
également que le temps des traitements concernant uniquement la partie topologique vont être
grandement améliorés étant donné le nombre d’éléments beaucoup moins important à traiter. Nous
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TAB . 5.4 – Cerveau1,256× 256× 69, 52909 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 Niveau 5

Nombre de brins 10 688 776 6 892 772 6 001 862 3 246 718 2 493 866
Nombre de sommets géométriques2 753 856 2 286 360 1 840 905 1 882 640 1 882 640

Nombre de brins par face 4 5,5 4,8 8,9 6,9
Nombre d’arêtes fictives 0 1 557 477 103 729 58 824

Espace mémoire en méga-octets 308 203 175 244 217
Temps de calcul en secondes 577 563 562 1097 890

TAB . 5.5 – Cerveau2,256× 256× 72, 14627 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 Niveau 5

Nombre de brins 6 222 152 2 899 120 2 437 356 1 003 178 566 782
Nombre de sommets géométriques1 584 064 984 246 753 364 658 659 658 659

Nombre de brins par face 4 5,8 4,9 11,3 6,4
Nombre d’arêtes fictives 0 3 230 468 30 291 13 286

Espace mémoire en méga-octets 178 85 71 87 71
Temps de calcul en secondes 104 94 95 197 138

TAB . 5.6 – Cerveau3,256× 256× 83, 17995 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 Niveau 5

Nombre de brins 7 758 816 4 218 088 3 549 748 1 604 840 1 041 050
Nombre de sommets géométriques1 961 598 1 427 914 1 093 744 1 006 657 1 006 657

Nombre de brins par face 4 5,9 5 13,2 8,6
Nombre d’arêtes fictives 0 1 072 404 74 146 38 068

Espace mémoire en méga-octets 222 124 103 133 113
Temps de calcul en secondes 125 121 121 623 510

TAB . 5.7 – Failles,512× 45× 121, 2 régions.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 Niveau 5

Nombre de brins 8 738 672 4 710 036 3 434 058 1 073 686 706 442
Nombre de sommets géométriques2 218 060 1 734 460 1 096 471 836 695 836 695

Nombre de brins par face 4 9,6 6,9 12,4 8,2
Nombre d’arêtes fictives 0 28 387 28 387 165 131 93 595

Espace mémoire en méga-octets 250 139 100 112 99
Temps de calcul en secondes 65 47 49 532 421
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présentons sur la deuxième ligne de ces tableaux le nombre de sommets géométriques représentés,
c’est-à-dire les sommets du plongement de la carte. Cela permet d’étudier pour les trois premiers
niveaux de carte le nombre de sommets topologiques, car pour ces niveaux chaque sommet to-
pologique correspond à un sommet géométrique. Mais cela permet également de vérifier que les
niveaux4 et 5 représentent certains de ces sommets de manière redondante. Par exemple, pour
l’image du cœur, nous voyons que le niveau3 représente12 183 sommets géométriques alors que
les niveaux4 et 5 en représentent chacun12 928. Ce nombre devrait normalement rester constant
pour ces trois niveaux étant donné qu’ils représentent la même géométrie. Cela provient du plon-
gement face utilisé, où les sommets au bord de ces faces sont représentés de manière redondante.
Mais nous voyons que ce nombre de sommets représenté « en trop » n’est pas très important et la
perte en espace mémoire est finalement assez faible.

Les deux lignes suivantes donnent le nombre moyen de brins par face topologique, et le nombre
d’arêtes fictives. Ces nombres sont intéressants afin d’estimer la complexité de l’algorithme opti-
mal qui parcourt une face afin de savoir si sa fusion va entraîner une déconnexion ou non. Pour le
niveau1, chaque face est forcément composée de4 brins étant donné qu’aucune fusion de faces n’a
encore été effectuée. Ce nombre augmente entre les niveaux1 et 2 mais aussi entre les niveaux3
et 4, étant donné que le passage entre ces niveaux effectue des fusions de faces ce qui augmente
le nombre moyen de brins par face. Par contre, le passage entre les niveaux2 et 3 et entre les
niveaux4 et 5 diminue ce nombre étant donné que certaines arêtes sont fusionnées. Pour les cinq
images, nous obtenons environ7 brins par face, ce qui est relativement faible. De ce fait, le test
afin de savoir si une fusion va entraîner une déconnexion est effectué en parcourant en moyenne7
brins, ce qui limite le surcoût dû à cette opération.

L’avant-dernière ligne donne l’espace mémoire nécessaire à chaque niveau, en tenant compte
du plongement ainsi que de l’arbre d’inclusion. Nous constatons une perte en espace mémoire
entre les niveaux3 et 4, dû au changement de plongement. Nous utilisons en effet un plongement
2-G-cartes, qui est relativement coûteux. De plus, ce plongement duplique le plongement des som-
mets et des arêtes du bord des surfaces. Malgré ça, la carte de niveau5 ne requiert pas beaucoup
d’espace mémoire supplémentaire par rapport à la carte de niveau3. Enfin le temps d’exécution,
donné en dernière ligne, augmente de manière non négligeable entre les niveaux3 et 4, car nous
changeons alors d’algorithme d’extraction. Le niveau3 est calculé directement de manière opti-
male, à l’aide des53 précodes, alors que les niveaux4 et 5 sont calculés à l’aide de l’algorithme
intermédiaire, en utilisant seulement les8 précodes lignels. De nombreux brins sont donc créés
et détruits, ce qui augmente le temps d’exécution, mais nous effectuons également le test de dé-
connexion de face avant chaque fusion, contrairement à l’algorithme optimal du niveau3 où il est
effectué uniquement pour les trois précodesfc16, fc17 etfc18.

Nous récapitulons et regroupons ces résultats sur des schémas qui permettent de mieux vi-
sualiser l’évolution de ces caractéristiques en fonction du niveau de simplification. La figure 5.95
montre l’évolution de l’espace mémoire en pourcentage du niveau1. Nous pouvons vérifier que
l’espace mémoire augmente entre les niveaux3 et 4, à cause du changement de plongement.
Mais l’espace mémoire occupé par le niveau5 est en moyenne du même ordre que celui du ni-
veau3, malgré le plongement2-G-carte et les sommets représentés de manière redondante. La
figure 5.96.a montre l’évolution du nombre de brins en pourcentage du niveau1 et la figure 5.96.b
l’évolution du nombre de faces, toujours en pourcentage du niveau1. Nous remarquons sur cette
figure que le nombre de faces reste constant entre les niveaux2 et3 et entre les niveaux4 et5, étant
donné que seules des arêtes sont fusionnées entre ces niveaux. La figure 5.97.a présente l’évolution
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FIG. 5.95 – Évolution de l’espace mémoire en pourcentage du niveau1.
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FIG. 5.96 – Évolution du nombre de brins et du nombre de faces en pourcentage du niveau1.

du nombre moyen de brins par face. Ce nombre est le plus élevé pour le niveau4, environ de11
brins par face, mais diminue ensuite pour le niveau5, pour être en moyenne d’environ7 brins par
face. La figure 5.97.b présente l’évolution du nombre de sommets géométriques en pourcentage
du niveau1. Nous vérifions que ce nombre augmente légèrement entre les niveaux3 et 4 étant
donné que nous changeons de plongement, et représentons les sommets se trouvant au bord des
faces de manière redondante. Mais cette augmentation est assez faible, en regard du nombre total
de sommets représentés.

Nous avons également étudié le nombre de précodes utilisés lors de l’extraction des trois pre-
miers niveaux de simplification. Cela permet de voir quels sont les précodes les plus fréquents.
Ce sont ces précodes qu’il va falloir optimiser au maximum afin d’améliorer le temps d’extrac-
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FIG. 5.97 – Évolution du nombre moyen de brins par face et du nombre de sommets géométriques.
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FIG. 5.98 – Nombre de précodes lignels utilisés lors de l’extraction de la carte de niveau1, en
pourcentage du nombre total de précodes.

tion. Nous avons effectué cette étude uniquement pour les trois premiers niveaux étant donné que
les deux derniers sont calculés à l’aide de l’algorithme intermédiaire. La figure 5.98 montre le
nombre de précodes utilisés pour l’extraction de la carte lignel, en pourcentage du nombre total de
précodes dans l’image. Nous voyons que, pour les5 images utilisées pour nos tests, le précodel8
apparaît dans environ80% des précodes totaux de l’image. En effet, les images étant segmentées
en régions, la majorité des précodes se trouvent au milieu d’une région, et sont donc traités par le
précodel8. Cela explique la perte de temps d’exécution pour les niveaux4 et 5, étant donné que
le traitement du précodel8 effectue des tests afin de savoir si des faces ou des arêtes doivent être
fusionnées, ce qui n’est pas le cas pour l’algorithme optimal.
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FIG. 5.99 – Nombre de précodes faces coplanaires utilisés lors de l’extraction de la carte de ni-
veau2.

La figure 5.99.a montre le nombre de précodes utilisés pour l’extraction de la carte lignel,
en pourcentage du nombre total de précodes dans l’image. Comme pour le niveau1, le précode
l8 apparaît dans environ80% des cas. Les autres pourcentages sont de ce fait tous assez faibles.
Les seuls qui ressortent sur les cinq images sont les précodesfc16, fc17 et fc18. Ce sont les trois
précodes pour lesquels il faut tester la déconnexion de face. Ces précodes apparaissent plus que les
autres car ce sont ceux ayant le plus de voxels de même région. Il est donc normal de les retrouver
en plus grand nombre que les précodes ayant beaucoup de voxels différents. Afin de mieux voir
les précodes utilisés pour extraire la carte de niveau2, la figure 5.99.b montre le pourcentage
d’apparition de ces précodes par rapport au nombre total de précodes faces coplanaires. Cette
figure confirme l’apparition plus fréquente des précodesfc16, fc17 etfc18. Les précodesfc7, fc11

et fc13 ont des pourcentages supérieurs aux autres, mais uniquement pour l’imagefailles. Cela
n’est donc pas vraiment représentatif. Il faudrait effectuer des tests plus nombreux afin d’obtenir
une moyenne sur ces pourcentages d’apparition qui soit représentative.

La figure 5.100.a montre le nombre de précodes utilisés pour l’extraction de la carte de ni-
veau3. Le précodel8 apparaît toujours dans80% des cas. Les seuls précodes un peu plus utilisés
sont les précodesfc16, fc17 et fc18 pour la fusion de faces coplanaires, et les précodesf13, f17

pour la fusion d’arêtes alignées. Mais ces deux derniers précodes ressortent principalement pour
l’image failles et pas vraiment pour les autres images. Pour le vérifier, la figure 5.100.b présente
le pourcentage d’apparition des précodes frontières par rapport au nombre total de ces précodes.
Nous voyons sur cette figure que les courbes sont très irrégulières, et même si certains précodes
apparaissent plus souvent que d’autres ce n’est pas forcément pour toutes les images.

Ces différences d’apparitions sont assez faibles. Finalement, ce qui ressort de cette étude est
que, pour extraire la carte de niveau3, environ85% des précodes utilisés sont des précodes lignels,
avec80% uniquement pour le précodel8. Les précodes faces coplanaires représentent environ10%
des précodes totaux, et les précodes frontières5%. Cela montre que les précodes les plus impor-
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FIG. 5.100 – Nombre de précodes frontières utilisés lors de l’extraction de la carte de niveau3.

tants sont finalement les précodes lignels, et principalement le précodel8. Cela relativise un peu
l’impact de l’algorithme optimal et de l’utilisation des précodes pour calculer la carte de niveau5.
Malgré cela, les résultats d’extraction des cartes de niveaux4 et 5 montrent que la perte en temps
d’exécution est non négligeable. En effet, l’utilisation de l’algorithme intermédiaire entraîne des
tests afin d’effectuer toutes les fusions nécessaires, mais également des tests de déconnexion. Ces
tests sont effectués pour tous les précodes, y compris le précodel8. C’est pour ce précode que
la perte de temps est alors la plus conséquente. L’algorithme optimal se justifie non pas afin de
traiter de manière optimale tout les précodes, étant donné le faible pourcentage d’apparition de la
majorité d’entre eux, mais car il évite des traitements non optimaux pour le précodel8 et en ce
sens diminue la complexité de l’extraction. En effet, seule l’implantation complète des5 niveaux
de simplification permet, lors du calcul de la carte topologique, de traiter le précodel8 de manière
optimale sans aucun test supplémentaire. Dans ce cas, le gain en temps d’exécution est conséquent
étant donné le fort pourcentage d’apparition de ce précode.

5.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini la carte topologique en dimension3. Ce modèle com-
binatoire permet de représenter les images3d segmentées en régions de manière minimale. Il
représente toute la topologie des régions de l’images, (adjacence, incidence, subdivisions. . .) mais
également leur géométrie. Il est stable par rotation, translation et homothétie, c’est-à-dire que
deux images isomorphes pour ces transformations auront la même carte topologique, malgré des
géométries différentes.

Afin de définir ce modèle, nous avons étendu la notion de niveau de simplification, introduite
en dimension2. Nous avons alors obtenu5 niveaux de simplification, définis dans un premier
temps de manière assez simple. Nous avons ensuite étudié les problèmes que posaient ces pre-
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mières définitions. Nous avons rencontré un problème de déconnexion de volume, résolu par l’ad-
jonction d’un arbre d’inclusion des régions, de manière similaire à la dimension2. Le problème
de déconnexion de face a été plus délicat à résoudre. Pour cela, nous avons conservé des arêtes
fictives pour que chaque face de la carte soit homéomorphe à un disque topologique.

Ces arêtes fictives permettent de régler le problème de déconnexion de face. Mais elles jouent
un rôle différent des arêtes réelles. Nous avons donc étudié précisément leur rôle, les problèmes
que leur conservation posaient, et la manière de les régler. Ce point est très important, car c’est la
gestion adéquate de ces arêtes qui nous permet d’obtenir la représentation minimale. Nous avons
montré, sur plusieurs exemples, comment ces arêtes fictives intervenaient, principalement pour les
objets représentés uniquement par une face frontière fermée. En effet, c’est pour ces objets que la
gestion des arêtes fictives est la plus importante, étant donné qu’ils sont représentés uniquement
par ce type d’arêtes.

Nous avons ensuite étudié la manière de construire ce modèle à partir d’images3d segmentées.
Un premier algorithme naïf peut être défini par application directe des définitions des différents
niveaux de simplification. Cet algorithme a l’avantage d’être simple à mettre en œuvre, mais a une
complexité quadratique en le nombre de brins de l’image. De plus, il requiert un espace mémoire
beaucoup plus important que celui nécessaire à la carte topologique.

Nous avons donc étudié un deuxième algorithme d’extraction, basée sur la notion de pré-
codes. Cet algorithme est optimal, car il crée directement le bon nombre de brins, en utilisant un
nombre minimal d’opérations. Sa complexité est linéaire en le nombre de brins de l’image, malgré
la constante due au parcours de faces afin de savoir si une fusion va entraîner une déconnexion.
Nous avons étudié précisément les précodes à traiter pour chaque niveau de simplification. Cette
approche nous a permis de factoriser les précodes similaires, et d’obtenir au final seulement379
précodes à traiter, au lieu des4140 existants. De plus, nous avons présenté la notion de précodes
isomorphes par rotation, qui permet de factoriser davantage de cas, sans perte en efficacité. Avec
cette deuxième factorisation, nous devons définir « seulement »129 traitements différents. Même
si ce nombre est encore important, il est relativement faible en comparaison au nombre total de
cas. Enfin, nous avons présenté un troisième algorithme d’extraction, qui est une solution intermé-
diaire entre les deux premiers algorithmes. Il autorise une implantation assez rapide et simple de
l’algorithme d’extraction, tout en restant d’une complexité linéaire. De plus, cet algorithme peut
être plus ou moins optimisé en incorporant certains traitements de précodes.

Nous envisageons maintenant la définition de la carte topologique en dimensionn. Cela devrait
pouvoir se réaliser sans trop de problème, en étendant les solutions proposées en dimension2 et
3. Nous savons définir les2n− 1 niveaux de simplification, en mettant dans un premier temps de
côté les problèmes de déconnexion. Nous réglons le problème de déconnexion ennd en ajoutant
un arbre d’inclusion des régions. Pour les déconnexions de dimensionsn − 1 à 2, il est facile
de conserver des éléments fictifs permettant d’avoir uniquement desi-cellules connexes. Enfin,
il faut s’intéresser à la gestion particulière de ces éléments fictifs et c’est là que se trouvent les
difficultés éventuelles. Intuitivement, cela devrait ressembler à la gestion des arêtes fictives en
3d. Il s’agit de « pousser » les éléments fictifs afin qu’ils n’empêchent pas la fusion d’autres
éléments. Il faut s’intéresser à la manière dont ces éléments sont « poussés », et aux conditions pour
lesquelles c’est possible. De plus, après avoir donné ces définitions, nous obtenons immédiatement
l’algorithme d’extraction naïf. L’algorithme optimal semble difficilement envisageable de par le
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nombre important de cas à traiter. Mais l’algorithme intermédiaire pourra être une bonne solution
afin de limiter l’espace mémoire nécessaire et conserver une complexité linéaire.





CHAPITRE 6

FUSION ET ÉVOLUTION DES

CARACTÉRISTIQUES TOPOLOGIQUES

Chapitre 5, nous avons défini la carte topologique en dimension3. Cette définition utilise
l’opération de fusion, que nous avons présentée et pour laquelle nous avons donné les différents
algorithmes. Nous définissons maintenant section 6.1 l’opération de fusion de manière algébrique.
Cela permet de prouver que cette opération est valide, et formalise son cadre d’utilisation. Pour
cela, nous utilisons le formalisme des cartes généralisées, (présentées section 2.3) afin de profiter
de leur homogénéité qui simplifie les différents cas à traiter. Sachant que les cartes combinatoires
et les cartes généralisées sont équivalentes lorsque les subdivisions considérées sont orientables
et fermées, cela valide cette étude pour les cartes combinatoires fermées. Nous nous intéressons
ici uniquement à la dimension3, la dimension2 étant plus simple à traiter et qu’elle peut être
considérée comme un cas particulier de la dimension3.

Section 6.2 nous nous intéressons aux fusions dans le cadre de la construction de la carte
topologique. Nous avons vu que pour construire cette carte, nous partons de la carte « complète »,
le niveau0, où chaque volume représente un voxel de l’image. Nous effectuons ensuite certaines
fusions, suivant les contraintes déjà présentées, et arrivons finalement à la carte topologique. Nous
allons considérer la suite des fusions effectuées pour arriver à cette carte, et montrer qu’il est
possible de la « réorganiser » afin de commencer par les fusions de plus grande dimension, tout en
arrivant finalement au même résultat.

Cette possibilité de « réorganisation » est importante, car elle nous permet section 6.3 d’étudier
l’évolution des caractéristiques topologiques lors de l’opération de fusion, en étudiant un nombre
de cas raisonnable. Cela nous permet de prouver que la carte topologique conserve bien toute
les informations topologiques des objets qu’elle représente, ce qui est primordial pour valider ce
modèle. Cela nous permet également de prouver que les5 niveaux de simplification représentent
tous les mêmes informations topologiques. Enfin, cette étude exhaustive des cas pouvant se pro-
duire pour l’opération de fusion permet de nous assurer d’avoir traité tous les cas de déconnexion
possibles.

177
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6.1 Définition algébrique de l’opération de fusion

Nous avons déjà présenté l’opération de fusion lors de la définition de la carte topologique
en dimensions2 et 3. Nous rappelons ici brièvement les points importants. L’opération de fusion
consiste à remplacer une ou deux(i+1)-cellules adjacentes par une seule(i+1)-cellule représen-
tant l’union des deux. Cette modification s’effectue en supprimant lai-cellule incidente aux deux
(i + 1)-cellules, et en mettant à jour les liaisons entre ces cellules. Nous parlons ici de fusion de
dimensioni lorsque nous supprimons unei-cellule, et disons que nous fusionnons les deux(i+1)-
cellules le long de cettei-cellule. De manière générale, en dimensionn, il existe exactementn−1
types de fusions possibles, qui sont les fusions de dimension0 àn− 1.

Pour pouvoir effectuer la fusion de deux(i + 1)-cellules le long d’unei-cellule, nous fixons
des contraintes sur cettei-cellule afin de pouvoir garantir la validité de la fusion. Cettei-cellule
doit êtrelocalement de degré deux. Intuitivement, le degré local d’unei-cellule est le nombre de
demi-(i+ 1)-cellules qui lui sont incidentes. L’avantage de cette notion est de regrouper les deux
cas où lai-cellule est de degré1 ou 2. Cela évite de les différencier, sachant que la fusion est
identique dans les deux cas.

Définition 33 (Cellule localement de degré deux)Soit unei-celluleC =< {α0, α1, α2, α3}
−αi > (b), 0 ≤ i ≤ 2. Nous notons

– E1 =< {α0, α1, α2, α3} − {αi, α(i+1)} > (b) ;
– E2 =< {α0, α1, α2, α3} − {αi, α(i+1)} > (α(i+1)(b)).

La i-celluleC estlocalement de degré deuxssi

1. E1 ∪ E2 = C ;

2. E1 ∩ E2 = ∅ ;

3. ∀b ∈ C,
– Sii = 0, α12(b) = α21(b) ;
– Sii = 1, α23(b) = α32(b).

De manière intuitive, les deux ensemblesE1 et E2 correspondent aux deux demi-i-cellules
incidentes àC. Si C est localement de degré deux, alors ces deux demi-i-cellules doivent être
disjointes, sinonC serait localement de degré1, et leur union doit êtreC, sinonC serait localement
de degré supérieur à2. La troisième contrainte est nécessaire afin d’être sûr de pouvoir effectuer
cette fusion, et conserver les contraintes des G-cartes après celle-ci. Remarquons queC,E1 etE2

ne peuvent jamais être des ensembles vides, étant donné qu’ils contiennent au moins chacun le brin
b. Par la suite, nous notonsαj etαk les deux éléments de{α0, α1, α2, α3} −{αi, α(i+1)}, ce qui
permet de simplifier l’écriture des deux ensemblesE1 etE2. Nous présentons maintenant quelques
propriétés découlant de la définition des cellules localement de degré deux. Ces propriétés sont
nécessaires pour la preuve de la validité de l’opération de fusion.

Remarque SoitC une i-cellule localement de degré deux. Pour tout brinb deC nous avons
α(i+1)αj(b) = αjα(i+1)(b) etα(i+1)αk(b) = αkα(i+1)(b).

Cela peut se vérifier exhaustivement pour les trois différentes valeurs dei possibles.
– Pouri = 0 : αj = α2 et αk = α3. Alors, α1α2 = α2α1 est vérifiée par la définition des
i-cellules localement de degré2, etα1α3 = α3α1 est toujours vérifiée par définition des
G-cartes.
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– Pouri = 1 : αj = α0 etαk = α3. Alorsα2α0 = α0α2 est vraie par définition des G-cartes,
etα2α3 = α3α2 est donnée par la définition desi-cellules localement de degré2.

– Pouri = 2 : αj = α0 et αk = α1. Les deux contraintesα3α0 = α0α3 et α3α1 = α1α3

sont toujours vraies par définition des G-cartes.

Propriété 7 SoitC unei-cellule localement de degré2. Alors∀b ∈ C, b n’est pas(i+ 1)-libre.

Preuve de la propriété 7 SoitC =< {α0, α1, α2, α3} −αi > (b) une i-cellule localement
de degré2. Si b est (i + 1)-libre, alors nous avonsE1 = E2 ce qui contreditE1 ∩ E2 = ∅.
Commeα(i+1)αj(b) = αjα(i+1)(b), siαj(b) 6= b, alorsαj(b) n’est pas(i + 1)-libre. Il en est de
même pourαk(b). Nous pouvons effectuer cette démonstration de proche en proche, et finalement
prouver que chaque brin deE1 et deE2 n’est pas(i+ 1)-libre, et donc que chaque brin deC ne
l’est pas non plus. 2

Propriété 8 SoitC unei-cellule localement de degré2. Alors ∀b ∈ C, nous avonsb ∈ E1 ⇒
α(i+1)(b) ∈ E2 et b ∈ E2 ⇒ α(i+1)(b) ∈ E1.

Preuve de la propriété 8 Soit b1 un brin deE1. Nous avonsE1 =< αj , αk > (b), etE2 =<
αj , αk > (α(i+1)(b)). Supposonsb2 = α(i+1)(b1) ∈ E1. Alorsαj(b2) ∈ E1 par définition deE1.
Étant donné queα(i+1)αj(b1) = αjαi+1(b1), commeαj(α(i+1)(b1)) ∈ E1, alorsα(i+1)(αj(b1))
∈ E1. De manière similaire, nous pouvons montrer queα(i+1)(αk(b1)) ∈ E1. En effectuant ce
raisonnement de proche en proche, nous montrons que∀b ∈ E1, nous avonsα(i+1)(b) ∈ E1. Dans
ce cas, commeC =< αj , αk, α(i+1) > (b), nous avonsE1 = C, et commeE2 6= ∅ cela contredit
E1 ∩E2 = ∅ et le fait queC est unei-cellule localement de degré2. Nous pouvons effectuer cette
démonstration de manière symétrique pour montrer que∀b ∈ E2, α(i+1)(b) ∈ E1. 2

Remarque SoitC unei-cellule localement de degré2. Alors∀b ∈ C, si nous notons
– E′1 =< {α0, α1, α2, α3} − {αi, α(i+1)} > (b)
– E′2 =< {α0, α1, α2, α3} − {αi, α(i+1)} > (α(i+1)(b))

alors nous avons(E′1 = E1 etE′2 = E2) ou (E′1 = E2 etE′2 = E1).

Cette remarque permet, lorsqu’unei-celluleC est localement de degré2, de montrer que le
brin de départ pour calculer les deux demi-cellules n’est pas important, et que la propriété est
homogène. Elle peut se prouver facilement, en regardant que pourC unei-cellule localement de
degré2, ∀b ∈ C, soitb ∈ E1, soitb ∈ E2.

– Si b ∈ E1, alorsE′1 = E1 par définition des orbites. Étant donné que nous savons que
α(i+1)(b) ∈ E2, carC est unei-cellule localement de degré2, nous avons égalementE′2 =
E2.

– Si b ∈ E2, nous pouvons faire un raisonnement similaire pour montrer queE′1 = E2 et
E′2 = E1.

Nous pouvons maintenant définir, de manière formelle et générale, l’opération de fusion.

Définition 34 (Fusion de deux (i+1)-cellules)SoitG = (B,α0, α1, α2, α3) une3-G-carte,b ∈
B un brin eti ∈ {0, 1, 2}, tel queC =< {α0, α1, α2, α3} − αi > (b), la i-cellule incidente au
brin b, soit localement de degré deux. Nous notonsB2 = αi(C)− C les brins cousus parαi aux
brins deC et n’appartenant pas àC. La fusiondes deux(i+ 1)-cellules adjacentes le long deC
est la3-G-carteG′ = (B′, α′0, α

′
1, α
′
2, α
′
3) définie par :
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– B′ = B − C ;
– ∀j ∈ {0, 1, 2, 3} − i, α′j = αj |B′ ;
– ∀b ∈ B′ −B2, α′i(b) = αi(b) ;
– ∀b ∈ B2, si ∃b′ ∈ B2 tel queb′ = (α(i+1)αi)k(αi(b)), alors on poseα′i(b) = (α(i+1)αi)k

′

(αi(b)) aveck′ étant égal au plus petitk ; sinonon poseα′i(b) = b.

Cette fusion est valable pour toute3-G-carte, à la seule condition que lai-celluleC soit loca-
lement de degré2. Les notations utilisées pour cette définition sont :

– G = (B,α0, α1, α2, α3) est la3-G-carte de départ ;
– C est lai-cellule à supprimer ;
– B2 est l’ensemble des brins cousus parαi aux brins deC et n’appartenant pas àC ;
– G′ = (B′, α′0, α

′
1, α
′
2, α
′
3) est la3-G-carte résultant de l’opération de fusion.

Seule l’involutionαi est modifiée pour les brins appartenant àB2, les autres brins conservent
les mêmes coutures. Pour les brins appartenant àB2, nous différencions deux cas suivant qu’il
existe ou nonb′ ∈ B2 tel queb′ = (α(i+1)αi)k(αi(b)). Le deuxième cas permet de traiter les
configurations où il n’existe pas un brin image pourα′i. Ce cas survient uniquement pour les G-
cartes ouvertes, et peut être supprimé si nous nous limitons aux G-cartes fermées.

Théorème 1 SoitG une3-G-carte etC unei-cellule localement de degré2, alorsG′ obtenue par
fusion des deux(i+ 1)-cellules adjacentes le long deC est une3-G-carte.

Preuve du théorème 1

1. pour αj 6= αi : Soit b1 ∈ B′. Montrons queb2 = αj(b1) ∈ B′. Supposons queb2 6∈
B′. Alors, étant donné queB′ = B − C nous avonsb2 ∈ C. Étant donné queC =<
{α0, α1, α2, α3} − αi > (b), nous pouvons dire que sib2 ∈ C alors b1 = αj(b2) ∈ C, ce
qui est en contradiction avecb1 ∈ B′.

2. pourαi :

(a) pour b1 ∈ B′ − B2 : Montrons queb2 = αi(b1) ∈ B′, par le même raisonnement
que pour le cas précédent. Supposons queb2 6∈ B′. Alors nous avonsb2 ∈ C. Dans ce
cas,b1 = αi(b2) ∈ B2 ou∈ C par définition deB2 ce qui, dans les deux cas, est en
contradiction avecb1 ∈ B′ −B2.

(b) pour b1 ∈ B2 : Nous effectuons une démonstration générique, qui sera ensuite
instanciée pour les trois différentes fusions possibles. Soitαl ∈ {α0, α1, α2, α3} −
{αi, α(i+1)}. Nous montrons que si nous avonsαil = αli pour tout brin, etα(i+1)l =
αl(i+1) pour les brins deC, alors nous avonsα′il(b1) = α′li(b1). Notonsb2 = αl(b1).
Nous avonsb′1 = αi(b1) ∈ C par définition deB2 et αl(b′1) ∈ C par définition de
C. Étant donné queαil(b1) = αli(b1), nous avons doncαl(b′1) = αi(b2) et donc
b′2 = αi(b2) ∈ C. CommeC est localement de degré deux, alors nous avonsα(i+1)l =
αl(i+1). Comme nous avons égalementαil = αli, alors nous obtenons que pour tout
brin deC, α(i+1)i ◦ αl = αl ◦ α(i+1)i. Commeb′1 ∈ C, nous obtenonsα(i+1)il(b′1) =
αl(i+1)i(b′1) = α(i+1)i(b′2). Siα(i+1)i(b′1) ∈ C alors nous pouvons reprendre ce même
raisonnement afin de montrer queα(i+1)i(i+1)il(b′1) = αl(i+1)i(i+1)i(b′1), et au final
pour prouver que(α(i+1)i)k ◦αl(b′1) = αl ◦ (α(i+1)i)k(b′1), où k est le plus petit entier

tel que(α(i+1)i)(k−1)(b′1) ∈ C et (α(i+1)i)k(b′1) 6∈ C. Si un telk existe, alors c’est le
même que pour la définition deα′i et nous avons donc bien prouvéα′il(b1) = α′li(b1).
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FIG. 6.1 – La fusion de volumes.

FIG. 6.2 – La fusion de faces.

Si un telk n’existe pas, alors nous avons un brinbb deC libre pourαi (car les brins
de C sont tous cousu pourα(i+1)), tel que(α(i+1)i)k(b′1) = bb. Alors pour cek,
nous avons prouvé que(α(i+1)i)k ◦ αl(b′1) = αl ◦ (α(i+1)i)k(b′1). Ce qui peut s’écrire
autrement par(α(i+1)i)k ◦ αl(b′1) = α(i+1)i)k(b′2). Si (α(i+1)i)k(b′1) = bb ∈ C, alors
α(i+1)i)k(b′2) ∈ C et donc nous auronsα′l(b1) = b1 et α′l(b2) = b2, et nous aurons
donc bienα′il(b1) = α′li(b1).
– i = 0 :

– Pourαl = α2, nous avons bienα02 = α20 pour chaque brin, par définition des
G-cartes, et pour les brins deC : α12 = α21 carC est localement de degré deux.
Nous obtenons donc queα′02(b1) = α′20(b1).

– Pourαl = α3, nous avonsα03 = α30 etα13 = α31 pour tout brin, par définition
des G-cartes. Nous obtenons bienα′03(b1) = α′30(b1).

– i = 1 : Pour αl = α3, nous avonsα13 = α31 pour chaque brin, par définition des
G-cartes, et pour les brins deC : α23 = α32 car C est localement de degré deux.
Nous prouvons donc queα′13(b1) = α′31(b1).

– i = 2 : Pour αl = α0, nous avonsα20 = α02 etα30 = α03 pour tout brin, par
définition des G-cartes. Nous prouvons doncα′20(b1) = α′02(b1).

Lorsque nous regroupons toutes ces informations, nous obtenons, pour lesα′ égaux àα restreints
à B′, que les contraintes des G-cartes sont toujours vérifiées, étant donné que nous conservons
les mêmes coutures. Pourα′i, nous avons prouvé, pour chacune des trois fusions possibles, que les
différentes contraintes des G-cartes étaient toujours vérifiées. Cela prouve donc queG′ est une
3-G-carte. 2

Nous pouvons voir trois exemples de fusion, un pour chaque dimension deC, présentés fi-
gures 6.1, 6.2 et 6.3. Sur ces figures, nous avons représentéα2 en gris clair etα3 en traits épais
et foncés.α0 etα1 ne sont pas représentés afin de ne pas surcharger les figures, mais peuvent se
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FIG. 6.3 – La fusion d’arêtes.

retrouver sans difficulté de par la manière dont nous dessinons les G-cartes. Enfin, nous avons
dessiné en foncé les brins appartenant àC, la cellule que nous supprimons, et en noir les brins
appartenant àB2, brins pour lesquels nous modifionsα′i. Les autres brins sont de couleur plus
claire étant donné qu’ils ne sont pas concernés pas la fusion. Ces figures permettent de vérifier
que seuls lesα′i-coutures des brins deB2 sont modifiées. De plus, nous pouvons vérifier que la
définition algébrique de la fusion modifie bien la carte initiale pour obtenir le résultat de la fusion.

6.2 Les fusions pour la définition de la carte topologique

La carte topologique en dimension3 est la carte minimale codant les frontières intervoxel
d’une image3d segmentée en régions. Nous l’avons définie à partir de la carte de niveau0, où
chaque volume représente un voxel de l’image, plus un volume représentant la région infinie en-
tourant ces voxels. À partir de cette carte, nous effectuons les fusions de toutes les cellules adja-
centes incidentes à une cellule localement de degré deux. Nous notons(f1, . . . , fk) la suite des
fusions effectuées à partir de la carte complète pour obtenir la carte topologique. Chaque fusion
s’effectue le long d’une cellule localement de degré deux. Nous notonsd(fi) la dimension de la
cellule supprimée par la fusionfi, qui appartient à{0, 1, 2}, etC(fi) cette cellule.

Pour la définition de la carte topologique présentée section 5.2, nous commençons par fu-
sionner les volumes de mêmes régions, puis les faces coplanaires, les arêtes alignées, les faces
non coplanaires et enfin les arêtes alignées. Ce choix de l’ordre et du type de cellules fusionnées
nous permet d’obtenir la carte des frontières, qui peut être plongée uniquement par ses sommets,
comme un niveau intermédiaire de simplification. Mais il est possible de réorganiser ces fusions
de manière différente, en obtenant finalement la même carte topologique.

Théorème 2 SoitG une3-G-carte et(f1, . . . , fk) une suite de fusions effectuées à partir deG, et
G′ la G-carte résultant de ces fusions. Alors il existe une suite de fusions(f21 , . . . , f2k , f11 , . . . , f1l ,
f01 , . . . , f0m) qui, partant deG produit égalementG′, et vérifiant∀fij , d(fij ) = i.

En d’autres termes, cela revient à dire que, pour toute suite de fusions, il existe une suite de fu-
sions ordonnées produisant la même G-carte : nous commençons par faire des fusions de volumes,
puis des fusions de faces et enfin des fusions d’arêtes. Pour prouver ce théorème, nous donnons des
règles de réécriture, qui nous permettent de modifier progressivement une suite de fusions jusqu’à
obtenir une suite ordonnée. Soit deux fusions consécutivesfi etfi+1 tel qued(fi) < d(fi+1). Il y
a trois cas différents.
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1. d(fi) = 0 et d(fi+1) = 1. Si l’arête résultant de la fusionfi n’est pasC(fi+1), alors
nous échangeons simplementfi et fi+1 ; sinon nous remplaçons ces deux fusions par deux
fusions de faces le long des deux arêtes qui étaient fusionnées parfi.

fi
→

→
f ′i

fi+1

↘

↗
f ′i+1

FIG. 6.4 – Avant :fi est une fusion d’arêtes, etfi+1 fusion de faces. Après :f ′i et f ′i+1 sont deux
fusions de faces.

2. d(fi) = 0 et d(fi+1) = 2. Nous pouvons échanger ces deux fusions sans aucune
modification, à condition que la fusionf ′i+1 ne détruise pas totalement les deux arêtes devant
être fusionnées parfi. En effet, dans ce cas, nous n’avons plus besoin d’effectuer cette
deuxième fusion, et nous remplaçons donc ces deux fusions parf ′i+1.

3. d(fi) = 1 et d(fi+1) = 2. Si la face résultant de la fusionfi n’est pasC(fi+1), alors
nous échangeons simplementfi et fi+1 ; sinon nous remplaçons ces deux fusions pas deux
fusions de volumes le long des deux faces qui étaient fusionnées parfi.

fi
→

→
f ′i

fi+1

↘

↗
f ′i+1

FIG. 6.5 – Avant :fi est une fusion de faces, etfi+1 fusion de volumes. Après :f ′i et f ′i+1 sont
deux fusions de volumes.

Nous montrons maintenant que ces changements ne provoquent aucune modification sur la3-
G-carte obtenue au final. Nous donnons ici seulement les idées de preuves, car la preuve formelle
serait longue et technique.

Preuve du théorème 2 SoitG une3-G-carte et(f1, . . . , fk) une suite de fusions. Considérons
deux fusions consécutives,fi etfi+1 tel qued(fi) < d(fi+1). S’il n’en existe pas, alors la suite de
fusions est ordonnée. Sinon, nous modifions ces deux fusions suivant les trois règles de réécriture
données ci-dessus. Nous montrons que la G-carte résultant des deux fusions initiale est la même
que celle obtenue après avoir modifié ces deux fusions.

1. d(fi) = 0 etd(fi+1) = 1. C(fi) est un sommet etC(fi+1) est une arête. La première
fusion consiste à fusionner deux arêtes en une seule, que nous notonsA. SiA 6= C(fi+1),
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alors nous pouvons échanger sans aucune modification les deux fusions. En effet, au cours
de la fusionfi+1, la seule arête supprimée estC(fi+1), les autres ne sont pas modifiées.
Les deux arêtes fusionnées parfi existeront et seront identiques si nous commençons à
fusionnerfi+1 puis fi. Il faut donc étudier le cas oùA = C(fi+1). Ce cas est présenté
figure 6.4, où la deuxième fusion (fusion de faces) s’effectue le long de l’arête résultant de
la première fusion. Nous pouvons voir sur cette figure, que ces deux fusions peuvent sans
problème se remplacer par deux fusions de faces consécutives le long des deux arêtes qui
étaient fusionnées par la première fusion. Nous obtiendrons bien la même3-G-carte au final
que celle obtenue en effectuant les deux fusionsfi etfi+1. De manière intuitive, les coutures
modifiées par la fusionfi concernent des brins qui seront ensuite détruits pas la deuxième
fusion.

2. d(fi) = 0 etd(fi+1) = 2. C(fi) est un sommet etC(fi+1) est une face. Si l’arête résul-
tant de la fusionfi n’est pas incidente à la faceC(fi+1), alors nous pouvons intervertir les
deux fusions sans aucune modification, car elles sont totalement indépendantes. Sinon, nous
pouvons également intervertir les deux fusions sans difficulté. En effet, si nous commençons
par la fusion de volumes, la faceC(fi+1) sera supprimée de la G-carte. Si les deux arêtes
fusionnées parfi existent encore après cette fusion, alors nous pouvons les fusionner par
la même fusion quefi, il y aura juste moins de brins étant donné que ceux appartenant à
C(fi+1) ont été détruits. Sinon, l’arête entière a été détruite et nous n’avons plus besoin
d’effectuer la fusion d’arêtes.

3. d(fi) = 1 et d(fi+1) = 2. C(fi) est une arête etC(fi+1) est une face. La première
fusion consiste à fusionner deux faces en une seule, que nous notonsF . SiF 6= C(fi+1),
alors nous pouvons échanger sans aucune modification les deux fusions. En effet, au cours
de la fusionfi+1, la seule face supprimée estC(fi+1), les autres ne sont pas modifiées. Les
deux faces fusionnées parfi existeront et seront identiques si nous commençons à fusionner
fi+1 puisfi. Il faut donc étudier le cas oùF = C(fi+1). Ce cas est présenté figure 6.5, où
la deuxième fusion (fusion de volume) s’effectue le long de la face résultant de la première
fusion. Nous pouvons voir sur cette figure, que ces deux fusions peuvent sans problème
se remplacer par deux fusions de volumes consécutives le long des deux faces qui étaient
fusionnées par la première fusion. Nous obtiendrons bien la même3-G-carte au final que
celle obtenue en effectuant les deux fusionsfi etfi+1.

Ces trois règles de réécriture permettent, à partir de n’importe quelle suite de fusions(f1, . . . , fk),
de définir progressivement des nouvelles suites de fusions, chacune produisant au final la même
3-G-carte. Étant donné qu’à chaque étape nous supprimons un cas où deux fusions consécutives
sont dans le « mauvais ordre », et que nous n’augmentons pas le nombre d’éléments dans la suite
de fusions, nous pouvons garantir que notre processus de réécriture va s’arrêter et produire au
final une suite de fusions correctement ordonnée, et produisant la même3-G-carte que la première
suite de fusions. 2
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6.3 L’évolution des caractéristiques topologiques

Nous étudions maintenant l’évolution des caractéristiques topologiques lors des différentes
fusions. Pour cela, nous regardons la G-carte que nous avons avant et après une fusion, et étudions
l’évolution de ces caractéristiques. Nous utilisons pour cela la formule d’Euler

#F −#A+ #S = 2− 2G

où #F est le nombre de faces,#A le nombre d’arêtes,#S le nombre de sommets etG le genre.
Elle permet de caractériser un volume, en étudiant le genre de sa surface. Dans la suite de ce travail,
nous notons#F , #A et#S le nombre de cellules correspondantes etG le genre du volume avant
la fusion, et#nF , #nA et#nS etnG ces mêmes nombres après la fusion.

Nous nous plaçons dans le cadre des cartes topologiques1 sachant que n’importe quelle carte
topologique peut s’obtenir à partir de la carte complète en effectuant une suite de fusions(f1, . . . ,
fk) ordonnées, nous traitons d’abord les fusions de volumes, puis les fusions de faces et enfin les
fusions d’arêtes. Cet ordre sur la suite de fusions permet de limiter le nombre de configurations
possibles. Par exemple, pour étudier la fusion de volumes, nous savons que toutes les faces de la
G-carte sont carrées et composées de8 brins.

La formule d’Euler peut se calculer très simplement sur les3-G-cartes. Comme elle permet
de caractériser uniquement les volumes par leurs surfaces, elle ne prend pas en compte les faces
cousues parα3, et nous comptons donc deux faces dans ce cas. La formule d’Euler peut donc se
réécrire par :

z(α0, α1)− z(α0, α2) + z(α1, α2) = 2− 2G

oùz(αi, αj) est le nombre d’orbites< αi, αj >. Cette formule est applicable uniquement pour un
seul et même volume, les différents nombres d’orbites étant calculés sur les brins de ce volume.

Afin de montrer que les5 niveaux de simplification représentent les mêmes informations topo-
logiques, nous montrons que le genre de chaque objet reste invariant après chaque fusion de faces
et d’arêtes. En effet, ce sont les deux seules fusions utilisées pour passer de la carte de niveau1
aux cinq autres niveaux. L’étude sur la fusion de volumes, utilisée afin de construire la carte de
niveau1 à partir du niveau0, permet de vérifier que nous avons bien traité correctement toutes les
configurations pouvant se produire lors de cette fusion, et que nous n’avons pas oublié de cas de
déconnexion.

6.3.1 Fusion de volumes

Nous fusionnons deux volumesv1 et v2 le long de la faceC incidente aux deux volumes et
localement de degré deux. De par l’ordre sur les fusions, nous n’avons encore effectué ni fusion
de faces ni fusion d’arêtes. Nous avons donc exclusivement des faces « carrées », c’est-à-dire
composées de huit brins de même longueur. Il y a deux cas différents, suivant quev1 = v2 ou
v1 6= v2, et dans le premier cas plusieurs cas selon la configuration des arêtes de la faceC. Ce sont
les différents cas où une ou plusieurs de ces arêtes sont de degré un que nous étudions. Comme la
face est carrée, il y a seulement5 cas différents.

1Mais toujours en utilisant le formalisme des G-cartes.
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Cas1 : v1 6= v2.

C’est le cas le plus simple où nous fusionnons deux volumes différents. Il est facile de voir

FIG. 6.6 – Fusion de volumes :v1 6= v2.

que cette fusion ne peut pas entraîner de déconnexion étant donné que les deux volumes sont
différents. Pour calculer les caractéristiques du nouveau volume, nous notons#F1 #A1 #S1 et
G1 les caractéristiques dev1 et #F2 #A2 #S2 etG2 les caractéristiques dev2. Nous obtenons
alors

#nF = #F1 + #F2 − 2
#nA = #A1 + #A2 − 4
#nS = #S1 + #S2 − 4

⇒ nG = G1 +G2

Le nouveau volume est l’union des deux anciens. Son genre est donc simplement la somme des
genres des deux volumes qui ont été fusionnés.

Cas2 : v1 = v2 et aucune arête deC n’est de degré1.

Ce cas est présenté figure 6.7. Si nous calculons les nouvelles caractéristiques topologiques du

FIG. 6.7 –v1 = v2 et aucune arête deC n’est de degré1.

volume après cette fusion, nous obtenons :

#nF = #F − 2
#nA = #A− 4
#nS = #S − 4

⇒ nG = G+ 1
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Nous avons donc modifié le genre du volume. Ce cas survient par exemple pour un tore ayant une
face intérieure, c’est-à-dire cousue parα3 à une face du même volume, comme pour l’exemple
présenté figure 6.8. Nous pouvons remarquer sur cet exemple qu’avant la fusion, l’objet modélisé

a.#F = 22, #A = 44 et#S = 24 b. #nF = 20, #nA = 40 et#nS = 20
⇒ G = 0 ⇒ nG = 1

FIG. 6.8 – Le tore avec ou sans face intérieure.

est en fait une sphère, ce qui se vérifie par le calcul du genre. En effet, nous ne considérons pas les
coutures parα3 et donc ne tenons pas compte pour le calcul du genre de la présence d’une face
intérieure. Par contre, après la fusion nous modélisons bien un tore, comme nous pouvons voir par
le calcul du genre, ce qui justifie donc l’incrémentation de celui-ci.

Cas3 : v1 = v2 et une arête deC est de degré1.

Ce cas est présenté figure 6.9. Dans ce cas, nous avons :

FIG. 6.9 –v1 = v2 et une arête deC est de degré1.

#nF = #F − 2
#nA = #A− 4
#nS = #S − 2

⇒ nG = G
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et conservons le genre de l’objet invariant.

Cas4 : v1 = v2 et deux arêtes adjacentes deC sont de degré1.

Ce cas est présenté figure 6.10. Dans ce cas, nous avons :

FIG. 6.10 –v1 = v2 et deux arêtes adjacentes deC sont de degré1.

#nF = #F − 2
#nA = #A− 4
#nS = #S − 2

⇒ nG = G

et conservons également le genre de l’objet invariant.

Cas5 : v1 = v2 et deux arêtes non-adjacentes deC sont de degré1.

Ce cas est présenté figure 6.11 Nous avons alors

FIG. 6.11 –v1 = v2 et deux arêtes non-adjacentes deC sont de degré1.
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#nF = #F − 2
#nA = #A− 4

#nS = #S

⇒ nG = G− 1

Cette modification de genre est normale, étant donné que nous modifions le type de l’objet par
cette fusion. Nous pouvons voir figure 6.12 un exemple d’objet où nous nous trouvons dans ce
cas. L’objet que nous modélisons avant la fusion est un tore, qui est donc de genre1. Par contre

a.#F = 24, #A = 48 et#S = 24 b. #nF = 22, #nA = 44 et#nS = 24
⇒ G = 1 ⇒ nG = 0

FIG. 6.12 – Un exemple oùv1 = v2 et deux arêtes adjacentes deC sont de degré1.

après la fusion, nous obtenons une sphère et il est donc normal de modifier le genre étant donné
que nous avons modifié l’objet représenté.

Mais cette fusion peut entraîner une déconnexion de la carte modélisant le bord du volume,
comme nous pouvons le voir sur l’exemple figure 6.13. Après la fusion, nous obtenons deux com-

a.#F = 62, #A = 124 et#S = 64 b. #F1 = 54, #A1 = 108 et#S1 = 56⇒ G1 = 0
⇒ G = 0 #F2 = 6, #A2 = 12 et#S2 = 8⇒ G2 = 0

FIG. 6.13 – Le problème de la déconnexion lors de la fusion de volumes.
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posantes connexes distinctes, une pour l’extérieur du cube et une pour l’intérieur. Nous avons vu
section 5.3, lors de la présentation des problèmes de déconnexion, que nous conservons un arbre
d’inclusion des régions. Cet arbre permet de retrouver l’ensemble des régions incluses dans une
région donnée, et permet donc de positionner les composantes connexes les unes par rapport aux
autres. La formule d’Euler permettant uniquement de caractériser un objet par sa surface, elle ne
peut pas caractériser ce type d’objet. Mais nous pouvons caractériser séparément la surface exté-
rieure du cube de la surface intérieure. Nous obtenons ici deux fois un genre0, et en déduisons
grâce à l’arbre d’inclusion que cet objet est une sphère contenant une autre sphère. En utilisant
la relation d’inclusion, nous avons plus d’information que seulement le genre de l’objet. Mais il
n’est pas possible de caractériser les deux surfaces obtenues, étant donné que cela va dépendre
de la manière dont s’effectue la coupure. Nous savons seulement que, si nous notonsG1 etG2 le
genre de ces deux surfaces, nous avonsG1 +G2 = G, le genre initial de la surface.

Cas6 : v1 = v2 et une seule arête deC n’est pas de degré1.

Ce cas est présenté figure 6.14. Nous avons alors

FIG. 6.14 –v1 = v2 et une seule arête deC n’est pas de degré1.

#nF = #F − 2
#nA = #A− 4
#nS = #S − 2

⇒ nG = G

Cas7 : v1 = v2 et les quatre arêtes deC sont de degré1.

Dans ce cas, la fusion supprime entièrement la face. Nousdevrionsdonc avoir

#nF = #F − 2
#nA = #A− 4
#nS = #S − 4

⇒ nG = G+ 1

Mais ce cas survient uniquement lorsque la face à supprimer est à l’intérieur d’un volume.
Cette face est donc une surface intérieure, et sa disparition entraîne la disparition totale de cette
surface. Il n’existe donc plus de surface à caractériser, et le calcul de nG n’a donc pas de sens.
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En résumé

Nous avons étudié toutes les configurations possibles lors de la fusion de volumes. En effet,
étant donné l’ordre des fusions effectuées, nous savons que nous avons uniquement des faces
carrées, ce qui limite beaucoup le nombre de configurations à étudier. Cette étude de cas aurait été
plus laborieuse sans la réorganisation de la suite des fusions. Le tableau 6.1 récapitule l’évolution
des caractéristiques topologiques pour la fusion de volumes, pour chacun des cas que nous venons
d’étudier.

TAB . 6.1 – Récapitulation de l’évolution des caractéristiques topologiques pour la fusion de vo-
lumes.

#nF #nA #nS nG

Cas1 #F1 + #F2 − 2 #A1 + #A2 − 4 #S1 + #S2 − 4 G1 +G2

Cas2 #F − 2 #A− 4 #S − 4 G+ 1
Cas3 #F − 2 #A− 4 #S − 2 G
Cas4 #F − 2 #A− 4 #S − 2 G

Cas5.a Déconnexion : obtention de deux surfaces différentes
Cas5.b #F − 2 #A− 4 #S G− 1
Cas6 #F − 2 #A− 4 #S − 2 G
Cas7 Suppression totale de la surface

Remarquons que le cas5 est découpé en deux sous-cas : le cas5.a lorsque la fusion entraîne
une déconnexion de la carte et le cas5.b sinon. Lorsqu’il y a déconnexion, nous obtenons deux sur-
faces différentes ayant chacune des caractéristiques topologiques que nous ne pouvons pas calculer
à partir des caractéristiques du volume initial. Le cas symétrique est le cas7, où la suppression de
la face entraîne également la suppression totale de la surface qui n’a donc plus de caractéristique.
Le seul cas pouvant entraîner une déconnexion est donc le cas5.a, tout les autres conservent la
carte connexe.

Nous pouvons remarquer que les cas1, 2 et 5.b ne conservent pas invariant le genre après la
fusion. Pour le cas1, c’est évident car nous fusionnons deux volumes différents. Pour les deux
autres cas, cela est nécessaire car ils modifient la topologie de l’objet représenté. En effet, la carte
de niveau0 ne représente pas l’image segmentée mais uniquement un ensemble de voxels, donc
seulement des volumes de genre0. Avec les fusions de volumes, nous calculons la carte de niveau1
qui représente les régions de l’image, et il est donc normal que les caractéristiques topologiques
changent afin de représenter la topologie de ces objets. De ce fait, cette étude ne montre pas que
les caractéristiques restent invariantes, mais permet d’étudier toutes les configurations possibles
lors de la fusion de volumes, et de s’assurer que nous n’avons pas oublié des cas de déconnexion.
De plus, nous avons vu comment caractériser un volume contenant d’autres volumes, sachant que
ce type de volume n’est pas caractérisable à l’aide de la formule d’Euler.

6.3.2 Fusion de faces

Nous effectuons maintenant la même démarche, mais pour la fusion de faces. Nous fusionnons
donc deux facesf1 et f2 le long de l’arêteC qui est incidente aux deux faces et localement de
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degré deux. Toujours grâce à l’ordre sur les fusions, nous n’avons pas encore effectué de fusion
d’arêtes, et chaque arête représente donc un lignel. Cela a pour conséquence qu’il est impossible
d’avoir des boucles, qui sont autrement des cas particuliers. Nous montrons que la fusion de faces
conserve invariant le genre des objets quelle que soit la configuration des faces.

Il existe deux cas différents, suivant sif1 = f2 ou f1 6= f2, et dans le premier cas plusieurs
sous-cas suivant la configuration de l’arêteC. Nous savons que la carte est fermée, et que nous
n’avons pas de face à l’intérieur d’un même volume, car nous avons effectué toutes les fusions
de volumes possibles. Pour chaque demi-face d’un volume (donc une orbite< α0, α1 >), nous
savons qu’il existe un autre volume ayant une face identique à la première, avec leurs brins cousus
parα3 deux à deux. Comme nous voulons étudier l’évolution des caractéristiques topologiques
seulement pour un volume, nous oublions donc la deuxième face cousue parα3. Nous nous rame-
nons donc en dimension2.

Cas1 : f1 6= f2.

Ce cas est présenté figure 6.15. Nous avons alors

FIG. 6.15 – Fusion de faces :f1 6= f2.

#nF = #F − 1
#nA = #A− 1

#nS = #S

⇒ nG = G

Cas2 : f1 = f2 et aucun sommet deC n’est de degré1.

Ce cas est présenté figure 6.16. Nous pouvons voir sur cet exemple, que cette fusion entraîne

FIG. 6.16 – Fusion de faces :f1 = f2 et aucun sommet deC n’est de degré1.

une déconnexion de la face. Ce type de fusion n’est pas possible dans le cadre de la carte topolo-
gique. Nous avons en effet rajouté dans les deux définitions utilisant la fusion de faces la contrainte
explicite de ne pas fusionner deux faces lorsque cela entraîne une déconnexion.
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Cas3 : f1 = f2 et un sommet deC est de degré1.

Ce cas est présenté figure 6.17.

FIG. 6.17 – Fusion de faces :f1 = f2 et un sommet deC est de degré1.

Nous avons ici
#nF = #F

#nA = #A− 1
#nS = #S − 1

⇒ nG = G

Cas4 : f1 = f2 et les deux sommets deC sont de degré1.

Ce cas ne peut pas se produire dans le cadre des cartes topologiques. En effet, cette arête
représente une sphère topologique (cas étudié section 5.3), et nous n’effectuons alors pas cette
fusion. Nous avons en effet ajouté dans la définition de la carte de niveau4 la contrainte de ne pas
effectuer la fusion de deux faces si cela entraîne la disparition complète de la face. Remarquons
que cette arête ne peut pas représenter autre chose qu’une sphère, étant donné que nous conservons
chaque face connexe. Il n’est donc pas possible qu’elle soit au « milieu » d’une autre face.

En résumé

Le nombre de cas possibles est beaucoup plus faible que pour la fusion de volumes. En effet,
nous fusionnons deux faces le long d’une arête. Les seules possibilités sont lorsque les deux faces
sont différentes ou non, et lorsque le degré des sommets est de degré un ou non. Nous pouvons
remarquer, comme pour l’étude de la fusion de volumes, que ce faible nombre de cas résulte de la
réorganisation des fusions. Le tableau 6.2 récapitule l’évolution des caractéristiques topologiques
pour la fusion de faces.

TAB . 6.2 – Récapitulation de l’évolution des caractéristiques topologiques pour la fusion de faces.

#nF #nA #nS nG

Cas1 #F − 1 #A− 1 #S G
Cas2 Impossible
Cas3 #F #A− 1 #S − 1 G
Cas4 Impossible
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Nous voyons donc que deux cas conservent les caractéristiques topologiques invariantes. Les
deux autres cas poseraient éventuellement problèmes, mais ont été interdits lors des définitions
de nos différents niveaux de simplification. Cela prouve que nous ne perdons pas d’information
topologique lors de fusion de faces, mais également que nous avons bien pris en compte tous les
cas possibles, et traité les deux posant problème en modifiant nos définitions.

6.3.3 Fusion d’arêtes

La fusion d’arêtes ne peut pas entraîner de déconnexion. De plus, il n’existe pas plusieurs cas
différents. Nous avons tout le temps

#nF = #F
#nA = #A− 1
#nS = #S − 1

⇒ nG = G

La seule configuration qui pourrait poser problème, est la fusion d’une boucle avec une autre
arête. Mais ce cas ne peut pas arriver pour la carte de niveau3, étant donné que nous fusionnons
seulement des arêtes alignées. Pour le niveau5, nous avons rajouté la condition explicite interdi-
sant ce type de fusion.

Nous avons vu que les fusions de faces et d’arêtes conservent invariant le genre des objets, et ce
pour n’importe quelle configuration. Cela prouve donc que les cartes de niveaux1 à5 représentent
bien les mêmes informations topologiques, étant donné que ce sont les deux seules fusions utilisées
afin de calculer ces différents niveaux à partir du niveau1.

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné une définition algébrique de l’opération de fusion. Pour
cela, nous avons introduit la notion de degré deux local, qui permet de regrouper les cas de cel-
lules de dimension1 et dimension2. Nous avons pu ainsi prouver que l’opération de fusion est
valide. De plus, la définition est ici un peu plus générale que nos besoins pour la définition de la
carte topologique. Pour cette dernière, nous savons qu’elle est fermée et orientable, fait que nous
n’avons pas utilisé pour la définition de la fusion. De ce fait, cette définition est la plus générique
possible, et fonctionne dans n’importe quelle configuration, ce qui laisse plus de possibilités pour
son utilisation.

Nous nous sommes ensuite intéressé à l’ordre des différentes fusions effectuées afin de cal-
culer la carte topologique à partir de la carte de niveau0. Nous avons ainsi montré que la suite
des fusions effectuées peut être réorganisée afin d’être ordonnée selon la dimension décroissante
des fusions. Cette partie est intéressante pour deux raisons. Tout d’abord car cela nous a permis
de diminuer grandement le nombre de cas à considérer pour l’étude de l’évolution des caractéris-
tiques topologiques. Mais cela valide également l’algorithme optimal d’extraction, qui effectue les
fusions de manière désordonnée.

Enfin, l’étude sur l’évolution des caractéristiques topologique est primordiale car elle prouve
que les cartes de niveaux1 à5 représentent toutes les mêmes informations topologiques. De plus,
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elle permet de s’assurer que nous n’avons pas oublié de cas particulier. Elle confirme également
que les cas pouvant poser problèmes ont tous été correctement traités.

Pour être complet, cette étude aurait mérité d’intégrer la gestion des arêtes fictives. En effet,
nous nous sommes ici uniquement intéressé à l’opération de fusion elle-même. Mais nous avons
vu lors de la définition de la carte topologique que la gestion des arêtes fictives est primordiale
afin d’obtenir la représentation minimale. Il serait donc intéressant de montrer que le principe de
décalage d’arêtes fictives ne modifie pas les différentes caractéristiques topologiques. Ce point est
l’une de nos perspectives de recherche. Il faut pour cela montrer que ce décalage ne change aucune
caractéristique topologique, ce qui est évident intuitivement car nous ne modifions pas le nombre
de cellules, mais il faut également montrer que ce décalage conserve la connexité de chaque face,
point seulement abordé intuitivement dans ce travail.





CHAPITRE 7

TRAVAUX CONNEXES ET

DÉVELOPPEMENTS

Durant ce travail de thèse, nous avons eu l’occasion d’aborder plusieurs projets liés à notre
travail de recherche. Nous présentons ici quelques-uns de ces travaux. Le premier projet, présenté
section 7.1, concerne le développement d’un noyau géométrique à base topologique. Ce noyau
s’intègre dans le cadre du projet RNTL1 Nogémo. Le but de ce projet est de concevoir et de déve-
lopper un noyau géométrique modulaire pour modeleurs et simulateurs. Ce noyau est au cœur de
différents travaux. Nous avons travaillé sur deux d’entre eux, un modeleur géométrique à base to-
pologique,Moka, présenté section 7.2, et un projet d’analyse d’images pour une aide à la détection
de tumeurs cérébrales présenté section 7.3.

Section 7.4 nous présentons une étude sur l’intégration de la carte topologique dans un pro-
cessus de segmentation markovienne. Ce travail montre que la carte topologique peut être intégrée
dans des algorithmes de segmentation. Nous avons également travaillé sur quelques opérations de
modification de la carte topologique 2d et 3d, principalement les opérations de fusion et de cou-
pure. En effet elles constituent les opérations de base pour plusieurs algorithmes de segmentation.
De plus, nous avons étudié une opération intéressante, lecoraffinement, qui permet d’envisager
l’implantation d’algorithmes de segmentation en parallèle sur différents « morceaux » d’images,
l’image totale étant ensuite recomposée au moyen de cette opération. Ces opérations sont présen-
tées brièvement section 7.5. Enfin, nous avons étudié différentes possibilités pour implanter effi-
cacement la carte topologique, tout en conservant un programme modulaire et extensible. Cette
réflexion est présentée section 7.6.

7.1 Un noyau générique de 3-G-cartes

Ce noyau est la base du projet RNTLNogémo. Il a été initialement développé par Allan Fousse
et Daniel Menevaux, maîtres de conférences au laboratoire IRCOM-SIC. Nous l’avons ensuite
entièrement repris, afin de le stabiliser, de l’homogénéiser, de l’optimiser mais également de le
valider. Ce noyau étant au centre d’un projet de plate-forme logicielle, il se doit d’être le plus

1Réseau National des Technologies Logicielles.
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0.. ∗
Dart

alpha1: Dart *
alpha0: Dart *

alpha2: Dart *
alpha3: Dart *
embeddings: ListOf<Embeddings *>
marks: boolean[NB_MARKS]
used_orbits: boolean[16]

...
Embedding

id_orbit: Orbit 
attributes: ListOf<Attribute *>

...
+ virtual void save(ostream &) =0

+ virtual id_attrib get_type() =0

+ virtual void load(istream &) =0
...

Attribute0.. ∗
∗0..

used_marks: boolean[NB_MARKS]
darts: ListOf<Dart *>

used_orbits: boolean[NB_MARKS]

...

Gmap

FIG. 7.1 – Le schéma UML du noyau de 3-G-carte, représentation partielle.

générique possible. En effet, les différentes applications pouvant l’utiliser ont toutes des besoins
spécifiques différents. Dans sa version actuelle, ce noyau est basé sur les 3-G-cartes. Il permet
donc la modélisation de quasi-variétés orientables ou non de dimension inférieure ou égale à trois.
Il a été développé en C++, afin d’obtenir un code facilement modifiable, et extensible.

Nous expliquons brièvement la structure globale de ce noyau. Il comprend trois classes prin-
cipales : la classeGmapest la classe de base permettant de déclarer une 3-G-carte, la classeDart
représente un brin, et enfin la classeAttribute représente un attribut associé à une orbite particu-
lière. Cet attribut peut être géométrique, comme les coordonnées d’un point 3d que nous associons
à une orbite sommet, ou une 2-G-carte que nous associons à un plongement face, mais également
d’autres attributs de couleur, texture. . . Ce noyau permet d’associer à n’importe quelle orbite de la
3-G-carte n’importe quel type d’attribut. De plus, quel que soit le plongement et le type d’attribut,
nous avons implanté les coutures et décousures afin qu’elles mettent à jour ces attributs lorsque
cela est nécessaire.

Un attribut spécifique est associé à une orbite particulière. Plusieurs attributs différents peuvent
être associés à une même orbite. Par exemple, nous pouvons associer à une face une surface 2d,
une couleur et une texture. Ces attributs sont regroupés dans la classeEmbedding. Nous pouvons
voir figure 7.1 le schéma représentant ces classes, et la manière dont elles sont reliées. Sur ce
schéma UML, nous avons représenté seulement les principaux champs afin de ne pas entrer dans
les détails techniques.

La classeGmapest principalement composée d’un ensemble de brins, mais possède également
d’autres attributs. Le champused_orbitsest un tableau de 16 booléens, qui permet pour chaque
orbite de savoir si elle est plongée ou non. Cela permet de ne pas effectuer de parcours afin de
chercher un plongement, lorsque nous savons que cette orbite n’est pas plongée. Enfin, le champ
used_marksdonne les marques booléennes qui sont en cours d’utilisation. La classeGmappossède
des méthodes permettant de demander et de réserver une marque libre, et de libérer une marque.
Ces deux méthodes vont utiliser et mettre à jour ce tableau. Cette classe possède un grand nombre
de méthodes, permettant de créer ou supprimer des brins, de coudre ou découdre ces brins, avec ou
sans mise à jour des plongements, des méthodes pour affecter, supprimer ou récupérer unAttribut
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pour une orbite particulière. D’autres méthodes permettent de tester si un brin est marqué, de le
marquer ou le démarquer. Ce sont les principales méthodes que l’utilisateur peut appeler. Il existe
bien entendu plusieurs autres méthodes, certaines étant privées et utilisées en interne pour par
exemple mettre à jour les plongements, ou tester si deux brins appartiennent à une même orbite. . .

La classeDart possède quatre pointeurs afin de représenter les quatre involutionsα et une
liste d’Embeddingportées par ce brin. ChaqueEmbeddingcorrespond à une orbite particulière. Le
tableau de booléensused_orbitpermet de savoir enO(1) si ce brin porte unEmbeddingpour une
orbite. Cela évite de parcourir la listeEmbeddinginutilement. Enfin le tableaumarkscontient les
marques booléennes de ce brin.

La classeEmbeddingcontient un champid_orbit correspondant à un identificateur de l’or-
bite correspondant à cetEmbedding. Elle contient ensuite la liste desAttribute contenu dans cet
Embedding. La classeAttributeest une classe virtuelle pure. L’utilisateur désirant un attribut par-
ticulier va créer sa classe dérivant deAttribute, et fixer son « comportement ». Il faut, entre autres,
donner un identifiant différent à chaqueAttribut, définir les méthodesSaveetLoad. . . Cela permet
par exemple d’écrire une méthode de sauvegarde générique dans la classeGmap, qui va utiliser
la méthodeSavedes classesAttribut redéfinies par l’utilisateur. Nous avons également implanté
toutes les classesCoveragepermettant de parcourir les brins de chaque orbite possible. Ces classes
sont implantées « à la STL », comme des itérateurs. Cela permet par exemple d’utiliser l’opérateur
++ pour passer au brin suivant du parcours.

Nous ne détaillons pas plus les fonctionnalités de ce noyau. Son principal atout est d’être très
générique, nous n’avons fixé aucune contrainte sur son utilisation, à l’exception de la dimension.
De plus, il gère de manière transparente l’utilisation de n’importe quel plongement, ce qui permet
à un utilisateur non spécialiste de l’utiliser sans se préoccuper de cet aspect. Ses deux défauts
principaux sont sa lenteur et l’espace mémoire occupé. En effet, de par sa généricité, il effectue
beaucoup de tests afin de mettre à jour tous les éventuels plongements, et la structure en liste
de listes pour les attributs est coûteuse en espace mémoire. Mais ce noyau peut être considéré
comme un prototype. Lorsqu’une application spécifique nécessite un plongement particulier, il
est possible de spécialiser le noyau pour tenir compte de ce plongement, et ainsi supprimer des
tests, et les listes d’attributs. Nous obtenons alors un noyau spécialisé, pour lequel nous ne pou-
vons plus plonger n’importe quelle orbite, mais moins coûteux en temps d’exécution et en espace
mémoire. Ce changement de noyau pourra être effectué sans aucune modification des sources de
l’application, simplement en conservant la même interface entre la version générale et la version
spécialisée.

7.2 Moka : un modeleur géométrique à base topologique

Moka2 est un modeleur géométrique à base topologique. Il a été développé par Frédéric Vi-
dil lors de plusieurs stages que nous avons encadrés et co-encadrés. Durant ces mois de travail,
nous avons participé au développement de certaines fonctions spécifiques, comme par exemple les
opérations de fusion, bouchage, triangulation ou l’export xfig3.

2Pour modeleur de cartes.
3La majorité des figures de cette thèse sont d’ailleurs réalisées avec ce modeleur et cette fonction.
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FIG. 7.2 – Une photo d’écran de Moka.

Ce modeleur est basé sur le noyau présenté section précédente. De ce fait, nous avons pu
profiter de l’ensemble des fonctions déjà existantes, et nous consacrer ici uniquement à la couche
application et aux fonctions de haut niveau. La figure 7.2 présente une photo d’écran de Moka.
Nous pouvons voir que ce modeleur possède 4 fenêtres de visualisation différentes : 3 vues 2d sur
les différents plans possibles, et une vue 3d. Il est possible de basculer l’affichage sur une seule de
ces vues. L’utilisateur a à sa disposition un certain nombre d’objets qu’il peut créer, combiner et
déformer à sa guise. Ces objets de base sont de dimension 2, par exemple des lignes brisées, des
polygones réguliers ou non, ou des objets 3d comme des cubes, sphères, tores, pyramides, cônes.
Tout les différents paramètres de ces objets sont paramétrables, comme par exemple le nombre de
subdivisions de la sphère sur les parallèles et les méridiens, la position du centre, la direction. . .

Il existe de nombreuses opérations, les deux principales étant bien entendu la couture et la dé-
cousure. Il est possible d’effectuer ces deux opérations pour toutes les dimensions, mais également
de manière « intuitive » où la dimension est calculée automatiquement, suivant les dimensions déjà
cousues. La couture peut être réalisée de manière topologique ou géométrique, comme nous pou-
vons voir figure 7.3. La couture géométrique déforme le deuxième objet, par translation, rotation et
homothétie, afin que la face cousue soit de la même géométrie que la face du premier objet. Nous
voyons figure 7.3.b que cette couture permet de « plaquer » les deux objets. La couture topolo-
gique (cf. figure 7.3.c) n’effectue aucune modification géométrique. La face cousue du deuxième
objet récupère la géométrie de la face du premier objet de manière automatique, car les orbites
sommets sont fusionnés, mais le reste de l’objet ne subit aucune déformation géométrique.
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a. Deux objets. b. Après la couture
géométrique.

c. Après la couture
topologique.

FIG. 7.3 – La couture topologique et géométrique.

a. Une face et un chemin. b. Après l’extrusion.

FIG. 7.4 – L’opération d’extrusion d’une face le long d’un chemin.

Quelques-unes des autres opérations existantes sont le bouchage, la triangulation, la quadran-
gulation, la fusion, l’insertion de cellules, différents maillages, différentes extrusions. . . La plupart
de ces opérations fonctionnent pour n’importe quelle dimension. Par exemple la triangulation est
développée en dimension 1, ce qui revient à couper un segment en deux, en dimension 2 pour
trianguler une face, et en dimension 3 pour trianguler un volume en plusieurs tétraèdres. Nous
pouvons voir figure 7.4 un exemple d’extrusion d’une face le long d’un chemin. Cette opération
permet de construire un volume en faisant « courir » la face le long du chemin.

Ce modeleur continue a être développé, afin d’intégrer d’autres opérations plus complexes,
dont certaines sont primordiales dans le monde des CAO : principalement le chanfreinage et les
opérations booléennes, mais également les plongements splines, nurbs. . . De plus, c’est ce mode-
leur qui va être la base de travail pour la réalisation du projet Nogémo évoqué section 7.1. Mais
la version actuelle est déjà opérationnelle, validée d’ailleurs par sa grande utilisation dans cette
thèse, et possède suffisamment d’opérations pour modeler des scènes élaborées.
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7.3 Projet de détermination du volume tumoral cérébral

Ce projet a été réalisé par Cyrius Cayrous [Cay01] lors de son stage de DESS que nous avons
co-encadré. L’objectif de ce stage était la réalisation d’une interface intégrant des outils de seg-
mentation et de visualisation volumique sur des coupes IRM de cerveau. La réalisation de cette
application s’inscrit dans le cadre d’un projet de détermination du volume tumoral et de ses varia-
tions lors du suivi évolutif. L’outil informatique à développer a pour but d’aider le médecin dans
son choix de stratégie thérapeutique.

Nous avons tout d’abord intégré des algorithmes de segmentation [CAFMF01] au cœur d’une
interface graphique permettant de charger un ensemble de coupes scanner, et de les segmenter
en autorisant bien entendu le réglage de tous les paramètres de cette segmentation. Nous avons
également développé certaines opérations en 2d, comme la possibilité de visualiser l’ensemble
des coupes sous forme de mosaïque, de modifier les paramètres de couleur et contraste, afin de
faire ressortir certaines régions de l’image. . .

Puis, nous avons intégré l’algorithme optimal d’extraction de la carte de niveaun à partir
d’une image segmentée, présenté section 5.6. Étant donné le faible temps imparti, nous avons
implanté uniquement le niveau 3 de simplification. En effet, le nombre de traitements différents
à écrire pour traiter les précodes de ce niveau est beaucoup moins important que pour la carte
topologique. Cette application montre l’avantage de nos différents niveaux de simplification qui
offrent le choix aux utilisateurs de travailler avec un niveau particulier. Ce développement est
également basé sur le noyau de 3-G-cartes présenté section 7.2. De ce fait, il nous a fallu étudier
les traitements des précodes sur les G-cartes, étant donné que le travail présenté section 5.6 utilise
les cartes combinatoires. Mais cette conversion s’effectue sans difficulté particulière. Après avoir
construit cette carte, nous avons ensuite implanté des opérations en dimension 3, principalement
différentes possibilités de visualisation.

La figure 7.5 montre une capture d’écran du logiciel développé. Cette figure présente le mode
3d, sur lequel nous voyons la carte des frontières reconstruite à partir des coupes IRM préala-
blement segmentée. Nous avons sélectionné sur une de ces coupes une région, qui est présentée
en faces pleines en 3d. Nous pouvons indifféremment visualiser seulement cette région, en faces
pleines ou non, ou toutes les régions et cette région sélectionnée en faces pleines. Ce dernier mode
de visualisation permet de visualiser la position de cette région par rapport à l’image totale. Cet
affichage représente pour le moment les faces en intervoxel, ce qui explique le rendu « cubique »
des objets. Nous envisageons l’implantation d’algorithmes de lissage afin d’obtenir un meilleur
rendu pour l’affichage.

Ce travail peut être considéré comme un prototype, permettant de montrer quelques fonction-
nalités en 3d utilisant la carte combinatoire reconstruite. Mais nous envisageons de nombreuses
autres opérations afin de faciliter le travail du praticien, par exemple la modification interactive
de la segmentation lorsqu’il n’est pas satisfait de cette dernière. Pour cela, il faut pouvoir fusion-
ner certaines régions, ou au contraire relancer la segmentation seulement sur certaines régions en
modifiant les paramètres. De plus, nous devons définir les opérations permettant le calcul volumé-
trique d’une région sélectionnée de manière précise. En effet, la version actuelle se contente de
compter les voxels de cette région, et d’approximer le volume en connaissant les caractéristiques
de l’examen. Même si cela permet une première estimation, ce calcul n’est pas très précis et mérite
d’être amélioré.
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FIG. 7.5 – Capture d’écran du logiciel de détermination du volume tumoral cérébral.

7.4 Intégration de la carte topologique 2d dans un processus de seg-
mentation markovienne

Ce travail est le résultat du stage de recherche de DEA effectué par Pascal Bourdon [Bou01]
que nous avons co-encadré. La segmentation par champs de Markov est une des approches souvent
utilisées dans le monde du traitement des signaux et des images. C’est une méthode ditestochas-
tique, qui consiste à considérer l’image comme un processus aléatoire discret paramétrable dont
nous tentons d’estimer les paramètres associés à chaque région. Cette approche permet d’intégrer
facilement les critères d’appartenance à une région sous forme depotentiels.

L’idée de ce travail de recherche consiste à intégrer la carte topologique dans le processus de
segmentation markovienne, afin de pouvoir ainsi définir des potentiels calculés sur cette carte. Pour
cela, nous avons tout d’abord développé l’algorithme classique de segmentation markovienne,
sans utiliser la carte topologique. Afin d’intégrer ensuite ces dernières, nous avons implanté l’al-
gorithme optimal d’extraction de la carte topologique à partir d’une image. La partie importante
de recherche a été la définition de nouveaux potentiels pouvant se calculer sur cette carte. De plus,
il nous a fallu étudier la manière dont ces nouveaux potentiels peuvent s’intégrer aux potentiels
classiques.

Nous avons défini un potentieltaille permettant de défavoriser la création de région de pe-
tite taille. Ce potentiel peut se calculer très simplement et efficacement sur la carte topologique.
Les résultats obtenus sont encourageants et montrent que l’intégration de ce potentiel améliore la
segmentation, en limitant effectivement la création de petites régions, qui sont souvent le résultat
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d’une sur-segmentation. Les différents problèmes techniques rencontrés lors de ce travail nous ont
empêchés de tester d’autres potentiels. Mais ces premiers résultats montrent la faisabilité de cette
nouvelle approche, tant pour le domaine du traitement des signaux et des images que pour celui
de l’infographie ou de l’imagerie combinatoire. Nous envisageons de poursuivre ce travail lors
d’un second stage de DEA. Nous pouvons maintenant étudier directement les potentiels calculés
sur la carte topologique, étant donné que les problèmes techniques ont déjà été résolus. Les pos-
sibilités sont nombreuses : nous envisageons des potentiels de rugosité, de forme, de relation de
voisinages. . . Le calcul de ces critères sera plus facile et efficace grâce à la carte topologique.

7.5 Quelques opérations sur la carte topologique 2d et 3d

Ce travail est le résultat du stage de recherche de DEA effectué par Patrick Resch [Res01a,
Res01b] que nous avons encadré. Le but de ce stage était de définir les opérations de fusion et
de coupure sur la carte topologique 3d. Ces opérations sont en effet la base de nombreux algo-
rithmes de segmentations en dimension 2, et donc de futurs algorithmes de segmentations 3d. De
plus, ces deux opérations sont également importantes dans une optique interactive de contrôle
d’une segmentation. En effet, la plupart des outils de segmentation doivent autoriser le contrôle,
et éventuellement la modification interactive d’une segmentation automatique. Un expert doit en
effet obligatoirement valider la segmentation dans les domaines sensibles, comme par exemple
l’imagerie médicale, et pouvoir fusionner deux régions s’il juge qu’elles ont été sur-segmentées,
ou au contraire couper une région lorsqu’il le désire.

Au cours de ce travail, nous nous sommes également intéressé à une autre opération, dans
une optique de parallélisation de l’algorithme de segmentation : lecoraffinement. L’idée consiste
à couper une grosse image en plusieurs petits blocs, segmenter ensuite chaque bloc séparément en
parallèle, puis reconstruire la segmentation de l’image globale en « recollant » chaque morceau
d’image. L’opération effectuant ce recollement est le coraffinement. Ce principe permet d’envi-
sager la segmentation de grosses images. En effet, les algorithmes de segmentation sont souvent
gourmands en temps de calcul, et la taille des données à traiter est très importante en 3d.

Afin de définir ces trois opérations en dimension 3, nous avons tout d’abord commencé à
les étudier en dimension 2, de manière similaire à la démarche utilisée pour ce travail de thèse.
En effet, les problèmes de visualisation de la carte topologique 3d freinent considérablement sa
compréhension. Le fait de repartir en 2d permet de bien comprendre les problèmes des différentes
opérations, et de mieux envisager ces mêmes problèmes en passant à la dimension supérieure. De
plus, nous avons réutilisé certaines techniques 2d pour certains traitements spécifiques 3d.

Nous avons défini ces opérations de manière locale, chaque fois que cela était possible. Cette
technique permet de limiter le nombre de cas à traiter, et simplifie donc les algorithmes. De plus,
nous avons également préféré une légère perte en complexité au profit d’une plus grande sim-
plicité des algorithmes, afin d’en faciliter la compréhension. En effet, de nombreux points sont
assez techniques et l’écriture optimale de l’opération devient vite incompréhensible. Nous ne dé-
taillons pas ici ces algorithmes car cela demanderait un chapitre complet, mais le lecteur intéressé
pourra se référer à [Res01a, Res01b, DR02]. Nous allons maintenant étudier comment intégrer ces
algorithmes dans un processus de segmentation 3d.
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7.6 Implantation optimisée de la carte topologique 2d et 3d

Afin d’implanter la carte topologique ainsi que les différents algorithmes d’extraction, nous
avons développé un programme permettant de la représenter et de la manipuler. Étant donné les
plongements différents qu’il est possible d’utiliser, ce programme devait être modulaire afin de
pouvoir changer facilement de plongement sans trop de problème. Nous avons pour cela choisi le
langage C++ afin de réaliser un modèle objet facilement extensible. Mais nous avons un problème
d’optimisation, tant au niveau de l’espace mémoire que du temps d’exécution. En effet, de par la
taille importante des données à traiter, principalement en dimension 3, il faut minimiser l’espace
mémoire utilisé par l’application afin de pouvoir travailler sur des images de taille raisonnable.
Mais nous avons également un problème de complexité en temps d’exécution. Si l’algorithme
d’extraction demande trop de temps, il ne sera pas utilisable dans des domaines applicatifs traitant
les images dans des délais assez courts. Ces trois problèmes sont souvent en opposition. Un code
C++ modulaire est souvent plus lent en temps d’exécution qu’un code C totalement optimisé, et
l’amélioration du temps d’exécution se fait souvent au détriment de l’espace mémoire. Nous avons
donc essayé de trouver un compromis entre ces trois contraintes, mais en privilégiant légèrement
l’espace mémoire car nous avons jugé que c’était la contrainte la plus importante.

Nous ne détaillons pas précisément cette étude, mais en donnons seulement les idées princi-
pales. Le lecteur intéressé pourra se reporter au rapport de recherche [DF99]. La première consta-
tation que nous avons faite est que l’utilisation des méthodes virtuelles est coûteuse en temps
d’exécution et en espace mémoire. En effet, chaque classe possédant une méthode virtuelle ré-
serve un pointeur vers la table des méthodes virtuelles afin de résoudre les appels à ces méthodes
de manière dynamique. Une classe ayant une méthode virtuelle a 4 octets de plus que la même
classe sans méthode virtuelle. De plus, les appels aux méthodes virtuelles sont résolus dynamique-
ment, ce qui entraîne une indirection supplémentaire, mais surtout interdit le mécanisme d’inline.
Une méthodeinline est recopiée à l’endroit où elle est appelée, ce qui évite un appel de fonc-
tion ainsi que l’empilement des paramètres. De ce fait, un appel à une méthodeinline est moins
coûteux en temps qu’un appel à une méthode noninline. Ces deux raisons font qu’un appel à une
méthode virtuelle prend plus de temps qu’un appel à une méthode non virtuelle. Mais les méthodes
virtuelles sont les seules possibilités, en C++, d’obtenir un code modulaire. Il faut donc jongler
entre les deux aspects, et définir certaines méthodes virtuelles lorsqu’elles sont susceptibles d’être
redéfinies, et les autres non virtuelles afin qu’elles soient moins coûteuses en temps d’exécution.
Les différents tests que nous avons effectués entre une implantation où toutes les méthodes sont
virtuelles, et une deuxième où seules un petit nombre le sont montrent que le temps d’exécution de
la première solution est en moyenne deux fois plus important que pour la deuxième implantation.

Nous avons ensuite étudié la manière de représenter les brins par rapport aux différents plon-
gements que nous utilisons. En dimension 2, nous avons implanté le plongement « arête ouverte
et sommet » présenté section 4.3, afin de ne pas représenter un même sommet géométrique plu-
sieurs fois. L’implantation directe de ce plongement consiste à ajouter un pointeur par brin pour
le plongement arête, et un pointeur par brin pour le plongement sommet. Mais un seul brin par
orbite sommet désigne effectivement le plongement correspondant, et un seul brin par orbite arête
désigne le plongement arête. Les autres brins n’utilisent pas ces pointeurs, et l’espace mémoire
correspondant est inutile. Afin de résoudre ce problème de perte d’espace mémoire, nous avons
utilisé pleinement les mécanismes objets, et implanté le modèle objet présenté figure 7.6.
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+dessineToi()
+dessineArete(b:Brin2dP)
+dessineFace(b:Brin2dP)

Carte2d
+Psommet() : P_sommet

+Parete() : P_arete

Brin2d

+dessineToi()

P_arete
+Coordonnees() : Coord

P_sommet

point

seg−pt

na−pt

c1d−pt

c1d−np

seg−np

na−np

carte1d

FIG. 7.6 – Le modèle objet de notre implantation de la carte topologique 2d.

La classeCarte2dest un ensemble deBrin2d. Cette classeBrin2d est virtuelle pure et n’a
aucun attribut. Elle possède des méthodes permettant de récupérer le plongement arête et le plon-
gement sommet qui sont virtuelles pures. Les deux classes virtuelles puresP_areteet P_sommet
représentent les plongements arêtes et sommets. Le fait d’avoir ces classes génériques autorise le
développeur à choisir la manière dont il désire réaliser ces plongements. Nous plongeons les som-
mets par un point géométrique, et les arêtes par des cartes 1d. Nous dérivons ensuite 6 classes de
brins différentes de la classeBrin2d. Ces six classes s’expliquent par l’ensemble des possibilités
de plongement d’un brin. Il peut porter un plongement sommet ou non, porter un plongement arête
ou non. Dans ce dernier cas, soit le plongement arête est un segment, soit c’est une courbe ouverte.
Nous différencions ces deux cas car une arête ayant pour plongement un segment ne pointe pas
vers une 1-carte de plongement, étant donné que ces cartes sont ouvertes. Ces six classes ont pour
nom sur le modèle objet de la figure 7.6seg-np, seg-pt, c1d-np, c1d-pt, na-ptetna-np. La première
partie du nom concerne le plongement arête :segpour plongé segment,c1dpour plongé carte 1d,
na pour non plongé arête ; et la deuxième partie concerne le plongement sommet :pt pour plongé
sommet etnppour non plongé sommet. Six est donc le nombre de possibilités de combiner un des
trois plongements arêtes avec un des deux plongements sommets. Grâce à ces six classes, chaque
brin de la carte possède exactement les attributs qui lui sont nécessaires, il n’y a plus aucun attribut
inutile et l’espace mémoire utilisé est donc optimal.

Ces six classes de brins définissent chacune les méthodes permettant de récupérer le plonge-
ment sommet et le plongement arête, qui suivant les cas (que nous ne détaillons pas ici) retourne-
ront l’attribut porté par le brin, ou appelleront la méthode d’un autre brin appartenant à la même
orbite. Cette implantation privilégie l’espace mémoire au détriment d’une légère perte en temps
d’exécution. En effet, les méthodes permettant d’affecter un plongement à un brin devront, suivant
le type de ce brin, créer un nouveau brin d’un autre type afin de pouvoir effectuer cette affec-
tation. Cela entraîne donc une allocation mémoire suivie d’une désallocation. Ces modifications
de type de brins se font de manière transparente sans que l’utilisateur ait besoin de les gérer. De
plus, suivant les besoins en espace ou en temps, il est possible d’effectuer des compromis afin
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de faire moins de changements de type de brins en regroupant certaines classes de brins, ce qui
entraîne donc une légère perte en espace mémoire. Nous avons comparé cette implantation avec
l’implantation classique de ce même modèle, ayant une seule classe brin avec deux pointeurs vers
les éventuels plongements. Les résultats obtenus montrent un gain de l’ordre de 30% en espace
mémoire, ce qui est très important pour de grosses images. De plus, la perte en temps d’exécution
est minime, de l’ordre de 1%.

Pour l’implantation de la carte topologique 3d, nous n’avons pas développé le même modèle
objet car nous n’avons pas implanté le plongement surface ouverte, arête ouverte et sommet. Pour
réaliser cette implantation, nous aurions alors 18 classes de brins représentant toutes les combinai-
sons possibles entre les trois plongements. Mais comme pour la dimension 2, il est envisageable
de regrouper certaines de ces classes, afin de diminuer leur nombre ainsi que les modifications
de type, mais au prix d’une perte en espace mémoire. Pour implanter le plongement uniquement
face, nous avons seulement deux types de brin suivant s’il pointe vers un brin d’une 2-G-carte ou
non. Dans ce deuxième cas, c’est que le brin lui étantβ3-cousu porte cette information, que nous
pouvons alors retrouver sans problème. Afin de représenter les 2-G-cartes de plongements, nous
avons utilisé le même principe que pour la carte topologique 2d, et implanté les 6 classes de brins
afin que ces cartes soient minimales en espace mémoire.

Nous ne détaillons pas plus les différents tests que nous avons effectués afin de comparer
différentes implantations, des solutions intermédiaires, avec ou sans méthodes virtuelles, avec
des allocateurs par blocs. . . Cette étude permet de comprendre un peu mieux les mécanismes
objets du C++ et permet d’implanter la carte topologique de manière efficace dans ce langage.
Bien entendu cette implantation ne peut pas être aussi efficace qu’une implantation « brutale » en
langage machine, mais nous obtenons un bon compromis entre efficacité en espace, en temps et
modularité. C’est bien notre objectif initial, afin d’obtenir un programme facilement extensible et
modifiable.

7.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre quelques-uns de nos différents travaux, réalisés dans
des domaines proches de notre cadre de recherche. Ces travaux ouvrent tous des perspectives
de recherche ou des possibilités de développement logiciel. De plus, certains de ces travaux ont
été réalisés en collaboration avec des chercheurs en traitement du signal, domaine que nous ne
connaissions que très peu, et qui s’est avéré très enrichissant.

Moka, bien que n’étant pas totalement achevé, est opérationnel et laisse entrevoir de nom-
breuses possibilités d’évolutions. De plus, la plate forme logicielle qui va être développée autour
du noyau doit intégrer de nombreuses applications différentes. Des logiciels de CAO, inspirés plus
ou moins directement de Moka, des logiciels d’analyses d’images 3d, des logiciels de segmenta-
tion utilisant le modèle des cartes topologiques, un modeleur discret. . .

Pour la partie opérations sur la carte topologique, nous avons jusqu’ici étudié trois opéra-
tions de modification, mais nous envisageons maintenant de nombreuses autres possibilités. Ce
travail est nécessaire afin d’offrir de nombreux outils aux utilisateurs éventuels de ce modèle. Une
perspective nous tenant particulièrement à cœur est le développement d’une branche de Moka tra-
vaillant avec des cartes topologiques. Cela pose quelques problèmes, étant donné que nous avons
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défini ce modèle dans le cadre de la représentation d’images segmentées, ce qui n’est plus le cas
si nous travaillons maintenant en interactif. Mais les modifications à apporter doivent être pas trop
importantes et ce projet doit donc être réalisable.

Notre étude sur l’implantation de la carte topologique est primordiale afin de pouvoir obtenir
un programme efficace en temps d’exécution et n’occupant pas un espace mémoire « trop » im-
portant, tout en étant modulaire et extensible. Ces trois problématiques sont en opposition, mais
notre solution consiste en des compromis entre ces trois aspects. Suivant les besoins spécifiques
d’une application, il est possible de privilégier la complexité en temps ou en espace mémoire, en
utilisant des solutions intermédiaires.



CHAPITRE 8

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Au cours de cette thèse, nous avons défini un modèle topologique minimal de représentation
d’images segmentées en deux et trois dimensions : la carte topologique. Ce modèle est similaire
en dimension deux à deux modèles existants, le graphe topologique des frontières et les cartes
discrètes. L’apport de ce travail pour cette dimension est d’avoir introduit une nouvelle notion de
niveau de simplification. Ces niveaux permettent de définir simplement et progressivement la carte
topologique 2d, et ainsi d’étendre cette définition en dimension supérieure. De plus, ces niveaux
facilitent l’étude de ce modèle, en permettant de se concentrer sur chaque niveau de simplification,
et sur le passage entre deux niveaux successifs.

Cela nous a permis de mettre en évidence les problèmes de déconnexion pouvant survenir,
principalement en dimension trois étant donné que c’est pour cette dimension qu’ils sont les
plus délicats à résoudre. Leur résolution est facilitée car un problème particulier survient pour
la construction d’un niveau précis, ce qui limite les configurations à étudier. Ces problèmes de dé-
connexion nous ont amené à étudier précisément les arêtes fictives et le rôle qu’elles jouent dans
la définition de la carte topologique. Ce rôle est en effet primordial afin d’obtenir la représentation
minimale. L’étude détaillée de l’opération de fusion nous a ensuite permis de valider la définition
de la carte topologique, en montrant que la construction des différents niveaux de simplification
n’entraînait pas de perte d’informations topologiques.

Nous avons ensuite défini des algorithmes d’extraction de ce modèle. Un premier algorithme
simple découle immédiatement de notre définition progressive de la carte topologique. Puis, nous
avons défini un algorithme optimal, en une seule passe de l’image et un nombre minimal d’opé-
rations. Cet algorithme reprend le principe d’extraction à base de précodes, déjà utilisé par Chris-
tophe Fiorio. Mais les niveaux de simplification nous ont permis de factoriser de nombreux cas
différents et de réduire ainsi ce nombre. Pour la dimension trois, nous sommes ainsi passé de 4140
cas différents à 129. Cette factorisation est grandement facilitée par les différents niveaux. En ef-
fet, nous étudions seulement pour chaque niveau les cas supplémentaires à traiter par rapport au
niveau précédent.

Les travaux menés dans cette thèse peuvent être poursuivis dans différentes directions. Tout
d’abord, nous devons étudier plus avant les deux points partiellement traités dans ce travail.
L’étude des arêtes fictives et de leur gestion pour l’algorithme optimal d’extraction en dimension
trois doit être approfondie afin de prouver que nous obtenons bien la représentation minimale.

209
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En effet, la preuve a été donnée pour la définition de la carte topologique, mais il est nécessaire
d’effectuer cette preuve pour l’algorithme optimal et les différents précodes. Le deuxième point
concerne les arêtes fictives et l’étude de l’évolution des caractéristiques topologiques lors du déca-
lage de ces arêtes. Nous devons prouver que ce décalage préserve le genre des objets représentés et
conserve également la connexité de chaque face, fait que nous avons seulement abordé de manière
intuitive.

Nous désirons ensuite nous intéresser à la définition de la carte topologique en dimensionn.
La définition progressive peut s’étendre sans problème particulier. Nous obtenons alors2n − 1
niveaux de simplification, le niveaun étant la carte des frontières pouvant se plonger uniquement
par ses sommets. Il faut ensuite s’intéresser aux problèmes de déconnexion. La technique utilisée
en dimension deux et trois peut s’étendre sans problème en dimension quelconque. L’adjonction
d’un arbre d’inclusion des régions permet de résoudre la déconnexion en dimensionn. Pour les
déconnexions des dimensionsn − 1 à deux, il suffit de conserver des éléments fictifs. Le point
intéressant à étudier est l’extension du principe de décalage des arêtes fictives. C’est en effet
ce principe qui permet l’obtention de la représentation minimale. Il s’agit d’étudier la manière
de décaler les éléments fictifs de n’importe quelle dimension, ce qui doit pouvoir s’effectuer de
manière similaire au décalage d’arête, mais également de voir les configurations possibles de ces
éléments fictifs. Par exemple, en 4d, est-il possible d’avoir une arête fictive à l’intérieur d’une
face fictive ? Comme pour la dimension trois, la gestion de ces éléments fictifs est primordiale et
nécessite une étude approfondie.

Nous proposons également quelques perspectives autour des algorithmes d’extraction. Un pre-
mier point porte sur l’étude de l’ordre des fusions pour l’algorithme d’extraction naïf. En effet,
nous avons vu que nous devions tester à nouveau l’ensemble des arêtes de la carte après une fu-
sion de faces, afin de ne pas oublier des fusions. Il serait intéressant de déterminer un ordre pour
ces fusions de faces permettant de s’affranchir de ces tests redondants, mais également des tests
de déconnexion. Il faut pour cela trouver un ordre sur les fusions de faces conservant chaque face
connexe, et commençant par les fusions aux extrémités de la carte. En effet, une fusion de faces
le long d’une arête incidente à un sommet de degré un ne peut pas entraîner de déconnexion. De
plus, cette fusion peut entraîner la création d’un nouveau sommet de degré un, et la prochaine
fusion à effectuer pourrait alors être le long de l’arête lui étant incidente. La définition d’un tel
ordre entraînerait la diminution de la complexité de l’algorithme naïf. Il deviendrait linéaire au
lieu d’être quadratique.

Pour ce qui concerne l’algorithme optimal, il serait intéressant d’obtenir les formules combi-
natoires permettant de calculer le nombre de précodes variétés en dimensionn, mais également
les formules permettant de calculer le nombre de précodes supplémentaires à traiter pour chaque
niveau de simplification. Nous avons défini la formule correspondant au niveau 1, qui est sim-
plement2n, ainsi que celles des niveaux 2 etn. Mais il reste à déterminer les nombreuses autres
formules. De plus, nous devons nous intéresser aux possibilités de factorisation des précodes si-
milaires. Nous avons en effet introduit la notion de précodes isomorphes par rotation qui nous a
permis de réduire le nombre de cas à étudier, mais il existe peut-être d’autres possibilités.

Nous avons également plusieurs projets qui consistent à poursuivre les travaux présentés au
chapitre 7. Nous devons définir différentes opérations de modification de la carte topologique 3d,
afin de mettre à la disposition d’utilisateurs potentiels un panel d’outils leur permettant de tra-
vailler avec ce modèle. Nous allons également nous intéresser à la manière de développer une
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branche de Moka basée sur les cartes topologiques. Ces deux points sont liés, étant donné que
pour définir un modeleur basé sur la carte topologique, nous avons besoin de différentes opé-
rations de modification. Les résultats de ces travaux pourront ensuite s’intégrer à un logiciel de
segmentation 3d, comme par exemple le projet de détermination du volume tumoral cérébral, afin
de permettre des opérations interactives autorisant un expert à corriger éventuellement le résultat
de la segmentation.

Nous allons également poursuivre nos travaux afin d’utiliser la carte topologique, en deux et
trois dimensions, dans des algorithmes de segmentation où pour faire du raffinement de segmen-
tation. Nous voulons étudier comment utiliser les informations topologiques fournies par notre
modèle afin de définir des critères de segmentation. Nous envisageons également d’autres utilisa-
tions de la carte topologique, par exemple lors d’une phase de pré-segmentation pour distinguer
les zones texturées ou lors d’une phase de post-segmentation pour supprimer les petites régions
que nous pouvons considérer comme du bruit.

Un autre point de recherche qui nous intéresse particulièrement, mais que nous n’avons pas
du tout abordé pour le moment, est la reconnaissance des plans discrets afin de représenter les
surfaces de plongement. En effet, le plongement utilisé actuellement est composé de 2-G-cartes
représentant uniquement des faces parallèles aux plans orthotropes. La polyédrisation de ces sur-
faces entraînerait la diminution de l’espace mémoire nécessaire à leurs représentations, mais per-
mettrait également d’utiliser des algorithmes de géométrie discrète de visualisation, de lissage.
Dans la même voie de recherche, nous allons collaborer au développement d’un modeleur discret.
Il doit avoir des fonctionnalités similaires à celles proposées par Moka, mais doit pouvoir utiliser
des plongements discrets. Il est basé sur une évolution du noyau générique de 3-G-carte permet-
tant de représenter les non variétés. Ce projet ressemblant à Moka sous certains aspects est très
proche de notre travail de recherche et des préoccupations de cette thèse, étant donné que nous
représentons des images, donc des assemblages de cubes en dimension trois.

Un autre thème de recherche que nous allons très prochainement aborder concerne les py-
ramides combinatoires. En effet, les travaux autour de ces pyramides sont très proches de notre
travail, et il est intéressant d’en étudier les similarités et les différences. Nous devons pour cela
étudier les opérations de contraction et suppression d’arêtes en regard de l’opération de fusion.
Sous certaines conditions, ces opérations sont en effet équivalentes. De plus, les travaux actuels
portent pour le moment sur la dimension deux, et nous pourrions apporter la possibilité de passer
en dimension supérieure.
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