CHAPITRES

L A CARTE TOPOLOGIQUE
EN DIMENSION 3

Nous définissons dans un premier temps la carte topologique en dimansioétendant notre
définition progressive donnée en dimensioiCette extension ne pose pas de probléme majeur, a
I'exception des problemes de déconnexion. Ce type de probleme se produit déja en diension
mais uniguement entre des régions, et est résolu par I'adjonction d’'un arbre d’inclusion. Pour la
dimension3, ce probléme se pose également pour les régions et la solution est toujours I'adjonc-
tion d’'un arbre d'inclusion. Mais un autre probléeme de déconnexion apparait pour les faces, et
n'a pas d’équivalent en dimensi@n La résolution de ce probléme consiste a conserver des élé-
ments fictifs, ici desarétes fictivespermettant que chaque face reste homéomorphe a un disque
topologique. Nous étudions précisément ces arétes fictives, afin de déterminer leur réle et leurs
propriétés. Elles jouent en effet un réle crucial dans I'obtention d’une représentation minimale.

Nous présentons ensuite des algorithmes d’extraction. L'algorithme naif ne pose pas de pro-
bléme particulier, comme en dimensi?nl’algorithme optimal est également simple a définir en
dimensiors, étant donné qu'il se résume a un balayage de I'image en exécutant le code correspon-
dant au précode courant. Mais comme pour la dimengjda difficulté réside dans la définition
des précodes a traiter pour chaque niveau de carte. Nous avons effectué une étude précise de ces
précodes afin de définir exactement ceux a traiter pour extraire chague niveau de carte, mais éga-
lement afin de factoriser ceux pouvant se traiter de maniere similaire.

Le plan de ce chapitre est volontairement trés proche de celui du chapitre précédent présentant
la carte topologique en dimensi@npour mieux mettre en évidence les similarités ou les diffé-
rences entre ces deux dimensions. Nous commencgons section 5.1 par un rappel sur lexdimages
segmentées en régions, et sur les frontieres dans ces images, qui peuvent étre définies a I'aide de
la notion d'intervoxel. Mais nous avons vu en dimensioque la définition des frontieres inter-
pixel est inutile pour définir la carte topologique. Nous ne définissons donc pas formellement cette
notion. Section 5.2, nous définissons la carte topologique en dimehsRuis section 5.3 nous
traitons les problémes de déconnexion et étudions en détail les éléments fictifs. Section 5.4 nous
présentons quelques plongements possibles pour la carte topologique. Section 5.5 nous étudions
I'algorithme d’extraction naif qui découle, comme pour la dimengiodirectement de la défini-
tion de la carte topologique. Puis section 5.6 nous présentons I'algorithme optimal d’extraction,
ainsi que les précodes a traiter pour extraire chague niveau de carte. Section 5.7, nous donnons
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78 Chapitre 5. La carte topologique en dimension 3

un troisieme algorithme d’extraction, qui est une solution intermédiaire intéressante entre les deux
premiers algorithmes. Enfin section 5.8 nous analysons quelques résultats et étudions I'évolution
de quelques caractéristiques sur les différents niveaux de carte, la section 5.9 conclut ce chapitre.

5.1 Images, segmentation en régions et intervoxel

Il s’agit de représenter des imagéd segmentées en régions. Nous rappelons d’abord cette
notion, puis présentons la notion d’intervoxel et discutons de la notion de frontiére en din&nsion
en montrant en quoi la définition de ces frontiéres est plus complexe qu’en dimeénsion

5.1.1 Lasegmentation en régions

Unvoxelest un point coloré de I'espace discZet et uneémageest un ensemble fini de voxels.
Nous utilisons er3d les notions dé-voisinageet de6-connexité La notion desegmentation en
régionsest similaire a celle présentée en dimenslpgauf que chaque élément de la partition,
c’est-a-dire chaque région, doit maintenant étre un enseérbbenexe. Comme pour la dimen-
sion2, nous considérons que 'image est incluse dansrégi®n infinie Ry contenant I'ensemble
des voxels n'appartenant pas a I'image. La notion d’inclusion s'étend également immédiatement
en dimensiors.

Définition 22 (inclusion) Une régionR; estinclusedans une régiomk; si et seulement si tout
chemin6-connexe allant d'un voxel d&; vers un voxel deky (la région infinie) posséde au
moins un voxel appartenant a la régiaty.

Nous ne revenons pas sur les propriétés de cette relation, qui sont les mémes que pour la
dimensior2. Il en va de méme pour la relati@hinclusion directeprésentée définition 13, définie
a partir de la relation d’inclusion, et qui reste donc valable ici.

5.1.2 Intervoxel et frontiéres

L' intervoxelest simplement I'extension en dimensidde I'interpixel défini en dimension.
L'espace de dimensiohest composé de voxels, et nous considérons la subdivision de cet espace
en cellules de dimension inférieure ou égale. Cette subdivision représentexatscellules de
dimension3, dessurfels cellules de dimensioR « entre » deux voxels, ddignels cellules de
dimensionl « entre » deux surfels et dpsintels cellules de dimensiof « entre » deux lignels.

Nous parlons, comme pour la dimensi?nde i-cellule pour une cellule de dimensian Ces
différentes cellules sont présentées figure 5.1.

Les notions dadjacenceet d’incidence présentées en dimensidrsection 4.1.2, restent va-
lides en dimensiof. Informellement, undérontiereentre deux régions est I'ensemble des cellules
se trouvant entre ces deux régions. En dimengionne frontiére est une courliel. En effet,
comme chaque région estconnexe, de par la définition de la segmentation en régions, une fron-
tiere ne peut pas étre composée seulement d'un pointel. En dimehsiae frontiére est main-
tenant une surface, du fait de la définition de la segmentation en régions qui implique que chaque
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lignel surfel

pointel
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FiGc. 5.1 — Les divers éléments intervoxel en dimension

région soit6-connexe. C’est ici qu’apparait une difficulté supplémentaire. En effet, il faut étudier
les bords de ces surfaces frontiéres, car ce sont eux qui sont représentés par les cartes combina-
toires.

Le probléme de définition de surface en dimensiast difficile et releve du domaine de la
topologie discréte. Il a été étudié par de nombreux travaux qui utilisent la topologie discréte afin de
définir les surfaces comme des ensembleg-dellules, ou surfels, qui sont les bords des voxels.

Des algorithmes de détection de telles surfaces par suivi de contour ont tout d’abord été proposés
par [AFH81, GUB89]. Les preuves de la validité de ces algorithmes ont été publiées seulement
guelques années plus tard dans [HW83, KU92] de par les difficultés de celles-ci. Mais ces deux
approches ne s’intéressent pas a la définition théorique de ces surfaces.

D’autres travaux plus théoriques se sont penchés sur la définition des surfaces dans le cadre de
la topologie interpixel. [KF81] prouve qu’'un ensemble de faces esturaiété si elle satisfait
aux trois conditions suivantes :

— les faces s’intersectent seulement par des arétes ou des sommets;;

— chague aréte appartient seulement a deux faces;

— les faces autour d’'un méme sommet peuvent étre ordonnées de sorte que deux faces consé-

cutives pour cet ordre s'intersectent par une aréte incidente a ce sommet.

Ces surfaces ont été étudiées également par [RKW91]. Mais elles ne sont pas utilisables pour
notre travail, car elles sont définies uniqguement pour des objets noir et blanc, afin d'utiliser une
connexité différente pour I'objet et pour le fond.

Nous présentons ici les propriétés que nous aimerions voir satisfaites par les surfaces que nous
traitons et montrons les problémes que cela souléve. Cela nous permet lors de la présentation de
la carte topologique section 5.2, de montrer comment ces problemes sont résolus avec les cartes
combinatoires alors que ce n’est pas le cas en intervoxel.

Il faut tout d’abord que la définition des surfaces en dimens8igpit « cohérente » avec les
objets en dimensioR, tout simplement car une surface en dimensi@st un objeRd. Mais cette
propriété pose un premier probleme. En effet, en dimersaraque lignel d’'un objetd est inci-
dent a un ou deux surfels de cet objet. Mais cela n’est plus vrai pour les surfaces en dirignsion
comme nous pouvons voir sur I'exemple présenté figure@5Cet exemple montre un objad,
représenté par sa surface. Nous pouvons voir qu’elle possede un lignel incideutéls, ce qui
est impossible en dimensi@n Cela pose des problemes dans la définition des surfaces, car nous
devons différencier ce type de cas de ceux non valides de surfaces repliées sur elles-mémes. Une
solution, utilisée par exemple dans [AAF95], consiste dans ce cas a ne pas considérer ce lignel
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a. Un lignel incident at surfels. b. Un pointel incident&lignels.

FIG. 5.2 — Deux exemples de problemes pour la définition des surfaces.

comme faisant partie de la surface. Mais cette solution n'est pas trés satisfaisante, car des trous
apparaissent localement, ce qui n'est pas cohérent avec les définitions existantes en diznension

Il faut également que les bords des surfaces soient des courbes de dimerEiomeffet,
les cartes combinatoires représentent le bord des faces. Cette propriété pose un autre probléme,
comme nous pouvons le voir figure :2Dans ce cas, un pointel est incideng #ignels, et la
courbeld représentant le bord de la surface en gris fbpeise pat de ces lignels, et deux fois
par le pointel. Il faut donc redéfinir la notion de courwkafin d’autoriser ce type de courbe, tout
en interdisant certaines configurations impossibles. Un probléme similaire se pose pour I'objet de
la figure 5.2a, ou un lignel appartient deux fois dans la méme couxhe

Définir les surfaces en dimensignest donc un probléme difficile. Mais nous avons vu au
chapitre précédent, lors de la définition de la carte topologique en dimeh<ijme la définition
des frontiéres interpixel n'est pas nécessaire pour définir cette carte. En effet, cette définition
s'effectue uniguement a partir de la carte compléte, qui représente toutes les cellules de I'espace
sans utiliser la notion de frontiére, puis par application de plusieurs opérations de fusions qui n’ont
plus aucun lien avec les frontiéres interpixel. Etant donné que nous étendons cette définition de
la carte topologique en dimensi@n nous n'avons donc pas besoin de la définition précise des
frontieres intervoxel car nous conservons le méme principe de définition progressive basé sur nos
différents niveaux de simplification.

Nous utilisons ces frontiéres afin de prouver que la carte topologique représente bien toutes
les propriétés topologiques de I'image. Pour cela, nous définissons partiellement ces frontiéres,
uniquement pour leurs surfels. Ufrentiere intervoxel entre deux régionB; et R; est un en-
semble de surfaces, tel que chaque surfel de celles-ci est incident exactement & un &yl de
a un voxel deR;. Nous appelonsurface frontieraune surface appartenant a une des frontieres de

ICette surface pourrait &tre une frontiére entre I'oBjbteprésenté sur cette figure et un autre objet posé dessus.
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'image. Ces surfaces sont maximales : tout surfel de I'image incident a un voxe] eéea un
voxel deR; appartient forcément a une de ces surfaces, et deux surfels adjacents appartenant a
une frontiere appartiennent forcément a la méme surface frontiere.

Cette définition est incompléte, tout d’abord car elle s’appuie sur la définition de surface que
nous n'avons pas donnée. De ce fait, nous n’avons pas de contraintes sur les lignels et pointels, et
ne pouvons donc pas définir le bord de ces frontiéres en termes de codirette définition se-
rait nécessaire afin de définir la carte topologique de maniéere directe. Nous conservons les mémes
notations déja présentées en dimengiddous notongrontiere(R;, R;) = {s1,..., s} lafron-
tiére entre les régionk; et R; composée des surfaces. . . s;, posonsfrontiere(R;, R;) = ()
et notonsFrontieres(R;) = U;?:lfrontz'ére(Ri,Rj). Nous parlons dsurfel frontiérepour un
surfel appartenant a une frontiére de I'image.

5.2 Les niveaux de simplification

Afin de définir la carte topologique en dimensidmnous reprenons la définition progressive
donnée en dimensidh et la modifions afin de tenir compte des différences avec la dimeRsion
Nous partons de la carte combinatoire compléte représentant chaque cellule de I'espace inter-
voxel, que nous appelons comme en dimengida carte de niveal. Puis nous la simplifions
progressivement au moyen de I'opération de fusion, en construisant des niveaux de simplifica-
tion intermédiaires, jusqu’a obtenir la carte minimale qui ne peut plus étre simplifiée sans perte
d’'information topologique.

Nous présentons dans un premier temps, comme en dimehsimiquement I'aspect topo-
logique, afin de bien le séparer des aspects géométriques. Le lien avec des éventuels modéles de
plongements est I'objet de la section 5.4. Par rapport a la dimegsion probleme de décon-
nexion supplémentaire apparait. Il faut le résoudre afin de définir correctement la carte topolo-
gique. Comme pour le plongement, nous commengons par ne pas traiter ces problémes de décon-
nexion, ce qui permet de définir simplement nos différents niveaux de carte. Puis, section 5.3, nous
résolvons ces problémes.

5.2.1 Leniveau 0 : la carte complete

Cette premiére carte est, comme2sh le point de départ de notre processus, et ne code pas
les frontieres intervoxel de I'image.

Définition 23 (carte de niveau 0) Lacarte de niveaQ correspondant a une image dexna xXng

voxels, est la carte combinatoire ayant x ns x ng cubes,33-cousus entre eux lorsqu’ils sont
adjacents. Chacun de ces cubes représente un voxel de I'image, et un volume « entourant » ces
cubes, représente la région infinie.

Cette carte code tous les éléments intervoxel de I'image. La figui@régrésente une image
3d segmentée en régions, et la figure ldld.carte de niveaQ correspondante.

Cette carte est composée, pour une image de tajlle no x n3, de(n; x ny x nz) + 1.
n1 Xngxng cubes composes chacuni@aces carrées, chacune composéelfieins, représentant
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a. Une image&d segmentée en régions.

FiG. 5.3 — Le niveaw d’une image3d.

I'ensemble des voxels de I'image. Le volume supplémentaire représente la région infinie, et est
composé d& x (n; X ng +ny X n3 + ng X ng) faces carrées. Ces faces sont cousuegpaux

faces extérieures des cubes correspondants. Nous ne représentons pas ce volume infini sur toutes
les figures comme par exemple sur la figurel§.afin de ne pas surcharger les schémas. Pour
cette méme raison, nous avons volontairement choisi une image de petite taille pour cet exemple,
deb x 3 x 1 voxels.

Cette carte de niveaucode donc tous les éléments intervoxel de I'image ainsi que toutes les
relations d’adjacence et d’'incidence. Comme en dimersioous la simplifions progressivement
afin de définir la carte topologique.

5.2.2 Leniveau 1l : la carte lignel

Pour définir cette premiére carte représentant les frontiéres intervoxel de I'image, nous « sup-
primons » les faces de la carte de niveaeprésentant des surfels n'appartenant pas a une surface
frontiére de I'image. Comme pour la dimensidnnous utilisons 'opération de fusion, détaillée
section 5.5.

Définition 24 (carte de niveau 1)La carte de nivead est la carte obtenue a partir de la carte
de niveauw en fusionnant chaque couple de volumes adjacents appartenant & la méme région.

Nous pouvons voir figure 5.dnotre image d’exemple, présentée avec ses éléments intervoxel,
et figure 5.4b la carte de niveat correspondante.

Nous vérifions facilement que chaque face de cette carte représente bien un surfel frontiere
de I'image. En effet, pour la carte de nive@ychaque face représente un surfel de I'image. Pour
obtenir la carte de nivealy nous avons fusionné chaque couple de volumes adjacents et de méme
région. Cette fusion a donc entrainé la disparition des faces entre deux voxels de méme région. Il ne
reste donc plus, dans la carte de nivéague les faces entre deux voxels de régions différentes qui
représentent bien toutes des surfels frontiere. De plus, chaque aréte de cette carte est de longueur
unitaire, car cette propriété est vérifiée par construction de la carte de fiveanous n'avons
pas modifié la longueur des arétes entre ces deux niveaux. De ce fait, chaque aréte de la carte de
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a. Limage et ses frontieres intervoxel. b. La carte de nivieaorrespondante.

FiG. 5.4 — La carte de niveal

niveaul représente un lignel de I'image. C’est pour cette raison que nous appelons cette carte la
carte lignel

Comme pour la dimensioB, cette carte de niveal représente chaque région de l'image
par une surface extérieure, et éventuellement plusieurs surfaces intérieures. Pour les surfaces ex-
térieures, cette remarque découle simplement du fait que chaque région de I'image est finie et
posséde donc une surface extérieure, a I'exception de la région iRfjniees surfaces intérieures
apparaissent seulement lorsqu’une région est totalement incluse dans une autre. Dans ce cas, la
surface extérieure est déconnectée des éventuelles surfaces intérieures. Il existe alors plusieurs
composantes connexes dans la carte, et nous avons perdu les informations permettant de les posi-
tionner les unes par rapport aux autres. Cette information d’inclusion est une information topolo-
gique importante qu'il faut conserver. Nous verrons section 5.3 que ce probléme se résout, comme
pour la dimensiorz, par I'adjonction d’'un arbre d’inclusion des régions.

Cette carte lignel dotée d’'un arbre d’inclusion représente bien toutes les propriétés topolo-
giques contenues dans I'image. En effet, chaque surfel frontiére est représenté, et toutes les re-
lations d'incidence et d’adjacence sont correctement représentées par la carte combinatoire. Les
problémes évoqués lors de la définition de surface en intervoxel n’en sont plus ici, comme nous
pouvons le vérifier figure 5.60u nous présentons la carte de nivéale I'objet3d présenté figure
5.5a qui posait probléme pour la définition de surface.

Sur cet exemple, nous considérons que I'oBgeprésenté figure 5&.est totalement inclus
dans une autre région. De ce fait, il ne posséde gu’une seule face frontiere avec cette région. Afin
de ne pas surcharger la figure, nous ne représentons pas les faces de cette région, qui seraient
normalement des copies de toutes les faces de I'objet représenté, cousues entre/@jldsquer
avons représenté la relatigh par de petits segments gris.

Nous voyons sur la carte de nivehueprésentant cet objet qu'il n'y a pas de probléme relatif
au lignel incident at surfels. En effet, la surface frontiére de I'objet est obtenue par un parcours
d’orbite < 1, 32 > d’origine un brin de cette surface. Nous parcourons donc correctement cette
surface frontiére. De plus, étant donné que nous ne considérons; pdsux arétes distinctes
représentent ce lignel. Nous obtenons donc bien une surface, qui est une carte combBhataire
chaque aréte est toujours incidente a deux faces. Du point de vue de I'objet, tout se passe au niveau
de ce lignel comme s'il y avait deux arétes topologiques différentes : nous ne représentons pas la
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a. Un objet3d. b. La carte de nivealicorrespondante.

FIG. 5.5 — La carte de niveaud’un objet3d ayant un lignel incident & surfels.

18-adjacence. Ce n’est plus vrai si nous considérons les brins de la région infinie, et donc cette
aréte non plus uniguement pour I'objet mais pour I'objet et son complémentaire. Dans ce cas, nous
obtenons une seule aréte topologique qui représente le lignel correspondant dans la subdivision de
I'espace.

Remarquons que la construction de cette carte de niveapartir de la carte de nivedu
n'utilise pas la notion de degré de cellule, mais plus simplement l'information de région. En effet,
une face est toujours incidente a un ou deux volumes, et nous devons effectuer la fusion de deux
volumes uniquement lorsqu’ils appartiennent a la méme région. De plus, c’est uniguement pour
ce niveau de carte que nous effectuons un lien entre la carte et I'image segmentée en régions. Les
autres niveaux vont désormais étre construits uniguement a partir de ce premier niveau de carte, en
effectuant certaines fusions suivant le degré de cellules, sans utiliser 'image segmentée en régions.

5.2.3 Leniveau 2

Afin de définir la carte topologique, nous suivons le méme principe que celui utilisé en di-
mension2. Nous avons tout d’abord défini la carte de niv€agui représente tous les éléments
intervoxel de I'image, puis la carte de niveaen fusionnant les volumes appartenant a la méme
région. Nous effectuons maintenant la fusion des cellules de degré deux, qui comme en dimen-
sion2, représentent la méme information topologique. Mais par rapport a la dimensiexiste
un type de fusion supplémentaire. En effet, il existe la fusion de volumes, déja utilisée pour définir
la carte de niveal, la fusion de faces et la fusion d’'arétes. Il faut appliquer la fusion de faces
avant la fusion d’arétes, car sinon il n'existe pas d’arétes incidentes a des sommets de degré deux
étant donné que les faces n'ont pas encore été fusionnées. De maniére générale, nous devons ef-
fectuer les fusions par dimension décroissante, en commencant par la fusion de méme dimension
que I'espace.
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FiG. 5.7 — La carte de niveaen cours de construction.

Définition 25 (carte de niveau 2) La carte de nivead est la carte obtenue a partir de la carte de
niveaul, en fusionnant chaque couple de faces adjacentes, coplanaires, et incidentes a une aréte
de degré un ou deux.

Comme pour la dimensio, nous commencons dans un premier temps par fusionner uni-
guement les cellules « alignées », i.e. les faces coplanaires, afin d’obtenir la définition de la carte
des frontieres comme I'un des niveaux de simplification. Rappelons que cette carte des frontiéres
présente I'avantage de pouvoir étre plongée simplement, en associant & chacun de ses sommets
topologiques un point géométrique de I'espace, étant donné que chacune de ses arétes représente
un segment de droite. De plus, le fait de simplifier la carte petit a petit nous permet ensuite de
décomposer plus finement I'étude sur les précodes.

La carte de nivead de notre image d’exemple est présentée figure 5.6. Nous voyons sur cet
exemple que les faces coplanaires incidentes a des arétes de degré deux ont été fusionnées. Par
exemple la face supérieure de la régidnest désormais représentée par une seule face composée
de10 brins.

Mais contrairement aux différents niveaux définis en dimengjomus fusionnons, pour cette
définition, les faces adjacentes, coplanaires et incidentes a une aréte derndegckeuxEn effet,
au fur et a mesure des fusions, certaines arétes qui étaient de degré deux, peuvent devenir de degré
un, c’est-a-dire incidentes a une seule face, comme le montre la figure 5.7. Cette figure présente la
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FiG. 5.8 — La carte de nivedl

carte de nivea@ en cours de construction. Nous n’avons pas effectué toutes les fusions de faces
coplanaires nécessaires. Il reste en effet les deux arétes noires, incidentes a une seule et méme face.
Mais ces deux arétes étaient de degré deux dans la carte de hivetale, et sont devenues de

degré un au fur et a mesure des fusions. Nous devons supprimer ces deux arétes par deux fusions
de faces, afin de ne pas dépendre de I'ordre dans lequel sont effectuées les fusions. De plus, ces
arétes n’ont aucune raison d'étre conservées, car elles ne représentent pas une partie d'un bord
d’'une face frontiére. Nous verrons au chapitre 6 qu’une autre solution consiste a considérer que
I'aréte est incidente localement a deux faces différentes.

Ces fusions de faces sont similaires aux fusions de faces effectuées en dirBgrmiodéfinir
la carte de niveall. De ce fait, nous pouvons avoir le méme probléme de déconnexion que celui
rencontré en dimensio? Nous verrons section 5.3 comment il peut se produire et comment le
résoudre.

5.2.4 Le niveau 3 : la carte des frontiéres

Aprés avoir fusionné les faces adjacentes, coplanaires, et incidentes a des arétes de degré un
ou deux, nous fusionnons maintenant les arétes alignées incidentes a des sommets de degré deux.
Nous obtenons alors une carte ou chaque aréte représente un segment de droite et peut donc étre
plongée uniqguement par ses sommets. C'est cette carte qui est définie dans [BFP99] et qui est
appeléecarte des frontiéres

Définition 26 (carte de niveau 3)La carte de nivead est la carte obtenue a partir de la carte
de niveal2, en fusionnant chaque couple d'arétes adjacentes, alignées, et incidentes a un sommet
de degré deux.

La carte de nivead de notre exemple est présentée figure 5.8. Comme pour la dimehsion
chaque aréte d’'une carte des frontiéres correspond a un segment de droite maximal du bord d’'une
frontiére de I'image initiale. Contrairement a la définition de la carte de ni2ethne faut pas ici
fusionner les arétes incidentes a un sommet de degré un. En effet, dans ce cas cette aréte forme
une boucle autour de ce sommet, et nous ne pouvons ni ne devons effectuer la fusion de cette
aréte avec elle-méme. Remarquons enfin que, comme pour la dimenegite fusion d’'arétes ne
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FiGc. 5.9 — Deux objets topologiquement équivalents et leurs cartes des frontiéres.

peut pas entrainer de déconnexion étant donné qu’elle revient a étirer les arétes, tout en conservant
exactement les mémes relations topologiques.

Ce niveau de carte présente les mémes inconvénients qu’en dim2nsioméme objet topo-
logique sera représenté par des cartes totalement différentes suivant sa géométrie. Ce niveau n'est
pas stable par rotation, translation et homothétie, comme nous pouvons le vérifier sur la figure 5.9.
Cette figure montre deux objedsl topologiquement équivalents, et les cartes des frontieres les
représentants. Ces deux cartes sont totalement différentes. De plus, la représentation de ces objets
n'est pas minimale, et les cartes de ce niveau pourront avoir beaucoup de brins si la géométrie des
objets contenus dans I'image est complexe.

5.2.5 Leniveau4

Avec la carte des frontiéres, nous avons simplifi€ au maximum les faces coplanaires et les
arétes alignées. Afin de continuer notre processus, nous allons maintenant refaire les mémes opé-
rations de fusion que précédemment, pour les faces non coplanaires et les arétes non alignées, qui
sont les seuls éléments restants a simplifier.

Définition 27 (carte de niveau 4)La carte de nivead est la carte obtenue a partir de la carte
de niveaw, en fusionnant chaque couple de faces adjacentes et incidentes a une aréte de degré
un ou deux.

Nous ne précisons pas dans cette définition que les faces adjacentes et incidentes a une aréte
de degré un ou deux doivent étre non coplanaires, car les faces coplanaires vérifiant ces contraintes
ont déja été fusionnées lors du calcul de la carte de nigeau

La carte de nivead de notre image d’exemple est présentée figure 5.10. Nous pouvons obser-
ver sur cette figure que le nombre de brins de cette carte est beaucoup moins important que celui
du niveau précédent. Cette carte est plus difficile a visualiser étant donné que les faces ne sont plus
forcément planaires, contrairement aux niveaux précédents.

Nous rencontrons pour ce niveau exactement les mémes problémes que pour la définition de la
carte de niveaf. Nous fusionnons les faces incidentes a des arétes de degré un ou deux, afin que la
définition ne dépende pas de I'ordre dans lequel ces fusions sont effectuées. Le méme probléme de
déconnexion de face peut se produire, mais il sera présenté et résolu dans le chapitre 5.3, en méme
temps que le probleme de déconnexion du nivatn effet ces deux problémes sont topologi-
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FiG. 5.10 — La carte de niveal

guement équivalents. La seule différence se situe au niveau de la géométrie des faces fusionnées,
ce qui ne rentre pas du tout en compte pour ce probléme qui est uniguement topologique.

5.2.6 Le niveau 5 : la carte topologique

Il ne reste plus qu'a fusionner les arétes incidentes a un sommet de degré deux afin d’obtenir
la carte de nivead qui est le dernier niveau de simplification. En effet, nous avons effectué toutes
les fusions possibles conservant les informations topologiques. Il est donc impossible de simplifier
quoi que ce soit dans ce dernier niveau de carte, sans entrainer la perte d’'informations. C’est pour
cette raison que nous appelons ce nive#icarte topologique

Définition 28 (carte de niveau 5)La carte de nivead est la carte obtenue a partir de la carte de
niveau4, en fusionnant chaque couple d’arétes adjacentes incidentes a un sommet de degré deux.

Les arétes fusionnées lors de cette étape sont forcément non alignées, étant donné que celles
qui sont alignées ont déja été fusionnées lors de la construction de la carte des frontiéres. Cette
fusion, comme pour la carte des frontieres, ne peut pas entrainer de déconnexion. De plus, nous
ne fusionnons pas les arétes incidentes a un sommet de degré un, pour les raisons déja présentées
lors de la définition de la carte de niveau

La carte de niveab de notre image d’exemple est présentée figure 5.11. Nous avons représenté
la carte de nivead figure 5.11a, ainsi que les faces frontieres de cette image figure &.Eh
effet, la carte topologique représente de maniére minimale ces faces frontiéres ainsi que toutes les
relations d'incidence et d’adjacence, comme nous pouvons le vérifier sur cette figure. Ces faces
frontiéres sont représentées par leurs bords.

La carte de nivead de notre exemple est composée uniquemengd®ins, sil'on ne consi-
deére pas les brins représentant la région infinie. Ce nombre est beaucoup moins important que,
par exemple, le88 brins de la carte des frontiéres représentant la méme image. Rappelons que
les cing niveaux de simplification représentent exactement les mémes informations topologiques,
propriété démontrée chapitre 6.

Mais cette carte de nivedun’est pas vraiment la carte topologique. En effet, nous n’avons
pas résolu les problémes de déconnexion, et cette carte ne représente donc pas forcément toutes
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a. La carte de niveait b. Les frontiéres intervoxel qu’elle représente.

FiGc. 5.11 — La carte de nivedy et les faces frontieres représentées.

les informations topologiques de I'image. La carte topologique est donc la carte de hiéegu
rement modifiée afin de résoudre ces problemes de déconnexion et conserver effectivement toutes
ces informations.

5.3 Problemes de déconnexion et solutions : arbres d’inclusions et
éléments fictifs

Nous avons vu lors des définitions des différents niveaux de simplification que deux problemes
de déconnexion peuvent se produire. Afin que la carte topologique conserve correctement toutes
les informations topologigues, nous devons résoudre ces problémes. Nous présentons les solutions
a ces deux problémes, en montrant dans un premier temps que le probléeme de déconnexion de
volume peut se résoudre sans difficulté par I'ajout d'un arbre d'inclusion de régions, de maniére
similaire a la solution présentée en dimensymais que le probléme de déconnexion de face
est plus difficile et nécessite la conservation d'arétes fictives. La conservation de ces éléments
particuliers doit étre prise en compte pour la définition de la carte topologique. Nous étudions
donc les propriétés de ces arétes particulieres afin de comprendre comment elles interagissent
avec la carte topologigue, et comment les gérer afin de garantir la minimalité de cette carte.

5.3.1 Ladéconnexion de volume

Ce type de déconnexion peut survenir lors de la fusion de volumes, lorsqu’un volume est
totalement inclus dans un autre. Nous pouvons voir figure 5.12 un exemple pour lequel une région
est totalement incluse dans une autre. La figure &.4@ntre une carte de niveduen cours de
construction, avant d’avoir effectué la derniére fusion de volumes le long de la face grise. Notons
gue cette carte est connexe. Aprés cette fusion de volume, nous obtenons la carte présentée figure
5.12b, dans laquelle la surface extérieure du gros cube est déconnectée de la surface intérieure
représentant un trou dans ce cube. Linformation permettant de relier ces deux surfaces et de les
positionner I'une par rapport a l'autre est perdue. Elle doit étre conservée sous peine de ne pas
caractériser entierement les différents objets.
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FIG. 5.12 — Un exemple de déconnexion lors de la fusion de volumes.

Ce type de déconnexion est similaire a celui déja rencontré en dimehsionnous avions
alors des déconnexions lors de fusion de faces. Etant donné que nous travaillons en dimension
supérieure, nous rencontrons maintenant ces déconnexions pour la fusion de volumes. La solution
est la méme que pour la dimensidnet consiste a ajouter warbre d’inclusiondes régions. Cet
arbre posséde un nceud par région de I'image. Sa racine est toujours la région infinie, et un nceud
N est fils d'un nceudV, si et seulement si la régioR;, correspondant &; est directement
incluse dans la régioRs correspondant &/5.

A l'aide de cet arbre, nous conservons la relation d’'inclusion qui permet de positionner les
différentes composantes connexes de la carte les unes par rapport aux autres. Remarquons qu’une
autre solution consiste a ne pas effectuer la derniére fusion de volumes, et donc a conserver la
carte présentée figure 5.42omme représentation finale. Cette deuxiéme solution est équivalente
a la premiere au niveau topologique, mais pas au niveau de sa mise en ceuvre. En effet, cette
solution entraine la conservation de faces ayant des propriétés particuliéres, étant donné qu’elles
sontincidentes a une seule et méme région. Ces faces auraient normalement da étre fusionnées lors
de la construction de la carte de niveiet le fait de les conserver va nous obliger a considérer
deux cas différents pour chaque opération, suivant que le brin traité appartient & une de ces faces
particulieres ou non. De plus, ces faces servent uniquement a représenter la relation d’inclusion,
et ne portent aucune autre information topologique.

Ces raisons nous font préférer la premiére solution, qui permet de s’affranchir de ces faces
particulieres et de simplifier les traitements. De plus, c’est cette solution qui a été retenue en
dimension2, et que nous étendons donc ici. Enfin, I'information principale utilisée par des algo-
rithmes de traitement porte sur les régions de I'image. L'arbre d’inclusion pourra donc étre utilisé
afin de contenir d'autres informations sur les régions, comme par exemple leurs couleurs, ou leurs
nombres de voxels.
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FiG. 5.13 — Un exemple de déconnexion lors de la fusion de faces coplanaires.

5.3.2 La déconnexion de face et les arétes fictives

La déconnexion de face peut se produire lors des fusions de faces, donc pour la construction
des niveaux et4. En effet, la différence entre ces niveaux se situe uniqguement sur I'aspect géo-
métrique. Pour le niveaRiseules les faces coplanaires sont fusionnées, alors que pour le diveau
ce sont les faces non-coplanaires. Mais ce probleme de déconnexion est uniquement topologique
et ne dépend pas de la géométrie.

Nous pouvons voir figure 5.13 un exemple pour lequel il se produit une déconnexion de face
lors de la construction de la carte de nivealCette figure présente tout d’abord la carte de ni-
veaul d'un objet composé d'un pavé sur lequel est posé au centre un cube, puis la carte de
niveau2 de ce méme objet. Pour cette deuxiéme carte, nous avons déconnecté le bord extérieur
de la face supérieure du pavé de son bord intérieur. Nous sommes alors incapables de positionner
topologiquement ces deux composantes connexes.

Il est possible d’appliquer la méme solution que pour le probléme de déconnexion de volume,
en ajoutant un arbre d’inclusion des faces qui pour chaque face donnerait 'ensemble des faces in-
cluses. Mais cette premiére solution n’est pas satisfaisante. En effet, contrairement au probleme de
déconnexion de volume, l'information perdue n’est pas uniquement une information d’inclusion.
En effet, par exemple lorsqu’un volume est représenté par une surface fermeée, cette surface n'a
pas de bord et ne serait alors pas du tout représentée dans la carte dé niNeasiaurions alors
perdu le genre de I'objet, malgré la présence des arbres d’inclusion de faces.

Une solution adéquate consiste a conserver une aréte permettant de relier le bord extérieur
d’une face et son bord intérieur. Nous pouvons voir figure 5.14 la carte de ri\dmliobjet déja
présenté figure 5.13, mais pour lequel nous avons conservé une aréte reliant le bord extérieur de la
face supérieure du pavé avec son bord intérieur. Cette aréte permet de conserver la notion de face
introduite lors de la présentation des cartes combinatoires, c'est-a-dire au sens.gbite. En
effet, si nous partons de n'importe quel brin de la face supérieure du pavé et effectuons un parcours
suivant cette orbite, nous parcourons bien I'ensemble des brins de cette face, ce qui n’était pas le
cas lorsque ces deux bords étaient déconnectés.

Ces arétes particulieres peuvent étre caractérisées sans difficulté, étant donné qu’elles sont de
degré un et incidentes deux fois a la méme face. Les arétes de degré un sont normalement suppri-
mées lors de la construction du niveaau du niveaut (suivant la géométrie de la face), mais ces
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FiGc. 5.14 — L'objet présenté figure 5.13 avec une aréte fictive.

arétes particuliéres ne doivent pas I'étre afin de conserver chaque face connexe. De plus, ces arétes
n’'ont pas de plongement, étant donné qu’elles ne représentent pas le bord d’'une surface frontiére
de I'image. Elles ont une existence uniquement topologique. C’est pour ces raisons gue nous les
appelons desarétes fictivesPar opposition, nous appelons les autres arétesudtas réelles

Etant donné que ces arétes fictives n’ont qu’une existence topologique, elles ne sont pas figées et
peuvent étre déplacées a l'intérieur de la face, a condition toutefois de la conserver connexe. Nous
verrons section 5.3.3 que cette propriété est trés importante, et que son utilisation garantit que la
carte topologigue est bien minimale.

Afin de conserver ces arétes fictives, nous modifions les définitions 25 et 27 des riivetaux
4. En effet, c’est uniguement pour la construction des cartes de ces deux niveaux que le probléme
de déconnexion de face peut se produire. C'est donc uniquement pour ces niveaux qu’il s’agit
éventuellement de conserver des arétes fictives.

Définition 29 (carte de niveau 2) La carte de nivead est la carte obtenue a partir de la carte de
niveaul, en fusionnant chaque couple de faces adjacentes, coplanaires et incidentes a une aréte
de degré un ou deux, n'entrainant pas de déconnexion de face.

Définition 30 (carte de niveau 4)La carte de nivead est la carte obtenue a partir de la carte
de niveaws, en fusionnant chaque couple de faces adjacentes et incidentes a une aréte de degré
un ou deux, n'entrainant pas de déconnexion de face, ni la suppression totale de la face.

Nous pouvons voir sur les définitions 29 et 30 que nous avons simplement ajouté une condition
supplémentaire afin de ne pas effectuer une fusion de faces lorsqu’elle entraine une déconnexion.
Remarquons qu’avec ces définitions modifiées, nous obtenons bien pour notre exemple de la figure
5.13, la carte de niveade la figure 5.14. Nous pouvons noter sur cette carte la présence d’'une
aréte fictive qui permet de conserver la connexité de la face supérieure du pavé. Avec ces nouvelles
définitions, chaque face de ces cartes est homéomorphe a un disque topologique.

Pour tester si une fusion de faces entraine une déconnexion ou non, il suffit d’effectuer un
parcours de l'orbite< (3; > d’origine un brinb de I'aréte le long de laquelle doit étre effectuée
la fusion. Si durant ce parcours, nous atteignons le Byih), alors I'aréte est de degré un car les
deux brinsb et 55(b) appartiennent & la méme face. Dans ce cas la fusion le long de cette aréte
va entrainer une déconnexion si les deux bbies$ 55 (b) ne sont pas cousus entre eux paret
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FiG. 5.15 — Les quatre configurations possibles de faces autour d’une aréte de degré un.
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a. Le niveaB. b. Deux étapes intermédiaires. C. Les nivedet5.

FIG. 5.16 — Le cas de la sphere pour les niveduket5.

par 3;. Nous pouvons voir figure 5.15 les quatre configurations possibles de faces autour d’'une
aréte de degré un, ol nous pouvons vérifier que le seul cas pouvant entrainer déconnexion est celui
présenté figure 5.18.

Le dernier cas de cette figure est un autre cas particulier, qui bien que n’entrainant pas de
déconnexion nécessite une condition supplémentaire. Nous ne devons pas effectuer la fusion de
deux faces si cela entraine la suppression totale d’'une face. Cette condition est ajoutée dans la
définition 30 de la carte de niveduCe cas ne peut pas se produire pour le nikaiant donné
gue chaque surface représente le bord d’'un volume, et que ce bord ne peut jamais étre constitué
uniquement d’'une face plane fermée. Il se produit lorsque les deuxbeiris (b) formant I'aréte
le long de laquelle doit étre effectuée la fusion de faces, sont cousus entre e@ix & cas
survient lorsque I'objet représenté est une sphére totalement incluse dans une autre région.

Nous présentons figure 5.86a carte de nivead d'une sphére topologique (ici un cube)
entiérement incluse dans un autre volume. Nous pouvons remarquer que chaque aréte de cette
carte est de degré deux. Lors de la construction de la carte de didepartir de cette carte, nous
pouvons effectuer les fusions de faces le long de toutes ces arétes sans entrainer de déconnexion
de face.

Nous pouvons voir figure 5.16.deux étapes intermédiaires de cette construction, ou nous
avons seulement effectué certaines fusions de faces. Sur cette figure, nous avons représenté expli-
citements; par des arcs de cercle gris lorsque les brins concernés ne sont pas dessinés de maniére
consécutive. Nous voyons sur ces étapes intermédiaires que les fusions de face entrainent progres-
sivement la suppression de faces. Nous pouvons également remarquer que les différentes fusions
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ne peuvent pas étre effectuées dans n'importe quel ordre. En effet, une fusion peut entrainer une
déconnexion si elle est effectuée avant une autre, alors que ce ne serait pas le cas si ces fusions
étaient effectuées dans l'ordre inverse. Mais il existe un ordre de fusion qui n’entraine aucune
déconnexion, et nous pouvons donc effectuer la fusion de faces le long de chaque aréte de la carte.
Cela peut se vérifier sur la figure 5.16, ou intuitivement nous commencons par fusionner les faces
le long des arétes aux extrémités de la carte.

Dans ce cas, nous supprimons tous les brins représentant cette face ainsi que, du méme coup, le
volume complet. C’'est pour cette raison que nous avons ajouté dans la définition 30, la contrainte
selon laquelle nous n’effectuons pas une fusion de faces le long d’'une aréte si cette fusion entraine
la suppression totale de la face. Avec cette contrainte supplémentaire, nous obtenons alors la carte
de niveawd présentée figure 5.16.Cette carte est également la carte de niveagtant donné
gue les deux sommets de cette carte sont de degré un, et ne vont donc pas étre supprimeés par une
fusion d’arétes. Nous obtenons bien une représentation minimale de la sphére. En effet, cette carte
posséde une face, une aréte et deux sommets, et la formule d’Euler nous permet de vérifier que le
genre de cet objet est égal a zéro.

Cette représentation minimale n’est pas unigue, car avec le méme nombre de brins, nous pou-
vons représenter une sphére par deux faces composées d’un brin chagunewsus entre eux.
Cette autre représentation possede donc deux faces, une aréte et un sommet, et donc est également
de genre zéro. Ces deux représentations minimales sont duales I'une de l'autre. Mais nous préfé-
rons la premiére représentation, tout d’abord car c’est celle que nous obtenons a partir de notre
définition, mais également car la deuxiéme représentation posséde deux faces différentes. Dans ce
cas, nous ne représentons plus les faces frontiéres du volume correspondant. En effet, lorsqu’un
objet est totalement inclus dans un autre, il y a une seule face frontiére entre ces deux objets.
Cette information n’apparait pas immédiatement avec la deuxieme représentation minimale, alors
gue la premiére représentation posséde bien une seule face topologique correspondant a cette face
frontiére.

Avec ces définitions modifiées des niveaugt 4, nous représentons maintenant correctement
toutes les configurations possibles, en conservant chaque face homéomorphe a un disque topolo-
gique au moyen d'arétes fictives lorsque c’est nécessaire. Mais la carte topologique doit étre la
représentation minimale de I'image. Nous étudions maintenant comment gérer ces arétes fictives
afin de garantir cette minimalité.

5.3.3 Gestion des arétes fictives et représentation minimale

Le fait de conserver des arétes fictives pour les cartes de rnivebdipermet de résoudre le
probléme de déconnexion de face. Mais ces arétes introduisent de nouveaux problémes lors de
la construction des cartes de niveaet 5, c’est-a-dire lors de fusions d’arétes. Leur résolution
garantit I'obtention de la représentation minimale.

Un premier probléme se pose lors de la construction des cartes de Bigeauorsque nous
sommes en présence d’'arétes fictives. En effet, ces arétes fictives peuvent, suivant leur position
dans la carte, empécher la fusion de deux arétes qui I'auraient été autrement. Ce n’est pas du tout
satisfaisant car le rble des arétes fictives est uniguement de conserver les faces connexes. Elles ne
doivent pas intervenir dans la construction des autres niveaux.
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a. La carte de niveal b. La carte de nivea

FiG. 5.17 — Les cartes de niveatet 2 d'un tore totalement inclus dans une autre région.

La figure 5.17 permet de visualiser ce probléme. La figure & fidntre la carte de niveau
1 d'un tore totalement inclus dans une autre région. Cette carte représente donc une seule face
frontiere qui est fermée. La figure 5.b7montre la carte de nivea2 de ce méme tore. Nous
pouvons noter la présence de deux arétes fictives (représentées en noir épais sur le dessin) qui
permettent de conserver les faces supérieure et inférieure du tore connexes. Nous avons sur cette
figure représenté en fonce les brins appartenant a ces deux faces, étant donné que ce sont elles qui
nous intéressent, et en plus clair les autres brins.

Nous pouvons voir que les arétes fictives sont positionnées, par rapport aux autres brins de la
face, de maniére totalement arbitraire étant donné que leurs positions dépend de I'ordre des fusions
de faces et que cet ordre est lui méme totalement arbitraire. Cela ne pose aucun probléme pour cette
carte de nivea@, mais en pose lors du calcul du niveau suivant. En effet, lors de la construction
de la carte de nivead nous fusionnons chaque couple d'arétes adjacentes, alignées, et incidentes
a un sommet de degré deux. Or les deux sommets de la carte de difecaure 5.17b) entourés
de cercles noirs ne sont pas de degré deux a cause de la présence des arétes fictives. Si nous
n’effectuons pas de distinction entre les arétes fictives et les autres arétes lors de la construction
du niveau3, nous obtenons la carte présentée figure &.18.

Sur cette carte, nous voyons que ces deux sommets n'ont pas été supprimés par une fusion
d’'arétes, alors gu'ils l'auraient été sans la présence des arétes fictives, ou si elles avaient été posi-
tionnées de maniére différente. La figure Shl@ésente la carte de nivedgue nous souhaitions
obtenir. En effet, les arétes fictives servent uniquement a conserver chaque face connexe, mais ne
doivent pas empécher la fusion de certaines arétes. Nous devons régler ce probleme afin de ne pas
avoir la carte de niveadiqui dépend de I'ordre dans lequel les fusions de faces coplanaires ont été
effectuées. En effet, le cas échéant nous n’aurions pas une représentation unique de cette carte, et
donc de la carte topologique. De plus, la représentation obtenue ne serait alors pas minimale, étant
donné que certaines arétes ne seraient pas fusionnées. Pour cela, nous considérons de maniere dif-
férente les arétes fictives des autres arétes lors des calculs des Biveaux’est-a-dire pour les
fusions d’arétes. Nous modifions donc les définitions 26 et 28 en conséquence.
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a. Probléme pour le niveau b. La carte de niveaBicorrecte.

FIG. 5.18 — Le probléme rencontré lors du calcul de la carte de nidadore si 'on ne considére
pas differemment les arétes fictives, et la carte de nigeansrecte.

Définition 31 (carte de niveau 3)La carte de nivead est la carte obtenue a partir de la carte
de niveaw2, en fusionnant chaque couple d’'arétes, a2) adjacentes, alignées et incidentes a un
sommest tel qu'il n'existe pas d’aréte réelle différente de et dea, incidente as.

Définition 32 (carte de niveau 5)La carte de nivea est la carte obtenue a partir de la carte
de niveaut, en fusionnant chaque couple d’aré{es, a») adjacentes, n’étant pas des boucles et
incidentes a un sommetel qu'il n’existe pas d'aréte réelle différente de et deas incidente a

S.

Par rapport aux anciennes définitions de ces deux niveaux, nous avons remplacé la condition
gue le sommet soit de degré deux par la nouvelle condition qu’il n’existe pas d’aréte réelle diffé-
rente dex; et deas incidente a ce sommet. Remarquons gque ces deux conditions sont équivalentes
lorsqu’il n’y a pas d’aréte fictive. Mais cette nouvelle condition permet de ne pas dépendre de la
position des arétes fictives qui ne vont plus entrer en compte lors des fusions d’arétes.

Pour la définition du nivea@, une contrainte supplémentaire impose quet a> ne soient
pas des boucles. En effet, il estimpossible de fusionner une boucle avec une autre aréte. La fusion
d’'aréte peut étre considérée comme un étirement de la premiére aréte afin qu'elle « couvre »
la seconde, ce qui n'est pas possible a réaliser lorsqu’une des deux arétes est une boucle. Cette
condition est inutile pour le niveadiétant donné que nous ne pouvons pas avoir de boucle, puisque
nous fusionnons uniquement des arétes alignées.

Avec ces définitions modifiées, nous pouvons donc fusionner deux arétes réelles le long du
sommets, malgré la présence d’arétes fictives incidented\ais dans ce cas, afin de réaliser cette
fusion, nous devons effectuer préalablement un traitement particulier. En effet, une fusion d’aréte
peut étre réalisée uniguement le long d’un sommet de degré deux. Pour cela, avant d’effectuer
la fusion de deux arétes etao, nous déplacons simplement toutes les arétes incidentea a
I'exception dea; etas, sur le deuxiéme sommet de.



5.3. Problémes de déconnexion et solutions 97

En effet, ces arétes sont forcément des arétes fictives, et nous avons vu qu’elles ont uniquement
un sens topologique, et peuvent donc étre déplacées, a condition de conserver la carte connexe.
De plus, nous savons queg et as ne sont pas des boucles et donc il existe bien un autre sommet
différent des incident aa;. Remarquons enfin que nous pourrions choisir de décaler les arétes
fictives sur le deuxieme sommet de sans que cela ne change quoi que ce soit a la suite des
traitements.

Nous présentons I'algorithme 17 effectuant le décalage de toutes les éventuelles arétes fic-
tives incidentes a un sommet donné. Cet algorithme est composé de deux boucles trés similaires.

Algorithme 17 Décalage de toutes les arétes fictives incidentes a un sommet donné
Entrée : Deux brinsb, etb, incident au méme sommet
Résultat: Les arétes fictives (différentes des arétes incidentieset b), incidente au
méme sommet sont décalées sur le sommet incidénta).

b« Bo2(b1) ;
tant que b # b, faire
bneat ﬁOQ(b) ,
Décaler_aréte, 51(b1)) ;
L b — bnext ;
— fa1(b1);
ant que b # b, faire
bneat 621 (b)1
Décaler_aréte, 52(b1));

L b — bpeat;

o o

La premiere traite les éventuelles arétes fictives se trouvant &ntreb,, en tournant dans le

sens trigonomeétrique. Pour chacune de ces arétes, elle appelle simplement I'algorithme 18 qui se
charge de décaler cette aréte fictive entre les ldsiret 5, (b;). La deuxiéme boucle effectue un
traitement similaire pour chaque aréte fictive se trouvant éntet bo, en tournant dans le sens
trigonomeétrique inverse. Ces arétes fictives sont quant a elles décalées entre I¢s(brinet

B20(b1).

Nous devons effectuer ces deux traitements de maniére différente car suivant la position ori-
ginale des arétes fictives, elles ne doivent pas étre décalées au méme endroit. En effetf{orsque
la face incidente &; n’est pas incidente &, les arétes fictives conservant la fatieconnexe
doivent étre décalées a l'intérieur de la fggePar contre, les arétes fictives conservina face
incidente &5 connexe doivent étre décalées a l'intérieurfde

Nous présentons figure 5.19 le déroulement de cet algorithme. La figura Bb8tre une
configuration ou deux arétes réelles (incidentés at b;) sont incidentes a un sommet tel gu'il
n'existe pas d’autre aréte réelle incidente a ce sommet. Les fleches en pointillés gris symbolisent
la présence de brins n’étant pas concernés par cet algorithme de décalage, mais rappellent leur
existence.

La premiére boucle commence a traiter la premiére aréte fictive apestournant dans le
sens trigonométrique. La figure 5.h9nontre I'état de la carte aprés le premier décalage de cette
aréte, etlafigure 5.10son état aprés le deuxiéme décalage. Aprés ce décalage, nous avébns
ce qui entraine la sortie de la premiére boucle. La deuxiéme boucle effectue pour cet exemple un
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a. Initialisation. b. Aprés un c. Aprés deux d. Fin de l'algorithme.
décalage. décalages : fin de la
premiére boucle.

FiG. 5.19 — Déroulement de 'algorithme de décalage des arétes fictives.

seul décalage et nous obtenons au final la carte présentée figu Bld9s avons bien décalé
toutes les arétes fictives incidentes au sommet incidénehab, : ce sommet est désormais de
degré deux.

L'algorithme « Décaler_aréte », présenté algorithme 18, effectue simplement le décalage de
l'aréte fictive incidente &y;; ¢ entre les bringy (bgest) €tbgest-

Algorithme 18 Décalage d'une aréte fictive donnée
Entrée : Deux brinsh s;cti r €tbgest

Reésultat: L'aréte fictive incidente &g, ; est décalé entre les bripg(bgest) €tbgest-
bi — Bo(brictif); bz «— Pai(bgictif)s b3 < Bo(bdest) ;

1 fo-découdréricir); Gr-découdréBa(byictir));
[r-découdréBs(byicrir)): Bo-decoudréBaz(brictir));

2 1-coudreby, be); Bo-coudrdSs(bi1), 3s(b2));
3 [1-découdrébs); [p-découdréls(bs));

4 (B1-coudrébs, bricip); Fr-coudréB2(brictif), baest);
Bo-coudré33(bs), B3(bgictir)) s Bo-coudréBaz(bictir), 33(bdest));

Ce décalage s'effectue enétapes que nous illustrons sur I'exemple présenté figure 5.20.
Aprés la phase d'initialisation (figure 5.2(), la premiere étape de I'algorithme effectue la décou-
sure de l'aréte fictive incidenteta;.; s (figure 5.200). Une aréte fictive est forcément composée
de 4 brins. En effet, il existe deux brins cousus entre euxpampar demi-face, et une face to-
pologique est composée de deux demi-faces identigye®usues. Nous ne représentons pas la
deuxiéme demi-face sur nos figures pour des raisons de lisibilité.

La deuxieme étape de I'algorithnig-coudb; etbo, les deux brins qui ont été décousus lors
de la premiére phase (figure 5.80Afin de vérifier les contraintes des cartes combinatoires, nous
effectuons la couture similaire pour les brins correspondant dans la deuxieme demi-face. La troi-
siéme étapg -découdhs pour insérer I'aréte fictive (figure 5.2). De méme que précédemment,
nous effectuons la décousure similaire p@ulfbs). Enfin, la derniére étape (figure 5.80insére
I'aréte fictive entre les brinks etbg.s; (ainsi qu'entreds(bges:) etbs pour I'autre demi-face).
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FiG. 5.20 — Déroulement de I'algorithme décalant une seule aréte fictive.

La complexité de cet algorithme est en temps constant, étant donné que nous effectuons uni-
guement des opérations unitaires de couture et de décousure. Remarquons que cet algorithme
fonctionne quelle que soit la configuration de la carte de départ, la seule contrainte étant que
l'aréte incidente a¢;.; ¢ doit étre une aréte fictive. La complexité de I'algorithme 17 effectuant
le décalage de I'ensemble des arétes fictives incidentes a un sommet@@stoenbre d’arétes
fictives décaléeskn effet, les deux boucles « tant que » parcourent 'ensemble des arétes fictives
une a une, et effectuent uniquement des opérations en temps constant. Remarquons enfin que cet
algorithme fonctionne méme s’il n’y a aucune aréte fictive a décaler, et dans ce cas n’entraine pas
de modification de la carte.

Lors des calculs des cartes de nivedwst 5, nous testons si deux aréteset as doivent étre
fusionnées, a I'aide des contraintes présentées définitions 31 et 32. Si c’est le cas, nous appelons
I'algorithme 17, qui va décaler les éventuelles arétes fictives incidentes a ce sommet. Enfin, nous
effectuons la fusion des deux arétgset a, restantes de maniére classique, étant donné que le
sommet est désormais de degré

Lorsque nous appliquons ce principe a la carte de ni2epour notre exemple du tore (cf.
figure 5.17b), nous obtenons bien la carte de niveéaoorrecte présentée figure 5.880u les
arétes fictives n'ont pas empéché de fusion d’arétes. La position des arétes fictives dépend de
I'ordre dans lequel nous avons effectué les fusions d’'arétes et dans lequel nous avons choisi les
brins de ces arétes. Nous obtenons donc une représentation qui est unique a la position des arétes
fictives pres.

Afin de calculer la carte de niveay nous fusionnons maintenant chaque couple de faces ad-
jacentes incidentes a une aréte de degré un ou deux n’entrainant pas de déconnexion de face, ni la
suppression totale de la face (d’aprés la définition 30). Nous observons sur la carte d& niveau
tore (cf. figure 5.1&) que toutes ses arétes sont de degré deux. Seules les conditions supplémen-
taires sur la déconnexion et la suppression totale vont nous contraindre a ne pas effectuer certaines
fusions.

La carte de nivead de cet exemple est présentée figure 2T ette carte est composée d’'une



100 Chapitre 5. La carte topologique en dimension 3

a. La carte de niveadl b. La carte de niveah

FiG. 5.21 — Suite de I'exemple du tore pour les nivediet 5.

seule face. Il est impossible d’effectuer une fusion de faces le long de n'importe quelle aréte de
cette carte sans entrainer une déconnexion. Cette carte ne peut donc plus étre simplifiée par des
fusions de faces. De ce fait, chaque aréte de cette carte est une aréte fictive. En effet, toute ces arétes
sont de degré un et n’ont pas été fusionnées uniquement car cela entrainait une déconnexion. Mais
c’est bien ce que nous voulions obtenir, étant donné que la face frontiére que représente cette carte
est fermée. Elle n’a donc pas de bord, et par conséquence pas d’aréte réelle.

Nous pouvons maintenant construire la carte de nigeapartir de cette carte, en appliquant
la définition 32. Remarquons que, lors de cette construction, nous fusionnons des arétes fictives.
En effet, les nouvelles définitions des nivealet 5 imposent qu'il n'existe pas d'aréte réelle
incidente au méme sommet différente des deux arétes a fusionner, mais il n'y a pas de contrainte
sur ces deux arétes. Elles peuvent donc étre indifféremment deux arétes réelles ou deux arétes
fictives. Mais il n'est pas possible de fusionner une aréte réelle avec une aréte fictive. En effet,
s'il n'existe pas d'autre aréte réelle incidente au méme sommet, c'est que I'aréte réelle est une
boucle et dans ce cas nous n’effectuons pas la fusion. Pour notre exemple du tore, nous obtenons
finalement la carte présentée figure 32 En effet, tous les sommets de la carte de niveaant
de degré deux, a I'exception du sommet central ou se croisent les deux boucles. Il ne reste donc
plus que ce sommet dans la carte de nivieaet nous obtenons bien une représentation minimale
classique du tore, composée d’'une face, de deux arétes et d’'un sommet.

Nous pouvons vérifier sur cet exemple que les arétes fictives portent plus d’information que
celle d'inclusion, et donc que la solution consistant a ajouter un arbre d'inclusion a chaque face
n'est pas suffisante. En effet, ces arétes fictives sont utiles afin de palier le probléme de décon-
nexion de face, mais permettent également la représentation d’objets ayant une surface fermée
comme surface frontiére, comme nous venons de le voir. Avec ces nouvelles définitions des ni-
veaux de simplification, nous avons obtenu, dans I'exemple que nous venons de traiter, la repré-
sentation minimale de maniére directe. En effet, la carte de nivenété obtenue directement
a partir de la carte de nivealuen fusionnant les arétes incidentes a des sommets de degré deux.
Cette représentation minimale est unique étant donné que le nombre de faces est fixée : il est égal
au nombre de faces frontiéres de I'image.
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a. La carte de niveal b. La carte de niveas.

FIG. 5.22 — Les cartes de nivealet 3 du tore de I'exemple précédent avec d’autres positions des
arétes fictives.

a. La carte de niveadl b. Le nivealb en cours de c. La carte de niveab.
construction.

FiG. 5.23 — Les cartes de nivedlet 5, et une étape intermédiaire de construction.

Mais ce n’est pas forcément toujours le cas. Pour illustrer cela, nous reprenons le cas du tore,
mais avec d'autres positions des arétes fictives dans la carte de RivEaweffet, ces positions
dépendent de I'ordre dans lequel sont réalisées les fusions de faces, étant donné que l'aréte fic-
tive s’obtient en n’effectuant pas la derniére fusion. Nous pouvons voir figurea3@2arte de
niveau2 du tore de I'exemple précédent, mais avec d'autres positions des arétes fictives, et fi-
gure 5.22a la carte de nivea@ correspondante. Pour ces deux niveaux, les nouvelles définitions
donnent bien les résultats corrects. De plus, ces deux niveaux sont identiques au deux déja présen-
tés, a la position des arétes fictives prés.

Lorsque nous calculons la carte de niveBunous obtenons alors la carte présentée figu-
re 5.23a. Cette carte est composée d'une seule face, de dix arétes et de neuf sommets. La ca-
ractéristique d’Euler nous permet de vérifier gu’elle représente bien un tore. Pour vérifier que
cette carte posséde une seule face, il suffit de partir d’'un brin quelconque et de parcourir I'orbite
< (1 >. Nous parcourons alors I'ensemble des brins de cette carte. Cette carte est bien la carte
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de niveaut, car nous ne pouvons pas effectuer d’autre fusion de faces le long de n'importe quelle
aréte sans entrainer une déconnexion. Remarguons que cette carte n’est pas identique a celle que
nous avons obtenu précédemment (figure B)2En effet, ce niveau de carte est dépendant de la
géomeétrie, car nous avons, pour le moment, fusionné uniquement les arétes alignées.

Nous calculons la carte de nive&la partir de cette carte. La figure 5.83nontre la carte
obtenue en fusionnant uniquement les arétes incidentes a des sommets de degré deux. Cette carte
n'est pas une représentation minimale d'un tore, et n’est pas celle que nous voulons obtenir. Mais
avec notre définition modifiée de la carte de nivéamous fusionnons chaque couple d’'arétes
n'étant pas des boucles tel gqu'il n’existe pas d’autre aréte réelle incidente au méme sommet. Nous
voyons sur la figure 5.2B.que certains couples d'arétes répondent a ce critere et nous allons les
fusionner. Il y a exactement trois couples d’arétes possilites a2), (a1, as) et(az, az). Comme
nous ne contrélons pas 'ordre dans lequel sont effectuées les fusions, c’est une de ces trois fusions
qui va étre réalisée. Mais quel que soit le couple d’arétes choisi, nous obtenons le méme résultat
qui est la carte de niveauprésenté figure 5.28. Remarquons que cette carte est la méme que
celle obtenue avec I'exemple précédent (cf. figure B)2Nous avons bien une représentation
unique et minimale.

Afin d'obtenir cette carte, nous utilisons le principe déja présenté, consistant a déplacer les
éventuelles arétes fictives incidentes au méme sommet avant d’effectuer la fusion. Par exemple,
si nous fusionnons les deux arétgset a, le long du sommet;, nous commencons par décaler
I'aréte az incidente également & ce sommet, sugui est le deuxieme sommet incidenta Ce
décalage rend l'aréte; deux fois incidente au méme sommet : c’'est une boucle. Ensuite, nous
effectuons la fusion des deux arétgset ao, étant donné que le sommet est de degré deux.

Cette fusion entraine la création de la deuxieme boucle, et nous obtenons alors la carte de niveau
finale.

Ces deux exemples mettent en évidence que les définitions modifiées des niveaux de simplifi-
cation et notre principe de décalage d'arétes fictives permettent bien d’obtenir la carte topologique,
guelle que soit la position des arétes fictives. Mais il reste encore un cas particulier a traiter afin
d’avoir totalement étudié la gestion des arétes fictives. Ce cas se produit lors de la fusion de deux
arétes fictives lors du calcul de la carte de niveau

Il est illustré figure 5.24, a nouveau pour un tore, mais contrairement aux deux exemples
précédents, celui-ci est de taille< 5 x 1 voxels. Nous pouvons remarquer sur la carte de nigeau
représentant ce tore (figure 5.8¥.la présence d’'arétes fictives permettant de conserver les faces
inférieure et supérieure de ce tore connexes. Mais contrairement aux exemples précédents, il y a
maintenant deux arétes fictives pour chacune de ces faces, étant donné que les bords extérieur et
intérieur de ces faces sont éloignés de deux lignels. Ce n’est pas génant pour cette carte e niveau
étant donné que chaque aréte de cette carte représente un lignel. Mais cela pose probléme lors du
calcul de la carte de niveau

En effet, d’apres la définition 31, nous fusionnons chaque couple d’arétes adjacentes et ali-
gnées tel qu'il n’existe pas d’'autre aréte réelle incidente au méme sommet. Si nous appliquons
cette définition telle quelle, ainsi que notre principe de décalage d’arétes fictives, nous obtenons
alors la carte présentée figure 5&5ur laquelle nous voyons qu'il y a toujours deux arétes fictives
pour les faces supérieure et inférieure du tore. En effet seule les arétes alignées ont été fusionnées,
or les arétes fictives non pas de plongement, et n'ont donc pas été fusionnées.
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a. La carte de nivealu b. La carte de niveal.

FiG. 5.24 — Les cartes de niveatet 2 d'un autre tore totalement inclus dans une région.

——

a. La carte de niveadiposant probléme. b. La carte de niveéatprrecte.

FiGc. 5.25 — Carte de niveaid’un tore totalement inclus dans une autre région : le probleme et la
carte correcte.

Il est clair que ce n'est pas la carte que nous souhaitons obtenir. En effet, les arétes fictives
permettent de conserver chaque face connexe. Le fait d’en conserver plusieurs n’apporte aucune
information supplémentaire. Il n'y a donc aucun intérét a conserver ici deux arétes au lieu d’'une.
De plus, pour cet exemple nous avons seulement deux arétes par face, mais suivant I'ordre des
fusions de faces, nous pourrions en avoir beaucoup plus, comme pour I'exemple présenté figure
5.26, ou nous avons douze arétes fictives pour la face inférieure du tore, plus deux pour la face
supérieure.

Afin de régler ce probléme et obtenir la carte de nivegmésenté figure 5.28, nous consi-
dérons simplement que deux arétes fictives adjacentes sont alignées. Cela peut étre envisagé car
ces arétes n’'ont pas de plongement. Cette simple modification permet de résoudre ce dernier pro-
bléme. Nous obtenons alors la carte de niveayant une seule aréte fictive par face trouée, y
compris dans le dernier cas. A partir de cette carte, nous continuons le calcul des différents ni-
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a. Le niveaul. b. Le niveal et ses arétes fictives.

FiG. 5.27 — Les cartes de nivealiet2 d’'un tore a deux trous.

veaux de simplification, que nous ne détaillons pas ici étant donné que nous obtenons exactement
les mémes cartes de niveatiet5 que pour le tore précédent (cf. figure 5.23).

Nous étudions maintenant un dernier exemple un peu plus complexe, non pas pour introduire
un nouveau probleme, mais simplement pour vérifier le résultat obtenu pour un objet plus com-
plexe : c'estle cas du tore a deux trous. Nous pouvons voir figureeBdarte de nivealid’un tel
tore, totalement inclus dans une autre région comme pour nos précédents exemples. Fidure 5.27.
est présentée la carte de niveagorrespondante. Comme les faces supérieure et inférieure du
tore possédent chacune deux trous, nous avons donc pour chacune de ces faces deux arétes fictives
permettant de les conserver connexes. La figure & @&sente la carte de nivedwbtenue en
fusionnant uniquement les arétes incidentes a des sommets de degré deux, et la figuta 5.28.
carte de niveag correcte que nous obtenons avec les définitions modifiées.

Afin de bien comprendre le passage entre le niiatile niveau, et par la méme occasion
le principe d'extraction modifiée, nous I'étudions pour deux configurations différentes d’arétes
fictives. Pour simplifier les schémas et en faciliter la compréhension, nous nous limitons a I'étude
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a. Probléme pour le niveal b. Le niveau correct.

FIG. 5.28 — Le nivea’ du tore a deux trous : le probléme rencontré si I'on ne traite pas les arétes
fictives de maniére particuliére, et la carte de nivaaorrecte.
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FiG. 5.29 — La face supérieure du tore a deux trous avec différentes positions des arétes fictives.

de la face supérieure de ce tore. Nous présentons figure 5.29 cette face supérieure de la carte de
niveau2 présentée 5.2[3. Sur cette figure, nous avons dessiné comme précédemment les arétes
fictives en noir épais, et représenté la relatibrau moyen des petits segments de droite. Nous
avons représenté deux possibilités pour cette face supérieure, suivant la position des arétes fictives,
mais il en existe d’autres.

Nous pouvons voir figure 5.3 le résultat du déplacement de I'aréte fictive, pour la face
supérieure du tore présenté figure 5a28prés avoir décalé cette aréte, le sommet incidentet
eo est vraiment de deg® méme en tenant compte des arétes fictives. Nous pouvons donc ensuite
effectuer la fusion d’arétes de maniere normale, et obtenir la carte présentée figuoe Au30.
final, nous obtenons, pour la face supérieure du tore, la carte de Biyaésentée figure 5.30.
Nous pouvons Vérifier, sur cette carte, que les fusions d’arétes réelles ont toutes été réalisées de
maniére identique aux fusions effectuées si nous n’avions pas d’aréte fictive.

Nous montrons maintenant quelques étapes intermédiaires de la construction de la carte de
niveau3 pour la deuxieme configuration de la face supérieure du tore a deux trous présentée
figure 5.29%. Cette face différe de la précédente par la position des arétes fictives. La figuee 5.31.
montre la carte obtenue apreés la fusion des aegtese,. Aprés cette fusion, deux arétes fictives
sont incidentes au méme sommet. L'opération de décalage effectuée avant la fusion des deux
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a. Apres avoir décalé l'aréte b. Aprés la fusion de; etes. c. La carte de niveas
fictive. finale.

FiG. 5.30 — La face supérieure du tore a deux trous (figure &.2Quelques étapes avant d’arriver
a la carte de niveas.

a. Apres la fusion de; etes. b. Aprés la fusion des ete;. c. La carte de niveas
finale.

FiG. 5.31 — La face supérieure du tore a deux trous (figure 5).2quelques étapes avant d’arriver
a la carte de niveasl

aréteses ete; va donc décaler deux arétes fictives, et non plus une seule comme pour les exemples
précédents. La figure 5.2lmontre la carte obtenue aprés la fusioregeteq, et la figure 5.3k

la carte de nivead obtenue au final. Cette carte est identique a la carte de ni/eatenue en
partant de I'autre configuration, a I'exception de la position des arétes fictives.

Pour le tore entier, nous obtenons la carte de nidedéja présentée figure 5.B8A partir de
ce niveau, nous fusionnons chaque couple de faces adjacentes et incidentes a une aréte de degré un
ou deux, n'entrainant pas de déconnexion de face, ni la suppression totale de la face (définition 30
du niveau4 modifié). La carte de niveadi obtenue est présentée figure 58 ette carte est
composée d'une seule face, de dix-sept arétes et de quatorze sommets, et la formule d’Euler donne
bien un genre égal a deux.

La figure 5.320 montre la carte de niveduen cours de construction. Nous avons pour le mo-
ment fusionné uniguement les arétes adjacentes et incidentes a des sommets de degré deux. Cette
carte est maintenant composée d’'une face, de huit arétes et de cinq sommets : hous caractérisons
toujours un double dore. Mais cette carte n'est pas une représentation minimale. Nous continuons
donc de fusionner les arétes respectant les contraintes de la définition 32 dusnivedifié.

Nous illustrons de maniére progressive la construction de la carte de rivaapartir de
cette carte. Remarquons que, comme pour le cas du tore étudié figure 5.23, nous montrons ici un
exemple de fusions d’arétes. En effet, I'ordre dans lequel sont effectuées ces fusions est totalement
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A\/

a. Le niveaut. b. Le nivealb en cours de construction.

Fic. 5.32 — Le niveau du tore a deux trous, et le nivedien cours de construction, obtenu en
fusionnant seulement les arétes incidentes a des sommets de degré deux.

a. Apres fusion deg etay le  b. Aprés fusion deg etas le  c. Aprés fusion de etas le
long des;. long dess. long dess.

FiG. 5.33 — Quelques étapes intermédiaires de la construction du riidkatore a deux trous.

arbitraire et aurait donc pu étre différent. Mais nous pouvons vérifier que quel que soit cet ordre,
nous obtenons toujours la méme carte finale.

La figure 5.33a présente la carte obtenue a partir de la carte précédente (cf. figurb)5.32.
en fusionnant les arétes eta; le long du sommet;. Les arétes fictives différentes dg eta~;
sont dans un premier temps décalées sur le deuxieme sommet inciggrt’'@st-a-dires,. En
pratique, une seule aréte répond a ce critére et est donc décalée : c’estjaréte

Nous fusionnons ensuite les arétgset a5 autour du sommets. Nous obtenons alors la
carte présentée figure 5.B3Avant cette fusion, I'aréteg est décalée sut; qui est le deuxiéme
sommet incident ag. La figure 5.3% montre la carte obtenue apreés la fusion des argtetas
le long dess. Nous pouvons remarguer gue chaque fusion entraine la suppression d’'un sommet et
d’une aréte topologique, car nous fusionnons forcément deux arétes n’étant pas des boucles. Cette
avant-derniere carte possede deux sommets, cing arétes et une face.
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FIG. 5.34 — La carte de nivedudu tore a deux trous, obtenue par exemple apreés la fusiag de
etaq le long dess,.

Enfin, nous fusionnons les aréigseta; le long du sommets. Nous obtenons alors la carte
topologique présentée figure 5.34. Nous avons réorganisé les arétes pour rendre cette figure plus
compréhensible. Cette carte est la seule représentation minimale du tore & deux trous ayant une
seule face. Elle est composée d’un sommet, quatre arétes et une face. Chaque aréte est une boucle,
et nous ne pouvons donc plus effectuer aucune fusion. Nous obtenons bien, une nouvelle fois, la
représentation minimale.

5.3.4 Preuve de la minimalité

Les exemples étudiés permettent de vérifier que les nouvelles définitions des niveaux de sim-
plification amenent bien chaque fois a la représentation minimale. Cette représentation minimale
est unique car le nombre de faces est fixée : il est égal au nombre de faces frontiéres de I'image.
Nous avons étudié uniquement des objets totalement inclus dans une autre région, car ce sont ceux
pour lesquels la gestion des arétes fictives est primordiale afin d’obtenir cette représentation. De
plus, nous avons vu lors de la présentation de notre premier exemple qui ne contenait pas d'aréte
fictive, que la représentation minimale est obtenue directement et sans probléme. Nous donnons
ici la preuve informelle afin de montrer que la carte topologique est la représentation minimale.
La preuve formelle est possible mais serait trés longue et technique ; nous préférons en exposer
seulement les idées générales.

Nous classons les régions en deux catégories distinctes : celles représentées par des surfaces
fermées et les autres. Remarquons tout d'abord que les seuls objets topologiques représentés sont
des spheres et des tores &rous. En effet, chaque surface est orientable et fermé. Avec la relation
d’inclusion, nous pouvons caractériser plus finement une région, en parlant par exemple de sphére
contenant un tore, mais toujours uniquement a partir de sphéresretades. Nous ne traitons
pas ici le cas de la sphére, pour lequel nous avons déja montré section 5.3.2 que la représentation
obtenue est bien minimale.

Pour les objets représentés par une surface fermée, la carte de hiwemespondante est
composée uniqguement d'arétes de degré un ou deux. En effet, cet objet est forcément totalement
inclus dans une autre région, sinon sa surface ne serait pas fermée. Au cours du calcul de la carte
de niveaut, nous fusionnons toutes les faces le long de toutes les arétes, a I'exception des fusions
entrainant des déconnexions. Une déconnexion de face peut survenir uniguement pour une fusion
de deux faces le long d’'une aréte de degré un (cf. section 5.3.2). Comme la carte de4niveau
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a. b. c.

FiG. 5.35 — Trois configurations impossible & obtenir pour la carte de niveau

représentant cet objet est connexe et que toutes ses arétes sont fictives, nous en déduisons que
cette carte est composée d’une seule face. Nous allons ensuite, lors du calcul de la carte de niveau
fusionner chaque couple d’arétes non boucles, étant donné que la carte est entierement composée
d’'arétes fictives. Nous arrivons forcément & une carte ayant un seul sommet et uniquement des
arétes en boucles.

Afin de prouver cela, il suffit de montrer qu’il est impossible d’arriver a une configuration
semblable a celles présentées figure 5.35. En effet, ce type de configuration posséde deux sommets
différents, et une seule aréte non boucle. Dans ce cas, il n'y a plus de couple d’arétes non boucle
a fusionner, et la carte de nivealdinale ne posséde pas un seul sommet. Mais ces configurations
ne peuvent pas survenir. En effet, lors de la construction de la carte de divieautes les faces
pouvant étre fusionnées sans entrainer de déconnexion I'ont été. Or, dans ces cas, ainsi que dans
les cas similaires, certaines fusions de faces n’entrainent pas de déconnexion. C’est évident pour
le cas présenté figure 5.35un peu plus difficile & voir pour celui de la figure 5.8%ui ne
représente pas la carte mais la schématise par ses sommets et arétes.

Intuitivement, la carte de nivealest composée uniquement d'arétes de degré un, et ne posséde
aucun sommet de degré un. En effet, un tel sommet est adjacent a une seule aréte, et la fusion de
faces le long de cette aréte n’entraine pas de déconnexion. De plus, si la carte dd niecaas
de sommet de degré un, alors la carte de niviealen n'a pas non plus. En effet, seules les arétes
incidentes a des sommets de degrés deux sont fusionnées, et nous ne pouvons pas obtenir une
carte composée seulement d’une boucle. Les seules configurations possibles ressemblant a celle
de la figure 5.3%h vérifiant ces deux contraintes sont similaires a celle présentée figure. £.85.
configuration des brins appartenant aux deux boucles est la seule possible afin de ne pas avoir de
sommet de degré un. Cette configuration est extensible a un nombre quelconque de boucles. Dans
ce cas, nous pouvons vérifier que la fusion de faces le long d’une de ces deux boucles n’entraine
pas de déconnexion, ce qui montre que ce type de cas ne peut pas se produire.

Comme ces configurations n’existent jamais, lorsque nous avons plus de deux sommets, il
existe toujours au moins deux arétes n'étant pas des boucles et pouvant donc étre fusionnées.
Chaque fusion d’arétes diminue les nombres de sommets et d’arétes de un, au final la carte obtenue
posséde toujours un seul sommet et plusieurs arétes, suivant le genre du tore. Unttotes gest
donc représenté par une face, un sommehedrétes, ce qui est bien la représentation minimale.
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FiG. 5.36 — Un tore adjacent a un autre volume.

Lorsqu’un objet est adjacent a d’autres régions, il est représenté par un certain nombre de
faces frontiéres. Ces faces frontiéres ne peuvent pas étre fermées car une telle face représente
entierement un volume, et nous sommes alors dans le cas d’'un objet totalement inclus dans une
autre région. Ces faces possedent toutes un ou plusieurs bords, représentés par des arétes réelles.
Ces bords sont minimaux car chaque couple d’arétes incidentes a des sommets de degré deux ont
été fusionnées. Lorsqu’une face frontiére est représentée Ipands, il y ak — 1 arétes fictives
permettant de conserver cette face connexe. Ces arétes fictives sont bien en nombre minimal. Mais
certaines faces peuvent représenter plus d’information que seulement leurs bords.

Ce cas estillustré par la figure 5.36. Cet exemple représente un tore (f¢giadjacent a un
cube topologique (régioRs), tous deux inclus dans la région infinigq). Sur la carte topologique
correspondante, nous ne représentons pas les brins de la région infinie. Le tore est représenté par
deux faces, une pour la frontiére enlte et Ry, et une autre pour celle entfg et Ry. La région
R, est représentée par deux faces, trois arétes et un sommet, ce qui correspond bien au genre d’'un
tore. La premiére face est simplement une boucle, car tous les sommets appartenant a son bord
sont de degré deux. La deuxieme face est composée de trois arétes et d’'un sommet. En effet, cette
face « contient » I'information que I'objet modélisé est un tore. Elle est composée de deux arétes
fictives, plus un brin appartenant a I'aréte réelle. Le brin appartenant a I'aréte réelle ne peut étre
ni déplacé, ni supprimé. Par contre, les autres arétes étant fictives, elles peuvent étre déplacées.
Intuitivement, elles vont étre positionnées sur le sommet incident a I'aréte réelle. Elles vont étre
ensuite fusionnées lors du calcul de la carte de nigesant qu’il existe deux arétes non boucles.
Nous obtenons finalement uniquement des boucles incidentes a un seul sommet, en montrant que
les configurations présentées figure 5.35 ne peuvent pas non plus se produire ici.

5.4 Le plongement de la carte topologique

Nous étudions maintenant la maniére de plonger la carte topologique. Nous nous limitons a
cette carte de niveal tout d'abord car c’est celle qui nous intéresse le plus, mais également car
c’est la plus délicate a plonger. En effet, pour les nivegiet 3, les solutions déja présentées en
dimension2 peuvent s'étendre facilement. Par exemple pour la carte de ndyeaus pouvons
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FiG. 5.37 — La carte de nived@ude notre premier exemple, avec son plongement.

FiG. 5.38 — Zoom sur une face topologique et son plongement.

associer a chaque sommet topologique les coordonnées d’un point géométrique. Etant donné que
chaque aréte de ce niveau est un segment de droite, ce plongement simple suffit pour reconstruire
le plongement de chaque cellule topologique.

5.4.1 Plongement face

Une premiére solution afin de plonger la carte topologique consiste a associer une surface a
chaque face de la carte. Cette solution est relativement simple a mettre en ceuvre, étant donné
gue nous plongeons un seul type de cellule. Nous pouvons voir figure 5.37 ce plongement pour
la carte topologique du premier exemple que nous avons étudié. Nous pouvons vérifier sur cet
exemple que deux demi-faces topologiqués-¢ousues entre elles) sont associées a la méme
surface, comme pour la face distinguée figure 5.38. Mais afin de reconstruire correctement les
plongements de chaque cellule, les liaisons entre les brins de la carte et le plongement doivent étre
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réalisées « correctement ». Un bbidoit désigner le bord de la surface de plongement représentant
I'aréte incidente &, et le sommet incident &

Sur notre exemple figure 5.38, le brirdésigne I'aréte; du plongement, du c6té du sommet
entre les arétes; etas, et le brind (qui estfs-cousu au brim) désigne l'aréter; du cbté du
sommet entre les arétes etasy. Pour récupérer le plongement d’un sommet topologique, il suffit
de récupérer les coordonnées du sommet du bon c6té de I'aréte désignée par ce brin. Pour récupérer
le plongement d’'une aréte topologique incidente a unfyrifaut parcourir le bord de la surface
de plongement a partir de I'aréte désignéetparsqu’a I'aréte de plongement désignée fab).
Nous obtenons une suite de coordonnées qui est une codrieprésentant le plongement de
cette aréte. Pour récupérer le plongement d’'une face topologique, il suffit de récupérer toute la
surface de plongement, et enfin pour récupérer le plongement d’un volume topologique, il faut
récupérer I'ensemble des plongements des faces topologiques qui le compose, et les mettre en
contact suivant leg,-coutures de la carte.

Une possibilité intéressante pour représenter ce plongement est l'utilisaticnGlesrtes.
Nous devons en effet représenter des surfaces qui sont donc des objets de dithddsiplus, il
est intéressant ici d'utiliser les G-cartes au lieu des cartes afin de profiter de leur absence d’orien-
tation. Si nous utilisons les cartes, chaque surface de plongement est représentée par une carte,
donc avec une certaine orientation. Certaines opérations vont entrainer la fusion de deux surfaces
de plongement. Si les deux orientations de ces surfaces ne sont pas identiques, nous devons in-
verser une des deux cartes avant de pouvoir les fusionner. Ce probléme est résolu par I'utilisation
des G-cartes, étant donné qu’elles ne sont pas orientées. Ces G-cartes sont I'équivalent des cartes
topologiques en dimensid) c’est-a-dire qu’elles ne contiennent pas de sommet de degré deux,
et que nous associons a chacune de leurs arétes un plongement aréte ouverte et a chacun de leurs
sommets les coordonnées d’'un pdidt

Ces2-G-cartes de plongement représentent la géométrie des faces topologiques de la carte,
comme nous pouvons le voir sur I'exemple de la figure 5.39. Chaque brin d'une méme face désigne
un brin du bord de la mém&-G-carte de plongement, a I'exception des brins appartenant a des
arétes fictives. En effet, une aréte fictive est une aréte « a l'intérieur » d'une méme face, et sera
donc associée a une aréte n'appartenant pas au bord2de-tzarte de plongement. De maniére
intuitive, ce plongement peut étre vu comme le complémentaire de la carte topologique. Tous les
brins supprimés lors de la construction des niveawet 5 sont ajoutés dans de&sG-cartes de
plongement. En effet, ce plongement est un peu I'équivalent de la carte de Rieé¢ant donné
gu'il représente les arétes alignées de longueur maximale et uniqguement les faces coplanaires. De
plus, comme chaque fusion effectuée lors de la construction des ni¢eddxentraine une perte
d’'information géométrique, cette information est conservée dang-@<artes. Nous pouvons
voir figure 5.40 comment est réalisé ce plongement pour la face présenté figure 5.38. Les deux
demi-faces topologiques pointent vers des brins du bord de |la r2&rearte.

L'inconvénient de ce plongement est le méme que celui rencontré en dimeénsibrepré-
sente des informations géométrigues de maniére redondante. En effet, un sommet sera représenté
dans chaque G-carte de plongement, donc autant de fois qu'il y a de faces incidentes a ce som-
met dans la carte. Pour I'exemple figure 5.39, le sommet central est incident & chacuhe des
faces topologiques. Il est donc représeftidis, une fois dans chaque G-carte de plongement.
Ces informations redondantes entrainent une perte en espace mémoire, mais également en temps
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FiG. 5.39 — Le plongement face réalisé avec 2i€3-cartes.

FiG. 5.40 — Zoom sur une face topologique et son plongement réalisé aved¢3ieartes.

d’exécution. En effet, lorsque nous voulons modifier les coordonnées d'un sommet topologique,
nous devons le faire pour chacune des G-cartes de plongements le contenant.

5.4.2 Plongement face ouverte, aréte ouverte et sommet

Un deuxiéme plongement, permettant d’éviter la représentation redondante de cellule géo-
métrique, consiste a plonger chaque face topologique par une surface ouverte (c’'est-a-dire sans
son bord), chaque aréte topologigue par une colidbeuverte (sans ses sommets extrémités) et
chaque sommet topologique par un point géometrique.
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Fic. 5.41 — Le plongement face ouverte, aréte ouverte et sommet pour une face topologique de
notre exemple.

Comme pour le plongement précédent, une maniére d'implanter ce plongement consiste a as-
socier a chaque face ufies-carte représentant la surface géométrique correspondante, mais cette
fois sans en plonger le bord. Ce plongement sera en effet reconstruit a I'aide des plongements
arétes et sommets. Nous associons également a chaque aréte topologitiie caxge de plon-
gement, représentant la courtitouverte et enfin a chaque sommet topologique les coordonnées
du point géométrique correspondant.

Nous ne donnons pas d’exemple précis de ce plongement, car les figures correspondantes sont
illisibles, mais présentons simplement figure 5.41 le plongement d’'une face de la carte topolo-
gique utilisée pour le plongement précédent. Sur cette figure, nous voyons que les deux sommets
topologiques de la face sont associés a deux sommets géométriques (symbolisés par les points).
Les deux arétes pointent vers de&-cartes représentant le plongement des arétes ouvertes. Enfin,
chaque brin pointe vers un brin du bord d@4&-carte de plongement, qui est surface « ouverte »,
c'est-a-dire que son bord ne posséde pas de plongement.

L'avantage de ce plongement est que, contrairement au précédent, il ne code aucune informa-
tion géométrique de maniéere redondante. Mais nous voyons sur cet exemple gu'il est plus com-
plexe a mettre en ceuvre. De plus, afin de récupérer le plongement d’une cellule topologique, nous
devons le reconstruire en combinant les plongements sommets, arétes, et faces, ce qui entraine
un surco(t de complexité. Enfin, chaque brin doit maintenant conserver des informations sur trois
types de plongements différents, ce qui entraine une augmentation de I'espace mémoire nécessaire
au codage d’'un brin.

Il est clair que suivant les utilisations de la carte topologique et les besoins spécifiques d'une
application particuliére, nous utiliserons plutét un plongement que l'autre. Mais une étude plus
compléte devra étre effectuée afin de comparer I'espace mémoire et la complexité en temps d’exé-
cution dans le cadre précis d’'une application, et d’'une implantation particuliere. En effet, ces deux
complexités dépendent fortement de la maniére dont sont implantés les cartes topologiques et les
plongements associés. C'est pour cette raison qu'il est difficile de faire ici cette étude de maniére
générale.
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) i /‘/f/

a. Avant la fusion. b. Aprés la fusion.

FiG. 5.42 — Fusion de volumes &d.

Dans la suite de ce travail, nous utilisons le premier plongement présenté afin de simplifier
les explications. Mais ce choix n’est en aucun cas une contrainte, car il est facile de passer d'un
plongement a I'autre, et car des fonctions génériques manipulent ce plongement sans dépendre de
la maniére dont il estimplanté. De ce fait, pour changer le plongement utilisé, il suffira de modifier
ces fonctions de base et non les fonctions de plus haut niveau manipulant la carte topologique.

5.5 Un premier algorithme d’extraction

Les définitions des différents niveaux de carte présentées section 4.2 donnent immédiatement,
comme pour la dimensidh un premier algorithme d’extraction qui en est leur transcription. Mais
avant de présenter cet algorithme, nous revenons brievement sur les opérations de fadion en

qui sont & la base de ces définitions et de cet algorithme.

5.5.1 Les fusions dans les 3-cartes

Nous avons déja vu, section 4.4.1, le principe général des fusions en dimenBiamt donné
gue nous travaillons ici en dimensi8nnous avons trois types différents de fusions qui sont la fu-
sion de volumes (dimensi@), la fusion de faces (dimensi@yet la fusion d'arétes (dimensid.

La fusion de deux-cellulesC; et Cs le long d’'une(i — 1)-cellule C' n’est possible uniquement
lorsqueC est de degré ou 2.

La figure 5.42 présente un exemple de fusion de volumes. La figureSmhtre une carte

représentant deux objefz-cousus le long de la face dessinée en foncé, et la figurebslg2.

résultat de la fusion de ces deux volumes.

L'algorithme 19 effectuant cette opération est simple a définir. Il est local car il traite un en-
semble de brins (ici les brins appartenant a la demi¢fanedente &) sans ordre particulier, en
effectuant un traitement dépendant uniquement de la configuration locale autour de ce brin. De
maniére générale, cette technique simplifie le nombre de cas différents a traiter et donc I'écriture

des algorithmes.
2Rappelons que les brins de la demi-face incidente & urblsimt ceux de I'orbite 3; > (b).
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Algorithme 19 Fusion de volumes e3d
Entrée : Un brinb 83 cousu
Résultat: Les deux volumes incidentsbéet a33(b) sont fusionnées.

pour chaquebrin d appartenant a la demi-face incidente &aire
by « Pa(d); ba « [B32(d);
Bo-découdréd) ; [(2-découdréss(d));
[B2-coudréby, ba);
détruire les bringis(d) etd;

a. Avant de traited. b. 5, décousures dé et 33(d). c. 2 couture dé; etb,.

FiG. 5.43 — Fusion de volumes &d, un traitement local.

Pour chaque brirl de cette demi-face, nous commencgons par conserver les brins qui sont
[2-cousus &l et afs(d) (figure 5.43a), puis noussy-décousons ces deux brins (figure 5033.
et enfin nous’,;-cousong); et by, les deux brins initialement coususiét 55(d), et détruisons
les brinsgs(d) etb (figure 5.43c). Ce traitement étant effectué pour chaque brin de la demi-face,
nous obtenons bien au final la carte présentée figureh 42ultat de la fusion des deux volumes.
La complexité de cet algorithme est linéaire en le nombre de brins de la demi-face incidente
au brin donné en entrée de l'algorithme, et ce quelle que soit la taille des deux régions. Nous
voyons ici un exemple de traitement ol les cartes combinatoires permettent un gain important
en complexité, par rapport au traitement similaire par exemple sur la matrice de voxels. De plus,
cet algorithme fonctionne quelle que soit la configuration de la carte, a condition que le brin de
départ de I'algorithme sojt;-cousu. Il fonctionne de maniére identique lorsque la face le long de
laguelle nous effectuons la fusion est de degré un (cas d’une face a l'intérieur d’'un méme volume),
ce qui permet de ne pas différencier ces deux cas.

Cet algorithme présente seulement la partie topologique de la fusion de volumes. Mais aucune
modification de plongement n’est nécessaire. En effet, nous ne modifions aucun plongement de
face, nous détruisons seulement celui associé a la face topologique supprimée. Si nous avons
un plongement sommet, aréte ouverte et face ouverte, les opérations de couture et décousure se
chargent des mises a jour nécessaires. Par exemple, si lors d’'une décousure, nous déconnectons
un sommet topologique en deux, le plongement sommet correspondant sera dupliqué afin que
chague sommet topologique ait exactement un plongement sommet. De maniére réciproque, si
une opération de couture regroupe deux orbites sommets distinctes, I'un des deux plongements
sommets sera supprimé. Ces opérations sont faites de maniére transparente, ce qui permet de
changer le plongement sans avoir a changer quoi que ce soit dans les opérations de haut niveau.

La fusion de faces eBd peut étre vue comme deux fusions de fadesEn effet, une face
topologique en dimensiod est composée de deux demi-faces identiggiesousues entre elles.
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a. Avant la fusion. b. Aprés la fusion.

FIG. 5.44 — Fusion de faces &d.

a. Avant la fusion. b. Aprés la fusion.

FiG. 5.45 — Modification du plongement lors de fusion de feReks

La figure 5.44a montre deux faces adjacentes, et incidentes a une aréte de degré deux, et la fi-
gure 5.44b le résultat de leur fusion de long de cette aréte. L'algorithme effectuant cette fusion
peut se ramener a deux appels consécutifs de I'algorithme effectuant la fusion de fadesren

fois pour le brinb et une deuxiéme fois pour le brigs(b). Nous ne le détaillons donc pas ici.

Cet algorithme fonctionne quelle que soit la configuration des deux faces, a condition que le brin
donné a I'algorithme sojfi,-cousu.

La partie topologique effectuant cette fusion de faces ne pose donc pas de probléme. Nous preé-
sentons maintenant brievement les modifications du plongement. Nous considérons ici que nous
avons un plongement uniguement face, implanté avee-@esartes. La figure 5.4&8 présente les
deux mémes faces topologiques de I'exemple précédent, mais maintenant avec leur plongement.
Afin de ne pas rendre les figures illisibles, hous avons seulement représenté quelques liaisons entre
la carte et le plongement. Ces deux faces étant différentes, elles possédent donc deux G-cartes de
plongement distinctes. Aprés la fusion de ces deux faces, nous devons modifier le plongement
afin gu'il tienne compte de cette fusion. Nous pouvons voir le résultat de cette modification fi-
gure 5.4%. Afin d’effectuer cette madification, nous devons simplementoudre deux a deux
tous les brins de plongement représentant I'aréte supprimée lors de la fusion. Cette opération s’ef-
fectue sans difficulté particuliére. De plus, nous utilisons les fonctions@&kearte, qui suivant
son plongement font les mises a jour nécessaires afin qu'il reste valide. De ce fait, nous n'avons



118 Chapitre 5. La carte topologique en dimension 3

a. Avant la fusion. b. Aprés la fusion.

FIG. 5.46 — Un autre exemple de madification du plongement lors de fusion de3hces
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a. Avant la fusion. b. Aprés la fusion.

FiG. 5.47 — Fusion d’arétes &l.

pas besoin de nous préoccuper de la maniere dont sont plongée&ieartes. Nous pouvons
également remarquer qu'’il n'y a pas d’autre modification a faire : chaque brin de la carte conserve
le méme lien vers un brin de plongement, si I'on exceptd lesns supprimés lors de la fusion.

Mais cette opération de modification de plongement n’est pas tout le temps;towiture,
comme nous pouvons le voir sur I'exemple présenté figure 5.46. En effet, dans ce casz;hous
cousons des faces coplanaires. Afin de conservet{eartes minimales, nous devons alors fu-
sionner ces faces apres les avoir cousues. Ce traitement est effectué de maniére transparente par la
G-carte sans traitement supplémentaire. De plus, aprés ces opérations de fusions, certaines arétes
peuvent étre fusionnées lorsqu’elles sont incidentes a un sommet de degré deux. Mais ces fusions
sont également effectuées de maniére transparente @acdate. C'est pour ces raisons que nous
ne détaillons pas dans la plupart de nos algorithmes la gestion du plongement. Lorsque nous de-
vons modifier le plongement de maniére précise, nous employons alors des méthodes génériques,
comme par exemple l'affectation des coordonnées d’'un sommet topologique, I'affectation d’'un
plongement a une face, ou encore la fusion de deux plongements faces sans détailler ces opéra-
tions.

Nous étudions figure 5.47 un exemple de fusion d’arétes le long d’'un sommet de degré deux.
Sur cette figure, nous avons représenté uniqguement les deux arétes a fusionner. Nous avons dessiné
de méme couleur deux brins cousu gt (relation représentée par les trais gris clair fin), et
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représentéds par les traits épais et foncés. Les deux arétes de la figureasdiit composées
de 8 brins chacune. De maniére générale, une aréte posséde au midibrima (car nous avons
toujours des cartes fermées) et au maxinuisrins car nous représentons des voxels et avons
donc au maximumnd faces incidentes a une aréte (et deux brins par face). La figureasnbntre

le résultat de la fusion d’'arétes.

L'algorithme 20 effectue cette fusion d’arétes. Pour qu’il puisse fonctionner correctement, le
sommet entre les deux arétes a fusionner doit étre de degré deux. Cet algorithme n’est pas local,

Algorithme 20 Fusion d’arétes eBd
Entrée : Un brinb incident a un sommet de degré deux
Résultat: Les deux arétes incidente$ &t a5, (b) sont fusionnées.

d — [21(b);

[B2-découdréb);

old — Bo(b);

pair «— faux;

tant que d # b faire

by« Bo(d); ba « B1(d);
Bo-découdréd) ; (1-découdréd);
B1-coudréby, ba);

Si pair est fauxalors

‘ [B2-découdréd) ; [»-coudréold, by);

new < (31(d); [s3-découdréd);
sinon
Bs-découdréd) ; (s-coudréold, by);
L new <«— ﬁgl(d) ; 62—découdr(ad);
pair «— —pair; old < by;
détruire le brind;
| d +— new;
by — Bo(d); be «— B1(d);
Bo-découdréd) ; (31-découdréd);
[1-coudréby, ba);
B3-découdréd) ; [s-coudréold, by );
détruire le brind;

contrairement a celui effectuant la fusion de volumes, car la définition des cartes combinatoires
n‘est pas homogeéne pour la définition des somf@s ce fait, nous devons parcourir les brins

du sommet incident au brin de départ dans I'ordre, en alternant une involistetrune involution

(3, et en effectuant un traitement Iégerement différent dans ces deux cas.

Afin de comprendre le fonctionnement de cet algorithme, nous étudions son déroulement sur
I'exemple présenté figure 5.48. Nous avons pris un exemple assez simple ou les deux arétes a
fusionner sont composées chacuné deins. La figure 5.4& montre la configuration de départ,
avant de rentrer dans la boucle « Tant que ». Nous avons initialisé certains bfissiéstousu le
brin b qui est le brin de départ. Dans la boucle, nous traitons le brin coufaet,conservons le

3L’ algorithme similaire pour leg3-cartes serait lui local et donc beaucoup plus simple.
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FIG. 5.48 — Déroulement de I'algorithme de fusion d’arétegen

brin de la derniére aréte traitée afin de le coudre correctement a la nouvelle aréte, c’estilé brin
Nous commencons par effectuer le traitement local consistant a déebpdue 5, et 3, puis par

(B1-coudreb; etbs, qui étaient les deux bring, et 3; cousus al. Ensuite nous différencions deux
cas, suivant queld est cousu paf, ou par(s ad. Ces deux cas se produisent alternativement,

étant donné que nous utilisofis et 33 a tour de réle. Pour cette premiére itération, nous sommes

dans le premier cas ou nog-décousonsid puis le3;-cousons avek; qui est localement le brin
résultat de la fusion. Puis nous affectons le prochain brin & traiter, qusg@ (figure 5.48b).
Nous pouvons alors détruire le bri) aprés I'avoir33-décousu, et traiter le prochain brin. Ce

prochain brin aura un traitement similaire, sauf que nous sommes maintenant dans le deuxiéme
cas étant donné queéd est/33-cousu ad. Le traitement de ce cas est similaire au précédent, en

échangeang; et 3.
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Nous traitons ainsi chaque brin de 'aréte (cf. figures hé&), et retombons finalement sur
le brin de départ (cf. figure 5.49. Nous devons alors traiter ce dernier brin en dehors de la boucle,
car son traitement est Iégérement différent des autres brins. Nous obtenons alors la carte présentée
figure 5.48g qui est bien le résultat de la fusion des deux arétes initiales.

Cet algorithme fonctionne dans n’'importe quelle configuration, a condition que le sommet
supprimé soit de degré deux, et que la carte soit fermée. Sa complexité est linéaire en le nombre
de brins de I'aréte. La modification du plongement est faite de maniére transparente lors des opé-
rations de coutures et décousures. Si les deux arétes fusionnées sont alignées, les deux arétes de
plongement correspondantes seront également fusionnées. Sinon le traitement est dépendant du
plongement utilisé. Nous pouvons par exemple, si2l€s-cartes de plongement possédent un
plongement aréte, fusionner quand méme les deux arétes et ajouter le plongement du sommet sup-
primé dans celui-ci. Si elles ont uniqguement un plongement sommet, nous n’effectuons alors pas
la fusion.

5.5.2 Lalgorithme d’extraction naif

L'algorithme 21 calculant la carte de niveawd’une image3d segmentée en régions est sim-
plement la transcription des définitions de nos cing niveaux de simplification. De plus, cet algo-
rithme est I'extension directe de I'algorithme naif en dimengidhprend en entrée une imagd
segmentée en régions, et le niveau de simplification souhaité (un entiet enfie et retourne la
carte de ce niveau représentant I'image.

Algorithme 21 Extraction « naive » de la carte de niveaan3d
Entrée : Une image | dei; x ny x ng voxels
n le niveau de la carte que nous voulons extraire

Sortie : La carte de niveau de I'imagel.

[E

Construire la carte de nive@ucorrespondant &;
2 Fusionner tout couple de volumes adjacents appartenant a la méme région;
sin > 2 alors
3 Fusionner tout couple de faces adjacentes, coplanaires, incidentes a une aréte de degré
un ou deux et n’entrainant pas de déconnexion de face;
sin > 3 alors
4 Fusionner tout couple d’arétes adjacentes et aligngesas incidentes & un som-
mets tel gu'il n'existe pas d’aréte réelle différente deet deas incidente as;
sin > 4 alors
5 Fusionner tout couple de faces adjacentes, incidentes a une aréte de degré un
ou deux et n’entrainant pas de déconnexion de face ni la suppression totale de
la face;
sin = 5 alors
6 Fusionner tout couple d’'arétes adjacenteet as n'étant pas des boucles
et incidentes a un sommettel qu'il n'existe pas d'aréte réelle différente
dea; et deasy incidente as;

7 Calculer I'arbre d'inclusion des régions;
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La premiere ligne de cet algorithme commence par construire la carte de ficea@spon-
dant a I'imagel, c’est-a-dire la carte compléte représentant chaque voxel de cette image plus une
face représentant la région infinie et fermant cette carte. Ensuite, chaque ligne de l'algorithme
permet de passer au niveau de simplification suivant, par application directe de la définition cor-
respondante.

La ligne 2 construit la carte de niveducorrespondant &, en fusionnant chaque couple de
volumes adjacents appartenant a la méme région. C’est uniqguement pour la construction de ce
niveau gue nous effectuons le lien entre I'image a représenter et la carte. Tous les autres niveaux
vont ensuite utiliser uniguement le degré des cellules et des tests de déconnexion. Comme pour la
dimensior, cette étape peut étre réalisée en complexité linéaire en le nombre de brins de la carte.
En effet, nous parcourons chaque face de la carte, testons si les deux volumes incidents sont de
méme région, et lorsque c'est le cas effectuons la fusion. Nous parcourons chaque face exactement
une seule fois, car lorsqu’une fusion n’est pas effectuée a un moment de I'algorithme, nous savons
gu’elle ne pourra jamais étre réalisée et n'avons donc pas besoin de tester a nouveau cette face. De
plus, cette technique de construction permet de traiter les cas ol nous devons fusionner un volume
avec lui méme, et les cas ou nous devons fusionner plusieurs fois le méme couple de volumes le
long de différentes faces.

La ligne 3 construit la carte de nive&yen appliquant la définition 29 qui tient compte des
problémes de déconnexion de face et conserve éventuellement des arétes fictives afin de les ré-
soudre. Pour réaliser cette étape, nous parcourons chaque aréte de la carte et regardons si elle
vérifie les conditions de la définition de ce niveau. Pour cela, nous testons si cette fusion va entrai-
ner la déconnexion de la face, en parcourant I'orBijteCette opération est @d(nombre de brins
de la face) De plus, contrairement au niveau précédent, une fusion peut ne pas étre possible a un
certain moment car elle entraine une déconnexion, mais ne plus entrainer de déconnexion et donc
étre possible plus tard. Cela oblige, apres une fusion de faces, a recommencer a tester toutes les
arétes de la carte. La complexité est alors quadratique en le nombre de brins de la carte. Lors de
la construction de ce niveau, nous fusionnons uniquement des faces coplanaires, et donc pouvons
effectuer exactement les mémes fusions dang-Bscartes de plongements. De plus, lorsqu’une
fusion entraine la déconnexion de la carte, nous ne 'effectuons pas afin de conserver une aréte fic-
tive. Dans ce cas, nous-cousons les deux arétes correspondantes dans la carte de plongement,
ce qui crée une aréte fictive dans celle-ci. Pour ce niveau, chaque face de la carte topologique
posséde une face de plongement identique.

Nous construisons ensuite la carte de niveaula ligne 4 de I'algorithme. Pour cela, nous
fusionnons chaque couple d’'arétes adjacentes et alignéetsu,, incidentes a un sommaettel
gu'il n'existe pas d’'aréte réelle différente de etas incidente a. Nous parcourons chaque som-
met de la carte, et cherchons s'il existe deux arétes alignées incidentes au sommetcQatiat
opération s’effectue e@((nombre d’arétes incidentes &°3) De plus, au cours de cette boucle
autour du sommet, nous pouvons en méme temps compter le nombre d’arétes réelles incidentes
as* A la fin de cette boucle, si nous avons trouvé deux arétes réelles et que ce nonihre est
nous pouvons effectuer la fusion. Mais si les deux arétes sont fit&tegue ce nombre et
nous pouvons également effectuer la fusion. Dans ces deux cas, nous appelons tout d’abord I'al-

“4Afin de tester erD(1) si une aréte est réelle ou fictive, il suffit de marquer chaque aréte fictive lors du calcul du
niveau précédent ainsi que pour le calcul du nivéa&n effet, c’est uniquement pour ces deux niveaux que nous
pouvons créer des arétes fictives.

SRappelons que nous considérons que deux arétes fictives sont toujours alignées.
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gorithme décalant toutes les arétes fictives incidentepais effectuons la fusion des deux arétes

de maniére classique. Cet algorithme de décalage a une complexitthembre d’'arétes inci-

dentes a s)La boucle principale qui parcours I'ensemble des sommets de la carte est linéaire en

le nombre de brins de la carte. En effet, contrairement au niveau précédent, lorsque une fusion de
deux arétes n’est pas possible, elle ne le sera jamais, et nous n'avons donc pas besoin de tester
a nouveau ce sommet. En majorant largement, nous obtenons une complexité quadratique en le
nombre de brins de la carte. Nous n'avons pas besoin d’effectuer un calcul de complexité plus
fin, étant donné que I'étape précédente est déja en complexité quadratique. Les modifications du
plongement sont, comme pour le niveau précédent, exactement les mémes que celles de la carte.
En effet, nous fusionnons les arétes alignées et ces fusions peuvent donc étre réalisées également
dans les cartes de plongement.

La construction de la carte de niveayeffectuée ligne 4 de I'algorithme) est trés proche de
celle du niveal2. La seule différence entre ces deux niveaux porte sur le fait qu’au nieas
faces sont uniquement coplanaires alors que pour le nivesun. Nous utilisons donc la méme
technique, avec les mémes problemes, et employons les mémes solutions. Les deux complexités
sont donc identiques. La seule différence se situe au niveau du plongement, ou contrairement a la
carte de niveag, lesG-cartes de plongements ne sont pas fusionnées mais seulespemisues,
afin de conserver chaque face de plongement plane.

Enfin, nous construisons la carte topologique a la ligne 6 de I'algorithme. Ici aussi, la construc-
tion de ce niveau est identique a celle du niv8aaxception faite de la géométrie. Mais la géo-
métrie n’entre en jeu ni pour la technique de construction, ni pour la complexité. Nous effectuons
un test supplémentaire afin de déterminer si une aréte est une boucle ou non, mais ce test peut
s'effectuer simplement e@(nombre d’'arétes incidentes a §Jous obtenons alors exactement la
méme complexité que celle du calcul du nivadlous avons maintenant construit la carte de ni-
veaun représentant I'imagé. Nous devons construire I'arbre d’inclusion des régions qui permet
de résoudre le probléme de déconnexion de volumes.

5.5.3 Calcul de I'arbre d’inclusion

Cet algorithme 22 est quasiment le méme que celui présenté en dimerisestion 4.4.3).

La seule différence entre ces deux algorithmes se situe lors du cal@areet la région
contenant la composante connexe en cours de traitement. En effet, nous récupérons ici la région
du brin 83 cousu au brin représentant de la région en cours de traitement, alors que c’était le brin
(32 cousu en dimensioR. Le principe de I'algorithme est donc le méme : parcourir les régions de
'image, dans I'ordre haut-bas, derriere-devant et droite-gauche, et chaque fois que nous trouvons
une région non traitée parcourir la composante connexe incidente a cette région. Toutes les régions
de cette composante connexe sont incluses dans la région dg lmdnisu au brin représentant de
la région en cours de traitement, de par la contrainte que nous fixons sur ce brin représentant.

En effet, pour que cet algorithme fonctionne, nous devons vérifier trois contraintes, de maniére
similaire a la dimension :
— chaque brin doit connaitre sa région d’appartenance;
— chague région connait un des brins de la carte associée a cette région. Nous appelons un tel
brin le représentante sa région. Ce brin est soit le brin ayant comme plongement sommet
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Algorithme 22 Calcul de I'arbre d'inclusion egd
Entrée : La carteC d’'une imagel segmentée en régions
La liste L des régions de I'imagé
Sortie : L'arbre d’inclusion A correspondant.

Démarquer chaque région de
Ajouter un nceud associér dansA,;
1 pour chaquerégion R; de L non marquédaire
binit — représentant(R;);
parent«— le nceud associér@gion(33(binit));
2 pour chaquebrin b de la composante connexe incidente,g; faire
sirégion(b) non marquéalors
Ajouter un noeud associérdgion(b) dansA;
Ajouter ce nceud comme fils garentdansA;
Marquerrégion(b);

retourner A

le pointel le plus en haut a gauche et derriére- deoit, si un tel brin n’existe pas, le brin
ayant ce méme pointel dans son plongement face ;

— nous connaissons la liste de toutes les régions de I'image, sans la région infinie. Cette liste
doit étre ordonnée de sorte qu’une régiBn est inférieure a une autre reégidey si et
seulement sR; se rencontre avatt; lors du parcours de 'image de haut en bas, de derriére
a devant et de gauche a droite.

Ces trois propriétés sont assurées par nos algorithmes d’extraction. La premiére lors de la construc-
tion de la carte de nivedy la deuxiéme également lors de cette construction, puis en nous assurant

de la conserver lors de chaque fusion, et enfin la derniére par un parcours préalable de I'image,
en classant les régions rencontrées selon cet ordre. Ce sont ces propriétés qui nous assurent que la
région contenant la composante connexe en cours de traitement est bien lpeggiarComme

pour la dimensior, cet algorithme est linéaire en le nombre de brins de I'image. De plus, il fonc-
tionne de maniére identique, quel que soit le niveau de la carte lui étant fournie, & condition qu’elle
respecte les trois contraintes citées.

Nous avons présenté de maniére détaillée chaque étape de 'algorithme naif d’extraction d'une
carte a partir d’'une image. La complexité globale de cet algorithme est finalement quadratique
en le nombre de brins de la carte. Cela peut étre génant pour traiter de grosses images, qui vont
étre représentées par beaucoup de brins. Mais il est possible d’améliorer cette complexité en cher-
chant un ordre sur les fusions de faces, afin d’éviter de tester a nouveau chaque brin aprés cha-
que fusion. Nous verrons que ce point fait partie d’'une de nos perspectives de recherche. Mais
cette complexité importante n’est finalement pas trés génante, étant donné que cet algorithme est
uniguement l'algorithme naif, et que nous présentons maintenant l'algorithme optimal qui a une
complexité linéaire.
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FIG. 5.49 — Quatre exemples de précodesen

5.6 Les précodes et I'algorithme optimal d’extraction

L'algorithme optimal d’extraction est I'extension a la dimensiohe celui présenté en dimen-
sion2. |l effectue un balayage de I'image de haut en bas, de derriére a devant et de gauche a droite
avec une fenétre dex 2 x 2 voxels, et exécute le traitement correspondant a la configuration de
cette fenétre. Nous étudions les configurations a traiter afin d’extraire chaque niveau de simplifi-
cation. Pour chaque niveau, nous devons traiter des nouvelles configurations en plus de celles du
niveau précédent. Cette maniére de définir les précodes permet de factoriser les configurations se
traitant de maniére similaire. Nous revenons tout d’abord sur la notion de précode et de précode
partiel en dimensios.

5.6.1 Les précodes en 3d

Nous avons déja présenté les notions de précode et précode partiel section 4.5.1, et ce en
dimensionn. En dimension3, nous balayons I'image de haut en bas, de derriere a devant et
de gauche a droite. Au cours de ce balayage, nous appabses courante voxel en cours de
traitement (celui en bas, devant et a droite de la fenétre courante).

Un précodeen dimensior est une partition de 'ensemble d@wvoxels de I'hypercube de
longueur2. Nous pouvons voir figure 5.49 quatre exemples de précddleSomme pour la di-
mension2, nous représentons un précode en affectant une couleur différente a chaque élément
de la partition. Deux voxels de méme couleur appartiennent a la méme région et réciproque-
ment. Si nous numérotons les voxels de la maniére présentée figura, §ldoxel courant
a le numérol), ces quatre précodes sont équivalents respectivement aux partitions suivantes :
{1,2,55{3,4,6,8L{ T}h {{ 1,2}.{3,7}.{5}.{4,6,8}},{{ 1,2,6,7, 81{ 3}.{ 4}.{ 5}} et{{ 1,6,7,

84 { 2, 5}.{ 3, 4}}.

Un précodedd estnon variétési et seulement s'il existe dans ce précode une partition n’étant
pas6-connexe. Les trois premiers précodes de la figure 5.49 sont des précodes variété, alors que le
guatrieme est un précode non variété. Un prégdtel est une partition d’un sous-ensemble des
cellules d’'un précode, chaque ensemble de la partition devant étre un enserohleexe. Nous
pouvons voir figure 5.50 deux exemples de précodes partiels en dimén@a@i b) ainsi qu’un
contre-exemple de précode partie).(La partition associée au précode présenté figure @.17.
n'est pas un précode partiel car un ensemble de voxels appartenant a la méme région n’est pas
6-connexe.
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_L

FiGc. 5.50 — Deux exemples de précodes partiels (a et b) et un contre-exemple (c).

Nous avons vu lors de la présentation des précodes, section 4.5.1, que les nombres de Stirling
et de Belf permettent de calculer le nombre de précodes en dimensi@ette formule nous a
permis de calculer gu'il existait5 précodes en dimensidy ce qui est facilement vérifiable de
maniéere exhaustive. Cette méme formule nous donne que le nombre de précodes en disnension
est égal aBg qui vaut4140. Il existe donc beaucoup trop de précodes pour en donner la liste
exhaustive. Un autre nombre intéressant, est le nombre de précodes variétés. En dithension
nous I'avons calculé en regardant pour chacunidgzécodes lesquels étaient des variétés. Mais
cette solution n’est pas applicable ici. Nous avons dans un premier temps cherché une formule de
dénombrement permettant de calculer ce nombre en dimensimialheureusement sans succes
pour le moment. Ce point fait partie de nos perspectives de recherches.

Afin de palier I'absence de formule, nous avons calculé ce nombre par programme. Nous
avons pour cela généré les précodes de maniere automatique, et testé ensuite chaque précode. Nous
utilisons pour cela le graphe représentant I'hypercube de dimensi®haque sommet représente
une n-cellule et deux sommets sont reliés par une aréte si les deellules correspondantes
sont2n-voisins. Chaque sommet est étiqueté par la région a laquelle il appartient. Il suffit ensuite
de tester si chaque ensemble de sommets ayant la méme étiquette est bien un ensemble connexe.
Ce programme nous a permis de trouver qu’il exisie précodes variétés en dimensidnCe
nombre est petit en regard débi0 précodes existant au total. Mais il est encore trop important
pour envisager |'écriture de chaque méthode de traitement correspondant. Nous allons voir que
nous n‘avons pas besoin de traiter 'ensemble dedg8scas, car un grand nombre d’entre eux
se traitent de maniére similaire. C'est ici que la définition de la carte topologique de maniére
hiérarchigue apporte pleinement son intérét.

5.6.2 Lalgorithme optimal et général d’extraction

L'algorithme 23 général et optimal d’extraction est simple, comme en dimeRgmnsqu’il se
résume par un balayage de I'image en exécutant le code associé au précode courant. Comme pour
la dimension 2, cet algorithme fonctionne pour tout type d’'image : segmentées ou hon, étiquetage
fort ou faible.

Limage I en entrée de cet algorithme doit étre segmentée en régions. Elle est composée des
voxels de coordonnéds ..nq enz, del...no eny etdel...n3 enz. Elle est entourée d’'une
région infinie contenant I'ensemble des voxels n’appartenant pas a I'image. Le pfécpde

®Les nombres de Bell sont donnés par la formule de récurmBnee 3°;_ 0= avecBy = By = 1.
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Algorithme 23 Extraction optimale de la carte de niveaen3d
Entrée : Une imagel segmentée en régions de x ny x n3 voxels
n le niveau de la carte que I'on veut extraire
Sortie : La carte de niveau de I'imagel.

1 last «— Construire le bord supérieur de la carte;
2 pour k =1ans + 1 faire
pour j = 1 ansy + 1 faire
pour i =1 an; + 1 faire
L | last — Exécuter le code associé au précodg, k) du niveaun;

3 Calculer I'arbre d'inclusion des régions;

up

last behind

a. Avec le voxel courant. b. Et sans.

FiG. 5.51 — Les bringast, up etbehindpar rapport au voxel courant.

est le précode ayant comme voxel courant (celui en bas, devant et a droite de laXengtre2)
le voxel (i, j, k).

Avant de balayer I'image, nous commencgons par créer le bord supérieur de la carte. En effet,
comme pour la dimensiod, la carte correspondant aux voxels plus anciens pour I'ordre de par-
cours doit étre déja construite. Cet invariant garantit, a tout instant, qu’il existe une face a gauche,
derriére et au-dessus du voxel courant. Ces trois faces permettent de raccrocher le voxel courant
a la carte déja construite. Afin de désigner ces faces, nous conservons un brin particulier sur cha-
cune, que nous appelons respectiventastt up et behind(oul, u etb en abrégé). Nous pouvons
voir figure 5.51 la position de ces brins particuliers, tout d’abord par rapport au voxel courant,
puis sans ce voxel afin de mieux voir leurs positions. Sur ces figures, nous n'avons pas représenté
I'ensemble des orientations des brins afin de les rendre plus lisibles, mais elles peuvent se dé-
duire aisément a partir des seules orientations représentées. La position de ces brins a l'intérieur
des faces a été choisie de maniére arbitraire. Nous devons simplement fixer cette position qui est
primordiale lors des algorithmes associés aux précodes.

Avant de parcourir I'image, le voxel courant (qui est le prochain voxel a traiter) est celui ayant
comme coordonnéds, 1, 1). Afin que notre invariant soit conservé, nous devons avant de traiter
ce voxel, avoir construit la carte des voxels plus anciens, c’est-a-dire le voxel a gauthe),
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les voxels derriérgi, 0, 1), Vi et les voxels dessus, j,0), Vi, j. C’'est cette carte qui est appelée

bord supérieur de I'image. De plus, comme pour la dimengjarous créons ce bord de maniére
particuliére afin de nous affranchir des problémes liés aux précodes de bord de I'image. Nous
verrons section 5.6.8 comment ce bord est construit afin de régler ces problémes, et comment il
intervient lors de I'extraction d’'une carte.

Lors du balayage de I'image, nous conservons uniquement ledstncar les brinsup et
behindpeuvent se retrouver aisément a partir de ce brin a I'aide des algorithmes 24 et 25.

Algorithme 24 Calcul du brinupen3d.
Entrée : lastle brin & gauche du voxel courant
Sortie : uple brin au-dessus du voxel courant.

up — Loz(last);
tant que up ests-cousufaire

| up < B32(up))

up < B (up);
retourner up;

Algorithme 25 Calcul du brinbehinden3d.
Entrée : lastle brin & gauche du voxel courant
Sortie : behindle brin derriére le voxel courant.
behind «— Ba(last);
tant que behindest;-cousufaire
| behind «— B32(up))
behind < [11(behind);
retourner behind;

Ces deux algorithmes fonctionnent suivant le méme principe. L'algorithme 24 commence par
initialiser le brinup par Go2(last). Ce brin appartient a I'aréte incidente aux deux faces contenant
last et up. Nous tournons ensuite autour de cette aréte, en utiligantant que le brin courant
estg3-cousu. En effet, toutes les faces entre la face contdasiet celle contenanip sontgs-
cousus. Lorsque le brin courant n’est pscousu, c’est qu'il appartient a la face contenaptet
il suffit alors d’appliquer3; pour trouver le brirup. L'algorithme 25 effectue le méme traitement
mais pour un brin initial différent, ainsi que pour le « déplacement » final.

La complexité de ces deux algorithmes est linéaire en le nombre de faces incidentes a 'aréte
entre la face contenatést et celle contenantip pour le premier, et la face contendast et
celle contenanbehindpour le deuxiéme. Ce nombre de faces est toujours égal &u 2, étant
donné que chaque face représente un surfel. Nous pouvons voir figure 5.52 les quatre seules confi-
gurations possibles des faces entre celle conteiaahet celle contenantip. Sur cette figure,
nous avons dessiné deux brins de méme couleur lorsqu’ils appartiennent a la méme région. Nous
n'avons pas représenté tous les brins afin de ne pas surcharger les schémas. Nous voyons donc
gue, dans le pire des cas présenté figure &, 52algorithme calculant le brimp va effectuer uni-
guement itérations. Dans le meilleur des cas présenté figure &.58.méme algorithme ne va
pas entrer dans cette boucle, car dés l'initialisation le bpiestSs-libre. Il en est exactement de
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FIG. 5.52 — Les quatre seules configurations possible des faces entre celle colastretrdelle
contenantip.

méme pour le calcul du brinehindet les configurations possibles de faces entre celle contenant
last et celle contenarttehind

Apres avoir créeé le bord supérieur de I'image dans I'algorithme 23, IddBiest initialisé afin
d'étre sur la face de gauche par rapport au vokel, 1). Ensuite, I'algorithme effectue le balayage
de I'image en exécutant le traitement correspondant au précode courant. Chacun de ces précodes
modifie localement la carte, en utilisant les trois brins distingastsup etbehind et en retournant
le prochain briflast pour le traitement du précode suivant. Nous verrons section 5.6.8 que de par
la maniére particuliére dont le bord est construit, aucun traitement particulier n’est nécessaire pour
les précodes se trouvant au bord de I'image, ce qui simplifie beaucoup l'algorithme.

Enfin, aprés le balayage de I'image, nous avons construit la carte de niveguésentant
'image I. Il ne reste plus qu’a calculer I'arbre d’inclusion des régions afin de positionner les
éventuelles différentes composantes connexes de la carte les unes par rapport aux autres. Pour cela,
nous utilisons I'algorithme 22 déja présenté section 5.5.3. Comme pour la dimension 2, le parcours
préalable de I'image afin d’obtenir la liste des régions triées selon leur ordre d’apparition n’est plus
nécessaire pour ce second algorithme d’extraction. En effet, cette liste peut maintenant étre créée
durant le méme parcours que celui construisant la carte. Cet algorithme optimal d’extraction est
générique car il permet d’extraire n'importe quel niveau de simplification. Pour cela, il faut définir
pour chacun de ces niveaux les précodes a distinguer et la maniére de les traiter.

5.6.3 Les précodes pour la carte lignel

Afin de calculer la carte lignel, nous effectuons la fusion de chaque couple de volumes adja-
cents et appartenant a la méme région. De par notre ordre de parcours, il est uniguement possible
de fusionner le voxel courant avec ses voisins gauche, derriére et dessus. Les différents cas a traiter
sont simplement I'ensemble des combinaisons de fusion ou non du voxel courant avec ces trois
voisins. Il y a dona précodes différents a traiter, présentés figure 5.53 (que nous aphgions
précode lignel numéré). Le précodd; représente le cas ou le voxel courant n’est fusionné avec
aucun de ses voisins?’@), les précodes;,, I3 etly les cas ou il est fusionné avec un seul de ses
voisins (C1), les précodes;, I etl; les cas ou il est fusionné avec deux de ses voigifi3 ét
enfin le précodés le cas ou il est fusionné avec ses trois voisifig)(
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FiG. 5.53 — Les huit précodes a traiter afin de calculer la carte ligngtien

FiG. 5.54 — Les brins obligatoirement présents avant de traiter un précode de hiveau

La configuration de la carte avant le traitement de chacun de ces précodes est la méme, et est
présentée figure 5.54. En effet, nous savons qu’il existe les trois faces autour du voxel courant
de par notre invariant. Ce sont les faces contenant les lashsip et behind Nous ne connais-
sons aucune autre face, présente obligatoirement avant le traitement d’'un précode, car ces huit
précodes sont des précodes partiels et nous ne connaissons pas la région des voxels libres. Nous
avons egalement représenté trois autres faces entre les {xels et (i, j, k+1), mais ces faces
n'entrent pas en compte pour les différents traitements, elles permettent seulement de mieux vi-
sualiser la figure. Afin de simplifier la désignation des brins, nous nétoass; (1), is = (31 (l2)
etly = (1(l3), les trois autres brins de la face contenant le last Nous notons de maniére
similaire les autres brins appartenant aux faces contenant lesupratbehind

Comme pour la dimensidh le traitement d’un précode consiste a donner la suite d’'opérations
transformant la carte courante avant de traiter ce précode en la carte a obtenir aprés ce traitement.
Ces opérations simulent les fusions correspondant a ce précode. De par le nombre important de
précodes différents, nous ne donnons pas ici, contrairement & la dimepsi@yue algorithme de
traitement. La figure 5.5&8montre la carte courante avant de traiter le prééogdst la figure 5.5%h
celle a obtenir. L'algorithme 26 permettant de passer de la premiéere carte a la seconde est simple,
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a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FiG. 5.55 — Le précodg avant et aprés son traitement.

étant donné qu'il consiste simplement a créer un cube Set@udre sa face de gauche a la face
contenantast, sa face de dessus a la face contengrdt sa face de derriére a la face contenant
behind

Algorithme 26 Code associé au précodeen3d

Entrée : last, up etbehind
(z,y, z) les coordonnées du nouveau sommet

Sortie : le « prochain sast

tmp < créer un cube topologique ;

(s-coudre la face contenalatst et celle contenantsy 12 (tmp) ;
(s-coudre la face contenanp et celle contenantys; (tmp) ;
(s-coudre la face contenabehindet celle contenants (tmp) ;
Le plongement du sommet incidenBg (tmp) «— (z,v, 2);
retourner tmp;

Pour le plongement, nous associons simplement les coordonnées du nouveau sommet au plon-
gement sommet du brifk; (¢mp). En effet, c’est le seul sommet n’ayant pas de plongement, tout
les autres sommets appartiennent a une orbite possédant déja un plongement dans la carte avant
le traitement. Suivant le plongement utilisé cette mise a jour du plongement se fera de maniére
différente. Mais la majorité des mises a jour de plongement sont faites lors des opérations de cou-
ture. Par exemple pour un plongement face, lors djgyieouture de deux faces entre elles, celle
n'ayant pas de plongement pointera désormais sur le plongement de la face qui en posséde un.

La figure 5.56a montre la configuration de la carte avant de traiter le prédgads la fi-
gure 5.56b celle a obtenir. L'algorithme 27 effectue la transformation de la premiére carte en la
seconde. Cet algorithme présente une maniere d’effectuer cette transformation, mais il est possible
d’effectuer le méme traitement de maniére différente. Nous avons ici privilégié la conservation des
brins de la carte initiale, afin d’éviter des allocations et désallocations mémoire successives col-
teuses en temps d’exécution. De plus, nous avons essayé d'étre minimal en nombre d’opérations.
Par exemple, nous conservons les biing, et u, a leurs places initiales, ce qui évite ufg
décousure et uné,-couture pour chacun de ces brins.

La premiére modification effectuée par cet algorithme (ligne 1) permet de traiter la configura-
tion présentée figure 5.57. Ce cas se produit lorsque, comme nhous I'avons représenté figuyre 5.57.
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a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FiG. 5.56 — Le précodg avant et aprés son traitement.

Algorithme 27 Code associé au précolieen 3d
Entrée : last, up etbehind
(z,y, z) les coordonnées du houveau sommet
Sortie : le « prochain sast

1ty Pa(la); to — Ba(ua); [o-découdrély) ;
Sit; # uy alors

| B.-découdréus); [o-coudréts,ts);
2ty — [a2(l); to «— Pa(bs); Po-découdr€l) ;
sit; # bs alors
| B.-découdrébs); [i-coudréiq,ts);
3ty Pa(ug); to — B2(bs); [Bo-découdréus) ;
sit; # by alors
| B.-découdréb,); [i-coudrétq,its);

4ty « B2(ly); Bo-découdr€ly); [a-coudréty, bs);

5t; < [2(b); Bo-découdréb); [o-coudrdty,us);

6 t1 < [a(u); Po-découdréu); [o-coudréty,ly);

7 Ba-coudrél, u); [o-coudréls, by); [o-coudréuy,b) ;
Le plongement du sommet incident.a— (z, y, 2);
retourner us;

le voxel numérd n’est pas de la méme région que les voxel et5. La carte courante avant de
traiter ce précode est présentée figure $,50U nous pouvons noter la présence d'une face entre
les voxels2 et 6, et une autre entre les voxelset 6. Dans ce casjz(l4) # ug €t nous devons
doncpz-découdre les deux bririg etuy puisG2-coudre les brins qui étaieft-cousus a eux (que
nous avons conservé danset t;). Par contre, si2(l4) = uy, alors c’est que le voxel est de

la méme région que les voxels2 et 5, et dans ce cas nous devons simpleniirdécoudrd,.

Ce traitement est similaire pour traiter les deux cas ou les voxels nuhe#rone sont pas de la
méme région que leurs trois voisins (lignes 2 et 3 de 'algorithme).

Aprés avoir traité ces trois cas possibles, les lignes 4, 5 et 6 effectuent le remplacement res-
pectivement du brirdy parbs, du brind parus et du brinu pariy. Enfin, la ligne 7 effectue les
(B>-coutures qui n‘ont pas encore été effectuées. Notons que tous les brins traités ici ont déja été
Bo-décousus. Les plongements divers vont étre mis a jour de maniére transparente lors des cou-
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a. Le cas a traiter. b. Carte avant le traitement. c. Le résultat.

FIG. 5.57 — Le cas traité par la ligne 1 de I'algorithme 27 lorsque le voxeést pas de la méme
région que ses trois voisins dans le préchde

a. Un précode; . b. p, =rotation(p;). C. p3 =rotationpz).

FiG. 5.58 — La permutatiorotation qui transforme un précode.

tures et décousures; le seul que nous devons affecter explicitement est celui du sommet incident
au brinu. En effet, c’est le seul sommet topologique qui n’existait pas dans la carte courante avant
de traiter ce précode.

Nous pouvons donner pour les précobesl; chaque algorithme de traitement correspondant.
Ces algorithmes vont ressembler aux deux que nous venons de présenter. Mais il n’est pas néces-
saire de définir un algorithme par précode. Nous regroupons ces traitements pour les précodes
isomorphes par rotationce qui réduit le nombre d’algorithmes a écrire. Afin de savoir si deux
précodes sont isomorphes par rotation, nous définissons pour cela la permutation rapgtaée
sur 'ensembld, . . ., 8. Cette fonction associe a un numéro de voxel son image par rotation, de la
maniére présentée figure 5.58. La figure Ja%8présente un précode en numérotant chacun de ses
huit voxels, ainsi qu’en symbolisant les relationgdeisinage afin de faciliter la visualisation. La
figure 5.58b montre I'image de ce précode par applicatiorratation, et la figure 5.5& I'image
de ce deuxieme précode. Nous définissons explicitement cette permutation en donnant I'image de
chaque élément au moyen du tableau 5.1. Nous pouvons remarquer que lorsque nous appliquons
trois fois cette fonction sur n'importe quel précode, nous obtenons toujours le précode initial. Re-
marquons également que les deux voxels nuni@t® sont invariants par rotation. En effet, cette
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TAB. 5.1 — La permutatiomotation.

T 1121345 |6]7|8
rotationz) | 1 | 5|2 |6 |3 |7 |48

rotation peut étre vue comme la rotationd¥® degrés autour de I'axe allant du voxXehu voxel

8, et il est donc normal que ces deux voxels soient invariants. Deux précodésosnatphes par
rotation si a partir d'un précode nous pouvons obtenir le deuxiéme en appligptation autant

de fois que nécessaire.

L'ensemble des précodes isomorphes par rotation peuvent étre traités avec un seul algorithme
appelé avec des brins initiaux différents. Cela nous permet de diminuer le nombre de traitements
a écrire. Par exemple pour les précodes lignels, les préépdeset i, sont isomorphes par rota-
tion. Pour s’en convaincre, il suffit d’écrire la partition correspondant au préeadel’appliquer
ensuiterotation. La partition correspondant au précodeest{{1,2}, {3}, {5}}. Le résultat de
rotation sur ce précode est la partitigi1, 5}, {2}, {3} }, obtenue en remplagant chaque élément
par son image. Cette partition est celle correspondant au précaderésultat d’'une nouvelle ap-
plication derotationest la partition{{1, 3}, {5}, {2} } correspondant au précotie Nous pouvons
donc définir un seul algorithme de traitement pour ces trois précodes, qui est présenté algorithme
28.

Algorithme 28 UneFusionVolumes3d

Entrée: dy, fi et f, trois brins
(z,y, z) les coordonnées du nouveau sommet

Sortie : le « prochain sast

dy < P1(d1); dz « Pi(d2); dy <+ Pi(ds);
(B1-découdréd,); [,-découdréds); (i-découdréds); (1-découdréd,) ;

créer une face carrée autourdle créer une face carrée autourdie;
créer une face carrée autourdle créer une face carrée autourdie;
tmp < créer une face carrée topologique ;

B2-coudré 31 (d1), Bo(dz)); Bz-coudré Bi1(dr), Bo(tmp)) ;
B2-coudréBo(dy), B1(da)); Pz-coudrd 3y (ds), Bo(da)) ;

Bz-coudré 31 1(ds), B1(tmp)); Bo-coudréfo(ds), B1(d2)) ;
Bz-coudrétmp, F11(d2)); B2-coudréSiy(tmp), B11(ds)) ;

(B3-coudre la face contenayfif et celle contenant; ;
(B3-coudre la face contenayfit et celle contenant; ;

Le plongement du sommet incidente (tmp) <« (x,y, 2);
retourner tmp;

Cet algorithme prend en entrée trois brifys f1 et f» et maodifie la carte courante en fusion-
nant le voxel courant avec celui incidentiaet en legs-cousant aux deux facefs et fo. Nous
commengons par nommer les trois autres brins de la face incidehtepais 5,-décousons ces
guatre brins. Nous créons ensuite quatre faces carrées autour de chacun de ces brins. Nous créons
également une nouvelle face carrée supplémentaire. Le traitement suivant consiste simplement a
Bo-coudre ensemble chacune de ces faces. A part les dyriasi, qui étaient initialemeng,-
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a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FiG. 5.59 — La carte avant et aprés le traitement du prétode

cousus, et dont nous conservons les coutures, les autres brins viennent tous d’étre créés et sont
doncgs-libres. Enfin, le dernier traitement de cet algorithme consigtge-@oudre les deux faces
incidentes aux deux bring et f3 avec leurs faces respectives en vis-a-vis. Nous devons affecter

le plongement du sommet incident au bfin (tmp) car il appartient au nouveau sommet topo-
logique. Les autres plongements sont mis a jour de maniere automatique, principalement lors des
deuxps-coutures. Le résultat de cet algorithme pour les trois traitements des présddest [,

est donné respectivement sur les figures 5.59, 5.60 et 5.61.

Algorithme 29 Code associé au précolleen 3d
Entrée : last, up etbehind
¢ = (z,y, z) les coordonnées du nouveau sommet
Sortie : le « prochain sast

dy < Bo(last); fi1 < Bo(up); fo < Pri(behind);
tmp «— UneFusionVolumes3d,, f1, fa, ¢);
retourner tmp;

Maintenant que nous avons défini cet algorithme, nous devons I'appeler avec les brins initiaux
correspondant au précode effectif. L'algorithme 29 montre comment cet algorithme est appelé
pour le traitement du précodg 29. Cet algorithme consiste simplement a appéleFusion\Vo-
lumes3det a retourner le prochain briast pour le traitement du précode suivant. La figure 559.
montre la position des brins initiaux passés a I'algorittuneFusionVolumes3dla carte obtenue
aprés cet algorithme est présentée figure 5.59.

Le traitement du précodg est identique, a I'exception de la position des brins initiaux et du
brin retourné. Nous pouvons voir figure 5.8 position de ces brins avant le traitement de ce pré-
code, et figure 5.60.le résultat de ce traitement, avec la position du brin retourné par I'algorithme
UneFusionVolumes3dNous avonsl; = (11(up), f1 = Bo(behind) et fo = (yp(last). Le brin
retourné par cet algorithme est maintenant (tmp). Le traitement du précodeg est également
identique a celui du précode, comme nous pouvons le vérifier figure 5.61. Pour ce traitement,
nous avongl; = (1 (behind), fi = last et fo = [11(up). Le brin retourné est 211 (tmp).
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a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FiG. 5.60 — La carte avant et aprés le traitement du préépde

a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FiG. 5.61 — La carte avant et aprés le traitement du prétpde

Remarquons que pour chacun de ces algorithmes, nous avons un brin sur chaque face incidente
alast, up etbehind En effet, ces brins désignent les faces supprimées par une fusion de volumes
ou conservees éf;-cousues avec une face du volume représentant le voxel courant. De plus, afin
de fixer la position de ces brins, il suffit de la choisir pour le premier précode que nous traitons, ici
l2, et d’écrire I'algorithmeUneFusionVolumes3gour ce précode. L'écriture des traitements des
autres précodes se fait alors simplement en retrouvant I'image de chaque brin utilisé par le premier
traitement parotation.

Les trois précodes restarit, ls et l7, sont isomorphes par rotation, et nous pouvons donc
également définir un seul traitement pour les trois. Cet algorithme, que nous appeloasu-
sionsVolumes3dar le voxel courant est fusionné avec deux de ses voisins, prend en paramétre
deux brinsd; ete; appartenant aux deux voxels a fusionner avec le voxel courant, et urfibrin
appartenant au voxel qui ne va pas étre fusionné. Remarquons que pour cet algorithme, il faut
un traitement similaire a celui effectué en début de I'algorithme 27 traitant le prégadia de
coudre les éventuelles faces se trouvant efitet e;. Nous ne donnons pas ici cet algorithme, qui
peut s'écrire simplement en regardant la carte courante avant le traitement et celle a obtenir.
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a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FIG. 5.62 — La carte avant et aprés le traitement du préépde

Nous allons maintenant voir comment cet algorithme est appelé pour traiter les trois précodes
l5, lg etl;. Cela permet de bien comprendre les traitements de précodes isomorphes par rotation.
De plus, nous montrons pour chacun de ces précodes la carte courante avant et aprés le traitement,
avec la position de chaque brin, ce qui permet ensuite pour les personnes désireuses d’'implanter
I'algorithme optimal d’extraction d’écrire facilement la fonction correspondddeaxFusions\Vo-
lumes3d

Algorithme 30 Code associé au précolieen 3d

Entrée : last, up et behind
¢ = (z,y, 2) les coordonnées du nouveau sommet

Sortie : le « prochain »ast

dy < last; ey « B11(behind); fi1 < Bo(up);
tmp — DeuxFusionsVolumes3d, , ey, f1, ¢);
retourner tmp,

Nous présentons tout d’abord I'algorithme 30 traitant le prédgdet figure 5.62 la carte
courante avant de traiter ce précode, et celle & obtenir aprés son traitement. Sur cette figure, nous
pouvons observer la position des brins passés en paramétre a |'algdbiguxieusionsVolumes3d
dy ete; appartiennent aux deux faces qui doivent étre fusionnées avec le voxel courant. Afin de
faciliter la désignation d'un brin particulier, nous appel@dnsds etd, les brins appartenant a la
méme face qué,, dans I'ordre donné pdt;, et de maniére similaire les brins de la face incidente
ae1. Nous pouvons voir figure 5.82que nous avons conserveé certains de ces brins afin d’éviter
des destructions et des allocations de mémoire. De plus, nous conservons ces brins a leur place
initiale, ils n'ont donc pas besoin d'étr&-décousus puigs-cousus a un autre endroit. La face
incidente af estf3-cousue a celle incidenteda, ce qui entraine des mises a jour des plongements.
Enfin, le seul sommet topologique qui n’existait pas dans la carte avant le traitement de ce précode
est celui incident &, (e4) et nous lui affectons donc les coordonnées du nouveau sommet passé en
paramétre a I'algorithme. Enfin le brin retourné &sip qui est le brin retourné par 'algorithme
DeuxFusionsVolumes3d

Le traitement du précodki est identique a celui du précodg a I'exception de la position
des brins initiaux et du brin retourné. Comme nous pouvons voir figure 5.63, nous&vens
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a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FiG. 5.63 — La carte avant et aprés le traitement du préépde

a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FIG. 5.64 — La carte avant et aprés le traitement du prétode

Bo(up), e1 = Bo(last), fi = Po(behind) et le brin retrourné qui est 20 (tmp). De méme
pour le traitement du précode, ou comme nous pouvons veérifier figure 5.64 nous avGns
Bo(behind), ey = P11(up), f1 = last et le brin retourné qui egt; 211 (tmp).

Nous avons présenté le traitement de chaque précode lignel. L'algorithme optimal d’extraction
va simplement tester quel est parmi ces huit précodes, le précode courant, et exécuter le traitement
correspondant qui modifie localement la carte. Cet algorithme est linéaire, car chaque traitement
est enO(1), et chaque voxel de 'image est parcouru exactement une fois. De plus, nous avons
vu pour ces divers traitements que nous créons exactement le nombre de brins nécessaires, sans
effectuer de destruction ou d’allocation inutile.

Nous pouvons montrer que ces huit précodes lignels couvrent bien I'ensemble des précodes
existant en dimensioR. Mais contrairement a la dimensi@ nous ne pouvons pas donner ici
pour chague précode la liste des précodes gu'il couvre, étant donné leur nombre beaucoup trop
important. Nous allons dénombrer les configurations couvertes par chaque précode, et vérifier
gue c’est bien le nombre de configurations possibles. Une configuration (notion présentée section
4.5.1) s'obtient & partir d’'un précode en affectant a chaque élément de la partition un identifiant de
région, que nous appelons ici abusivement couleur. |l est plus facile de compter les configurations
gue les précodes, étant donné que deux configurations sont différentes si elles n’ont pas exactement
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les mémes couleurs pour les mémes voxels, ce qui n'est pas le cas des précodes qui tiennent compte
de l'appartenance ou non a la méme région des voxels voisins. Nous considérons que nous avons
huit régions différentes. En effet, un précattk est composé de huit voxels, et peut donc dans

le pire des cas avoir huit couleurs différentes. Nous pouvons sans probléme effectuer les mémes
calculs en considérant que nous avénggions différentes, mais cela les complique pour arriver
exactement au méme résultat.

Le nombre de configurations possibles est simplerg&riEn effet, nous pouvons avoir n’im-
porte quelle configuration dans I'image. La contrainte sur la segmentation en régions, imposant
gue chaque région sditconnexe, n’entraine en effet aucune configuration interdite localement.
Etant donné gu’une configuration est de tallle 2 x 2, nous avons donc huit voxels différents,
et chacun peut avoir n’importe laquelle des huit couleurs. Il existe tHORT7 216 configurations
différentes.

Nous comptons maintenant le nombre de configurations couvertes par chaque précode lignel.
Le précodd; en couvre8 x 7 x 7 x 7 x 8* = 11239 424. En effet, le voxel numérd peut avoir
n’'importe quelle couleur parmi I ses trois voisins ne sont pas de la méme couleur donc peuvent
avoir une de§ couleurs restantes, et lésoxels libres peuvent avoir n’importe quelle couleur. Le
précodd, couvreS x 1 x 7x 7 x 8* = 1605 632 configurations, car le voxélpeut avoir n'importe
laquelle des® couleurs, son voisin de gauche est forcément de la méme couleur que lui, ses deux
autres voisins ne sont pas de cette couleur, donc peuvent avoir unealdsurs restantes et enfin
les4 voxels libres peuvent étre de n'importe quelle couleur. Ce nombre de configurations couvertes
est identique pour les précodigset 4 car ces trois précodes sont isomorphes par rotation. Nous
pouvons d'ailleurs facilement le vérifier en utilisant la méme démarche que pour le prigcode
Le précodd; couvre8 x 1 x 1 x 7 x 8 = 229376 configurations, car deux voisins du voxel
1 sont de la méme couleur que lui. Les précotjest I couvrent chacun ce méme nombre de
configurations. Enfin, le précodgcouvres x 1 x 1 x 1 x 8% = 32768 configurations.

Nous obtenons finalement que ces huit précodes lignels coudred® 424 + (3 x 1 605 632)
+ (3 x229376) + 32768 = 16 777 216, qui est bien le nombre de configurations possibles. Cela
prouve que les précodes lignels couvrent bien 'ensemble des précodes possibles.

5.6.4 Les précodes pour la carte de niveau 2

Pour ce niveau de simplification, nous fusionnons chaque couple de faces adjacentes, copla-
naires, et incidentes a une aréte de degré un ou deux (cf. définition 25). Ce type de fusion est
possible uniquement si deux voxels adjacéras; sont de méme région et qu'il existe un autre
voxel k adjacent & étant d’'une région différente, tel que le voxel adjacent a la fdised a j
soit de la méme région que Cette formulation compliquée est illustrée figure 5.65. Nous devons
effectuer ce type de fusion uniquement lorsqu’un des quatre voxgls ou/ est le voxel courant.

En effet, le cas échéant nous avons déja effectué ce traitement lors d’un précode précédent.

De maniére un peu plus intuitive, nous pouvons effectuer une fusion de faces coplanaires
s'il existe deux voxels adjacents de méme région, et deux autres voxels adjacents d'une autre
région « parallele » aux deux premiers. Nous avons représenté figura &85yuatre voxels, et
schématisé les deux faces coplanaires qui vont étre fusionnées. Sil'un des quatre voxels représenté
sur cette figure appartient a une autre région, la fusion de faces est alors impossible. En effet, nous
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a. Avant la fusion. b. Et apres.

Fic. 5.65 — Une représentation partielle d’'un précode ou I'on peut fusionner deux faces copla-
naires.

aurions alors une face supplémentaire entre ce voxel et un de ses voisins. De ce fait, I'aréte au
centre des quatre voxels ne serait plus de degré deux mais de degré trois.

Afin de trouver tous les précodes pour lesquels nous pouvons effectuer une fusion de faces co-
planaires, il suffit d’étudier les différentes cas ou une telle configuration peut se produire, ainsi que
toutes les combinaisons possibles entre ces cas. Nous pouvons ainsi trouver de maniére exhaustive
chacun de ces précodes. Nous obtenong8gwécodes présentés figures 5.66 et 5.67 (qQue nous
appelonsf¢; pour précode faces coplanaires numgro

Sur ces deux figures, nous avons représenté les précodes que nous devons traiter afin d’extraire
la carte de nivead, en les classant afin de faciliter la lecture. Sur chaque ligne, nous avons re-
présenté un premier précode, puis son image par I'application de la fonat#tion puis I'image
de ce deuxieme précode par cette méme fonction. Chaque ligne représente donc trois précodes
isomorphes par rotation. De ce fait, nous obtenons immédiatement un deuxiéme classement en
colonne. La premiére colonne de la figure 5.66 montre les sous-cas du pigctaddeuxieme
les sous-cas du précodiget la troisiéme ceux du précode De maniére similaire, la premiére
colonne de la figure 5.67 montre les précodes sous-cas du prigctzddéeuxiéme ceux du précode
lg et la troisieme ceux du précodie

Certains de ces précodes partiels sont composés/deels, et d’autres dé. Par exemple, le
précodef c; fixe une contrainte sur le voxel numéalors que le précodgc; non. Ce voxel peut
donc,a priori, appartenir a n’importe quelle région. Mais en fait il ne peut pas appartenir a la méme
région que le voxel numérd (son voisin droite). En effet, dans ce cas nous obtenons le précode
fecr. Ce voxel peut donc étre de la méme région que son voisin du bas, le voxel iimeétis pas
de laméme région que son voisin de gauche. Il en est de méme pour chaque précode étant composé
seulement dé voxels. Remarquons que dans ces deux cas nous effectuons exactement le méme
traitement, pour le précodge; une fusion de volumes et une fusion des deux faces coplanaires
situées entre les voxelset 3 pour la premiere, et entre les voxelgt4 pour la deuxieme.

En utilisant le méme principe que pour les précodes lignels, nous pouvons définir un seul trai-
tement pour chaque ensemble de précodes isomorphes par rotation. Nous devons donc définir six
traitements différents, qui sont appelés sur des brins initiaux différents pour des précodes isomor-
phes par rotation. Ces traitements sont similaires et peuvent se trouver simplement en étudiant la
carte de départ et celle que nous voulons obtenir. Nous donnons donc uniquement le traitement
générique des trois premiers précodgs,, fco et fcz, présenté algorithme 31. Nous pouvons
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FIG. 5.66 — Les) premiers ded8 précodes a traiter afin de calculer la carte de nivzan 3d,
sous-cas des précodigsis etl,.

vérifier pour ces trois précodes, que cet algorithme effectue bien la modification de la carte cor-
respondant au précode traité, en étudiant son déroulement sur les figures 5.68, 5.69 et 5.70.

Cet algorithme prend trois brins en paramétrizgsqui appartient a la face du voxel qui va étre
fusionné avec le voxel couranf; qui appartient a la face du voxel qui ne va pas étre fusionné,
mais pour lequel nous effectuons la fusion des deux faces incidentes a ce byipoeir lequel
nous n’effectuons aucune fusion. Il est assez proche de I'algorithme traitant les précages
l4. La principale différence concerne les traitements numérotés 1, 2 et 3, qui effectuent la fusion
des deux faces incidentes au bfin Cette fusion est effectuée de maniéere locale, autour du brin
f1, puis de maniere un peu différente pour la face en vis a vis étant donné qu’il y a une seule demi-
face présente. Au vu des modifications locales effectuées, nous avons ensuite seulement besoin de
(3-coudre les trois brins qui étaieft-libres, les autres brins conservant leur coutures. La suite
de cet algorithme est trés proche de 'algorithme pour les précodes lignels. La seule différence se
situe au niveau de la création de la premiére face carrée, effectuée autour dés btifs Cela
revient a dire que nous créons deux nouveaux bring;-€ousons les quatre brins pour former
une face carrée. Nous récupérons ici le bkinqui n’a plus d'utilité, ce qui évite une allocation
mémoire suivie d’'une destruction. La plupart des modifications de plongement sont faites lors
de opérations de couture et décousures. Nous affectons seulement les coordonnées du nouveau
sommet au sommet topologique créé.
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fcie feir feis

Fic. 5.67 — Les9 derniers ded8 précodes a traiter afin de calculer la carte de nivzaun 3d,
sous-cas des précodgsis etlr.

a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FIG. 5.68 — La carte avant et aprés le traitement du prégade
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Algorithme 31 UneFusionVolumesUneFusionFacesCoplanaires3d

Entrée: d;, f1 ete; trois brins
(z,y, z) les coordonnées du nouveau sommet

Sortie : le « prochain »ast

do — Pi(dr); ds «— Bi(d2); da — Bi(ds);
(B1-découdréd,); (i-découdréds); (i-découdréds); (1-découdrédy) ;

1 t1 « Bao(f1); to— B1(fr);
[B1-découdréty); [o-découdréts); [i-coudréiy,ts) ;

2ty — Bo(f1): to = Pa(f1);
(B1-découdrét;); [o-découdréts); [i-coudréty,ts) ;

3 a; « Pa(d2); ag — B2(f1); asz «— Bi(a1);
[1-découdréa,); [o-découdréas) ;
pi-coudréas, az); (i-coudrdas, f1); [i-coudré fi,as);
ﬂg'COUer(ll, tl) ) ﬂg'coudréag, ﬂo(tl)) ) ﬂg'COUerfl, ﬂOO(tl)) )

créer une face carrée autourdieet ded, ; créer une face carrée autourdig;
créer une face carrée autourdle tmp < créer une face carrée topologique ;

Bo-coudré 3y (dy), f1); P2-coudré/3ii(dy), Bo(tmp)) ;
B2-coudréfy(di), B1(ds)); [2-coudréf(ds), Bo(ds)) ;
B2-coudré 311 (ds), B1(tmp)); B2-coudrdfy(ds),a1) ;
Bo-coudrdtmp, as); [o-coudré S (tmp), F11(ds)) ;

(B3-coudre la face contenaat et celle contenant; ;

Le plongement du sommet incidenta (tmp) <« (z,v, 2);
retourner tmp;

a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FiG. 5.69 — La carte avant et aprés le traitement du prégage
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a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FiG. 5.70 — La carte avant et aprés le traitement du prégagle

Nous pouvons voir sur les figures 5.68, 5.69 et 5.70, la carte courante avant de traiter les
précodesfci, fco et fes, ainsi que la position des différents brins passés en paramétres a l'al-
gorithme, puis le résultat de ce traitement. Nous ne détaillons pas ici les trois algorithmes de ces
précodes, qui consistent uniquement, comme pour les précodes lignels, a initialiser les brins de
départ, a appeler I'algorithme général, puis a retourner le prochairdstipour le précode sui-
vant. Les autres algorithmes généraux de traitement sont trés proches de celui que nous venons
de présenter. Suivant les précodes traités, il faut effectuer une ou deux fusions de volumes, et une
ou deux fusions de faces coplanaires. Nous ne détaillons pas plus ces traitements parce que cela
s’avérerait long et fastidieux, alors gu’ils ne sont pas trop difficiles a retrouver en dessinant la carte
courante et celle a obtenir.

Nous avons vu lors de la définition de la carte de nivga{définition 29) les problémes de
déconnexion de faces qui pouvaient se produire, et la solution consistant a conserver des arétes
fictives. Lorsque nous avons défini I'algorithme d’extraction naif, il nous a suffit de ne pas faire
les fusions de faces qui entrainaient des déconnexions. Maintenant que nous balayons I'image et
construisons directement la carte de niveau quelconque avec les précodes, ce n’est plus exactement
pareil. Nous pouvons remarquer qu’une déconnexion de face peut se produire uniguement pour les
précodescig, fei7 €t fers. En effet, c’est seulement dans ces cas que nous pouvons déconnecter
le bord extérieur de la face de son bord intérieur, étant donné que nous effectuons deux fusions de
faces coplanaires.

Ces trois précodes étant isomorphes par rotation, ils sont donc traités par le méme algorithme
qui effectue deux fusions de volumes et deux fusions de faces coplanaires. Cet algorithme va
commencer par tester si la fusion des deux faces entraine une déconnexion. Pour cela, il parcourt
I'orbite < (3, > d'un brin d’'une des deux faces. Si durant ce parcours un brin de la deuxieme face
est rencontré, c’est que la fusion entraine une déconnexion, a condition que le deux brins ne soient
pas cousus entre eux pag et 5;. Dans ce cas, une seule des deux fusions est effectuée afin de
conserver une aréte fictive. Pour cela, il suffit d’exécuter le traitement de I'algorithme effectuant
deux fusions de volumes et une seule fusion de faces, traitant les préagesc:1 et fcio ou
celui traitant les précodefe s, fci4 €t fci5. En effet, le choix de la fusion de faces a effectuer
n'est pas important, étant donné que la position de 'aréte fictive conservée peut étre quelconque.
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Avec ce simple test et éventuellement un traitement différent, nous conservons les arétes fic-
tives permettant de régler les problemes de déconnexion de faces. Cela se fait quand méme au
détriment de la complexité, puisque le traitement des précfdgs fci17 et feis n'est plus ef-
fectué enO(1) étant donné que nous parcourons I'ensemble des brins d’'une des deux faces. Nous
conservons pour ce niveau de simplification éventuellement plusieurs arétes fictives, étant donné
gue chaque aréte représente un lignel de I'image.

Afin de nous assurer que cesprécodes couvrent bien toutes les possibilités de fusion de faces
coplanaires, nous utilisons la méme démarche que pour le niveau précédent. Nous dénombrons le
nombre de cas existants ol il faut effectuer des fusions de faces coplanaires, et comparons ensuite
ce nombre aux cas couverts paslggprécodes.

Afin d’effectuer une fusion de faces coplanaires, le voxel courant et un de ses voisins doivent
étre de méme région, et deux voxels paralléles doivent appartenir a une autre région. Remarquons
que lorsque nous choisissons un des trois voisins du voxel courant, il y a seulement deux pos-
sibilités pour choisir les voxels paralléles, étant donné qu'il « reste » seulement deux directions
possibles. Le nombre de cas possibles pour une de ces deux directions, pour un des trois voisins
du voxel courant est dex 1 x 7 x 1 x 8% = 229376 cas. En effet, il y & couleurs pour le voxel
courant, le voisin choisi est de la méme couleur, le voxel dans la direction choisi est d’'une autre
couleur (il y a donc possibilités), et son voisin est de la méme couleur. Enfini lexels restant
peuvent étre de n'importe quelle couleur. Nous comptons maintenant le nombre de cas si les deux
pixels choisis sont dans la deuxiéme direction possible. Ils sont au nom®relde 7x1 x 8 x 7
x 82 = 200704 cas. En effet, c’est identique pour les deux couples de voxels choisis, mais par
contre le deuxiéme couple dans la premiére direction choisie ne doit pas étre de la méme région
car ce cas a déja été compté dans la premiére formule. Enfinviieeels restants peuvent étre de
n’'importe quelle couleur.

Pour un voisin du voxel courant, nous avons d22@e376 + 200 704 = 430 080 cas possible,
gu'il faut multiplier par trois étant donné que le voxel courant & trois voisins. Nous obtenons donc
au totall 290 240 cas possibles pour lesquels nous devons effectuer une ou plusieurs fusions de
faces coplanaires.

Nous dénombrons maintenant le nombre de cas couverts par chaque pfécade;s. Nous
savons que le nombre de cas couverts par deux précodes isomorphes par rotation est identique, ce
qui nous laisse seulemehtas a étudier.

Pour le précodgc;, nous avons x 7 x 7 x 7 x 82 = 175616 cas. Le voxel courant est de
la méme couleur que son voisin gauche, pas de la méme que les deux voxels derriére, ni que celle
de son voisin du dessus. Ce dernier voxel n’est pas de la méme couleur que son voisin gauche,
mais peut-étre de la méme couleur que le voxel courant. Les deux voxels restants peuvent étre
de n'importe quelle couleur. Pour le précogle nous obtenons le méme résultat par application
d’un raisonnement similaire. Le précode; couvre8 x 7 x 7 x 8 = 25088 cas, étant donné
gue deux couples de voxels sont de méme région. Pour les préfedesf;3, nous obtenons le
méme nombre de cas couverix 7 x 7 x 82 = 25088 cas. Enfin, le précodé ¢ couvres x 7
x 82 = 3584 cas différents.

Nous obtenons finaleme#30 080 cas différents qu'il faut multiplier par trois car nous avons
compté uniguement les cas couverts par un précode de chaque classe d’équivalence. Nous obte-
nons bien finalement 290 240, le méme nombre que le nombre de cas possibles pour la fusion
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de faces coplanaires. Comme pour les précodes lignels, cela prouve g8gitésodes couvrent
bien tous les cas pour lesquels nous devons effectuer une ou plusieurs fusions de faces coplanaires.

5.6.5 Les précodes pour la carte des frontiéres

Pour extraire ce niveau de simplification, nous devons maintenant fusionner chaque couple
d’'arétes adjacentes, alignées et incidentes a un sommet de degré deux. Cette définition n’est plus
valable lorsque nous sommes en présence d’'arétes fictives. Mais nous commencgons par mettre de
c6té la gestion de ces arétes, nous y reviendrons aprés avoir défini les précodes concernés par cette
fusion.

Afin d'effectuer ce type de fusion, il est nécessaire que chaque couple de voxels dans une
méme direction soit composé de deux voxels de méme région. En effet, afin que le sommet au
centre d’'un précode soit de degré deux, il faut qu’il y ait seulement deux arétes qui lui soient
incidentes. Pour trouver tous les précodes a traiter, il suffit d’étudier tous les cas ou une telle
configuration peut se produire. Ces cas étant encore peu nombreux, hous pouvons les définir de
maniére exhaustive et obtenir I28 précodes présentés figures 5.71, 5.72 et 5.73.

Nous avons découpé ces précodes en trois parties, afin de pouvoir représenter sur chaque
ligne les trois précodes isomorphes par rotation. Pour la figure 5.71, nous avons par exemple
rotation(f1) = fa, rotation(f2) = f3 etrotation(fs) = fi. De plus, cette figure montre sur sa
premiére colonne, les sous-cas du prédedeur sa deuxiéme colonne ceux du préclyds sur sa
derniére colonne ceux du précoldelLa figure 5.72 montre respectivement sur ses trois colonnes
les sous-cas des précodgsis et ;. Enfin la figure 5.73 montre les trois sous-cas du précode
ls. Remarquons que les deux précodes présentés figure 5.74 (et leurs rotations) ne sont pas des
précodes a traiter pour I'obtention de la carte des frontiéres. En effet, aprés les fusions de faces
coplanaires, il n'y a plus d'aréte au centre du précode, et donc pas de fusion d’'arétes alignées a
effectuer.

Comme pour les précodes du niveau précédent, nous donnons seulement I'algorithme 32 cor-
respondant au traitement des précodgsfs et f3. Nous pouvons vérifier sur les trois figures
5.75, 5.78 et 5.79 le résultat de ce traitement pour ces trois précodes, ainsi que la position des
brins initiaux passés a cet algorithme.

Nous avons découpé cet algorithmesgrarties que nous expliquons maintenant pour le traite-
ment du précod¢; . Nous notongls, ds etd, les trois brins de la face incidentelasuivant I'ordre
donné parj;, et de maniere similaire les brins des faces incidenigset a f;. La carte 5.73
montre la configuration courante avant de traiter ce précode, ainsi que la position des trois brins
passés en paramétre a I'algorithme 32. Afin d’expliquer ces traitements, nous déroulons chaque
partie de cet algorithme. Pour simplifier la visualisation de la carte, nous représentons unique-
ment la partie concernée par le traitement en cours. Le premier traitement modifie les deux faces
incidentes af; et 5>(f1) présentées figure 5.%.La premiere ligne effectue la fusion de ces
deux faces du c6té ou les arétes ne doivent pas étre fusionnées. Nous obtenons la carte de la fi-
gure 5.76h. La deuxieme ligne effectue la fusion de I'autre c6té. Afin d’effectuer en méme temps
la fusion d’'arétes, nous;-cousong; a f3. Nous enlevons donc le brify de la deuxiéme aréte
et obtenons la carte présentée figure B.76es brinssa(f1), f1 et f2 sont maintenant inutiles. lls
sont décousus afin d’'étre utilisés plus tard, au lieu d'étre détruits et de créer ensuite de nouveaux
brins.
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FiG. 5.71 — Lesl2 premiers de&7 précodes a traiter afin de calculer la carte des frontieréslen
sous-cas des précodigsis etly.
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La deuxiéme partie de I'algorithme 32 effectue un traitement similaire pour les deux faces in-
cidentes @&; et32(eq). La troisieme partie traite la face incidentgAd; ). Elle insére un nouveau
brin n; sur cette face efis-coud ce brin ainsi quga(d;) respectivement g et & fs. Les autres
brins de cette face conservent leggscoutures. La quatriéme partie de I'algorithme effectue un
traitement similaire pour la face incidentgd®(d,). Enfin, la derniére partie de I'algorithme crée
les trois faces restantes, en utilisant pour cela les brins libérés par les opérations précédentes. Il ne
reste plus qu'@s-coudre correctement ces brins, et a affecter les coordonnées du nouveau sommet
au plongement du sommet topologique créé lors de cet algorithme.

Nous pouvons Vvérifier que cet algorithme, appliqué sur la carte de la figure,50réduit
bien celle de la figure 5.75.De méme pour le précodé ou nous montrons figure 5.28a carte
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FiG. 5.72 — Led 2 précodes suivants deg précodes a traiter afin de calculer la carte des frontiéres

en3d, sous-cas des précodgsis etlr.

S e

Fic. 5.73 — Les3 derniers précodes d@g précodes a traiter afin de calculer la carte des frontiéres
en3d, sous-cas du précodie

E@
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FiG. 5.74 — Deux précodes a ne pas traiter pour la construction de la carte des frontiéres.

Algorithme 32 Traitement_ f;_fs_ f3_3d

Entrée: dy, fi ete; trois brins
(z,y, z) les coordonnées du nouveau sommet

Sortie : le « prochain »ast

1ty « Boo(f1); [i-découdréty); Bo-découdréfs); [i-coudréty, fs);
t1 < B21(f1); Po-découdrét,); (-découdrefs); [Bi-coudré fs,t;);
my < Ba(f1); P2-découdréfi); [o-découdréf;); [s-découdrém;);
2 ty « Ba1(e1); Po-découdréty); [i-découdrée,); [i-coudrdey,ty) ;
t1 < Pao(er); Bi-découdrét,); [o-découdrées); [o-coudrdes,ty) ;
ny < Pa(e1); Bx-découdrén,); [;-découdrée,) ;
[Bo-découdrées); [s-découdrén;) ;
3 t1 < fP21(dy); Po-découdrét;); [o-coudrdti,ny); [i-coudréfs(dy),ny) ;
B3-coudrd fo,n1); Bs-coudré f3, B2(dy));
4 ty «— Pao(ds); P1-découdréty); [i-coudréty,m,); [i-coudrémy, fB2(ds)) ;
Bs-coudrdeys, mq); [s-coudrdes, 52(d2));
5 [1-découdréds); [1-découdréds); [i-découdrédy) ;
créer une face carrée autourdieet deds ;

créer une face carrée autourdie f1 et fy ;
créer une face carrée autourdig e; etes ;

Bo-coudrém, Bo(ds)); Ba-coudré fs, B1(d2)); Ba-coudré fi, Bo(ds)) ;
B2-coudrdes, Bo(dy)); [a-coudréng,eq);

Le plongement du sommet incidenfa«— (z,y, 2);
retourner ds;

avant le traitement et figure 5.78e résultat obtenu, et pour le précofiede maniére identique
sur la figure 5.79.

Nous ne donnons pas les algorithmes correspondant a ces trois précodes, qui consistent sim-
plement a appeler I'algorithme général sur les brins de départ particuliers, présentés sur chaque
figure, et a retourner ensuite le prochain Hast pour le traitement du précode suivant. Nous ne
détaillons pas les traitements des autres précodes, assez proches de ceux déja présentés. De plus,
certains traitements peuvent étre regroupés afin de ne pas développer I'ensedblgagthmes.

En effet, de nombreux précodes effectuent les mémes fusions de volumes et de faces copla-
naires, comme par exemple les précodesf,, f7 et fio. Pour ces quatre précodes, la seule
différence porte sur le nombre de brins des deux arétes alignées a fusionner, ou sur la position
de ces brins. Nous pouvons définir un seul traitement pour ces précodes, qui effectue la fusion



150 Chapitre 5. La carte topologique en dimension 3

a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FiG. 5.75 — La carte avant et aprés le traitement du prégode

FIG. 5.76 — Le premier traitement de 'algorithme 32 appliqué sur le pré¢ode

de volumes et des faces coplanaires de maniére optimisée, puis la fusion des deux arétes alignées
au moyen de l'algorithme 20. Cette solution permet d'écrire un seul traitement pour les précodes
f1... fo, un autre pour les precod¢ss, fi4, f15, f19, fo0 €t f21, UN autre poutfie, fi7, fis, f22,

fas et faq, €t enfin un dernier pour les trois précodes restants. Seulehadgorithmes différents

sont a écrire au lieu de si nous écrivons chaque méthode de maniére optimale. Bien sdr, cette
solution entraine une légére perte en complexité, étant donné que nous ne connaissons pas exac-
tement la configuration locale, et effectuons donc des tests, ou des boucles, ce qui n’est pas le cas
sinon. Mais ces deux solutions permettent de choisir entre temps de développement plus important
et complexité.

Afin d’extraire directement la carte des frontiéres d’une image au moyen de I'algorithme op-
timal, il suffit de tester quel est le précode courant parmbBepossibles § pour le niveaul, 18
pour le niveal2 et 27 pour le niveaw) et simplement exécuter le traitement correspondant a ce

];3 t1 nlﬂfZ\ t3
\
B
b

t\ 1 f 2\
i: B,(d) @id])
a. .

FiG. 5.77 — Le troisieme traitement de I'algorithme 32 appliqué sur le pré¢nde
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a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FiGc. 5.78 — La carte avant et aprés le traitement du prégede

a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FiG. 5.79 — La carte avant et aprés le traitement du prégede

précode. Mais nous n’avons pas encore étudié le probléme des arétes fictives. Nous avons vu sec-
tion 5.3.3 quels problémes ces arétes pouvaient engendrer lors de la fusion d'arétes et comment
nous devions les résoudre. Nous devons maintenant voir comment cette gestion intervient dans
I'algorithme optimal basé sur les précodes.

Nous avons vu pour le niveau précédent, que la conservation de ces arétes fictives ne posaient
aucun probleme. Pour &% précodes de fusion d’arétes, nous utilisons I'algorithme 17 décalant
toutes les arétes fictives incidentes a un sommet. En effet, chacun de ces précodes fusionne les
deux arétes incidentes au sommet central du précode. L'appel de cet algorithme avant chacun de
ces précodes décale les éventuelles arétes fictives sur un autre sommet, et le traitement du précode
pourra ensuite se dérouler de maniére normale. Mais un autre probléme n’est pas résolu par cette
solution : lorsque deux bords d’'une face sont reliés par un chemin composé de plusieurs arétes
fictives. Nous voulons dans ce cas obtenir une seule aréte fictive dans la carte des frontiéres. Ce
probléme ne peut pas étre résolu uniquement pour les précodes frontieres, étant donné que les
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Fic. 5.80 — Un exemple du traitement particulier des précqdes, fci7 et fcis pour gérer les
arétes fictives.

arétes fictives sont conserveées par les précodes faces coplanaires. De ce fait, nous devons modifier
le traitement des trois précod¢s;g, fc17 et feis.

Nous utilisons le pré-traitement présenté algorithme 33 pour le prétadeafin de savoir
guelle opération nous devons effectuer.

Algorithme 33 Pré-traitement du précode:;s en3d

Entrée : last, up etbehind
¢ = (z,y, 2) les coordonnées du nouveau sommet

Sortie : le « prochain sast

1 Si Bo20(last) est un brin d’'une aréte fictivalors
Décaler_arétglyz02(last), Boz (behind));
Exécuter le traitement du précode;g;

sinon
2 Si /Bogo(laSt) 7é Boz (behznd) etﬂog(laSt) e< b1 > (ﬁog(behlnd)) alors

/I Les deux fusions de faces entrainerait déconnexion

Marquer I'aréte incidente 82 (behind) comme étant une aréte fictive ;
Exécuter le traitement du précode, s;

sinon
3 /I Le cas normal, il n'y a pas d’aréte fictive ni de déconnexion
Exécuter le traitement du précode;g;

Nous distinguons trois cas différents. Le premier lorsque le Bin(last) appartient & une
aréte fictive. Ce cas est présenté figure &.80.est seulement dans ce cas (et les deux cas iso-
morphes par rotation) que nous créons des « chemins » d’arétes fictives. Pour éviter ces chemins,
nous décalons I'aréte fictive entre le bfigy (behind) et oo (behind). Ce décalage est effectué a
I'aide de 'algorithme 18 déja présenté lors de la définition de la carte topologigue. Nous obtenons
alors la carte présentée figure 5188t nous pouvons maintenant exécuter le traitement normal
du précodefcig qui effectue les deux fusions de faces coplanaires et donne la carte présentée
figure 5.80c. Si le précode suivant est a nouveftig, nous allons rencontrer ce méme cas parti-
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culier, et recommencer a « pousser » l'aréte fictive. Nous obtenons au final une seule aréte fictive
de longueur quelconque, qui relie deux bords distincts de la face.

Le deuxiéme cas de ce pré-traitement teste si la fusion des deux faces coplanaires entraine une
déconnexion. Si c’est le cas, nous appliqguons simplement le traitement du pifeggdipui effec-
tue les mémes fusions que celles du préchdg, a I'exception d’une fusion de faces coplanaires.
Cela nous permet de conserver une aréte fictive, que nous marquons afin de textersein
brin est incident & une de ces arétes. Enfin, le dernier cas est le cas « normal » ou nous exécutons
le traitement du précodgci6. Ce principe est appliqué de maniére similaire pour les deux autres
précodesfci7 et feyg. Il faut alors tester d’autres brins que ceux du pré-traitement du précode
fc16 afin de savoir dans quel cas 'on se trouve, et changer le précode appelé dans le deuxieme
cas.

Nous montrons maintenant gue nous avons bien traité tous les cas de fusion d’arétes alignées.
Pour cela, nous utilisons le méme principe que pour les deux niveaux précédents, en comptant
le nombre de cas ou une telle fusion est possible, et en comparant ce nombre au nombre de cas
couverts par le€7 précodes. Une maniére simple de compter le nombre de cas ou une fusion
d’'arétes alignées est possible, est de faire le lien avec la dimehdioneffet, une telle fusion est
possible si chague couple de voxels d’'un précode dans une méme direction est composé de deux
voxels de méme région. Cela revient a prendre un précodel,en le placer dans une des trois
directions possibles d’'un précodd, et a le dupliquer pour les voxels restants. Nous pouvons
vérifier que cette technique de construction nous permet bien d’obtenir chacfi plescodes.

Mais il y a trois précode&d avec lesquels cette technique n’'est pas valide. Pour le pr&bde
composé de pixels de méme couleur, nous obtenons le préSadmmposé dé voxels de méme
couleur. Dans ce cas, il n'y a pas d’arétes a fusionner, étant donné qu’il n’y a pas d’arétes au milieu
de ce précode. Les deux autres précadkgour lesquels cette technique n’est pas valide sont les
précodes ayaril pixels voisins de méme couleur, et Rsutres pixels d’une autre couleur. En
effet, ces deux précodes étendus3drdonnent un précode similaire a celui présenté figure 5.74.
Ce précode n’a pas d’aréte en son centre, et il n'y a donc pas de fusion d’arétes a effectuer.

Finalement, le nombre de précodekpour lesquels une fusion d’arétes alignées est nécessaire
estdonc dé x (8% —8 —2 x 8 x 7). 8* est le nombre de cas ed, moinss pour enlever les cas ou
un précode a une seule couleur, et m@n x 7 pour enlever les deux précodeshayant deux
pixels voisins de méme couleur et les deux autres pixels d’une autre couleur. Il faut multiplier par
trois le nombre obtenu, car il y a trois directions possibles pour placer chaque pgecddieus
obtenons donc1 928 cas différents.

Nous dénombrons maintenant les cas couverts par chaque précode de3niveau les12
précodes ayant seulement deux régions différentes, il eSt>d& = 56. Pour les12 précodes
ayant trois régions différentes, il est dex 7 x 6 = 336. Et pour les3 précodes ayant quatre
régions différentes, il estdex 7 x 6 x 6 +8 x 7 x 7 = 2408. Le premier terme de cette somme
compte les cas de variétés, et le deuxiéme les cas de non variétés. Nous obtenons finalement que
le nombre de cas couverts par IEsprécodes est dB2 x 56 +12 x 336 +3 x 2408 = 11928 :
nous couvrons bien tous les cas possibles de fusion d’arétes alignées.

Nous présentons figure 5.81 les arbres de couverture pour les précodes des trois premiers
niveaux de simplification. Ces arbres sont au nombrg, dacun ayant pour racine un précode
lignel. Un précodep; est fils d'un autre précode, lorsquep; est couvert paps. Le précodd;
ne posséde pas de fils, étant donné gu'il n'y a aucun précode couvert par lui. En effet, pour ce
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FiGc. 5.81 — Les arbres de couverture pour les trois premiers niveaux de simplification.

précode, le voxel courant est différent de ses trois voisins, et il ne peut donc pas y avoir ni fusion
de faces coplanaires, ni fusion d’'arétes alignées. Le prélgoda pas de fils pour la carte de
niveau2, mais en a trois pour la carte des frontieres.

5.6.6 Les précodes pour la carte de niveau 4

Nous devons maintenant fusionner les faces non coplanaires adjacentes et incidentes a une
aréte de degré deux. Ce type de fusion se produit lorsque trois voxels d'un méme plan sont de
la méme région, et que le quatrieme est d’une autre région, comme nous pouvons le voir figure
5.82. Nous devons effectuer en méme temps les fusions de faces coplanaires, et d’arétes alignées,
et traiter toutes les combinaisons possibles.

Nous pouvons a nouveau trouver tous les précodes a traiter de maniere exhaustive, en faisant
une étude de cas a partir deprécodes lignels. Par exemple si nous cherchons les conditions pour
le précodd; pour lesquelles nous devons fusionner deux faces non coplanaires, nous obtenons
trois possibilités. La premiére lorsque les voxel$ et 6 sont de la méme région et le voxel
d’'une autre, les deux autres obtenues par rotation. En effet, étant donné que nous sommes partis
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n

a. Avant la fusion. b. Et apres.

Fic. 5.82 — Une représentation partielle d'un précode ou I'on peut fusionner deux faces non co-

planaires.
ncy nco ncs ncy
ncs ncg ncy

FIG. 5.83 — Les sept sous-cas du précodeour calculer la carte de nivedwen3d.

du précodé;, nous savons que le voxel courant n’est pas de la méme région que ses trois voisins,
et il n'existe pas d’autre cas possible. Nous devons alors étudier toutes les combinaisons possibles
avec ces trois cas. Soit un seul de ces trois cas est vrai, ce qui donng pitécodes, soit deux

sont vrais, cela donne égalem@nprécodes, et enfin un précode ou les trois sont vrais en méme
temps. Remarquons gu'il ne peut pas y avoir de fusion de faces coplanaires, étant donné que
pour cela il faut que le voxel courant soit de la méme région qu’au moins un de ses voisins. Pour le
précodé;, nous obtenons donc |I&précodes de nivealprésentés figure 5.83 (que nous appelons
précodenc; pour précode non coplanaire numéjoLes trois premiers de ces précodes sont les

cas ou une seule fusion est a faire. Remarquons que ces trois cas sont isomorphes par rotation. Les
précodesicy, ncs €tncg sont les trois précodes ou nous devons fusionner deux couples de faces
non coplanaires, et enfin le dernier précode est le cas ou nous devons fusionner les trois couples
de faces non coplanaires.

Nous pouvons utiliser le méme principe afin de trouver les sous-cas du prigc@lest un
peu plus complexe car nous devons maintenant tenir compte des faces coplanaires et de toutes
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FiG. 5.84 — L'arbre de décision pour trouver les précodes de ni¢esaus-cas du précode

B e o

FiIG. 5.85 — Quatre précodes de niveaen3d, sous-cas du précode

les combinaisons possibles entre ces deux types de fusions. Afin de ne pas oublier un cas, nous
effectuons ce raisonnement a I'aide d'un arbre de décision présenté figure 5.84. Pour le précode
l2, nous savons que le voxelest de la méme région que le voxglet qu'il est d’'une région
différente des voxel8 et 5. Nous étudions donc toutes les possibilités pour les voxels restants,

en tenant compte de ces contraintes. Nous écrivons 2 = 4 pour dire que les voxels, 2

et 4 sont de la méme région et le voxgld'une région différente. Il existe les trois possibilités
isomorphes par rotation. Remarquons que si aucune n’est vraie, il n'y a alors pas de fusion de
faces non coplanaires a faire, nous sommes dans la branche a droite de I'arbre. Il n'y a alors pas de
précode de niveaticorrespondant. Pour les cas intermédiaires, il peut exister des fusions de faces
coplanaires. Enfin, pour le cas ou seul les trois vosels et 7 sont de méme région, il existe
précodes différents, qui sont toutes les combinaisons possibles si les¥exélsont de la méme

région ou pas, €t et6 de méme région ou pas. Nous obtenons au fidalas différents, sous-cas

du précodd,. Nous obtenons le méme nombre de cas pour les prédodds,, en effectuant

un raisonnement identique. Nous présentons quatre de ces précodes figure 5.85. Nous pouvons
obtenir 'ensemble des précodes sous-cas du précoele parcourant I'arbre de décision et en
affectant les voxels correspondant suivant les cas. Par exemple le précode présenté figure 5.85.
correspond aucasall= 2 = 4, nonl =2 = 6,3 = 5 = 7 etnonb5 = 6. Le précode de

la figure 5.85a correspond au méme cas, sauf quebick 6. La différence de traitement entre
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FiGc. 5.86 — L'arbre de décision pour trouver les précodes de niveaws-cas du précodg
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FIG. 5.87 — Les sept sous-cas du préctgeour calculer la carte de nivedwen3d.

ces deux précodes est que pour le deuxieme il existe une fusion de faces coplanaires qui n’est pas
effectuée pour le premier.

Pour le précodés, nous effectuons le méme raisonnement a l'aide de I'arbre de décision
présenté figure 5.86. La feuille la plus a droite de cet arbre regréypécodes différents pour
lesquels le voxel n'est pas de la méme région que le voxepuis les4 combinaisons possibles
suivant si les voxel§ = 6 ou non et les voxel§ = 7 ou non. Nous obtenons dond précodes
supplémentaires sous-cas du préchd®lous obtenons les mémes nombres pour les sous-cas des
précodegg etl; en appliquant la méme démarche.

Il ne reste plus qu’a trouver les sous-cas du préégdeour ce précode, nous avohs- 2 =
3 = 5. Les trois cas de fusion de faces non coplanaires sont lorsque le4oxele voxel6 ou
le voxel 7 n'appartiennent pas a la méme région que les vokels 3 et 5. Il existe donc trois
précodes ou une seule de ces conditions est vérifiée, trois précodes ou deux sont vérifiées, et un ol
les trois sont vérifiées. Nous obtenons doncrlesécodes présentés figure 5.87.

Au total nous avons dori8 précodes afin d’extraire la carte de nivelaprésentés annexe A.
Tous ces précodes comprennent au moins une fusion de faces non coplanaires, et éventuellement
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Fic. 5.88 — Lesl2 précodes frontiéres pour lesquels nous effectuons une fusion de faces non
coplanaires afin de calculer la carte de nivéau

des fusions de faces coplanaires. Mais il n'y a pas de cas de fusion d’'arétes alignées. En effet,
si nous regardons € précodes frontiéres pour lesquels nous effectuons une telle fusion, nous
pouvons noter que pour2 d’entre eux il faut fusionner des faces non coplanaires. Ce sont les
12 précodes présentés figure 5.88. Mais chacun de ces précodes est déja couvert p@&sun des
précodes de niveadl. Par exemple le précodf est couvert par le précode figure 5@5.e
traitement correspondant a ce précode effectue la fusion de faces non coplanaires. Apres cette
fusion, il n'y a plus d’aréte au centre du précode, et donc pas de fusion d’arétes alignées possible.
En pratique, cela revient & dire que lorsque nous calculons la carte de dijveaus testons en
priorité les précodes de ce niveau avant les précodes de rivezide précode courant est un
précode de nivead, nous exécutons son traitement. Le cas échéant, nous testons si le précode
courant est un de niveau

Nous devons comme pour le nivedune pas effectuer de fusion de faces lorsque cela en-
traine une déconnexion. Nous utilisons la méme solution que celle du riyesu exécutant
un pré-traitement pour les précodes susceptibles d’entrainer une déconnexion. Nous présentons
figure 5.89 deux précodes de niveayouvant entrainer une déconnexion de face. Le premier
précode (figure 5.88) est un sous-cas du précolde Ce précode doit fusionner la face entre les
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FiGc. 5.89 — Deux précodes de niveapour lesquels une déconnexion de faces peut se produire,
et leurs précodes de « remplacement ».

voxels2 et 6 et celle entre les voxels et 6. Nous testons si ces faces sont différentes ou non.
Lorsque c’est une seule face, la fusion va entrainer une déconnexion. Dans ce cas, nous exécutons
simplement le traitement du précolie étant donné qu'il n'y a pas d'autre fusion a effectuer. Le
précode présenté figure 5.89eut également entrainer une déconnexion. Ce précode effectue une
fusion de faces non coplanaires ainsi qu’une fusion de faces coplanaires. Cette deuxiéme fusion
ne peut pas entrainer de déconnexion. Si la premiere fusion en entraine une, nous exécutons le
traitement du précodéc3 qui est le précode effectuant uniguement la fusion des deux faces co-
planaires. Dans ces deux cas, nous n’effectuons pas la fusion qui entrainerait une déconnexion, et
créons donc une aréte fictive.

Nous ne détaillons pas I'écriture des algorithmes correspondant a ces précodes dd.niveau
La technique utilisée est toujours la méme : dessiner la carte courante avant le traitement d’'un
précode, la carte a obtenir, et écrire la suite des opérations transformant la premiére carte en la
seconde. Notons que nous pouvons avoir désormais des faces non coplanaires, et que nous devons
donc conserver un plongement face afin de garder la géométrie des régions représentées. Cela
n'était pas obligatoire jusqu’a ce niveau, étant donné que nous avions uniquement des arétes to-
pologiques représentant des segments de droite. Il existe pour ce A¥/@agcodes différents,
mais « seulement 34 classes de précodes, obtenues en regroupant les précodes isomorphes par
rotation. En effet, nous avons un précode sous-cés @é. figure 5.83) et un précode sous-cas de
ls (cf. figure 5.87) qui sont stables par rotation. Nous obtenons e 2)/3 + 2 = 34 classes
d’équivalences. Ce nombre de méthodes reste raisonnable et permet d’envisager d’'implanter le
calcul de ce niveau de maniére optimale, d’autant plus que des compromis peuvent étre faits entre
efficacité et nombre de méthodes a développer comme pour le riveau

5.6.7 Les précodes pour la carte topologique

Pour ce dernier niveau nous devons fusionner les arétes non alignées incidentes a des sommets
de degré deux, si nous mettons momentanément de c6té la gestion des arétes fictives. Nous présen-
tons figure 5.90 quatre exemples de précodes pour lesquels nous devons effectuer une telle fusion.
Comme nous définissons ici les précodes de notre dernier niveau de simplification, nous devons
également effectuer toutes les autres fusions possibles par rapport au voxel courant (volumes, faces
coplanaires, arétes alignées et faces non coplanaires). Par exemple pour le précadm® 0.
sion de faces non coplanaires et une fusion d’arétes non alignées. Pour le précarit 0.
effectuer une fusion de volumes, une de faces coplanaires et une de faces non coplanaires.
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FIG. 5.90 — Quatre exemples de précodes de nigeamu3d.

u
I b
T= =
a. Carte avant le traitement. b. Le résultat.

FIG. 5.91 — Un exemple de précode ou I'on fusionne deux arétes non aligndds en

Nous pouvons voir figure 5.% la carte correspondant au précode de la figure &,2®ant
son traitement, et figure 5.%la carte a obtenir. Nous observons sur cette carte que deux arétes
non alignées ont été fusionnées. Nous pouvons également vérifier que cette fusion a bien été réa-
lisée autour d’un sommet de deg@réce qui est assez difficile a voir sur le précode correspondant.

Afin de traiter les arétes fictives, nous utilisons le méme principe que pour les précodes de
niveau3. Avant une fusion d’arétes, nous décalons toutes les arétes fictives incidentes au sommet
supprimé lors de cette fusion. De plus, nous devons également, pour chaque précode de niveau
susceptible d’entrainer une déconnexion de faces, effectuer un pré-traitement similaire a celui
présenté pour les précodes de nivBaCGe pré-traitement permet, suivant la configuration locale,
de ne pas effectuer une fusion si elle entraine une déconnexion, ce qui crée une aréte fictive, ou
d’étirer une aréte fictive afin d'éviter de créer des chemins d’arétes fictives. Nous ne revenons pas
ici sur ce pré-traitement qui va étre tres proche de celui déja présenté section 5.6.5.

Nous avons calculé par programme le nombre de précodes supplémentaires a traiter pour ce
dernier niveau 228. Ces précodes sont présentés annexe B. Il existe « seuleniéntlasses
d’équivalences de précodes isomorphes par rotation, ce qui diminue de maniére conséquente le
nombre de méthodes différentes a écrire. De plus, si nous effectuons uniquement les fusions de
volumes et de faces de maniére optimisée, nous devons seulemeni@aongenodes différentes.

En effet, par cette technigue, nous regroupons tous les précodes qui effectuent les mémes fusions,
mais ou la fusion d’arétes différe uniquement par le nombre de brins de ces arétes. Ces fusions
d’'arétes étant, pour cette solution, effectuées a I'aide de I'algorithme générique, le traitement sera
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TAB. 5.2 — Récapitulatif du nombre de précodes pour chaque niveau de simplification.

| Niveau| 1| 2 [ 3] 4 | 5 |
Précodes pour ce nivegus | 18 | 27 | 98 | 228
Nombre total de précodes8 | 26 | 53 | 151 | 379

Classes d’équivalences pourceniveati| 6 | 9 | 34 | 76
Nombre total de classes d’équivalenge$ | 10 | 19 | 53 | 129

alors le méme pour ces différents cas. Cette solution permet d’envisager des implantations inter-
médiaires, plus ou moins optimisées, mais plus ou moins longues en temps de développement.

Le tableau 5.2 récapitule le nombre de précodes supplémentaires et total pour chaque niveau
de simplification. Nous obtenons donc au tatad précodes a traiter pour extraire la carte topo-
logique en une seule passe de I'image. Ce nombre est important, mais pas en regdrt) des
précodes existant en dimensidnni méme en regard dé$8 précodes variétés. En effet, nous
avons regroupé79 de ces précodes variétés, ce qui est de beaucoup supérieur & nos prévisions
initiales, estimées aprés avoir défini la carte topologique en dimegsiDe plus, nous avons
seulement 29 classes d’équivalences de précodes isomorphes par rotation.

La complexité globale de I'algorithme optimal d’extraction est linéaire en le nombre de brins
de 'image, multiplié par le nombre moyen de brins par face. Ce nombre est difficilement calcu-
lable étant donné qu’il dépend fortement du type d’'image traitée. Mais nous verrons section 5.8
sur quelques images de tests, qu'il est relativement faible, et en moyenne &gale a

5.6.8 Le bord de I'image

Comme en dimensio?, c’est la définition du bord initial de I'image qui permet de s’affranchir
des problémes qui lui sont inhérents, et évite des cas particuliers et des traitements dupliqués.
L'image en entrée de I'algorithme optimal est composée des voxels den} x {1...n2} X
{1...n3}, les autres voxels appartiennent tous a la région infinie. Nous plaquons cette image sur
un tore, afin que le traitement d’'un précode sur le bord droit de I'image crée la face de gauche du
premier précode de la ligne suivante, et que le traitement d’un précode de la derniere ligne d’'une
plague de voxels crée la face de derriére du voxel de la plaque suivante. Pour cela, nous identifions
les voxels de coordonnéés; + 1,y, z) aux voxels(0,y + 1, z) (le dernier voxel d'une ligne et
le premier voxel de la ligne suivante @)y ainsi que les voxels de coordonnéesy + 1, z) aux
voxels(z, 0, z + 1) (le dernier voxel d’une colonne, et le premier voxel de la méme colonne de la
plague suivante).

Nous présentons figure 5.92 ce bord initial pour une image de 3aill2 x n3. Ce bord initial
est constitué des faces supérieures de I'image, représentant le bord inférieur de la région infinie.
Cesfacesvontde...n;+1enzetl...ny+1eny. En effet, lors de notre balayage de I'image,
nous « débordons » d’'un voxel par rapport a I'image dans ldsections de I'espace, afin de
tenir compte des frontiéres avec la région infinie. Ce bord contient également les faces derriére la
premiére ligne de voxels de I'image, plus la face de gauche du premier voxel. De ce fait, le premier
voxel posséde bien les trois faces a sa gauche, derriére et au-dessus de lui. Les autres voxels de
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last

FiG. 5.92 — Le bord créé avant de commencer le traitement de I'image. Ici sur une image de
3 X 2 X ns.

a. Avant de traiter ce précode. b. Aprés traitement du précode.

Fic. 5.93 — Configuration d’'une carte en cours de construction, avant et aprés le traitement du
dernier précode de la premiére ligne.

cette premiére ligne possedent une face au-dessus et derriére, la face de gauche étant a chaque fois
créée par le traitement du voxel précédent.

Nous pouvons voir sur la figure 5.92 comment les faces aux extrémités du bord sont cousues
afin d'identifier les voxels de la maniéere présentée ci-dessus. Sur cette figure, nous avons repré-
senté lesd;-coutures de ces brins particuliers avec les courbes grises. Nous pouvons remarquer
gue cette carte initiale e8tfermée. Nouglz-cousons la derniére face d’une ligne avec la premiére
face de la ligne suivante. De ce fait, le traitement du dernier précode d’une ligne crée la face de
gauche du premier voxel de la ligne suivante, comme nous pouvons le vérifier figure 5.93. Cette
figure montre la configuration d’une carte en cours de construction, avant de traiter le dernier pré-
code de la premiére ligne. L'image traitée est ici de tdlle 2 x ng3, et nous sommes en train
d’extraire la carte de niveadl En effet, nous pouvons vérifier figure 5.88jue nous avons déja
effectué des fusions de faces coplanaires et d'arétes alignées. Le dernier précode de la premiére
ligne est toujours le méme, quelle que soit I'image, étant donné qu’un seul voxel appartient a
I'image, tous les autres appartiennent a la région infinie. Nous pouvons vérifier figure 5.94 qu'il
est impossible d’avoir n'importe quel précode sur les bords de I'image. Po@rdegles, nous
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FIG. 5.94 — Les précodes pouvant se trouver sur les bords de I'iBthge

avons toujours un seul précode possible. Pour les « arétes » de I'image, il existe deux précodes
possibles étant donné que deux voxels appartiennent a I'image, ils peuvent donc étre de méme
région ou non. Enfin, nous n'avons pas représenté sur cette figure les précodes au centre des faces,
mais il en existel5 possibles par face. En effet, sedlsoxels de ces précodes appartiennent a
'image, et nous retrouvons donc |€s précodes existant €.

Pour I'exemple de la figure 5.93, nous traitons le dernier précode de la premiére ligne et nous
fusionnons donc le voxel courant avec ses voisins de derriére et de dessus (predasealcul
du nouveau sommet, passé en paramétre a chaque précode, est calculé a I'aide d’un modulo afin
de simuler le tore. Lorsque nous traitons le vokelj, k), ces coordonnées sont simplemént
modulo(ny +1),j + (i div (n1 + 1), k). Ce nouveau sommet aura donc, pour ce dernier précode
ou le voxel courant estt, 1, 1), pour coordonnéed), 2, 1). Ce sommet est représenté par le point
noir sur la figure 5.93. De par la construction initiale du bord et ce calcul des coordonnées, la face
de droite du voxel courant se retrouve a gauche du premier voxel de la ligne suivante. De plus,
le brin last est positionné correctement sur cette face, et nous pouvons donc traiter le prochain
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précode sans cas patrticulier. Il en est de méme pour les précodes de la derniére ligne de I'image,
gui vont créer de maniére similaire les faces derriére le premier voxel de la méme colonne de la
plaque suivante. Pour cela, nous devons effectuer le calcul des coordonnées du nouveau sommet
modulo la deuxieéme coordonnée@ modulo(n; + 1), (j + (¢ div (ny 4+ 1))) modulo(ng + 1),

k+ (j+ (idiv (ny +1))) div (ng + 1)). Intuitivement, ce deuxieme modulo revient a effectuer

le deuxieme repliement de la surface pour en faire un tore. Le traitement du dernier voxel d’'une
plague va créer la face de derriere du premier voxel de la méme colonne et de la plaque suivante,
ainsi que la face de gauche du premier voxel de la plaque suivante.

Chaque précode fonctionne donc de maniére identique qu'il soit au bord de I'image ou pas.
De plus, la construction du bord initial ne dépend pas de la hauteur de I'image, étant donné que
ce sont les précodes de bord qui créent les faces de bords des plaques suivantes. Enfin, de maniére
similaire a la dimensiof, aprés avoir fini le balayage de I'image, nous retrouvons le bord initial
en-dessous et déconnecté de celle-ci. Il est alors inutile et peut étre détruit.

5.7 Un algorithme d’extraction intermediaire

Nous proposons ici un dernier algorithme d’extraction qui est une solution intermédiaire in-
téressante entre les algorithmes d’extractions naif et optimal. En effet, I'algorithme naif est en
complexité quadratique en le nombre de brins de I'image. Il est donc difficilement utilisable sur
de grosses images. L'algorithme optimal est bien meilleur en complexité, mais demande beaucoup
de travail de développement. Méme en regroupant les précodes isomorphes par rotations, nous
devons quand méme dévelopd@® méthodes différentes afin de calculer la carte topologique.
C’est envisageable mais reste un travail important. C’est pour cette raison que nous proposons
I'algorithme 34 qui est une troisieme approche permettant d’'implanter rapidement un algorithme
d’extraction ayant une complexitée linéaire, mais n’étant pas optimal.

Cet algorithme reprend le principe de I'algorithme optimal. Il commence par construire le bord
de I'image de maniére identique a cet algorithme, puis effectue un balayage de 'image selon le
méme ordre. Nous conservons le méme invariant que pour I'algorithme optimal : le voxel courant
posséde toujours une face a sa gauche, dessus et derriére, désignées patdst bpirsbehind

Au cours de ce balayage, cet algorithme crée un cube topologique, {ligoerespondant au
voxel courant, et lg¥;-coud correctement a ces trois faces. Ce traitement correspond au précode
[, pour lequel aucune fusion n'est effectuée. Afin de faciliter la lecture de I'algorithme, nous nom-
mons ensuite les différentes cellules incidentes a ces trois faces, et susceptibles d’étre supprimées
par une fusion. Les traitements suivants sont comparables aux cing traitements effectués pour I'al-
gorithme d’extraction naif. La différence est que ces traitements sont ici effectués uniquement pour
les cellules incidentes au cube qui vient d’étre créé. Par exemple, pour le niveaus testons
si les trois volumes, vy et vs (incidents aux bringast, up et behing sont de la méme région
gue le voxel courant, et lorsque c’est le cas nous effectuons la fusion de ces volumes avec le voxel
courant. Les traitements sont ensuite similaires pour les autres niveaux. Remarquons que pour la
fusion de faces, nous avons seulement trois arétes le long desquelles nous pouvons effectuer une
fusion, et pour la fusion d’arétes un seul sommet.

Nous utilisons les mémes principes que ceux déja présentés lors de I'algorithme optimal afin de
gérer correctement les arétes fictives. Pour une fusion de deux faces, nous testons si cela entraine
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Algorithme 34 Extraction « intermédiaire » de la carte de niveaen 3d

N -

Entrée : Une imagel segmentée en régions de x ny X ng voxels

n le niveau de la carte que I'on veut extraire

Sortie : La carte de niveau de I'imagel.

last «+ Construire le bord supérieur de la carte;
pour k =1 ang + 1 faire

pour j = 1ans + 1 faire
pour i =1an; + 1 faire

tmp « créer un cube topologique ;
(s-coudre la face contenalatst et celle contenantsy 12 (tmp) ;
(s-coudre la face contenanp et celle contenantyz; (tmp) ;
Bs-coudre la face contenabehindet celle contenants (tmp) ;
x «— ¢ modulo(ny + 1);
y < (j + (i div (ny + 1))) modulo(ns + 1);
z—k+(j+ (idiv(ng +1)))div (ny + 1);
Le plongement du sommet incidenBg (tmp) — (z,y, 2);
// Notonsvy, v2 etvs les volumes incidents last, up etbehind
/I Notonsf1, f2 et f3 les faces incidenteslast, up etbehind
/I Notonsas, a2 etas les arétes incidentes® (last), Bo(up) et Bi1(behind);
/I Notonss le sommet incident &ast;
siv; (resp.vs, v3) est de la méme région que le voxel couralatrs
| Fusionnemw; (resp.vq, v3) avec le voxel courant le long d (resp.fs, f3);

sin > 2 alors
sia; (resp.as, az) est de degré un ou deux, que les deux faces incidentes a cette
arétes sont coplanaires et que la fusion de ces deux faces n’entraine pas décon-
nexionalors

| Fusionner les deux faces incidentes, gresp.az, as);

sin > 3 alors
si s est de degré deux et que les deux arétes incidentes a ce sommet sont
alignéesalors

| Fusionner les deux arétes incidentes a

sin > 4 alors
Siay (resp.as, as) est de degré un ou deux et que la fusion de ces deux
faces n’entraine pas déconnexialors

| Fusionner les deux faces incidentes, {resp.aq, as);

sin > 5 alors
si s est de degré dewnors
| Fusionner les deux arétes incidentes a

| last — tmp;

10 Calculer I'arbre d’'inclusion des régions;
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une déconnexion, et lorsque c’est le cas nous testons s'il existe une aréte fictive pouvant étre
étirée afin de ne pas créer des chemins d’'arétes fictives. Lors d'une fusion d’arétes, nous appelons
préalablement I'algorithme décalant I'ensemble des arétes fictives incidentes a un sommet.

Cet algorithme est intermédiaire entre les deux algorithmes précédents. Il utilise le principe
de balayage de 'image de I'algorithme optimal afin d’éviter de créer initialement toute la carte
de niveauw), donc énormément de brins, pour ensuite en supprimer beaucoup lors des différentes
fusions. Mais il utilise le principe des fusions génériques de I'algorithme naif, afin d'éviter de
définir les traitements des précodes. La perte en complexité par rapport a I'algorithme optimal
est relativement faible. En effet, nous créons ici des brins pour le cube initial, pour les détruire
éventuellement ensuite lors des fusions, ce qui entraine une perte en temps d’exécution. De plus,
les fusions sont effectuées de maniere générique, et nous allons donc effectuer des boucles et
des tests, ce qui n'est pas le cas pour I'algorithme optimal. Mais I'ordre de complexité général
reste le méme que celui de l'algorithme optimal, et 'espace mémoire nécessaire est de 'ordre
de I'espace mémoire du niveau calculé. Ce n’'est pas le cas pour I'algorithme naif, qui requiert
beaucoup d’espace mémoire pour la construction du nigeau

Enfin, cette solution peut également étre améliorée en calculant certains niveaux de simpli-
fication au moyen des précodes, et en effectuant les autres fusions de maniére classique. Nous
pouvons par exemple envisager de traiterdgsécodes lignels, ce qui évite la construction des
brins pour les faces entre deux voxels de méme région, et permet d'avoir a définir seulentent les
traitements correspondant au nivdau

5.8 Expérimentations et analyse

Nous avons implanté I'algorithme optimal d’extraction a base de précodes pour les trois pre-
miers niveaux de simplification. En effet, le plongement utilisé pour ces trois premiers niveaux est
un plongement sommet, ol nous associons a chaque sommet topologique les coordonnées d’'un
point 3d. Ce plongement n’est plus valable pour les niveawt 5 étant donné que les faces ne
sont plus forcément planes. Pour ces niveaux, nous avons utilisé le plongement face, tout d’abord
implanté avec de8-cartes. Mais les premiers résultats obtenus ont été catastrophiques en temps
d’exécution.

A titre de comparaison, pour une image de tafilex 64 x 64, le calcul de la carte de ni-
veau4 ayant envirorb5 000 brins prend plus de0 minutes avec le plongeme®icartes, etl.6
secondes avec le plongemeénG-cartes. Cette image a envir@m0 000 brins dans le®-cartes
de plongements, et il y a plus d80 millions retournements de ces brins. Cela explique le temps
d’exécution important. En effet, nous retournons une carte de plongement lorsqu’elle n’a pas la
méme orientation qu’une autre carte, et qu’elles doivent étre fusionnées. Mais la carte résultante
de cette fusion pourra étre a nouveau retournée lors d’'autres fusions.

Nous avons donc abandonné l'idée de représenter les surfaces aZecattss au profit des
2-G-cartes. En effet, méme si I'espace mémoire occupé par ces derniéres est deux fois plus im-
portant que celui occupé par I2sartes, le gain en temps d’exécution justifie complétement cette
perte d’espace mémoire. Nous avons implanté le plongement face (présenté section 5.4) car |l
est plus simple que le plongement face ouverte, aréte ouverte et sommet. Mais ce plongement
n'est pas optimal en espace mémoire, étant donné qu'il représente plusieurs fois le plongement
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TAB. 5.3 — Caeurg4 x 64 x 64, 204 régions.

| | Niveau 1] Niveau 2| Niveau 3| Niveau 4 [ Niveau5 |

Nombre de brins| 429552 | 88140 38382 23370 15934
Nombre de sommets géométriquesl107 756 | 37562 12183 12928 12928
Nombre de brins par face 4 12 52 9,8 6,7
Nombre d’arétes fictives 0 55 4 209 85
Espace mémoire en méga-octets 12,3 2,67 1,12 1,64 1,37
Temps de calcul en secondeés 1,73 1,57 1,54 1,6 1,52

des sommets et des arétes de la carte topologique. De ce fait, mais également car nous utilisons
les2-G-cartes pour représenter les surfaces, I'espace mémoire occupé par la carte topologique est
généralement un peu plus important que celui occupé par la carte de BiNefawdrait effectuer

les mémes comparaisons en implantant le plongement face ouverte, aréte ouverte et sommet afin
de comparer les espaces mémoires « optimaux » de ces niveaux de simplification. De plus, il est
possible d'utiliser le-G-cartes lors de la construction de la carte topologique, afin de ne pas
avoir de nombreux retournements a effectuer, puis de les transforr@eragtes afin de diminuer
I'espace mémoire utilisé. Si les modifications effectuées par la suite ne demandent pas trop de
retournements, la perte en temps d’exécution sera minime et le gain en espace memoire important.

Ces2-G-cartes représentent le plongement de chaque face frontiére de la carte topologique.
Elles sont implantées de maniére similaire aux cartes topologzgiesn fusionnant les arétes
incidentes a des sommets de degré deux. Elles sont plongées arétes ouvertes et sommets, le plon-
gement des arétes étant effectué avecld@scartes. Nous obtenons un modeéle hiérarchique, qui
a pour avantage de pouvoir facilement s’étendre en dimension supérieure. De plus, ce plongement
réutilise le travail effectué sur la carte topologiqaet ainsi que certaines fonctions, comme par
exemple les fusions de faces et d’aréte2@nPar manque de temps, nous n’avons pas implanté
I'algorithme optimal d’extraction pour les niveauxet 5. Nous avons utilisé I'algorithme inter-
médiaire, en effectuant les traitements 8@sécodes lignels de maniére optimisée, puis les autres
fusions de maniére classique. Cela montre I'avantage de cet algorithme, et permet de voir que la
perte en temps d’exécution n'est pas trop importante.

Nous présentons les résultats obtenus goimages différentes. Le manque de temps et
d'images3d segmentées ont en effet limité le nombre de tests effectués. Ces images sont en ma-
jorité des images médicales, étant donné que c’est le domaine d’application utilisant le plus les
images3d. Le tableau 5.3 présente les résultats de I'extractiomhdeiseaux de simplification
pour une image IRM de cceur de taifi¢ x 64 x 64 et composée d204 régions. Les tableaux 5.4,

5.5 et 5.6 présentent les résultats pour trois IRM de cerveaux. Le tableau 5.7 présente les résultats
pour une image provenant de linstitut francais du pétrole représentant un bloc géologique afin
d’étudier les failles sismiques. Cette image est composée de seulement deux régions, car le but de
la segmentation est de différencier les voxels appartenant au bord des failles des autres voxels.

La premiére ligne de ces tableaux donne le nombre de brins nécessaires a la représentation
de chaque niveau de simplification. Nous voyons que ce nombre diminue de maniére impression-
nante, mais ce n’est pas étonnant en regard de tous les éléments fusionnés. Ces nombres montrent
également que le temps des traitements concernant uniquement la partie topologique vont étre
grandement améliorés étant donné le nombre d’éléments beaucoup moins important a traiter. Nous
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TAB. 5.4 — Cerveaul256 x 256 x 69, 52909 régions.

| | Niveaul | Niveau 2 | Niveau3 | Niveau4 | Niveau5 |

Nombre de brins| 10688776| 6892772| 6001862 | 3246718 | 2493866
Nombre de sommets géométriques2 753856 | 2286360| 1840905| 1882640| 1882640
Nombre de brins par face 4 55 4,8 8,9 6,9
Nombre d’arétes fictives 0 1557 477 103729 58824
Espace mémoire en méga-octets 308 203 175 244 217
Temps de calcul en secondes 577 563 562 1097 890

TAB. 5.5 — Cerveau256 x 256 x 72, 14627 régions.

| | Niveau 1| Niveau2 | Niveau 3| Niveau4 | Niveau5 |

Nombre de brins| 6222152 | 2899120| 2437356| 1003178| 566782

Nombre de sommets géométriques 584 064 | 984246 | 753364 | 658659 | 658659
Nombre de brins par face 4 5,8 49 11,3 6,4

Nombre d’arétes fictives 0 3230 468 30291 13286
Espace mémoire en méga-octets 178 85 71 87 71
Temps de calcul en secondes 104 94 95 197 138

TAB. 5.6 — Cerveaud56 x 256 x 83, 17995 régions.

[ | Niveau 1 | Niveau 2 | Niveau 3 [ Niveau4 [ Niveau5 |

Nombre de brins| 7758816| 4218088| 3549748 1604840| 1041050
Nombre de sommets géométriquesl 961598 | 1427914| 1093744| 1006657 | 1006657
Nombre de brins par face 4 5,9 5 13,2 8,6
Nombre d'arétes fictives 0 1072 404 74146 38068
Espace mémoire en méga-octets 222 124 103 133 113
Temps de calcul en secondés 125 121 121 623 510

TAB. 5.7 — Faillesp12 x 45 x 121, 2 régions.

| | Niveau 1 [ Niveau 2 | Niveau3 | Niveau 4 | Niveau5 |

Nombre de brins| 8738672| 4710036| 3434058| 1073686| 706442
Nombre de sommets géométriques?2 218060| 1734460| 1096471| 836695 | 836695

Nombre de brins par face 4 9,6 6,9 12,4 8,2
Nombre d'arétes fictives 0 28387 28387 165131 93595
Espace mémoire en méga-octets 250 139 100 112 99

Temps de calcul en secondés 65 47 49 532 421
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présentons sur la deuxiéme ligne de ces tableaux le nombre de sommets géométriques représentes,
c'est-a-dire les sommets du plongement de la carte. Cela permet d'étudier pour les trois premiers
niveaux de carte le nombre de sommets topologiques, car pour ces niveaux chaque sommet to-
pologique correspond a un sommet géométrique. Mais cela permet également de vérifier que les
niveaux4 et 5 représentent certains de ces sommets de maniére redondante. Par exemple, pour
I'image du cceur, nous voyons que le nivSateprésenté?2 183 sommets géométriques alors que

les niveauxt et5 en représentent chacu 928. Ce nombre devrait normalement rester constant

pour ces trois niveaux étant donné gu'ils représentent la méme géomeétrie. Cela provient du plon-
gement face utilisé, ou les sommets au bord de ces faces sont représentés de maniére redondante.
Mais nous voyons que ce nombre de sommets représenté « en trop » n’est pas trés important et la
perte en espace mémoire est finalement assez faible.

Les deux lignes suivantes donnent le nombre moyen de brins par face topologique, et le nombre
d’arétes fictives. Ces nombres sont intéressants afin d’estimer la complexité de I'algorithme opti-
mal qui parcourt une face afin de savoir si sa fusion va entrainer une déconnexion ou non. Pour le
niveaul, chaque face est forcément composé¢ iens étant donné qu’aucune fusion de faces n’a
encore été effectuée. Ce nombre augmente entre les nitest2xmais aussi entre les nivea@x
et4, étant donné que le passage entre ces niveaux effectue des fusions de faces ce qui augmente
le nombre moyen de brins par face. Par contre, le passage entre les rilveb8net entre les
niveaux4 et5 diminue ce nombre étant donné que certaines arétes sont fusionnées. Pour les cing
images, nous obtenons envirdrbrins par face, ce qui est relativement faible. De ce fait, le test
afin de savoir si une fusion va entrainer une déconnexion est effectué en parcourant en moyenne
brins, ce qui limite le surcolt d a cette opération.

L'avant-derniére ligne donne I'espace mémoire nécessaire a chaque niveau, en tenant compte
du plongement ainsi que de l'arbre d’inclusion. Nous constatons une perte en espace mémoire
entre les niveaus et4, di au changement de plongement. Nous utilisons en effet un plongement
2-G-cartes, qui est relativement colteux. De plus, ce plongement duplique le plongement des som-
mets et des arétes du bord des surfaces. Malgré c¢a, la carte de hiveaaquiert pas beaucoup
d’espace mémoire supplémentaire par rapport a la carte de riv&anfin le temps d’exécution,
donné en derniere ligne, augmente de maniére non négligeable entre les Bivtdyuxar nous
changeons alors d’algorithme d’extraction. Le niv@aest calculé directement de maniere opti-
male, a I'aide de$3 précodes, alors que les niveadiet 5 sont calculés a I'aide de I'algorithme
intermédiaire, en utilisant seulement eprécodes lignels. De nombreux brins sont donc créés
et détruits, ce qui augmente le temps d’exécution, mais nous effectuons également le test de dé-
connexion de face avant chaque fusion, contrairement a I'algorithme optimal du Aiegalest
effectué uniquement pour les trois précodes;, fci17 et feis.

Nous récapitulons et regroupons ces résultats sur des schémas qui permettent de mieux vi-
sualiser I'évolution de ces caractéristiques en fonction du niveau de simplification. La figure 5.95
montre I'évolution de I'espace mémoire en pourcentage du nivedlous pouvons vérifier que
'espace mémoire augmente entre les nivedwt 4, & cause du changement de plongement.
Mais I'espace mémoire occupé par le nivéaast en moyenne du méme ordre que celui du ni-
veau3, malgré le plongemerit-G-carte et les sommets représentés de maniéere redondante. La
figure 5.96a montre I'évolution du nombre de brins en pourcentage du nivesua figure 5.9
I'évolution du nombre de faces, toujours en pourcentage du niveldous remarquons sur cette
figure que le nombre de faces reste constant entre les niRegtdet entre les niveauket5, étant
donné que seules des arétes sont fusionnées entre ces niveaux. La figangrés@&nte I'évolution
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FiG. 5.96 — Evolution du nombre de brins et du nombre de faces en pourcentage dulniveau

du nombre moyen de brins par face. Ce nombre est le plus élevé pour le ajveatron del 1

brins par face, mais diminue ensuite pour le niveapour étre en moyenne d’envird@rbrins par

face. La figure 5.91.présente I'évolution du nombre de sommets géométriques en pourcentage

du niveaul. Nous vérifions que ce nombre augmente légerement entre les nigeguixétant

donné que nous changeons de plongement, et représentons les sommets se trouvant au bord des
faces de maniére redondante. Mais cette augmentation est assez faible, en regard du nombre total
de sommets représentés.

Nous avons également étudié le nombre de précodes utilisés lors de I'extraction des trois pre-
miers niveaux de simplification. Cela permet de voir quels sont les précodes les plus fréquents.
Ce sont ces précodes gu'il va falloir optimiser au maximum afin d’améliorer le temps d’extrac-
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FiG. 5.97 — Evolution du nombre moyen de brins par face et du nombre de sommets géométriques.
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FiGc. 5.98 — Nombre de précodes lignels utilisés lors de I'extraction de la carte de fiveau
pourcentage du nombre total de précodes.

tion. Nous avons effectué cette étude uniquement pour les trois premiers niveaux étant donné que
les deux derniers sont calculés a l'aide de I'algorithme intermédiaire. La figure 5.98 montre le
nombre de précodes utilisés pour I'extraction de la carte lignel, en pourcentage du nombre total de
précodes dans I'image. Nous voyons que, poublesages utilisées pour nos tests, le précide
apparait dans envirdd0% des précodes totaux de I'image. En effet, les images étant segmentées
en régions, la majorité des précodes se trouvent au milieu d’'une région, et sont donc traités par le
précodey. Cela explique la perte de temps d’exécution pour les nivdaebs, étant donné que

le traitement du précodg effectue des tests afin de savoir si des faces ou des arétes doivent étre
fusionnées, ce qui n'est pas le cas pour I'algorithme optimal.
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Fic. 5.99 — Nombre de précodes faces coplanaires utilisés lors de I'extraction de la carte de ni-
veau2.

La figure 5.9%9 montre le nombre de précodes utilisés pour I'extraction de la carte lignel,
en pourcentage du nombre total de précodes dans 'image. Comme pour le hilequécode
ls apparait dans envira30% des cas. Les autres pourcentages sont de ce fait tous assez faibles.
Les seuls qui ressortent sur les cing images sont les prégegdes cir et fc1s. Ce sont les trois
précodes pour lesquels il faut tester la déconnexion de face. Ces précodes apparaissent plus que les
autres car ce sont ceux ayant le plus de voxels de méme région. Il est donc normal de les retrouver
en plus grand nombre que les précodes ayant beaucoup de voxels différents. Afin de mieux voir
les précodes utilisés pour extraire la carte de niviala figure 5.9% montre le pourcentage
d’apparition de ces précodes par rapport au nombre total de précodes faces coplanaires. Cette
figure confirme I'apparition plus fréquente des précofigs, fci7 et fcis. Les précodeger, fe11
et fc13 ont des pourcentages supérieurs aux autres, mais uniquement pour Ifariege Cela
n’est donc pas vraiment représentatif. Il faudrait effectuer des tests plus nombreux afin d’obtenir
une moyenne sur ces pourcentages d'apparition qui soit représentative.

La figure 5.10Ga montre le nombre de précodes utilisés pour I'extraction de la carte de ni-
veau3. Le précodeg apparait toujours dar&% des cas. Les seuls précodes un peu plus utilisés
sont les précodegcig, fc17 et feig pour la fusion de faces coplanaires, et les précgiess;
pour la fusion d’arétes alignées. Mais ces deux derniers précodes ressortent principalement pour
I'image failles et pas vraiment pour les autres images. Pour le vérifier, la figure b.pf8sente
le pourcentage d’apparition des précodes frontiéres par rapport au nombre total de ces précodes.
Nous voyons sur cette figure que les courbes sont trés irréguliéres, et méme si certains précodes
apparaissent plus souvent que d'autres ce n’est pas forcément pour toutes les images.

Ces différences d’apparitions sont assez faibles. Finalement, ce qui ressort de cette étude est
gue, pour extraire la carte de nivealenviron85% des précodes utilisés sont des précodes lignels,
avec80% uniquement pour le précode Les précodes faces coplanaires représentent eniifén
des précodes totaux, et les précodes frontig#esCela montre que les précodes les plus impor-
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FiG. 5.100 — Nombre de précodes frontieres utilisés lors de I'extraction de la carte de hiveau

tants sont finalement les précodes lignels, et principalement le précddela relativise un peu

'impact de I'algorithme optimal et de l'utilisation des précodes pour calculer la carte de riveau
Malgré cela, les résultats d’extraction des cartes de nivéai% montrent que la perte en temps
d’exécution est non négligeable. En effet, I'utilisation de I'algorithme intermédiaire entraine des
tests afin d’effectuer toutes les fusions nécessaires, mais également des tests de déconnexion. Ces
tests sont effectués pour tous les précodes, y compris le prégo@&st pour ce précode que

la perte de temps est alors la plus conséquente. L'algorithme optimal se justifie non pas afin de
traiter de maniére optimale tout les précodes, étant donné le faible pourcentage d’apparition de la
majorité d’entre eux, mais car il évite des traitements non optimaux pour le précetlen ce

sens diminue la complexité de I'extraction. En effet, seule I'implantation complete nigsaux

de simplification permet, lors du calcul de la carte topologique, de traiter le précddenaniére

optimale sans aucun test supplémentaire. Dans ce cas, le gain en temps d’exécution est conséquent
étant donné le fort pourcentage d’apparition de ce précode.

5.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini la carte topologique en dimeBsida modele com-
binatoire permet de représenter les imagdssegmentées en régions de maniere minimale. |l
représente toute la topologie des régions de I'images, (adjacence, incidence, subdivisions. . .) mais
également leur géométrie. Il est stable par rotation, translation et homothétie, c’est-a-dire que
deux images isomorphes pour ces transformations auront la méme carte topologique, malgré des
géomeétries différentes.

Afin de définir ce modéle, nous avons étendu la notion de niveau de simplification, introduite
en dimensior2. Nous avons alors obteriuniveaux de simplification, définis dans un premier
temps de maniére assez simple. Nous avons ensuite étudié les problémes que posaient ces pre-
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mieres définitions. Nous avons rencontré un probleme de déconnexion de volume, résolu par I'ad-
jonction d’'un arbre d’'inclusion des régions, de maniére similaire a la dimegsioa probléeme

de déconnexion de face a été plus délicat a résoudre. Pour cela, nous avons conservé des arétes
fictives pour que chaque face de la carte soit homéomorphe a un disque topologique.

Ces arétes fictives permettent de régler le probléme de déconnexion de face. Mais elles jouent
un réle différent des arétes réelles. Nous avons donc étudié précisément leur role, les problemes
gue leur conservation posaient, et la maniére de les régler. Ce point est trés important, car c’est la
gestion adéquate de ces arétes qui nous permet d’obtenir la représentation minimale. Nous avons
montre, sur plusieurs exemples, comment ces arétes fictives intervenaient, principalement pour les
objets représentés uniguement par une face frontiére fermée. En effet, c’est pour ces objets que la
gestion des arétes fictives est la plus importante, étant donné qu’ils sont représentés uniquement
par ce type d’arétes.

Nous avons ensuite étudié la maniére de construire ce modéle a partir d'iBosggEsnentées.
Un premier algorithme naif peut étre défini par application directe des définitions des différents
niveaux de simplification. Cet algorithme a I'avantage d’'étre simple a mettre en ceuvre, mais a une
complexité quadratique en le nombre de brins de I'image. De plus, il requiert un espace mémoire
beaucoup plus important que celui nécessaire a la carte topologique.

Nous avons donc étudié un deuxiéme algorithme d’extraction, basée sur la notion de pré-
codes. Cet algorithme est optimal, car il crée directement le bon nombre de brins, en utilisant un
nombre minimal d’opérations. Sa complexité est linéaire en le nombre de brins de I'image, malgré
la constante due au parcours de faces afin de savoir si une fusion va entrainer une déconnexion.
Nous avons étudié précisément les précodes a traiter pour chaque niveau de simplification. Cette
approche nous a permis de factoriser les précodes similaires, et d’obtenir au final segiEgment
précodes a traiter, au lieu dés40 existants. De plus, nous avons présenté la notion de précodes
isomorphes par rotation, qui permet de factoriser davantage de cas, sans perte en efficacité. Avec
cette deuxiéme factorisation, nous devons définir « seulemi2tt traitements différents. Méme
si ce nombre est encore important, il est relativement faible en comparaison au nombre total de
cas. Enfin, nous avons présenté un troisieéme algorithme d’extraction, qui est une solution interme-
diaire entre les deux premiers algorithmes. Il autorise une implantation assez rapide et simple de
I'algorithme d’extraction, tout en restant d’'une complexité linéaire. De plus, cet algorithme peut
étre plus ou moins optimisé en incorporant certains traitements de précodes.

Nous envisageons maintenant la définition de la carte topologique en dimen€iela devrait
pouvoir se réaliser sans trop de probléme, en étendant les solutions proposées en ditnemnsion
3. Nous savons définir e, — 1 niveaux de simplification, en mettant dans un premier temps de
c6té les problemes de déconnexion. Nous réglons le probléme de déconnexiberR@joutant
un arbre d’inclusion des régions. Pour les déconnexions de dimensiens a 2, il est facile
de conserver des éléments fictifs permettant d’avoir uniquementckdiiles connexes. Enfin,
il faut s'intéresser a la gestion particuliére de ces éléments fictifs et c’est la que se trouvent les
difficultés éventuelles. Intuitivement, cela devrait ressembler a la gestion des arétes fictives en
3d. Il s’agit de « pousser » les éléments fictifs afin gqu’ils n'empéchent pas la fusion d'autres
éléments. Il faut s’intéresser a la maniére dont ces éléments sont « poussés », et aux conditions pour
lesquelles c’est possible. De plus, aprés avoir donné ces définitions, nous obtenons immédiatement
I'algorithme d’extraction naif. L'algorithme optimal semble difficilement envisageable de par le
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nombre important de cas a traiter. Mais I'algorithme intermédiaire pourra étre une bonne solution
afin de limiter 'espace mémoire nécessaire et conserver une complexité linéaire.



