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Simulation physique objets déformables

Vers un modèle bio-mécanique idéal :

suffisamment rapide (hors chocs) ;
planning (h) -> diagnostic (min) -> entraînement (TR !)

suffisamment précis ;
acquisition souvent invasive
validation complexe (ex vivo, in vivo experimental)

et patient spécifique.
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Comment gagner en rapidité :

Une combinaison entre ?

modélisation géométrique simplifiée ;
loi comportement simplifiée ou adaptée ;
choix du type d’éléments, du nombre de nœuds ;
calculs préliminaires ;
raffinement/déraffinement du maillage ;
calcul parallèle (multi CPU, multi GPU) ;
. . .
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Système Masses-Tenseurs

Modèle discret basé sur continu, similaire à la MEF :

Énergie de déformation W = (I1, I2, I3)

Invariants du tenseur des déformations de Cauchy-Green
C = F TF = U2

Propriétés :

Précis, mais structure de données conséquente
Lois de comportement variées, paramétrisation facile
Forces discrètes (similaire Masses-Ressorts)
Changements de topologie
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Méthode des Masses-Tenseurs

[Delingette 1999] [Picinbono 2000] [Schwarz 2003]

Calcul de la force

Dérivation de l’énergie sur la position nodale :

~F =
∂W

∂~U

Pour le sommet I, décomposable sur un élement :

~FI = −∂W
∂ ~UI

= −
∑
Tj

~Fi_Ej avec ~Fi_Ej =
∂WEj

∂~Ui
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Cas Linéaire :

Énergie élastique linéaire, pour un matériau isotrope homogène :

Tenseur Green-St Venant linéarisé : ε = 1
2(∇U +∇UT )

Loi de Hooke : Énergie de déformation quadratique selon le
déplacement U du point ~X :
W = λ

2 (tr(ε))2 + µtr(ε2)

= λ
2 (divU)2 + µ||∇U ||2 − µ

2 ||rot U ||
2

Intégration de l’énergie sur l’élément

WE =
∫
EW ( ~X) dX =

∫
RW (~R) det([J(~R)]) dR

utilisation des points de Gauss
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Sur un Tétraèdre P1 :

Sous hypothèse P1 : gradient du champ de déplacement constant sur
l’élément

=> Fonctions d’interpolations linéaires sur l’élément (attention cas
général : élément de référence)
U( ~X) =

∑3
j=0 Λj( ~X)Uj et Λj( ~X) = αj ~X + βj

Énergie et force sur tétra P1 :

WEi =
∑3

j,k=0 U
t
jB

Ei
jkUk

avec BEi
jk = λ

2 (αj ⊗ αk) + µ
2 ((αk ⊗ αj) + (αj .αk)Id3)

la contribution du tétra i au tenseur de raideur de l’arête (j, k)
et par dérivation : force de l’élément sur le point p

Fp_Ei = 2

3∑
j

[BEi
pj ]Uj
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Extension à l’élasticité non linéaire : Saint Venant -
Kirchhoff

Tenseur Green-St Venant complet :

ε = 1
2(∇U +∇UT +∇UT∇U)

et répartition des constantes pour StVK :
Matrices Vecteurs Scalaires

Sommet p Bpp Cppp Dpppp

Arête pj Bpj Cppj Cppj Djppp Djjjp Djpjp

Cjjp Cpjj Dpjjp Djjpp

Triangle pjk Cjkp Djkpp Djpkp Dpjkp

Ckjp Djjkp Djkjp Dkjjp

Cpjk Dkkjp Dkjkp Djkkp

Tetraèdre pjkl Djklp Djlkp Dkjlp

Dkljp Dljkp Dlkjp
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La boucle de simulation

U⃗ t

V⃗ t+h

Modèle
physique

Principe
Fondamental

de la Dynamique

A⃗ t+h

F⃗ t
int

F⃗ t
ext

M

Méthode
d'intégration

U⃗ t+h
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Méthodes des Masses-Tenseurs

Ce qu’il faut retenir à ce niveau : méthode basée sur la mécanique des
milieux continus

loi élasticité linéaire (Hooke) ou non (StVK)
contrôle de volume, anisotropie
force définie sur le sommet (et pas sur l’élément) => gestion plus
simple des interactions et modifications topologiques
pré-calcul des constantes
parallélisation sur GPU
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Convergence de la solution et comparaison

Poutre encastrée 1× 1× 8, 100MPa, Hexaèdres
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Parallélisation sur GPU (OpenCL)
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Généralisation de la méthode

Utilisation avantageuse de génération formelle des équations des
forces (internes) : [Faure 2012]

type d’éléments quelconque : il suffit d’avoir les fonctions de forme

triangle, quad, tetra, hexa, prisme, pyramide
maillages à éléments mixtes

formulation analytique dépendant de la loi de comportement et
type d’élément

énergie et force (intégration explicite)
dérivée de la force (intégration implicite uniquement en formel)

Fabrice JAILLET (SAARA) 15 avril 2014 14 / 24



Le schéma de génération formelle des forces internes

Loi de comportement

Hooke StVK

Géométrie

Triangle Quadrangle

Hexaèdre Tétraèdre Prisme Pyramide

Intégration

Analytique
Point de
Gauss

Pour un élémentPour un élément

Outil maxima

Génération Exécution

Découpage des équations

Loi de comportement Point de Gauss Dérivées partielles

Extraction d'expressions

ConstantesVariables
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Principe de la génération formelle :

Différentes étapes mise en place :

1 Énergie dépendant des : positions et déplacements des points,
coefficients de Lamé et points de Gauss et leur poids

2 Génération de graphes d’expressions commutatives ;
3 Facilite la recherche et le regroupement des termes des

expressions constantes ;
4 Formulation de la force et des dérivées ;

Difficultés à résoudre :

taille des équations : fragmentation pour la compilation et
ré-assemblage

2 termes de la loi de Hooke, puis par point de Gauss et enfin par
coordonnée

extraction automatique des expressions constantes
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Évaluation méthode formelle

Coût en temps et mémoire :

Sur un maillage tétraèdrique P1 :
Loi de Hooke : pas de gain (équation analytique simple)
Loi de StVK

formel : 15x plus rapide que analytique
mémoire : 280 réels (cf tableau) / 11 expressions constantes par
tétra

=> Selon le type d’éléments : plus la complexité augmente, plus la
formalisation est intéressante.

Simple d’ajouter une nouvelle expression
Long à compiler, mais plus rentable à l’exécution !
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Adaptation sur critères

Souplesse du modèle discret :
Définitions de stratégies d’adaptation du modèle

Différentes actions possibles, pendant la boucle de simulation :
loi de comportement : Hooke <=> StVK ;
différentes géométries : triangle, quad, tétras, etc...
nombre de nœuds d’interpolation ;
fonctions de formes différentes ;
raffinement/déraffinement.

=> Calcul ou recalcul des constantes le cas échéant.
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Adaptation sur critères

[Caillaud 2013]

Différents critères

Géométriques :
aspect ratio, longueur d’arête, Jacobien, etc.

ou mieux, physiques :
stress de l’élément RS = 1

V (t)

∫
E FE(x, y, z)dx dy dz

qui doit être discrétisé, et calcul par interpolation des forces aux
points de Gauss RS = 1

A(t)

∑ng−1
i=0 wi

∑n−1
j=0 ‖Λj(gi) FE(Pj)‖
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Changement de loi dynamique

Hooke => 100FPS, 10% erreur
Contrainte faible
Contrainte forte => intermédiaire 25FPS, 1% erreur
StVK => 1FPS, erreur nulle
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Example de raffinement (quasi-statique) sur critère de
Stress
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Application en simulation de la déformation du thorax

ACQUISITION

SIMULATION

CAMÉRA 
CÔTÉ ET HAUT

MAILLAGE 3D
VOLUMIQUE

MAILLAGE 3D
SURFACIQUE

RECONSTRUCTION
SURFACIQUE

CONTRAINTES DE
DÉPLACEMENTS
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Pour conclure

Étude en cours :

Combinaison avec les cartes combinatoires
assure l’intégrité du modèle lors d’opé. topologiques : découpe,
raffinement. . . (avec E. Fléchon et G. Damiand, LIRIS)

Génération et adaptation dynamique de maillages
octree et motifs de subdivision locaux sur maillages mixtes (avec C.
Lobos, Chili)
raffinement/déraffinement local (avec N. Moreau et V. Vidal, LIRIS)

validation et tests de performance complets du modèle !

À voir ?

extension à d’autres formulations de l’énergie ?
Mooney-Rivlin, Yeoh, Neo-Hooke, etc.

méthode voisine HEML [Goulette 2006] ?
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