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Premier ordre

© Premier ordre



Premier ordre

Des faits aux objets

Limite de la logique propositionnelle : pas d'objets

o faits uniquement
@ objets fixés dans ces faits

@ nombre fixé de faits (méme si non borné) dans une formule



Premier ordre

Un vocabulaire pour le discours

Objets différents

Vocabulaires différents

Symboles différents



Premier ordre

Signature (pour les termes)

Lister les symboles utilisés

Definition

Une signature S = (C, F, ar) :
@ C : ensemble (non vide) de symboles de constantes
@ F : ensemble de symboles de fonction

@ ar: F — N* : nombre d'arguments de chaque symbole de fonction

Notation

f/n signifie ar(f) = n




Premier ordre

Exemple : expressions arithmétiques sur les entiers naturels

Entiers (de Peano) : Speano = (Cpeanos Fpeanor apeano)
@ Cpeano = {zero}
® Fpeano = {succ/1, plus/2, mult/2}



Premier ordre

Exemple : expressions arithmétiques sur les entiers naturels

Entiers (de Peano) : Speano = (Cpeano, Fpeano: alpeano)
@ Cpeano = {zero}

® Fpeano = {succ/1, plus/2, mult/2} <« def implicite de arpeano



Premier ordre

Exemple : chaines de caracteres sur a, b, ¢

Chaines de caracteres : Schar = (Cchary Fehars afchar)
° Cchar = {a, b, C}
@ Fcpar = {concat/2}



Premier ordre

Exemple : chaines de caracteres sur a, b, ¢

Chaines de caracteres : Schar = (Cchary Fehars afchar)
@ Cehar = {a, b, C}

@ Fcpar = {concat/2} /\ concat <+ 1 symbole
(vrai aussi pour Fpeano)



Premier ordre

Variables
Parler uniquement d’objets fixés : peu intéressant

Ensemble de variables V représentant des objets :
@ infini

@ tel qu'on peut toujours prendre une variable fraiche

Variables notées x, y, x’, x1, ...

variables au premier ordre
A # A

variables propositionnelles



Termes : syntaxe
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Termes : syntaxe

Ensemble inductif des termes

Combinaison bien construite des symboles de |a signature et variables

Definition
L'ensemble des termes T sur S = (C, F, ar) est le plus petit ensemble tel
que :

esixeValorsxeT

esiceCalorsceT

esieT,..,theTetf/neF
alors f(ty, ..., ty) €T

< terme composite
o




Termes : syntaxe

Ensemble inductif des termes

Combinaison bien construite des symboles de |a signature et variables

Definition
L'ensemble des termes T sur S = (C, F, ar) est le plus petit ensemble tel
que :
esixeValorsxeT
esiceCalorsceT
esieT,..,theTetf/neF
alors f(t1,...,ty) € T + terme composite)

~—

/\ Pas d'évaluation ici A\




Termes : syntaxe

Exemple : expressions arithmétiques

Avec ‘Speano = (Cpeano. Fpeano: arpeano)
@ Cpeano = {zero}
® Fpeano = {succ/1, plus/2, mult/2}

L'ensemble des termes Tpeano SUr Speano st le plus petit ensemble tel
que :

e si x € V alors x € Tpeano

@ si ¢ = zero alors ¢ € Tpeano

@ si t € Tpeano alors succ(t) € Tpeano

@ si t1, tp € Tpeano alors plus(ty, t2) € Tpeano
@ si t1, tr € Tpeano alors mult(ti, t2) € Tpeano



Termes : syntaxe

Exemple : expressions arithmétiques (suite)

@ zero



Termes : syntaxe

Exemple : expressions arithmétiques (suite)

® zero € Tpeano



Termes : syntaxe

Exemple : expressions arithmétiques (suite)

® zero € Tpeano
o0



Termes : syntaxe

Exemple : expressions arithmétiques (suite)

® zero € Tpeano

@ 0 & Tpeano : 0 n'est pas dans la signature



Termes : syntaxe

Exemple : expressions arithmétiques (suite)

® zero € Tpeano
@ 0 & Tpeano : 0 n'est pas dans la signature

@ X



Termes : syntaxe

Exemple : expressions arithmétiques (suite)

® zero € Tpeano
@ 0 & Tpeano : 0 n'est pas dans la signature

@ X € 7;3eano



Termes : syntaxe

Exemple : expressions arithmétiques (suite)

® zero € Tpeano
@ 0 & Tpeano : 0 n'est pas dans la signature
@ X € 7;3eano

@ succ(zero)



Termes : syntaxe

Exemple : expressions arithmétiques (suite)

® zero € Tpeano
@ 0 & Tpeano : 0 n'est pas dans la signature
@ X € 7;3eano

@ succ(zero) € Tpeano



Termes : syntaxe

Exemple : expressions arithmétiques (suite)

zero € Tpeano
0 & Tpeano : 0 n'est pas dans la signature
X € 7;3eano

succ(zero) € Tpeano

plus(zero)



Termes : syntaxe

Exemple : expressions arithmétiques (suite)

zero € Tpeano
0 & Tpeano : 0 n'est pas dans la signature
X € 7;3eano

succ(zero) € Tpeano

plus(zero) & Tpeano : pas le bon nombre d'arguments



Termes : syntaxe

Exemple : expressions arithmétiques (suite)

zero € Tpeano

0 & Tpeano : 0 n'est pas dans la signature
X € Tpeano

succ(zero) € Tpeano

plus(zero) & Tpeano : pas le bon nombre d'arguments

plus(succ(zero), x)



Termes : syntaxe

Exemple : expressions arithmétiques (suite)

zero € Tpeano

0 & Tpeano : 0 n'est pas dans la signature
X € Tpeano

succ(zero) € Tpeano

plus(zero) & Tpeano : pas le bon nombre d'arguments

plus(succ(zero), x) € Tpeano



Termes : syntaxe

Exemple : chaines de caracteres

Avec Schar = (Cchar: Fehar archar)
° Cchar = {a, b, C}
® Fcpar = {concat/2}

L'ensemble des termes Tcpar sur Scpar est le plus petit ensemble tel que :
@ si x €V alors x € Tcpar
@ siac Tchar € Tepar €t € € Tepar
@ si ty, ta € Tepar alors concat(ty, t2) € Tehar



Termes : syntaxe

Exemple : chaines de caracteres (suite)



Termes : syntaxe

Exemple : chaines de caracteres (suite)

® a € Tehar



Termes : syntaxe

Exemple : chaines de caracteres (suite)

® a € Tehar

e concat(a, c)



Termes : syntaxe

Exemple : chaines de caracteres (suite)

® a € Tehar

@ concat(a, c) € Tchar



Termes : syntaxe

Exemple : chaines de caracteres (suite)

® a € Tehar
@ concat(a, c) € Tchar

@ ac



Termes : syntaxe

Exemple : chaines de caracteres (suite)

® a € Tehar
@ concat(a, c) € Tchar

@ ac & Tchar : pas dans les regles de construction

/\ Terme # évaluation d'une expression /A



Termes : syntaxe

Arbre de syntaxe abstraite d'un terme

Représentation en arbre de la structure d'un terme défini sur S = (C, F, ar)

Definition
Fonction récursive ast(t) :
@ si c € C alors ast(c) = ¢
@ si x € V alors ast(x) = x
f

@ sit="f(t,...,ty) alors ast(t) = /N

ast(ty) ... ast(tp)




Termes : syntaxe

Exemple : expression arithmétique

mult

N

succ plus

ast(mult(succ(x), plus(succ(zero), y))) = ‘ A

X succ y

Z€ero



Termes : syntaxe

Exemple : expression sur chaines de caracteres

concat

N

ast(concat(concat(x, a), concat(b, y))) = concat concat

N
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Termes : sémantique

Interpréter les termes

Moyen pour donner du sens aux termes

Questions :
@ Quelles valeurs possibles ?
e Valeur (7) d'un symbole

@ Variables?



Termes : sémantique

Univers

Definition

Ensemble U/ des valeurs possibles pour les termes

Pas vraiment contraint, mais fixé lorsqu’'on interpréte les termes



Termes : sémantique

Interpréter les symboles

Interprétation / des symboles dans C et F

Constantes : valeur fixée qui ne dépend que de l'interprétation/ :

SiceCalors I(c)eU

Symboles de fonction : interprétés par des fonctions
On veut interpréter les termes dans U/ :

Sif/ne Falors I(f):U"—U



Termes : sémantique

Interpréter les variables

Interprétation : fixe une vision du monde

Valeur d'une variable peut changer pour une méme interprétation

Definition (Valuation)
Fonction ( : V — U }




Termes : sémantique

Retour sur l'interprétation des termes

Evaluation : fonction récursive
@ sur les termes

@ qui dépend aussi de I'interprétation / et de la valuation (

Definition (eval(l, ¢)(t))
eSicelC alors eval(l,¢)(c) = I(c)
e SixeV alors eval(l, ¢)(x) = ¢(x)
o Sit="1(tr,...,tn)
si eval(l,Q)(t1) = w1, ..., eval(l,{)(t,) = vy, et si I(f) = ¢ alors

eval(l,Q)(t) = o(u1, ..., upy)




Termes : sémantique

Exemple : expression arithmétiques

Univers Uy = N entiers naturels



Termes : sémantique

Exemple : expressions arithmétiques (évaluation)

Soit (:x+—3,y+—2
eval(Inr, ¢)(mult(succ(x), plus(succ(zero), y))) =

mult

TN

succ plus

| N

X succ y

zero



Termes : sémantique

Exemple : expressions arithmétiques (évaluation)

Soit (:x+—3,y+—2
eval(Inr, ¢)(mult(succ(x), plus(succ(zero), y))) =

mult

TN

succ plus

| N

x3 succ y

zero



Termes : sémantique

Exemple : expressions arithmétiques (évaluation)

Soit (:x+—3,y+—2

eval(Inr, ¢)(mult(succ(x), plus(succ(zero), y))) =

In(succ)=n—n+1

mult

TN

succ 4 plus

| /N

x3 succ y

zero

(n+—n+1)(3) =4



Termes : sémantique

Exemple : expressions arithmétiques (évaluation)

Soit (:x+—3,y+—2
eval(Inr, ¢)(mult(succ(x), plus(succ(zero), y))) =

mult

TN

succ 4 plus

| /N

x3 succ y

zero 0

In(zero) =0



Termes : sémantique

Exemple : expressions arithmétiques (évaluation)

Soit (:x+—3,y+—2

eval(Inr, ¢)(mult(succ(x), plus(succ(zero), y))) =

In(succ)=n—n+1

mult

TN

succ 4 plus

| RN

x3 succl vy

zero 0

(n— n+1)(0) =1



Termes : sémantique

Exemple : expressions arithmétiques (évaluation)

Soit (:x+—3,y+—2
eval(Inr, ¢)(mult(succ(x), plus(succ(zero), y))) =

mult

TN

succ 4 plus

| RN

x3 succl y?2

zero 0



Termes : sémantique

Exemple : expressions arithmétiques (évaluation)

Soit (:x+—3,y+—2
eval(Inr, ¢)(mult(succ(x), plus(succ(zero), y))) =

mult

TN

succ 4 plus 3

| AN

x3 succl y?2

zero 0

In(plus) =n,m— n+m (n,m— n+m)(1,2)=3



Termes : sémantique

Exemple : expressions arithmétiques (évaluation)

Soit (:x+—3,y+—2
eval(Inr, ¢)(mult(succ(x), plus(succ(zero), y))) =

mult 12

TN

succ 4 plus 3

| AN

x3 succl y?2

zero 0

In(mult) =n,m— nxm (n,m— nxm)4,3)=12



Termes : sémantique

Exemple : expressions arithmétiques (évaluation)

Soit (:x+—3,y+—2
eval(Iy, ¢)(mult(succ(x), plus(succ(zero), y))) = 12

mult 12

TN

succ 4 plus 3

| AN

x3 succl y?2

zero 0



Termes : sémantique

Exemple : chaines de caracteres

Univers Ust, = {a, b, c}* : chaines de caractéres sur I'alphabet a, b, ¢

str(a
str(b
str(C

Ist(concat

)
)
)
)

b
c

51,52 = 5152



Termes : sémantique

Exemple : chaines de caracteres (évaluation)

Soit (:x+— ¢, y—a

eval(lst)(concat(concat(x, a), concat(b, y))) =

concat

N

concat concat



Termes : sémantique

Exemple : chaines de caracteres (évaluation)

Soit(:x+—c,y—a

eval(lsty)(concat(concat(x, a), concat(b, y))) =

concat

N

concat concat



Termes : sémantique

Exemple : chaines de caracteres (évaluation)

Soit(:x+—c,y—a

eval(lsty)(concat(concat(x, a), concat(b, y))) =

concat

N

concat concat

ANEIVAN

xc aa b y

/st,(a) =a



Termes : sémantique

Exemple : chaines de caracteres (évaluation)
Soit(:x+—c,y—a

eval(lsty)(concat(concat(x, a), concat(b, y))) =

concat

N

concat ca concat

Istr(concat) = s1,5 — 515 (s1,5 > s19)(c,a) =ca



Termes : sémantique

Exemple : chaines de caracteres (évaluation)

Soit(:x+—c,y—a

eval(lsty)(concat(concat(x, a), concat(b, y))) =

concat

N

concat ca concat

/NN

xc aa bb y

lser(b) = b



Termes : sémantique

Exemple : chaines de caracteres (évaluation)

Soit(:x+—c,y—a

eval(lsty)(concat(concat(x, a), concat(b, y))) =

concat

N

concat ca concat

/NN

xc aa bb ya



Termes : sémantique

Exemple : chaines de caracteres (évaluation)
Soit(:x+—c,y—a

eval(lsty)(concat(concat(x, a), concat(b, y))) =

concat

N

concat ca concat ba

Istr(concat) = s1,5 — 515 (s1,5 > s152)(b, a) = ba



Termes : sémantique

Exemple : chaines de caracteres (évaluation)
Soit(:x+—c,y—a

eval(lsty)(concat(concat(x, a), concat(b, y))) = caba

concat caba

N

concat ca  concat ba

Istr(concat) = s1, 5 — 515 (s1, 52 > s12)(ca, ba) = caba



Termes : sémantique

Interprétations non naturelles

S’appuyer sur
une connaissance implicite

de 'univers
est
lllusoire

— considérer toutes les interprétations possibles
méme les plus farfelues



Termes : sémantique

Exemple : Arithmétique étrange

Univers Upark = 10 places de parking en ligne

lpark(zero) = la place la plus a droite

lpark(succ) = p+— la place a droite de p ou

p s'il n'y a pas de place a droite de p
lparik(plus) = p1, p2 — la place plus proche du milieu de p; et ps, en
privilégiant la plus a gauche en cas d'égalité.

lpark(mult) = p1, p2 — la place plus proche du milieu de p; et py, en
privilégiant la plus a droite en cas d'égalité.



Opérations syntaxiques sur les termes

@ Opérations syntaxiques sur les termes



Substitutions

Replacer une partie d'un terme
@ une ou plusieurs variables

@ chacune par un terme

Definition

Une substitution est une fonction o : V — T telle que dom(o) est fini

Notation
Sidom(o) = {x1, ..., xn} €t si pour tout 1 < i < n, o(x;) = t; alors

o notée [X1 = t1, Xo 1= 1y, ]




Opérations syntaxiques sur les termes

Appliquer une substitution

Appliquer une o sur un terme t < faire le remplacement décrit par o
noté to

Definition (Application de substitution)
Récursivement définie par :
@eco=csicelC
e xo = o(x) si x € dom(o)
e yo=ysiyeVety¢gdom(o)
o f(t1, ..., tn)o = f(t10, ..., tho)




Opérations syntaxiques sur les termes

Exemple

plus(mult(x, succ(y)), plus(zero, plus(x, z)))[x := succ(zero), y = 7]

plus(mult(succ(zero), succ(z)), plus(zero, plus(succ(zero), z)))

plus — plus
T T~
mult plus mult plus
/N SN N
x succ zero plus succ succ  zero plus
| /\ o /\
y X z zero  z succ z

ZEero



Motifs

Besoin correspondance terme <> forme

Décrire la forme
@ par un autre terme + motif

@ dont les variables représentent des “trous” a remplir



Filtrage de motif

Definition (Probléeme du filtrage de motif)

Etant donné un terme t et un autre terme m (le motif), existe-il une
substitution o telle que mo = t.

Exemple
Soit m = plus(succ(x), mult(y, x))
@ pour t = plus(succ(zero), mult(succ(z), zero)) :
o = [x := zero, y := succ(z)]

e pour t = mult(succ(zero), mult(succ(z), zero)) :
pas de correspondance sur mult

@ pour t = plus(succ(zero), mult(succ(z), succ(zero))) :
deux termes incompatibles pour x




Opérations syntaxiques sur les termes

Combiner des substitutions

Exemple précédent : 2 termes incompatibles pour x
Combinaison de substitution

@ pour les substitutions issues du filtrage de branches différentes d’ASA

@ pouvant échouer

Definition (merge)
e merge(oy,02) = fail
si on peut trouver x € dom(o1) N dom(oz) telle que o1(x) # o2(x)
o1(x) si x € dom(o1)

® sinon merge(a, 92) = x { o2(x) si x € dom(02) \ dom(cy)




Opérations syntaxiques sur les termes

Combiner des substitutions

Exemple précédent : 2 termes incompatibles pour x
Combinaison de substitution

@ pour les substitutions issues du filtrage de branches différentes d'ASA

@ pouvant échouer

Definition (merge)

e merge(oy,...,0p) = fail
si on peut trouver i et j tels que x € dom(o;) N dom(o;) telle que
0i(x) # 7j(x)

@ sinon merge(oy,...,0,) =

o1(x) si x € dom(o1)

R o2(x) si x € dom(oz) \ dom(o1)

on(x) si x € dom(cs) \ (dom(cp_1) U+ U dom(a1))




Calcul de filtrage de motif

Definition (match)
match(t, m) définie récursivement sur m par :
. _J lIsit=c
@ si m= c € C alors match(t, c) = { failsit£c
@ si m = x alors match(t, x) = [x = t]

esim=1f(my,..,my)ett="F(t1,..,1t,) alors
soit o; = match(t;, m;) pour 1 < <n
o si il existe i tel que o; = fail alors match(t, m) = fail
e sinon match(t, m) = merge(oy, ..., 0p)

@ sinon match(t, m) = fail




Opérations syntaxiques sur les termes

Unification

Definition

Soit t; et t» deux termes.

Existe-il une substitution o telle que tij0 = tro ?

Filtrage de motif a deux sens



Opérations syntaxiques sur les termes

Exemple

Unifier
plus(mult(x, y), plus(y, succ(z)))
et

plus(mult(u, v), plus(w, w))

Solution
o = [w = succ(z), y := succ(z), v := succ(z), x = u]

tio = plus(mult(u, succ(z)), plus(succ(z), succ(z)))



Opérations syntaxiques sur les termes

Equations (syntaxiques) entre termes

Résoudre le probléeme d’unification

Equations entre termes :
AN

Transformer ces équations selon un systéme de régles

Notation
e Une équation notée E
@ Ensemble d'équations noté V < l'ordre n'est pas important,
on omet {}
0o SiE= t2 ¢t alors Eo = to 2 t'o
e SiV=~F,. E,aosVo=Eo,.., E;o




Opérations syntaxiques sur les termes

Résolution des équations : regles

(Rev) VtEx ~ WUxZ2t sitgV
(Dec) w,f(tl,...,t,,)éf(t{,...,t,’,) ~ tlét{,...,t,,ét{,
(Sub) v, x ¢ - V[x :=t],x 2

six & V(f(t1, ..., tn))
(FF) W, f(t1,...,tn) 2 g(ty,....t,) ~  fail sif#g
(CO) vV, = &~ fail si c1 # o
(FC) Ut t) B¢ ~  fail
(CF) W, c2f(t, . ty) ~ fail
(Cyc) v, x = f(ty,...,t) ~> fail

si x € V(f(tl, . tn))



Solution au probleme d'unification

Appliquer les régles jusqu'a obtention d'un point fixe
(i.e. jusqu'a ce qu'aucune régle ne puisse changer I'ensemble V)

Si W # fail alors W est en forme résolue

Substitution oy associée a V :
oy(x)=1t si xBtew
A
pour avec dom(oy) = {x | x =t € V}
Théoreme

LA , . e
Sit =t ~* W etV en forme résolue alors le probléme d’unification de t
avec t' admet une solution : ov.

LA \ ;g . ’
Sit =t ~* fail alors le probléme d'unification de t avec t' n’admet pas
de solution.




Opérations syntaxiques sur les termes

Exemple

succ(plus(x, succ(y))) 2 succ(plus(u, u))

~ plus(x, succ(y)) 2 plus(u, u)

A A
~ x = u,succ(y) = u
A A
~ x = u,succ(y) = x
A A
~s x = u,x = succ(y)
~ succ(y) 2 u, x 2 succ(y)

- uZ succ(y), x 2 succ(y)

o = [x := succ(y), u := succ(y)]



Opérations syntaxiques sur les termes

Exemples : échecs

¢

$

§

§

succ(mult(x, succ(y))) 2 succ(plus(u, u))

mult(x, succ(y)) 2 plus(u, u)
fail

succ(plus(x, succ(x))) 2 succ(plus(u, u))

=

plus(x, succ(x)) = plus(u, u)

2

x 2y, succ(x) = u

A A
X = u, succ(x) = x

A A
X = u, x = succ(x)

fail
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