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Résumeé

Cet article présente une nouvelle approche d’'ordre de don-
nées vectorielles. Nous nous intéressons ici plus paigéicul
rement au cas des images couleur. L'ordre que nous pro-
posons permet de pallier les défauts des ordres vectoriels
classiques. Celui-ci est construit sur un voisinage delpixe
et non défini a priori. L'approche que nous proposons est
basée d’'une part sur I'extraction des infimum et supreme-
mum d’un ensemble de couleurs puis d’autre part sur la
construction de I'ordre a partir de I'infimum. L'ordre ainsi
construit défini un chemin hamiltonien sur le graphe non
orienté totalement connecté représentant I'élément struc
turant.

Mots clefs
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1 Introduction

En traitement d’'images, dés lors que I'on s’intéresse a des
images multivariées, se pose le probléeme de I'extension

tion d'un ordre vectoriel. Nous utilisons ici le terme de
contruction car I'ordre que nous proposons n'est pas dé-
fini a priori mais dépend des données a ordonner. Dans la
suite de cet article nous rappelons la notion d’ordre et les
différents ordres vectoriels de la littérature. Nous pnése
tons ensuite le lien qu’il existe entre un ordre vectoriel et
la notion de filtrage. A partir des constatations effectuées
nous proposons une approche par graphe qui permet d’or-
donner un ensemble de couleurs selon une relation d’ordre
découverte a partir des données. Cette relation d’ordre est
obtenue par décimation de 'arbre de recouvrement mini-
mum selon le degré des noeuds du graphe. Nous présentons
quelques résultats de comparaison de notre ordre vectoriel
avec les ordres usuels.

2 Ordre vectoriel

Les trois ordres vectoriels importants sont le pré-ordre,
I'ordre partiel et I'ordre total. Rappelons tout d'abord le
définitions utiles a la caractérisation d'une relation dter
Soit R une relation binaire sur un ensemble quelconque
A. R est réflexive ssWx € A,zRx. R est transitive ssi

des algorithmes usuels pour le traitement des images enVz,y,z € A, xRy etyRz = xRz. R est anti-symétrique

niveaux de gris. Ceci n'est pas un probléme récent et de

ssivVr,y € A, xRy etyRx = x = y. Une relation binaire

nombreux auteurs se sont penchés sur le cas des imagesR sur un ensemblé est un pré-ordre st est réflexive et

couleur qui représente le cas le plus fréequent d’'images mul-
tivariées [1]. La majorité des premiers travaux a concerné
I'extension du filtre médian aux images couleur [2]. Dans

transitive. Par exemple, pour les relations d’ordreRula
relation binaireR est en général la relatioa ou <. Une
relation binaireR sur un ensemblel est un ordre partiel

le cas des images en niveaux de gris, a chaque pixel est as-ssi R est réflexive, transitive et anti-symétrique. Un ordre

socié une valeur daif® et la relation< étant un ordre total
surR il est facile d’ordonner les valeurs d’'un ensemble de
pixels suivant cette relation d’ordre. Puisque chague com-

partiel est totalement ordonné §4&i,y € A, xRy ouyRx.
Cette derniére définition caractérise un ordre pour lequel
il n'existe pas de paire de membres de I'ensembleon

posante d'une image couleur peut étre considérée comme ordonnés. On appelle un ordre partiel qui est totalement

une image en niveaux de gris, un filtre médian peut étre ap-

pliqué sur chaque composante séparément. Ce type d'ap-

proche est appellé traitement marginal. Le traitement mar-
ginal n'exploite pas la corrélation existante entre les dif
férentes composantes (particulierement importante gour |
cas des images couleur) et peut provoquer I'apparition de

ordonné un ordre total. Selon Barnett [3], on peut distin-
guer plusieurs méthodes pour ordonner des données vec-
torielles : I'ordre marginal, I'ordre réduit, I'ordre paat

et I'ordre conditionnel ou lexicographique. Nous rappslon
leurs principes. Soity, s, - - - , z, Un ensemble de vec-

teurs de dimensiop, avecx; = {z},27,--- 20}, 2; €

fausses couleurs. Un traitement vectoriel est donc plus ap- RP.

proprié afin de prendre en compte la nature vectorielle des

données. Cependant, cela nécéssite la définition de nou-
veaux modeéles pour I'extension des algorithmes scalaires

au cas vectoriel. Le principal probleme de ce genre d'ex-
tension repose sur la définition d’'un ordre vectoriel ap-
proprié car il n'existe pas d’'ordre naturel sur les vecteurs

Dans cet article nous proposons une approche de construc-

— Lordre marginal : les composantes vectorielles sont or-
données selon chaque dimensiprindépendamment.
Pour deux vecteurs; etz;, on ax; < z; & 2F <
xf,Vk € {1,2,---,p}. Cet ordre est un ordre partiel.

— L'ordre réduit : chaque vecteur est réduit a un scalaire
et les données vectorielles sont triées selon I'ordre des

valeurs scalaires obtenues. Avec une fonction scalaire



d : RP — R utilisée pour trier les vecteurs, on ob-
tient pour deux vecteurs; etz : z; < z; < d(z;) <
d(z;). Cette approche est trés utilisée notamment dans
les filtres médians vectoriels couleur ou la fonction sca-
laire est une fonction de distance entre les pixels cou-
leurs.

— Lordre partiel : les vecteurs sont regroupés en sous-

rateurs morphologiques. Une contrainte supplémentaire a
la définition de filtres morphologiques est donc que le su-
premum {/) et I'infimum (A) d’un ensemble fassent par-
tie de celui-ci. Ceci n'est pas vrai pour tous les ordres et
I'ordre marginal introduit par exemple de fausses couleurs
C’est pourquoi les ordres habituellement utilisés en mor-
phologie mathématique sont des ordres totaux. Dans ce

ensembles qui sont ensuite ordonnés, cet ordre est fondé cadre, les principaux ordres de couleur sont I'ordre lexico

sur la structure géométrique des vecteurs et notamment
sur leur enveloppe convexe.

— L'ordre conditionnel ou lexicographique est basé sur la
relation d’ordre suivante. Pour deux vecteuy®tx; :

x} <xj,ou

r; < xj x%:x%,et,xf<xfou~--
1.1 2 _ .2 P P
T, ij,et,:ci =x5wy <@

Cet ordre est un ordre vectoriel total mais il introduit une

forte dissymétrie entre les composantes.
On trouve également d'autres ordres dans la littérature,
nous ne les détaillons pas ici et nous ne retenons que I'ordre
par entrelacement de bits pour ses propriétés intéressante
Celui-ci, proposé par Chanussot [4], est un ordre total et
constitue un apport important dans la littérature concer-
nant les ordres vectoriels. Il s’appuie sur une représenta-
tion binaire des composantes codées sur 8 bits en RVB et
construit un scalaire codé sur 24 bits en entrelacant de fa-
¢on symétrique chacun des bits des composantes.

3 Ordres et filtres

Un des champs d’application trés important du traitement
d’'images multivariées et plus précisémment d’'images cou-
leur est le filtrage. Il est bien établi & présent que le trai-
tement d’'images couleur doit se faire en tenant compte de
la nature vectorielle des données étant donné la cormélatio
gui existe entre des composantes couleur. Nous insistons,
dans cette section, sur le lien entre ordre vectoriel de cou-
leur et deux familles de filtres que sont les filtres morpho-

graphique [6, 7] et I'ordre par entrelacement de bits [4] qui
permettent d’'imposer que le supremum et I'infimum appar-
tiennent au treillisC. L'ordre lexicographique est fortement
dissymétrique et quand un ordre lexicographique estétilis
avec des opérateurs morphologiques dans un espace cou-
leur quelconque, on trouve que la plupart des décisions sur
I'ordre des vecteurs dans un élément structurant sontsprise
au premier niveau de la relation d’ordre. Ceci donne des
opérateurs qui ne sont pas homogénes dans leur traitement
de l'espace. Ceci est un inconvénient majeur pallié par
I'utilisation d’espaces de type luminance/teinte/satara

[7, 8]. L'ordre par entrelacement de bits permet quand a
lui de limiter la dissymétrie entre les composantes, mais
étant donné qu'il est basé sur un entrelacements de bits, il
n'est utilisable que pour des espaces ou les composantes
sont codées en entiers. Ceci n'est pas le cas de beaucoup
d’espaces couleur. Cet ordre est donc principalement concu
pour I'espace RVB. Une fois I'ordre de couleurs choisi,
on peut appliquer les deux principales opérations de mor-
phologie mathématique a savoir I'érosiest la dilatation

4. On peut ensuite obtenir un certain nombre d’opérations
morphologiques par composition de ces deux opérations
élémentaires.

3.2 Filtres médians vectoriels

Le filtre vectoriel le plus populaire est le filtre médian vec-
toriel (VMF) [2]. Le VMF est un opérateur vectoriel qui

a été introduit comme une extension du filtre médian sca-
laire. Ce filtre est basé sur un ordre de vecteurs sur un élé-

logiques et les filtres médians. Chacune de ces familles est ment structurant donné. La sortie de ce type de filtre est
basée sur un ordre de couleurs spécifique qui présente cer-définie comme le vecteur de plus faible rang selon un ordre
tains avantages ou inconvénients que nous présentons enréduit [9] basé sur les distances entre couleurs. Nous en

détail. détaillons le principe. Sur un élément structurant donné,
31 Fil holoai il on obtient un ensembld” de n vecteurszy,zo, -+, z,
. Iltres morphologiques vectoriels de dimensiorp, avecz; = {x},mf, o ,xf},xi c RP.

La morphologie mathématique est une approche du traite- En général, la différence entre deux vecteurgtz; peut
ment d'images qui est basée sur une structure fondamen- étre mesurée par une distance de Minkovliski— a:j||7 =
tale, le treillis completL [5] tel qu'une relation d’ordre P
< est définie suiC et tel que pour chaque sous ensemble kZ::I ||xk(i) - xk(j)|
fini IC de £, existent un supremumiC et un infimumaXC. qui est habituellement une norme euclidienne<{ 2). A

Pour pouvoir appliquer la morphologie mathématique aux partir d’'un ensemble de vecteurs, le filtre VMF définit un

images couleur et construire un treillis complet, il est né-  ordre réduit ou chaque vecteur est réduit & une valeur sca-
cessaire de pouvoir ordonner les couleurs et de vérifier

I'existence des supremum et infimum. Pour certains ordres —
vectoriels, le supremum et l'infimum d’'un ensemble de ler pour chaque vecteur de I'ensemble la somme des dis-
vecteurs ne font pas toujours partie de cet ensemble. Dans tances a tous les autres vecteurs de I'ensemble. Les va-
le cas spécifique des images couleur, ce probléme se ma-leurs d; des vecteurs:; sont ensuite triées en ordre as-
nifeste par I'introduction de fausses couleurs par les opé- cendant et cet ordre des distancégy( < dpz) < --- <

|7 ou~ désigne la norme employée

n
laire définie pael; = >_ ||x; — z«||. Ceci revient a calcu-
k=1



d(»)) est utilisé pour trier les vecteurs de I'ensemble initial
(M) < 2® < ... < z(™), La sortie d'un filtre VMF est
donc le vecteur qui minimise la distance aux vecteurs de
I'ensemble constituant I'élément structurant. La différe
d’orientation entre deux vecteurs peut également étre uti-
lisée comme mesure de distance. Ce type de distance est
a la base des filtres médians vectoriels directionels (VDF)
[10]. Le VDF est un filtre dont la sortie est le vecteur qui
minimise la somme des orientations avec les autres vec-
teurs de I'élément structurant. Ce type de filtre ne prenant
en compte que l'information chromatique, un autre filtre
d’ordre, appellé filtre directionnel de distance (DDF) com-
binant les deux critéres [11], a été proposé. On trouve énor-
mément d’autres améliorations de ce type de filtre médian
vectoriel, ces améliorations portant essentiellementisar
pondération des distances (voir dans [1, 2] pour une revue
compléte). Bien que tres utilisé, ce type d'ordre est uneordr
réduit et ne fournit donc pas d’ordre total entre les vesteur
ce qui ne permet pas son utilisation pour des filtres mor-
phologiques, méme si ils sont trés utiles pour supprimer du
bruit [1].

3.3 Constatations

La premiére constatation est que les ordres réduits ilisé
pour les filtres médians ne sont pas adaptés au filtrage mo-
phologique puisqu’ils ne définissent pas un treillis corhple

lIs sont cependant adaptés a n'importe quel type d'image
multivariée et a n'importe quel espace couleur. La seconde
constatation est que les ordres utilisés pour le filtrage mor
phologigue sont majoritairement des ordres totaux mais qui
présentent le principal défaut de n’étre adaptés qu’'au trai
tement dans un espace couleur don@d/:B pour I'ordre

par entrelacement de bits 8tST pour 'ordre lexicogra-
phique. De plus, ces ordres ne peuvent pas étre utilisés sur
des images multivariées : pour I'ordre par entrelacement,
nous sommes limités au nombre de bits maximum pouvant
coder un entier et pour I'ordre lexicographique, contraire
ment a ce qui est dit dans [12], il n'est absolument pas
envisageable de I'utiliser pour des données de grande di-
mensions car déterminer I'ordre optimal parmi toutes les
permutations possibles d’'un ordre lexicographique est un
probléme NP-complet [13]. Tous les ordres usuels ayant
des désavantages, nous cherchons a en concevoir un qui
fonctionne sur des vecteurs de dimensions quelconques.

4 Ordre par graphe

fois par chaque noeud) est un probléeme NP-complet, nous
proposons donc ici une méthode heuristique pour trouver
un tel chemin. Nous rappelons tout d’abord ce que I'on
veut obtenir. A partir d'un ensemble de pixels décrits par
un vecteur de dimensiop, on défini un ensemble non
ordonné de vecteurs, zs, - - - , z,,. On désire définir un
ordre sur ces vecteurs, c’est-a-dire obtenir un ensemble or
donnéz™ < 2z®? < ... < 2 (M) et (") doivent
représenter respectivement l'infimum et le supremum de
cet ensemble et("t1)/2 |e médian de cet ensemble. Ceci
correspond exactement a la définition d'un ordre scalaire.
Nous nous restreignons au cas de la coulgut @) mais le
principe reste identique pour des dimensions plus élevées.

4.1 Extractiondel'A etduV

L'idée principale de cette nouvelle approche est la sui-
vante : un ordre total définit un chemin hamiltonien le long
de tous les pixels de I'élément structurant. Considérons un
élément structuran® et un graphe complet, ou chaque
pixel de B est un noeud du graphe et ou les noeuds sont
tous liés deux a deux (connexité totale). Pour obtenir un
ordre total de tous les vecteurs couleurs, nous avons besoin
de simplifier le graphé& afin d’obtenir un chemin partant

de la borne inférieure et arrivant a la borne supérieuve

de I'ensemble couleur. Ce chemin doit posséder deux pro-
priétés. Il doit passer par tous les noeuds mais en ne les
traversant qu’'une seule et unique fois. Il doit aussi défi-
nir un ordre des vecteurs couleurs comme étant un treillis
complet (un ordre total et la définition duet de I'A). 1l

est difficile (probleme NP-complet) de trouver un tel che-
min parmi toutes les possibilités présentes dans le graphe
Gy. C’est pourquoi, nous proposons de faire une approxi-
mation de ce chemin [14] en calculant I'arbre de recouvre-
ment minimal [15] (« Minimum Spanning Tree : MST »)
du graphe complefz, et ou toutes les arétes reliant deux
noeuds sont valuées par une norfmgeentre les vecteurs
décrivant chaque noeud. L'arbre de recouvrement minimal
n'est pas trés loin de la solution que nous attendons [16].
La figure 1 illustre ce point, le MST du graphe est calculé
et les noeuds peuvent étre classés comme noeuds internes
et externes (feuilles) selon leur degré. On rappele que le
degré d’'un noeud est son nombre de voisins. Un chemin
est hamiltonien si deux noeuds sont de degré 1 et que tous
les autres sont de degré 2. Donc, si le MST est un ordre
des vecteurs couleurs, il définit un tel chemin parmi les
noeuds : ce chemin possede seulement deux noeuds ex-

Dans cette section, nous proposons donc une alterna- ternes et chaque noeud interne est connecté a exactement
tive aux approches classiques pour ordonner des couleurs. deux noeuds. C’est rarement le cas, pourtant nous pou-
Trouver un ordre de vecteurs, sur un voisinage de pixels vons faire une supposition sur les propriétés des noeuds
constitué par un élément structurant, revient a trouver un du MST puisque c’'est une généralisation a des dimensions
chemin hamiltonien dans un graphe non-orienté. Ce graphe plus élevées d’'une liste a une dimension triée [16]. Si un

a pour noeuds chacun des pixels et pour arétes toutes lesnoeud du MST est un noeud interne, il ne peut pas étre
associations deux a deux des noeuds car on cherche a or-le vV ou I'A de I'ensemble des couleurs, car il aurait été
donner des pixels non forcément connexes (le graphe est considéré dans ce cas comme un noeud externe du che-
complet). Trouver un chemin hamiltonien (un chemin pas- min d’ordre des vecteurs couleurs. Pour trouvey ket I' A

sant par tous les sommets du graphe en ne passant qu'unede I'ensemble des vecteurs couleurs, hous pouvons utiliser



Figure 1 -Ligne du haut : processus de décimation du MST du graphe (dehgea droite, le graph&, les MST successifs
MST(G)) avech € [0 — 2]) et 'ordre de vecteurs construit. Lignes du bas : compayaientre différents ordres.

cette derniére propriété en construisant un nouveau graphe
completG; constitué uniquement des couleurs possibles :
les noeuds externes du MST @&. Chaque noeud d€',

le v est donc représenté par le pixel inférieur droit et I
par le pixel central. Une fois ces deux limites déterminées,
nous pouvons effectuer les opérations élémentaires de mor-

est lié a tous ses autres noeuds candidats (les externes degphologie mathématique : I'érosion et la dilatation sur un

MST(Gy)) et le MST deG; est calculé. Ce procédé peut
étre réitéré jusqu'a ce que le MST obtenu a l'itération
soit réduit & deux noeuds définissant respectivement le

et I'A. Cependant une derniére étape est a effectuer a sa-
voir, définir quel noeud est Ie et par élimination IA. L' A

est identifié comme étant le noeud se rapprochant le plus
d’une couleur de reférendg,.. ¢ [6] (généralement le noir).
L'algorithme complet [14] est résumé dans l'algorithme 1
présenté ci-apres.

end«— faux
A0
ConstruireG, sur I'élément structuranB
Répéter
CalculerMST(G,)
n = NombreNoeudsExternes(MST(G)))
Si(n=2)Alors
| end« vrai;

Sinon
A—A+1

Gy = NoeudsExternes(MST(Gx_1))
Lier tous les noeuds d&

Fin Si

jusqu’a ce que(end=vrai)

Gy = ({Vl’ VQ}’ {El})

Vv =argmaxd(V;, Creyr) et A =argmind(V;, Crey)

Algorithme 1 —Détermination dwv et de I'A d’'un en-
semble de vecteurs couleurs.

La figure 1 illustre la détermination duet de I'A : la pre-
miére étape est la construction du graghg les autres
étapes quant a elles présentent ST (G ) pour A €

[0 — 2] jusqu’a ce que le critere d’arrét soit atteint. Sur
chaque noeud candidat, a chaque niveaest précisé son
degré. Dans cet exemple, la couleur de référence est le noir,

voisinage de pixels considéré.

4.2 Construction de I'ordre

La méthode que nous venons de présenter ne construit pas
un ordre des vecteurs couleurs d’'un élément structurant
mais permet d’en extraire ses deux vecteurs extrémes. A
partir de ces deux vecteurs extrémes, nous disposons des
deux bornes de l'ordra = z(M) etv = z("). Il nous reste
a présent a construire un ordre. Pour cela nous utilisons
la cascade de MST générée lors de l'algorithme 1. Pour
chaque niveau de décimation nous pouvons associer a
chaque noeud; son degréleg, (x;). Nous pouvons quan-
tifier 'importance globale de chaque noeud en effectuant
une somme de ces degrés : le degré global de chaque noeud
est défini pardeg(z;) = > Adegx(z;). Pour effectuer un

A

parcours du graphe initi#f en partant de K jusqu’auv,

il suffit de sélectionner comme noeud suivant du chemin
celui qui a le degré global minimum en prenant soin de
ne passer qu'une fois par chaque noeud. Comme certains
noeuds peuvent avoir le méme degré global, nous pondé-
rons celui-ci par la valuation de I'aréte reliant les noeuds
afin de sélectionner le noeud le plus proche en tenant égale-
ment compte de la distance. En procédant ainsi on attendra
naturellement l&/ en dernier car son degré global est égal &
celui de I'A et est supérieur a tous les autres. L'algorithme
2 présente la construction du chemin hamiltonien consti-
tuant I'ordre.u ~ v signifie que le noeud est un voisin de

v et queu n'appartient pas déja au chemin construit (on ne
passe gu’une fois par chaque noeud), = ||ju — v|| est

la valuation de I'aréte entre deux noeudstv. Le chemin
hamiltonien définissant I'ordre des pixels des couleurs de
la figure 1 est précisé a droite de celle ci, les degrés globaux
des noeuds étant superposés sur ceux-ci. Afin d'illustser le
différences entres les principaux ordres de la littératiare
figure 1 présente une comparaison des ordres obtenus res-
pectivement par un ordre lexicographique, un ordre par en-
trelacement de bits, un ordre réduit basé sur les distances
et notre approche par graphe. La comparaison est effectuée



sur les couleurs de I'élément structurant de la figure 1. Une Références
analyse visuelle nous montre que deux ordres sont moins
efficaces (lexicographique et par mesure de distance) et que
les ordres par entrelacement de bits et par notre approche
par graphe sont meilleurs et treés proches (une seule diffé-
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(c) Erosion Bit.Mix. (d) Erosion Graphe

(e) Dilatation Lex. (f) Dilatation Bit.Mix. (g) Dilatation Graphe (h) Erosion : Lex. / Graphe

(i) Erosion : Bit.Mix. / Graphe () Dilatation : Lex. / Graphe (k) Dilatation : Bit.Mix / Graphe

Figure 2 -Comparaison entre ordres pour la morphologie mathématique

(a) Image. (b) Image bruitée. (d) VMF graphe

(e) VDF (f) VDF graphe (9) VMF/VMF graphe (h) VDF/VDF graphe

Figure 3 -Comparaison entre ordres pour des filtres médians.



