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Résumé
Dans ce travail, nous présentons une nouvelle approxi-
mation du Prolongement Analytique de la Transformée de
Fourier Mellin(PATFM). Ensuite, nous proposons un algo-
rithme de tatouage basé sur le PATFM. cet algorithme est
robuste vis-à-vis des transformations géométriques (essen-
tiellement les rotations et les changements d’échelles) et
des attaques désirant supprimer le marqueur de l’image ta-
touée. Enfin, une validation de la méthode d’approximation
proposée sera effectuée à travers l’application de tatouage
et comparée avec d’autre méthodes de la littérature.

Mots clefs
Prolongement Analytique de la Transformée de Fourier
Mellin, Tatouage, Transformation géométrique, Nouvelle
approximation PATFM.

1 Introduction
Le tatouage est exploité dans divers médias tels que le
texte, le son, l’image et le vidéo. Il a ses contraintes et
ses particularités pour chaque média. Dans notre étude
nous traitons la protection de droit d’exploitation d’image
contre les attaques. Hartung[1] classifie ces dernières en
quatre catégories. La première ne modifie pas la géomé-
trie de l’image tels que la compressionJPEG ou le fil-
trage de l’image. La seconde regroupe les transformations
géométriques tels que la rotation, le changement d’échelle.
Elle perturbe la synchronisation du détecteur du marqueur.
La troisième catégorie d’attaque consiste à introduire un
deuxième marqueur par le pirate pour bruiter et bloquer
l’identification de celui introduit par le propriétaire. Lader-
nière est désormais la plus sophistiquée. Elle consiste à
détecter le marqueur et le supprimer. Dans ce travail nous
nous intersessions plus aux deuxième et quatrième catégo-
ries.
Dans la littérature, plusieurs travaux traitent l’améliora-
tion de la robustesse contre les transformations géomé-
triques. Une première approche utilise les points d’inté-
rêts dans une image [2, 3]. L’avantage de cette méthode

est sa robustesse aux distorsions locales. Mais elle présente
une faiblesse au niveau du temps de traitement pour un
nombre important de points. Une deuxième approche uti-
lise un domaine d’extraction invariant par les distorsions
géométriques[4]. O’Ruanaidh [5] et Lin[6] proposent l’in-
sertion du marqueur dans le domaine de la transformée de
Fourier Mellin. Cette transformée peut diverger. Pour ré-
soudre ce problème, nous avons recours au prolongement
analytique de la transformée de Fourier Mellin proposée
par Ghorbel [7]. Le prolongement analytique résout ce pro-
blème au voisinage de zéro et permet ainsi une approxima-
tion numérique.
Dans un premier lieu, nous présentons la transformée
de Fourier-Mellin ainsi que son prolongement analytique.
Nous présentons en second lieu ses différentes approxima-
tions. Ensuite, une nouvelle approximation du PATFM est
donné. Finalement, nous exposons la solution de tatouage
proposée ainsi que les résultats des testes.

2 Prolongement Analytique de la
Transformée de Fourier Mellin

2.1 Transformée de Fourier Mellin
La transformée de Fourier-Mellin standard se présente
comme l’association des fonctions circulaires harmoniques
et de la transformée de Mellin radiale. La représentation
{r−ive−ikt} du groupe G est le produit des représentations
individuelles des groupes des rotations et des homothé-
ties vectorielles. Ce qui donne à la transformée un certain
nombre de propriétés qui la rendent adaptée pour l’analyse
des objets à niveaux de gris soumis à l’action des rotations
et des dilatations. La TFM standard d’une fonction f est dé-
finie en coordonnées polaires, lorsqu’elle existe, est donnée
par :

Mf (k, v) =
1

2π

∫ +∞

0

∫ 2π

0

f (r, θ) e−ikθr−ivdθ
dr

r
(1)

L’espace des paramètres (k, v) de la TFM définit le groupe
dual deG : Ĝ = Z × R.



La transformée de Fourier surG existe et est appelée trans-
formée de Fourier-Mellin inverse de f

f (r, θ) =

∫ +∞

−∞

+∞
∑

k=−∞

Mf (k, v) eikθrivdv (2)

2.2 Prolongement Analytique de la Trans-
formée de Fourier Mellin

La transformée de Fourier-Mellin d’un objet existe si sa
représentation f est intégrable surR+×S, ce qui est traduit
par :

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∣

∣

∣

∣

f (r, θ) dθ
dr

r

∣

∣

∣

∣

< ∞ (3)

Les fonctions représentantes des images à niveau de gris
posent un problème au voisinage de zéro, où la fonction
n’est pas intégrable dans la majorité des cas. Dans la littéra-
ture, deux solutions à ce problème ont été présentées. Une
première [8] consiste à annuler un disque suffisamment pe-
tit au voisinage de zéro, ce qui induit généralement à une
perte considérable d’information. Une deuxième solution
introduite par Ghorbel [7] consiste à modifier la fonction
f en introduisant le termerσ pour rendre la fonction inté-
grable au voisinage de zéro.

fσ (r, θ) = rσf (r, θ) (4)

La transformée de cette nouvelle fonctionfσ est appelée
prolongement analytique de fourier Mellin def et elle
s’écrit :

Mfσ
(k, v) =

1

2π

∫ +∞

0

∫ 2π

0

f (r, θ) e−ikθrσ−ivdθ
dr

r
(5)

La transformée inverse de la TFM defσ existe. Ainsi l’in-
verse du PATFM def existe et s’écrit :

f (r, θ) = r−σ

∫ +∞

−∞

+∞
∑

k=−∞

Mfσ
(k, v) eikθrivdv (6)

3 Approximation de la PATFM
Les travaux de Derrode et Ghorbel[9, 10] ont abouti à l’
approximation numérique de la PATFM par trois méthodes
différentes. Ces approximations diffèrent par :
– La manière avec laquelle l’image est ré-échantillonnée.
– La méthode numérique utilisée.

3.1 Approximation directe par ré-échanti-
llonnage polaire

La Méthode directe consiste à ré-échantillonner l’image
f(x, y) en coordonnées polaires puis à calculer une ap-
proximation directe de l’intégrale.
Le ré-échantillonnage est réalisé à l’aide d’une grille po-
laire formée de N cercles concentriques à M rayons. Les
pas de ré-échantillonnage sont respectivement :

∆ρ = R
N

et∆θ = 2π
M

.

Les fonctions harmoniques circulaires de l’image sont es-
timées par la transformée de Fourier discrète de chaque
cercle :

Ff (r, k) =

M−1
∑

m=0

f(r, θm)e−ikθm (7)

L’intégration sur les rayons est calculée en remplaçant l’in-
tégrale de Mellin par une somme de Riemann. Ainsi, l’ap-
proximation de PATFM directe s’écrit :

Mfσ
(v, k) =

∆ρ∆θ

2π

N
∑

n=1

Ff (ρn, k)(ρn)σ−iv−1 (8)

aveck ∈ [−K,K]etv ∈ [−V, V ].
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Figure 1 –Approximation du PATFM Directe.

La reconstruction de l’imagêf(p, q) ,à partir de sa repré-
sentation discrète du PATFM directe, est réalisée comme
suit : Dans un premier lieu, les harmoniques circulaires
sont approximées par une transformée de Fourier discrète
inverse :

Gσ(v, θm) =
K

∑

k=−K

Mfσ
(v, k)eikθm (9)

Dans un deuxième lieu, une approximation de l’intégrale
de Mellin inverse est éffectuée1. Ainsi la transformée de
Fourier-Mellin Analytique inverse en coordonnées polaire
s’écrit :

f̂(ρn, θm) = ρσ
n

V
∑

v=−V

Gσ(v, θm)(ρn)iv (10)

La dernière étape de l’algorithme consiste à reconstruire
l’image en coordonnées cartésiennes, en utilisant la grille
définie précédemment.

1l’intégrale est approximée par une somme de Reimann



3.2 Approximation rapide par échantillon-
nage log-polaire

L’approximation rapide (PATFM-F) consiste à ré-échanti-
llonner l’imagef(x, y) en coordonnées log-polaires puis
estimer le PATFM par une transformée de Fourier. Cet al-
gorithme est couramment utilisé pour l’estimation de TFM.
Elle se base sur le fait que la TFM peut être écrite sous
forme de la transformée de Fourier en effectuant le chan-
gement de variablet = ln(r). Ainsi le PATFM-F s’écrit :

Mfσ
(k, v) =

1

2π

∫ +∞

−∞

∫ 2π

0

fσ

(

et, θ
)

e−ikθe(σ−iv)tdθdt

(11)
De même la transformée inverse s’écrit :

f
(

et, θ
)

= etσ

∫ +∞

−∞

+∞
∑

k=−∞

Mfσ
(k, v) eikθeivtdv (12)

Similaire à l’algorithme précèdent, le ré-échantillonnage
est réalisé à l’aide d’une grille log-polaire formée de N
cercles à M rayons. Les pas d’échantillonnage sont respec-
tivement :

∆ρ = ln(Rmax)−ln(Rmin)
N

et∆θ = 2π
M

.
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Figure 2 –Approximation du PATFM Rapide.

Ainsi, l’estimation du PATFM-F revient à l’estimation de
la transformée de Fourier et s’écrit donc :

Mfσ
(k, v) =

∆ρ∆θ

2π

N−1
∑

n=0

M−1
∑

m=0

f(eρn , θm)eσρne−(ivρn+ikθm)

(13)
D’après l’équation 12, la PATFM-F inverse se calcule par
une transformée de Fourier discrète bidirectionnelle. Ainsi
elle s’écrit en coordonnées log-ploaires :

f̂(eρn,θm) = e−σρn

V
∑

v=−V

K
∑

m=−K

Mfσ
(k, v)e(ivρn+ikθm)

(14)

Similaire à l’algorithme de PATFM-D inverse, la derniére
étape consiste à reconstruire l’image à partir de sa présen-
tation en coordonnées log-plaires.

3.3 Approximation cartésienne

La troisième approximation, PATFM Cartésienne, ne né-
cessite pas un ré-échantillonnage préalable. Elle est obte-
nue en réalisant le changement de variable d’intégration
suivant :

dθdr =

∣

∣

∣

∣

∂r
∂x

∂θ
∂x

∂r
∂y

∂θ
∂y

∣

∣

∣

∣

dxdy =
1

(x2 + y2)
1
2

dxdy (15)

Le PATFM-C et son inverse sont donc donnés par les ex-
pressions respectives :

Mfσ
(k, v) =

1

2π

∫ ∫

R2

f(x, y)
(x2 + y2)

k+σ−2−iv

2

(x + iy)k
dxdy

(16)

f(x, y) =

∫ +∞

−∞

+∞
∑

k=−∞

Mfσ
(k, v)

(x + iy)k

(x2 + y2)
k+σ−iv

2

dv

(17)
L’approximation de la transformée et son inverse sont ob-
tenues en remplaçant les intégrales par des sommes2. Anisi
la TFMA-C et son inverse s’écrivent :

Mfσ
(k, v) =

1

2π

Ymax
∑

y=Ymin

xmax
∑

x=Xmin

f(x, y)
(x2 + y2)

k+σ−2−iv

2

(x + iy)k

(18)

f(x, y) =

V
∑

v=−V

K
∑

m=−K

Mfσ
(k, v)

(x + iy)k

(x2 + y2)
k+σ−iv

2

dv

(19)

2Les intégrales sont approximés par la méthode de trapèze



−10

−5

0

5

10

−10

−5

0

5

10

0

100

200

300

400

500

Spectre de l’image K=V=10

Image Reconstruite K=V=65

Figure 3 –Spectre du PATFM Cartésienne.

Les coordonnées sont centrées par le barycentre de l’image
et Xmin, Xmax, Ymin et Ymax représentent le plus petit
rectangle englobant l’objet.

4 Nouvelle Approximation du
PATFM

Dans ce paragraphe, nous présentons une nouvelle ap-
proximation de PATFM. Elle exploite l’intégrabilité du
PATFM au voisinage de zéro grâce au termerσ introduit
par Ghorbel[7]. En exploitant le fait que les fonctions har-
moniques circulaires d’une image peuvent être estimées
par la transformée de Fourier discrète, l’équation (5) s’écrit
alors :

Mfσ
(k, v) =

∆θ

2π

∫ +∞

0

Ff (r, k)rσ−iv dr

r
(20)

Nous écrivons l’intégrale(20) comme somme des inté-
grales sur des intervalles de la forme[ρn, ρn+1] :

Mfσ
(k, v) =

∆θ

2π

+∞
∑

n=0

∫ ρn+1

ρn

Ff (r, k)rσ−iv dr

r
(21)

Comme les fonctions harmoniques circulaires sont calcu-
lées à uneρn donnée, elles sont par conséquent constantes
sur les intervalles de type [ρn, ρn+1]. L’équation (21)
s’écrit alors :

Mfσ
(k, v) =

∆θ

2π

+∞
∑

n=0

Ff (ρn, k)

∫ ρn+1

ρn

rσ−iv dr

r
(22)

La fonction rσ−iv est intégrable surR∗

+, en particulier
sur les intervalles de type [ρn, ρn+1]. L’idée est de calcu-
ler cette intégrale au lieu de l’approximer. L’expression du
PATFM s’écrit donc :

Mfσ
(k, v) =

∆θ

2π(σ − iv)

+∞
∑

n=0

Ff (ρn, k)[ρσ−iv
n+1 − ρσ−iv

n ]

(23)
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Figure 4 –Nouvelle approximation du PATFM.

Pour la reconstruction nous utilisons la même expression
que celle donnée dans l’approximation directe.

5 Algorithme de tatouage basé sur
Le PATFM

Cette section est consacrée à l’algorithme de tatouage.
Nous y présentons son schéma. Nous montrons par suite la
robustesse de cette solution vis-à-vis des transformations
géométriques. Les résultats expérimentaux de la solution
sont ainsi donnés.

Figure 5 –Schéma d’insertion du message

5.1 Schéma de tatouage.
Dans notre solution, nous nous proposons d’insérer le mar-
queur dans le domaine de Fourier-Mellin. La figure 5



illustre le schéma de tatouage que nous proposons. La gé-
nération de l’image tatouée passe par trois étapes essen-
tielles. Dans un premier temps, le PATFM de l’image est
calculé en choisissant un clef bien précis (σ). Dans un se-
cond lieu, nous insérons le marqueur dans le spectre de
l’image. Finalement, nous calculons l’image tatouée via la
transformée inverse. L’extraction du marqueur de l’image
tatouée, illustrée dans la figure 6, ne nécessite pas unique-
ment la connaissance préalable de l’endroit préalable d’in-
sertion de ce premier mais aussi du paramètreσ pour cal-
culer la PATFM qui convient au domaine d’insertion. Ce
qui attribue à la solution une robustesse contre la quatrième
catégorie d’attaque.

Figure 6 –Schéma d’extraction du message

5.2 Robustesse par translation.
Le calcul de la PATFM dans les quatre approximations pré-
sentées est fait par rapport au centre de gravité de l’image.
Ce ci dit, toute translation T de l’image change les coor-
données de ses pixels par rapport au repère de l’écran. Par
contre, elles restent invariantes par rapport au centre de gra-
vité vu qu’il n’y a aucun changement de la structure de
l’image. Pour garantir la robustesse, le calcul de centre de
gravité est fait sur des points d’intérêts de l’image. Ce pré-
traitement permet ainsi de minimiser l’effet de la transla-
tion sur le calcul de la PATFM et garantie à la solution une
robustesse par rapport la la translation.

5.3 Robustesse par Rotation et changement
d’échelle.

Soientf (r, θ) la représentation de l’image dans un repère
polaire,R(φ) la rotation planaire,h(α) une homothétie de
facteur alpha etg l’image résultante après application deR

eth.
g (r, θ) = f (αr, θ + φ)

Mgσ
(k, v) =

1

2π

∫ +∞

0

∫ 2π

0

fσ (αr, θ + φ) e−ikθr−ivdθ
dr

r
(24)

Mgσ
(k, v) = ασe−ikφMfσ

(k, v) (25)

|Mgσ
(k, v) | = ασ|Mfσ

(k, v) | (26)

L’équation (26) garde le facteur d’échelle. Pour éliminer ce
facteur d’échelle nous divisons tous les harmoniques par
l’élément M(0, 0) qui est un réel non nul [7, 9]. En in-
sérant ainsi l’information dans la norme du spectre nous
garantissons son invariance par rapport à la rotation et au
changement d’échelle.

5.4 Résultats

Dans cette section, nous présentons les résultats expéri-
mentaux de l’algorithme par les différentes approximations
du PATFM. La figure 7 est obtenue parK = V = 65 et
σ = 0.5. Les figures (8, 9, 10) sont obtenues pourK =
V = 128, σ = 0.5. Le message caché est un cercle. Le
résultat de la nouvelle implémentation du PATFM donne
un meilleur résultat au niveau de l’extraction du message
et l’invisibilité de l’information sur l’image tatouée.

Image tatouée Message résultat

Figure 7 –Image tatouée et le message extrait après détec-
tion par la méthode cartésienne .

Image tatouée Message résultat

Figure 8 –Image tatouée et le message extrait après détec-
tion par la méthode directe .



Image tatouée Message résultat

Figure 9 –Image tatouée et le message extrait après détec-
tion par la méthode rapide .

Image tatouée Message résultat

Figure 10 –Image tatouée et le message extrait après dé-
tection par la nouvelle méthode.

Nous avons fait subir à l’image tatouée un changement
d’échelle égale à 2 et une rotation de 30 degrés. La figure
(11) représente l’image résultante après cette attaque et le
message extrait.

Image après l’attaque Message résultat

Figure 11 –Image tatouée avecθ = 30h = 2.0 et le mes-
sage extrait après détection par la nouvelle méthode.

6 Conclusion
Dans cette contribution, nous avons introduit une nouvelle
approximation du PATFM et une solution de tatouage ro-
buste contre les transformations géométriques. L’exploita-
tion de la paramètreσ introduite pour la convergence de la
TFM a permis de renforcer la sécurisation de l’information
insérée. Il ne suffit donc pas de connaître l’emplacement

de l’insertion dans le domaine fréquentiel mais il faut aussi
avoir le paramètreσ utilisé.
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