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Résuḿe

Une image comporte une structure géoḿetrique que l’on-
delette śeparable classique ne peut exploiter. Ce papier
décrit un nouveau sch́ema d’analyse-synthèse permettant
d’apporter une dose d’adaptivité au noyau classique. Une
mod́elisation globale de la structure géoḿetrique par un
maillage quadrangulaire ŕegulier est propośee. Les posi-
tions des noeuds du maillage sont adaptées au signal via
la minimisation d’une fonctionnelle que nous dérivons. A
l’issue de l’analyse, l’image d’origine est représent́ee par
une information de texture adaptée au noyau classique et
par une information de ǵeoḿetrie. Cette repŕesentation
permet d’injecter̀a l’ondelette une dose de directionnalité
et d’anisotropie tout en conservant sa propriét́e de multi-
résolution. Elle est donc adaptéeà une application de com-
pression scalable. Dans ce cadre, des gains perceptuels
sensibles sont observés dans les ŕegions singulìeres, telles
que les contours.

Mots clefs

Ondelettes d́eformées, Maillage, Estimation de géoḿetrie,
Compression scalable.

1 Introduction
1.1 Limite des Ondelettes Classiques

L’ondelette est un noyau de représentation puissant au
coeur de nombreuses recherches. Cependant, son exten-
sion śeparable classique en 2D a fourni des résultats
d’approximation reconnus comme sous-optimaux [1], bien
que prometteurs. En effet, les discontinuités d’une fonc-
tion bi-dimensionnelle présentent souvent une structure
géoḿetrique que le noyau classique n’exploite pas. Dans
le cas de l’image, ces singularités, ou contours, possèdent
pourtant un fort poids śemantique et perceptuel. La Fi-
gure 1 sch́ematise sur la gauche un contour et le support
d’une ondelette 2D śeparable classique. Le support de l’on-
delette ne capte pas la régularit́e existant le long du contour,
ce qui provoque une perte en compacité de repŕesentation.
Lors d’une approximation, cette perte se répercute visuel-
lement par des rebonds tout autour de la singularité. Une
adaptation du noyau au contour estégalement illustŕee sur

la droite et met en avant les deux propriét́es qui font d́efaut
au noyau classique : la directionnalité et l’anisotropie.
L’objectif est donc de rechercher de nouvelles bases
de repŕesentation exhibant ces deux propriét́es tout en
conservant celles ayant fait le succès des ondelettes clas-
siques :échantillonnage critique, localisation (spatiale et
fréquentielle), multi-ŕesolution (voir [2]).

Ondelette déforméeOndelette classique

Figure 1 –A gauche, le support rectangulaire des onde-
lettes classiques est inadapté au contour. A droite, l’onde-
lette aét́e d́eforḿee pour s’adapter au contour.

1.2 Ondelettes D́eformées : Art Antérieur

De nouvelles transforḿees s’appuyant sur une déformation
de l’ondelette ont́emerǵe au cours de la dernière d́ecennie.
Certaines reposent sur des bancs de filtres fixes analysant
l’image à deséchelles, positions et orientations données.
Les Ridgelets [3], Curvelets [4], ou Contourlets [2] en sont
les exemples les plus connus. D’autres méthodes, dites
adaptatives, proposent d’estimer la structure d’une image
par un mod̀ele ǵeoḿetrique explicite. Les d́eformations
à appliquerà l’ondelette sont alors dictées par l’instan-
ciation de ce mod̀ele à l’image étudíee, et une infor-
mation suppĺementaire de ǵeoḿetrie est ńecessaire pour
repŕesenter l’image. Nos travaux se situent dans cette se-
conde cat́egorie de ḿethodes, dont les Bandelettes [1, 5] et
les Ondelettes Directionnelles [6, 7] sont des exemples.
En particulier, le mod̀ele utiliśe par les Bandelettes de1ère

géńeration est un quad-tree, dont chaque feuille correspond
à un bloc de l’image. Une minimisatiońenerǵetique baśee
sur un gradient local associeà chaque bloc une fonction pa-
ramétrique captant le flux de régularit́e. La Figure 2 illustre



un flux de ŕegularit́e type calcuĺe par les Bandelettes sur
une zone image. Une fois le modèle ǵeoḿetrique instancíe,
l’approche suivie par les Bandelettes de1ère géńeration
poss̀ede deux sṕecificités int́eressantes :
– Extraction de la ǵeoḿetrie par d́eformation du bloc.

Cette d́eformation est dict́ee par la fonction ŕegulìere
calcuĺee et ŕealigne les contours sur l’horizontale ou la
verticale. Lorsque l’alignement des contours est optimal,
la lacune en directionnalité de l’ondelette 2D classique
s’annule.

– Bandelettisation. Ce proćed́e permet d’injecter au noyau
une dose d’anisotropie en augmentant sonéchelle dans
la direction de ŕegularit́e. Cet allongement de l’ondelette
le long du flux ǵeoḿetrique permet ainsi de capter sa
régularit́e et aboutità une meilleure d́ecorŕelation spa-
tiale.

et bandelettisation

Détection du flot géométrique
Déformation du bloc

Figure 2 –Procéd́e de bandelettisation.

La qualit́e de ces deux́etapes d́epend directement de la
qualit́e du mod̀ele ǵeoḿetrique choisi et du mode de calcul
des param̀etres. Bien que performant, le quad-tree souffre
d’une limitation : chaque régionétant analyśee de manìere
indépendante, les déformations des noyaux ne sont pas
continuesà la frontìere des blocs, provoquant une perte
d’orthogonalit́e. Par ailleurs, l’́etape de bandelettisation ne
permet de modifier le support de l’ondelette que dans la
direction du flux, la direction orthogonaléetant ńegligée.
Enfin, utiliser un crit̀ere local pour le calcul des paramètres
pose un probl̀eme de robustesse, car les données d’une
image sont tr̀es bruit́ees.

L’ étude de l’art ant́erieur a motiv́e la recherche d’un
mod̀ele ǵeoḿetrique souple permettant une déformation
continue du noyau d’ondelette 2D. La seconde section de
cet article pose les grandes lignes d’un schéma d’analyse-
synth̀ese baśe sur une mod́elisation de la ǵeoḿetrie par
un maillage quadrangulaire déformable. L’́etape d’ana-
lyse permet de d́eterminer les positions des sommets du
maillage. Elle est basée sur une mod́elisationénerǵetique
du probl̀eme d́ecrite dans la troisième partie. Cette
mod́elisation permet de ne pas devoir recourirà un crit̀ere
local. Enfin, la dernìere partie montre des résultats d’ana-
lyse et teste les performances en compression du schéma
propośe.

2 Sch́ema d’Analyse-Synth̀ese

Le principe ǵeńeral du sch́ema d́ecrit dans cette section
est baśe sur l’hypoth̀ese suivante : adapter l’ondeletteà
l’image ou adapter l’imagèa l’ondelette sont deux proces-
sus similaires. Le problème peut ainsîetre inverśe pour se
concentrer sur la d́efinition et le calcul d’une d́eformation
de l’image qui soit adaptée au noyau classique. En se
référantà l’a priori que les contours sont les régions mal
repŕesent́ees par ce noyau, la déformation calcuĺee aura
idéalement la propriét́e d’aligner les contours sur l’hori-
zontale ou la verticale, et de les contracter en fonction
de leur ŕegularit́e tangentielle et orthogonale. De façon
équivalente, l’alignement apportera donc au noyau une
dose de directionnalité et les contractions (oúetirements)
une dose d’anisotropie (voir Figure 3).

Déformation du noyau

Déformation de l’image

Figure 3 –Adaptation d’un contour au noyau classique.

2.1 Maillage comme Mod̀ele de D́eformation

Soit M un maillage quadrangulaire régulier d́eformable
comportant M sommets. Nous utilisonsM comme
mod̀ele ǵeoḿetrique de d́eformation. Les positions
{Pi = (xi, yi)}1≤i≤M des sommets dans le domaine
image sont les param̀etres du mod̀ele. Nous d́efinissons
alors un mapping de coordonnées global not́e τTI (Fi-
gure 4) :

τTI : DT −→ DI

(u, v) 7−→ (x, y) =
∑

i

Pi · φi(u, v)

où DI repŕesente le domaine image,DT le domaine
déformé aussi appelé domaine texture, etφi(u, v) une
fonction de forme d́efinie dansDT (la fonction d’interpo-
lation bilinéaire par exemple).
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Figure 4 –Mapping de coordonńees global entreDT et
DI .

La déformation dict́ee parτTI revient doncà projeterM
sur une grille ŕegulìere uniforme fix́ee dansDT . Cette
déformation est globale et́evolue de façon continuèa la
frontière des mailles. Nous notonsI l’image originale et
T l’image obtenue par d́eformation dansDT . T est aussi
nomḿee texture :

T (u, v) = I[τTI(u, v)] = I[
∑

i

Pi · φi(u, v)]

2.2 Analyse
La recherche des positions{Pi}i est la probĺematique prin-
cipale du sch́ema. La qualit́e de la d́ecorŕelation spatiale
en d́epend directement. Plusieurs méthodes ont́et́e pro-
pośees pour ŕeéchantillonner une imagèa l’aide d’une
grille régulìere adapt́ee [8, 9]. D’autres ont́et́e propośees
pour le remaillage de surface [10]. Cependant, l’applica-
tion de ces ḿethodes, baśees sur l’utilisation de critères
locaux, montre des limites en terme de robustesse car les
donńees d’une image se révèlent tr̀es bruit́ees.
Dans [11], les auteurs proposent une formulation
énerǵetique baśee sur une erreur totale d’interpolation dans
le domaine texture1. Dans la ligńee de ces travaux, nous
introduisons en section 3 une modélisation énerǵetique
découlant d’une formulation inverse du problème. Une fois
les param̀etres calcuĺes, la texture est obtenue en extra-
yant de l’image originale sa structure géoḿetrique. Cette
texture est ensuite décompośee dans la base d’ondelettes
séparables classiques pour laquelle les paramètres ont́et́e
optimiśes.M pouvant se représenter sur diff́erents niveaux
de ŕesolution, la d́ecomposition{texture, géométrie}
permet en particulier de conserver la propriét́e de multi-
résolution de l’ondelette classique.

2.3 Synth̀ese
Connaissant le mappingτTI , il est possible de calculer le
mapping inverse(τTI)

−1. Une ḿethode de calcul pour un
maillage quadrangulaire est fournie dans [12] dans le cas
où φi(u, v) est la fonction bilińeaire. Connaissant(τTI)

−1

et la textureT , on reconstruit l’imageI :

I = T ((τTI)
−1(x, y))

1Dans [11], le domaine texture est appelé domainemâıtre.

3 Modèle Enerǵetique d’Analyse
3.1 Formulation du Problème
Pour calculer les param̀etres du mod̀ele ǵeoḿetrique, les
techniques adaptatives antérieures raisonnent dans le do-
maine image en utilisant des a priori, tel que l’alignement
dans la direction orthogonale au gradient [1]. Nous raison-
nons dans le domaine texture en proposant la formulation
inverse suivante :Quelle est la texture la mieux adaptéeà
une repŕesentation par ondelettes classiques ?Ce qui peut
être reformuĺe de la manìere suivante :Quels sont les pa-
ramètres{Pi}i qui minimisent un côut de description de la
texture dansDT ? Cette formulation permet de n’émettre
aucune hypoth̀ese sur les ŕegions sensibles de l’image, et
donc de ne pas recourirà des crit̀eres locaux. Elle impose
néanmoins de d́efinir la notion decoût de description tex-
ture, objet du paragraphe suivant.

3.2 Côut de Description TextureET

Consid́erons la d́ecomposition en ondelettes de la texture
surJ niveaux de ŕesolution :

T (u, v) =
∑

k

cJ
k
ϕJ

k
(u, v) +

J
∑

j=1

∑

k

dj
k
ψj

k
(u, v), (1)

oùϕj
k

etψj
k

sont les versions translatées enk = 2j(k1, k2)
((k1, k2) ∈ Z

2) et dilat́ees du facteur2j d’une fonction
d’échelleϕ et d’une fonction d’ondeletteψ.
Nous d́efinissons alors lecoût de description texture
ET comme la somme pondéŕee des énergies hautes
fréquences :

ET =

J
∑

j=1

υ2
j · Ej , (2)

où Ej =
∑

k
(dj

k
)2 repŕesente l’́energie de lajème sous-

bande haute fréquence etυj un poids associé à cette
sous-bande. Les poidsυj peuventêtre d́efinis en fonc-
tion d’un mod̀ele statistique choisi pour décrire les sous-
bandes, permettant ainsi une meilleure adéquation aux
donńees. Supposons par exemple que chaque sous-bande
haute fŕequencej suit un mod̀ele de ŕepartition gaussien
N (0, σj) fixé. Le côut de description desJ plus hautes
fréquences peut alors s’exprimer de la façon suivante :

ET = −
J
∑

j=1

∑

k

log2







1
√

2πσ2
j

exp

(

−
(dj

k
)2

2σ2
j

)







,

Soit :

ET =
J
∑

j=1

∑

k

(dj
k
)2

2σ2
j

+ constante,

qui est, à une constante près, le mod̀ele d́efini par
l’ équation (2) en posantv2

j = 1/(2σ2
j ).



Nous proposons ici de reformuler le modèleET . Pour un
facteur d’́echelle2J donńe, nous notonsTJ l’approxima-
tion deT obtenue en soustrayant au signal sesJ plus hautes
fréquences :

TJ (u, v) =
∑

k

cJ
k
ϕJ

k
(u, v) (3)

En remplaçant dans l’équation (1), nous obtenons :

T (u, v) − TJ(u, v) =
J
∑

j=1

∑

k

dJ
k
ψJ

k
(u, v).

Le théor̀eme de Parseval fournit l’égalit́e suivante :

∑

(u,v)

(T (u, v) − TJ(u, v))2 =

J
∑

j=1

∑

k

(dj
k
)2.

L’ énergie texture (2) peut alors se réécrire comme suit :

ET =

J
∑

j=1

ω2
j ·
∑

(u,v)

(T (u, v) − Tj(u, v))
2. (4)

On peut montrer que les poidsω2
j sont líes aux poidsυ2

j

par la relation suivante :

υ2
j =

J
∑

i=j

ω2
i ⇒ ω2

j = υ2
j − υ2

j+1

Ainsi, le mod̀ele n’est valable que si une contrainte de
décroissance des poidsà travers les sous-bandes est im-
pośee :∀j, v2

j > v2
j+1. Cette contrainte est respectée par

le mod̀ele gaussien dans l’hypothèse, v́erifiée en pratique,
que∀j, σj+1 > σj .

3.3 Minimisation Energétique
Nous avons introduit dans le paragraphe préćedent le côut
de description textureET . Nous proposons maintenant une
approche permettant de rechercher les paramètres{Pi}i

qui minimisent ce côut.
ET peut être ŕeécrite en incluant̀a la formule le mod̀ele
géoḿetrique :

ET =

J
∑

j=1

ω2
j ·
∑

(u,v)

(I(τTI(u, v)) − Tj(u, v))
2 (5)

La minimisation de l’́energieécrite sous cette forme est
un probl̀eme sous d́etermińe, carà la fois la d́eformation
τTI et les texturesTj sont inconnues. Pour la mettre en
oeuvre, nous formulons donc cette minimisation comme
un probl̀eme d’optimisation sous-contrainte où le meilleur
couple(τTI , T ) est recherch́e. Nous proposons alors un al-
gorithme it́eratif : à chaque it́erationn, τTI est misà jour
en fixantT (donc chaqueTj) ; puis T est miseà jour en
fixant τTI .

Après avoir fix́e les texturesT (n)
j , la d́eformation est mise

à jour en minimisant l’́energie suivante :

E
(n+1)
T =

J
∑

j=1

ω2
j ·
∑

(u,v)

(I(τ
(n+1)
TI (u, v)) − T

(n)
j (u, v))2,

(6)
où τ (n+1)

TI est la nouvelle d́eformation.

On montre que minimiserE(n+1)
T revient à minimiser

l’ énergie suivante :

Ẽ
(n+1)
T =

∑

(u,v)

(I(τ
(n+1)
TI (u, v)) − T

(n)
cible(u, v))

2,

avec

T
(n)
cible(u, v) =

∑

j ω
2
j · T

(n)
j (u, v)

∑

j ω
2
j

.

Cette modification apporte un gain en complexité : chaque
étape de la minimisation revient désormaisà minimiser
uneDifférence d’Image D́eplaćee(DID) entre l’image ori-
ginale et une texture cible courante. Par comparaison,
l’ équation pŕećedente (6) exigeait de minimiser une DID
entre l’image etchaque approximationT (n)

j à chaque
itération.
Connaissantτ (n+1)

TI , les texturesT (n+1)
j sont d́etermińees

en calculant la textureT (n+1) = I(τ
(n+1)
TI ).

Notons enfin que l’algorithme est initialisé en posant
T (0) = I et τ (0)

TI = Id.
La dernìere section montre les résultats obtenus̀a l’issue
de l’analyse puis les résultats obtenus par le schéma global
dans une application de compression.

4 Résultats
4.1 Résultats d’Analyse

Les ŕesultats pŕesent́es ici ont ét́e obtenus en appliquant
l’algorithme d’analyse sur l’imageLena de dimension
256x256. L’ondelette de Daubechies 9/7 aét́e choisie pour
repŕesenter la texture et quatre niveaux de décomposition
ont ét́e consid́eŕes pour le calcul du côut de description
(L = 4). Une taille de maille 16x16 áet́e choisie pour le
maillageM initial. Par ailleurs, le d́eplacement des noeuds
sur le bord du maillage áet́e contraint̀a la frontìere du do-
maineDI .
La Figure 5 montre l’́evolution deśenergiesEj dans les
sous-bandes hautes fréquencesj de la texture au cours
des it́erations, ainsi que l’énergie totale. Les facteurs de
multiplication E

(n)
j /E

(0)
j sont repŕesent́es. On observe

un d́eplacement de l’énergie vers les basses fréquences :
l’ énergie des deux sous-bandes de plus hautes fréquences
diminuent sensiblement, tandis que l’énergie de la sous-
bande j = 4 augmente. L’́energie totale, incluant la
basse fŕequence, reste constante. Une représentation de
l’ évolution des variances donne un graphique semblable.



Ceci t́emoigne de l’efficacit́e de l’analyse et des hy-
poth̀eses avanćees. On peut observer, enfin, qu’une ving-
taine d’it́erations suffisent pour faire converger l’énergie de
la sous-bande de plus haute fréquence.
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Figure 5 –Evolution desénergies dans les sous-bandes
hautes fŕequences au cours des itérations. Image Lena.

La Figure 6 montre le résultat visuel de l’analyse surLena.
Sur la droite, l’image originale est représent́ee dans son
domaineDI . Le maillage obtenùa l’issue de l’analyse
lui est superpośe. Nous observons que les mailles sont
rest́ees quadrangulaires mais se sont déplaćees vers les
contours. Dans les régions textuŕees comme les plumes,
les d́eplacements sont négligeables, signifiant qu’aucun
contour n’aét́e d́etect́e.
Sur la gauche, la texture obtenue est représent́ee. Nous
observons que dans le nouveau domaineDT , certains
contours ont́et́e aligńes sur l’axe horizontal ou vertical,
comme les cheveux au-dessus de l’épaule, d’autres ont́et́e
alignés etétirés comme le bas de l’épaule.

Figure 6 –Texture et maillage obtenus̀a l’issue de l’ana-
lyse.

4.2 Résultats de Compression
Dans un cadre de compression, les méthodes dites adapta-
tives ont en commun de devoir transmettre une information
suppĺementaire pour reconstruire au décodage les noyaux
utilisés au codage. Cette information est ici le maillage.

L’utilisation d’un maillage ŕegulier permet de limiter le
poids de cette information dans le flux car seules les po-
sitions des sommets doiventêtre transmises. Une informa-
tion de connectivit́e s’av̀ere en effet côuteuse. Les posi-
tions sont ainsi d́ecompośees dans la base d’ondelettes de
Daubechies 9/7, puis quantifiées et cod́ees en utilisant un
codage en plans de bits et un codeur arithmétique contex-
tuel. L’information de texture est quantà elle cod́ee en uti-
lisant le logiciel JPEG2000 VM8.0 avec ses options par
défaut (soit une d́ecomposition sur 5 niveaux d’ondelettes
de Daubechies 9/7). Notons que les deux flux encodés sont
entìerement scalables et peuventêtre d́ecod́es śepaŕement.
Décoder la ǵeoḿetrie avec une lég̀ere perte n’a qu’un faible
impact visuel. Ceci permet en outre d’octroyer plus de
débit au d́ecodage de la texture, aboutissantà une meilleure
qualit́e visuelle subjectivèa bas d́ebits.
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Figure 7 –Résultats de compression en termes de PSNR
sur Lena et Barbara.

La Figure 7 montre le résultat du sch́ema de codage en
terme de PSNR, pour les imagesLenaetBarbara256x256.
Les param̀etres de la phase d’analyse sont les mêmes
que pŕećedemment, excepté que toutes les sous-bandes de
haute fŕequence sont considéŕees, soitL = 8. La ǵeoḿetrie
est ici d́ecod́ee sans perte et son coût est inclus dans les
courbes. Il est proche de0.05 bpp pour les deux images.
Les courbes de PSNR sont comparéesà celles obtenues
avec JPEG2000 VM8.0. Tous les points des courbes ont
ét́e obtenus̀a partir des m̂emes flux tronqúes à différents
débits.
Nous observons que les courbes de JPEG2000 sont au-
dessus̀a tous les d́ebits. A bas d́ebits, les courbes restent
proches, mais̀a hauts d́ebits (autour de 1 bpp), l’écart at-
teint 2 dB pourLenaet 3 dB pourBarbara. La raison prin-
cipale expliquant cette dégradation dans les hauts débits est
le ph́enom̀ene d’aliasing et/ou la perte de hautes fréquences
intervenant lors des déformations directes et inverses. Ces
distorsions, bien que n’ayant qu’un faible impact visuel,
font chuter le PSNR. Nous pouvons cependant noter que
le choix du PSNR comme mesure de qualité objective est
inadapt́e à la ḿethode propośee. Nous obervons en effet



qu’une ĺeg̀ere perte lors de la transmission des positions
{Pi}i a un effet catastrophique sur le PSNR par rapportà
une transmission sans perte. Visuellement, cette perte n’est
pourtant pas d́etectable.
La Figure 8 pŕesente le comparatif visuel avec JPEG2000
pour l’imageLenaà 0.3bpp. Le premier zoom sur l’épaule,
les l̀evres et les cheveux montre le gain visuel apporté par
le nouveau sch́ema. L’effet rebond autour des contours est
sensiblement atténúe par rapport̀a JPEG2000, menantà
un meilleure qualit́e subjective ǵeńerale. Le second zoom
montreà la fois le gain et la limite de l’approche : les re-
bonds ont́et́e ŕeduits le long du contour forḿe par le cha-
peau, mais d’autre part, des hautes fréquences ont́et́e per-
dues au niveau du ruban.

Figure 8 –Résultat de compression visuel sur Lenaà 0.3
bpp.

5 Conclusion
Nous avons proposé une nouvelle ḿethode adaptative de
déformation d’ondelettes pour la représentation d’images.
Le choix d’une mod́elisation globale de la structure
géoḿetrique par un maillage déformable permet d’une part
d’assurer la continuité des d́eformations et d’autre part
de conserver la propriét́e de multi-ŕesolution des onde-
lettes. Une formulatiońenerǵetique de la recherche des pa-
ramètres du mod̀ele aét́e propośee et des ŕesultats d’ana-
lyse et de compression ontét́e pŕesent́es.
Plusieurs orientations se dessinent pour des recherches fu-
tures. Tout d’abord, nous remarquons que la contrainte
de ŕegularit́e impośee au mod̀ele ǵeoḿetrique limite le

degŕe d’adaptation dans certaines régions. Par exemple,
deux contours proches peuventêtre mis en concurrence
lors de l’analyse, emp̂echant les mailles de converger li-
brement vers l’un ou l’autre de ces contours. Il serait donc
intéressant de réfléchirà un mod̀ele plus souple permettant
de mieux repŕesenter les structures complexes. Ensuite, les
distorsions provoqúees par l’aller-retour entreDT et DI

restent un problème ouvert. Augmenter la résolution de la
texture pourrait offrir une solution simple dans les hauts
débits. Enfin, l’adaptatioǹa la vid́eo des concepts introduits
est un axe de recherche important motivé par les ŕesultats
obtenus pour l’image fixe.
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