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Résumé

Dans cet article, nous présentons une méthode originale
et générale permettant d’approximer des champs de vec-
teurs et, plus spécialement, des champs de déplacement.
Pour cela, nous utilisons une base orthonormée de poly-
nômes multivariables pour exprimer ces champs comme
des combinaisons linéaires de ces fonctions spécifiques.
Dans un premier temps, nous présentons la partie théo-
rique de notre méthode. Ensuite, nous démontrons la résis-
tance au bruit de notre modèle. Nous terminons l’article en
montrant, de façon expérimentale, que notre méthode peut
être utilisée pour reconnaître les mouvements simples de la
tête d’une personne située devant une webcam.

Mots clefs

Analyse du mouvement, analyse du comportement, ges-
tuelle, polynômes orthogonaux, champs de vecteurs.

1 Introduction
Actuellement, il existe beaucoup de travaux concernant
l’estimation du mouvement [1], [2], [3], [4], des compa-
ratifs entre différentes méthodes [5] ou des algorithmes de
débruitage [3]. En revanche, peu d’articles traitent de l’ana-
lyse du mouvement car c’est un domaine de recherche en-
core très récent. De plus, ces articles sont généralement
axés sur un domaine d’étude spécifique. Par exemple, cer-
tains travaux étudient uniquement le comportement du vi-
sage ou du corps humain [6], [7], [8]. . .

La méthode présentée ici propose de caractériser tout
type de mouvement comme une combinaison linéaire de
polynômes issus d’une base orthonormée [9]. Contraire-
ment aux articles cités précédemment, elle se veut la plus
générale possible.

L’article s’organise de la facon suivante : la section 2
détaille la partie théorique de notre méthode. Sa résistance
au bruit est démontrée dans la section 3. La section 4 pré-

sente, de façon expérimentale, le processus de reconnais-
sance mis en place. Finalement, nous donnons nos conclu-
sions et perspectives en section 5.

2 Modélisation des champs de vec-
teurs

SoientU : Ω ⊂ R
2 → R etV : Ω ⊂ R

2 → R les fonctions
permettant d’obtenir le déplacement du pixel(x1, x2) ∈ Ω
dans un repère cartésien. Un champ de vecteurs peut alors
être défini par l’application :

F : Ω ∈ R
2 → R

2

(x1, x2) 7→ (U(x1, x2),V(x1, x2))

Nous cherchons ici à étudier le mouvement de façon ana-
lytique. Pour cela, notre méthode consiste à approximer la
fonctionF par des combinaisons linéaires de polynômes.

Dans un premier temps, nous définissons un espace vec-
toriel de fonctions. Puis nous munissons cet espace d’un
produit scalaire pour créer une base orthonormée de poly-
nômes. Finalement, nous définissons, dans cette base, les
opérations permettant d’obtenir l’expression analytiquere-
cherchée.

2.1 Définition de l’espace vectoriel
Soit Ep l’espace vectoriel des fonctions deΩ ⊂ R

2 dans
R contenant les fonctionsU et V . Soit φ l’ensemble des
éléments deEp. φ est composé de polynômes bivariables
définis comme suit :

PK,L(x1, x2) =
K

∑

k=0

L
∑

l=0

ak,l (x1)
k (x2)

l (1)

avecK ∈ N
+ le degré maximal selonx1, L ∈ N

+ le de-
gré maximal selonx2 et{ak,l}

k∈[0;K]
l∈[0;L] ∈ R

K∗L l’ensemble
des coefficients. Le degré du polynôme est alorsK + L.
Par la suite, pour simplifier la lecture de ce document, les



variablesx1 etx2 sont omises. Par exemple, les polynômes
PK,L(x1, x2) sont écritsPK,L.

2.2 Définition de la base orthonormée
Pour construire une base orthonormée, nous munissonsEp

du produit scalaire entre deux fonctionsF1 etF2 deφ :

〈F1 | F2〉 =

∫ b

a

∫ b

a

F1 F2 ω(x1, x2) dx1dx2 (2)

avecω(x1, x2) une fonction de poids choisie selon le pro-
blème considéré. À partir de ce produit scalaire, il est pos-
sible de définir la distance entre ces deux fonctions :

‖F1 − F2‖ =
√

〈F1 − F2 | F1 − F2〉 (3)

Notre espace vectorielEp muni du produit scalaire défi-
nit une baseB composée de polynômes. Pour normaliser
cette base, tous ses éléments{P1, P2, . . . , Pn} doivent vé-
rifier 〈Pi | Pj〉 = δij . Nous cherchons donc à créer un
ensemble de polynômes orthonormés. Pour cela, nous uti-
lisons la méthode de Gram-Schmidt qui nous permet d’ob-
tenir une base orthonormée de polynômes.

Dans cet article, nous nous limitons à l’étude des
polynômes de Legendre. Ils sont définis par la formule de
récurrence suivante :



















































L0,0 = 1

L1,0 = x1

L0,1 = x2

Li+1,j =
2i + 1

i + 1
x1 Li,j −

i

i + 1
Li−1,j

Li,j+1 =
2j + 1

j + 1
x2 Li,j −

j

j + 1
Li,j−1

(4)

Par définition, la fonction de poids associée à ces poly-
nômes estω(x1, x2) = 1 et le domaine de définition est
[−1; 1]. De ce fait, avant chaque opération, les coordon-
nées(m, n) ∈ N

+2 des pixels d’une image de tailleMxN
devront être ramenées dans cet intervalle par une transfor-
mation affine.

Par la suite, nous appelonsdegréD de la basele degré le
plus élevé des polynômes qui la constituent. Par exemple,
une base de degré 2 est composée de l’ensemble des poly-
nômesLi,j tels quei + j ≤ D, soit six polynômes :

B =

(x2)
0 (x2)

1 (x2)
2

(x1)
0 L0,0 L0,1 L0,2

(x1)
1 L1,0 L1,1 −

(x1)
2 L2,0 − −

(5)

2.3 Projection d’un champ de vecteurs sur la
base

La projection d’un champ de vecteurs sur une base de degré
D est obtenue en calculant le produit scalaire entre les deux

fonctionsU et V associées au champ et chaque polynôme
Li,j de la base. Les scalaires obtenus correspondent alors
aux coefficients de deux polynômesPU etPV , appelés par
la suitepolynômes caractéristiques:

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

PU =
D

X

i=0

D−i
X

j=0

αi,j Li,j avecαi,j = 〈 U | Li,j 〉

PV =
D

X

i=0

D−i
X

j=0

βi,j Li,j avecβi,j = 〈 V | Li,j 〉

(6)

Par exemple, étudions l’écoulement d’un fluide incom-
pressible dans une cavité rigide à partir d’une séquence
d’images fournie par le Laboratoire d’Études Aérodyna-
miques de Poitiers. Le champ de vecteurs correspondant,
calculé par la méthode P.I.V. (Particle Image Velocime-
try), est représenté Figure 1. La projection de ce champ sur
une base de degré 1 (donc composée des trois polynômes
L0,0, L0,1 et L1,0) donne les polynômes caractéristiques
suivants :

{

PU = −1.35 L0,0 + 4.38 L0,1 + 0.04 L1,0

PV = 1.04 L0,0 + 0.10 L0,1 − 0.80 L1,0
(7)

Figure 1 –Champ de vecteurs, de taille 32x32, associé aux
combinaisons linéaires définies en (7).

2.4 Calcul d’un champ de vecteurs à partir
des polynômes caractéristiques

Pour approximer un champ de vecteurs à partir de ses deux
polynômes caractéristiquesPU etPV , nous déterminons les
deux composantes de chaque vecteur en fixant les deux va-
riables de chaque polynôme en fonction de la position du
vecteur dans le champ :

∀s, ∀t ∈ [−1, 1]

{

U(s, t) = PU (s, t)
V(s, t) = PV (s, t)

(8)

Par exemple, les combinaisons linéaires suivantes :
{

PU = 3 L1,0 + L2,0 − L0,0 − 2 L0,1

PV = 2 L0,1 + 4 L2,0 − L1,0
(9)

avecLi,j les polynômes de Legendre issus d’une base de
degré 2, telle que définie en (5), correspondent au champ
de vecteurs présenté Figure 2.



Figure 2 –Champ de vecteurs, de taille 32x32, associé aux
combinaisons linéaires définies en (9).

2.5 Influence du degré de la base

L’approximation des champs de vecteurs par des com-
binaisons linéaires de polynômes entraîne un lissage des
champs : plus le degré de la base est faible, plus ce lissage
est important. Il permet donc de diminuer, de façon natu-
relle, le bruit. Par contre, un degré trop faible ne permet
pas de modéliser des champs de vecteurs (i.e. des mouve-
ments) complexes. Il est donc nécessaire d’adapter ce degré
en fonction de la complexité des mouvements à analyser et
de la quantité de bruit présent dans la séquence.

3 Résistance au bruit
Pour qu’une méthode de reconnaissance de mouvements
soit fiable, elle doit être résistante au bruit. Dans cette
section, nous présentons deux expériences mettant en évi-
dence la robustesse de notre modèle.

3.1 Expérience 1

Le processus de test, représenté Figure 3, est le suivant :
dans une baseB, deux polynômes caractéristiquesPUo et
PVo sont générés par combinaisons linéaires des différents
polynômes de la base. Le champ de vecteursFo associé à
ces deux polynômes est alors calculé. Un bruit GaussienG
est ajouté à ce champFo pour obtenir un champ bruitéFb.
Ce champFb est alors projeté sur la baseB pour obtenir les
deux polynômes caractéristiquesPUb etPVb correspondant
à ce champFb. Finalement, le champ résultatFr est cal-
culé à partir des polynômesPUb et PVb. La résistance au
bruit est alors mesurée en comparant le champ de vecteurs
initial Fo et le champFr calculé dernièrement.

Les tests sont effectués sur des champs de vecteurs de
taille 320x240. Les champs initiaux sont générés aléatoire-
ment (les coefficients des polynômes caractéristiquesPUo

etPVo sont tirés selon une distribution uniforme). Le bruit
utilisé est un bruit Gaussien de moyenne nulle et dont
l’écart-typeσG est déterminé en fonction de la quantité de
bruit que l’on souhaite ajouter :σG =

√

variance(Fo)/RSB.

Polynômes

PUb
PVb

Base B

Résultats

Polynômes

PUo
PVo

Gaussien

génération

aléatoire

calcul

bruit

calcul

comparaison

projection

Champ

Fo

Champ

Fr

Champ

Fb

Figure 3 –Processus de test à la résistance au bruit.

Ici, nous faisons varier le rapport signal sur bruit (RSB)
entre 0.1 et 2.0 par palier de 0.1. La mesure utilisée pour
comparer les champs de vecteurs est l’erreur quadratique
moyenne (EQM) entre deux champs de vecteurs.

La Figure 4 représente l’évolution de l’EQM entre les
champsFo et Fb (courbe claire) et les champsFo et Fr

(courbe foncée), en fonction du RSB et du degré de la base,
variant ici entre 0 et 6.

Figure 4 –Influence du bruit sur le système mis en place.

Même si le bruit ajouté est important, nous pouvons
constater que le champ reconstruit grâce à cette méthode
est très proche, au sens de l’EQM, du champ original, et
cela quel que soit le degré de la base.

3.2 Expérience 2
Les Figures 5 et 6 montrent deux exemples de reconstruc-
tion. Dans les deux cas :
– (a) représente le champ originalFo, généré aléatoire-

ment à partir d’une base de degré 2 (Figure 5) ou de
degré 6 (Figure 6) ;

– (b) représente le champ original faiblement bruitéF−
b

(σG = 0.01) ;
– (c) représente le champ original fortement bruitéF+

b

(σG = 1.0) ;
– (d) représente le champ reconstruitF−

r à partir du champ
faiblement bruitéF−

b ;
– (e) représente le champ reconstruitF+

r à partir du champ
fortement bruitéF+

b .



Pour des raisons esthétiques, les champs présentés ici sont
de taille 16x16.

Les tableaux Tableau 1 et Tableau 2 confirment, de
façon numérique, les constatations visuelles précédentes.
Ils fournissent la valeur minimale, la valeur maximale, la
moyenne et l’écart-type des erreurs angulaires (Tableau 1)
et des erreurs de norme (Tableau 2) entre :
– (Fo) ↔ (F−

b ) : le champ original et le champ faiblement
bruité ;

– (Fo) ↔ (F+
b ) : le champ original et le champ fortement

bruité ;
– (Fo) ↔ (F−

r ) : le champ original et le champ reconstruit
à partir du champ faiblement bruité ;

– (Fo) ↔ (F+
r ) : le champ original et le champ reconstruit

à partir du champ fortement bruité.
L’échantillon utilisé pour calculer ces valeurs est composé
de 10 champs de taille 320x240 générés aléatoirement à
partir d’une base de degré 6.

L’erreur angulaire est calculée de la façon suivante :

Eangle = cos−1

(

Fo

||Fo||
.

Fr

||Fr||

)

(10)

Elle est exprimée en degré. L’erreur de norme est calculée
ainsi :

Enorme =
||Fo||

||Fr||
(11)

Tableau 1 –Erreur angulaire.

Min. Max. Moyenne Écart-type
(Fo) ↔ (F−

b ) 0.0 96.97 1.07 1.41
(Fo) ↔ (F+

b ) 0.0 179.99 66.47 48.71
(Fo) ↔ (F−

r ) 0.0 65.84 0.24 0.58
(Fo) ↔ (F+

r ) 0.0 153.77 1.88 3.09

Tableau 2 –Erreur de norme.
Min. Max. Moyenne Écart-type

(Fo) ↔ (F−
b ) 0.41 3.26 1.01 0.03

(Fo) ↔ (F+
b ) 0.01 140.69 0.61 1.10

(Fo) ↔ (F−
r ) 0.57 4.38 0.99 0.02

(Fo) ↔ (F+
r ) 0.24 40.43 1.01 0.19

Nous pouvons constater, d’après le tableau Tableau 1, que
l’erreur angulaire entre un champ original et un champ
reconstruit est plus faible que l’erreur angulaire entre un
champ original et un champ bruité. En effet, la moyenne
et l’écart-type sont plus proches de 0. De même, d’après le
tableau Tableau 2, nous pouvons constater que l’erreur de
norme entre un champ original et un champ reconstruit est
plus faible que l’erreur de norme entre un champ original
et un champ bruité car la moyenne est plus proche de 1 et
l’écart-type est plus proche de 0.

Ces deux expériences montrent la robustesse au bruit de
notre modèle.

(a) ChampFo

(b) ChampF−

b
(c) ChampF+

b

(d) ChampF−
r (e) ChampF+

r

Figure 5 –Reconstruction de champs de vecteurs de taille
16x16 en utilisant une base de degré 2.

(a) ChampFo

(b) ChampF−

b
(c) ChampF+

b

(d) ChampF−
r (e) ChampF+

r

Figure 6 –Reconstruction de champs de vecteurs de taille
16x16 en utilisant une base de degré 6.



4 Application
Nous avons vu, au chapitre 2.3, comment définir un champ
de vecteurs à l’aide de deux polynômes caractéristiques.
Pour étudier le mouvement d’une séquence, c’est à dire un
ensemble de champs de vecteurs, nous allons étudier l’évo-
lution dans le temps des coefficients de ces polynômes ca-
ractéristiques.

L’application présentée ici a pour but d’analyser le mou-
vement contenu dans une séquence d’images. Cette vidéo
provient du projet SERIBEL1. Elle montre le visage d’une
personne tournant la tête de gauche à droite et de haut en
bas, de façon aléatoire (i.e. sans séquence prédéfinie). Elle
se compose de 1050 images de taille 320x240, acquises via
une webcam. La Figure 7 montre deux images de cette sé-
quence.

(a) Position initiale (b) Position après un mouvement
vers la gauche

Figure 7 –Exemple de postures, au cours du temps.

À partir de la séquence originale, tous les champs de
vecteurs sont extraits par une méthode différentielle d’es-
timation du mouvement apparent que nous avons présenté
dans [10]. Cette méthode est fondée sur l’hypothèse de la
conservation de la luminance des pixels dans une image
[1] et sur l’utilisation d’équations aux dérivées partielles
(E.D.P.) de lissage directionnel. Celle-ci utilise un opé-
rateur différentiel, appelé tenseur de structure, permet-
tant de déterminer localement, à partir de données spatio-
temporelle, la direction du mouvement apparent. Cette di-
rection est par ailleurs utilisée pour lisser la séquence
d’images dans la direction du mouvement. Une évalua-
tion du champ dense et régularisé est ainsi obtenue. Pour
chacun de ces champs, les polynômes caractéristiques sont
alors calculés par projections sur la base. Finalement, le
mouvement est déterminé en étudiant les variations dans le
temps des coefficients de ces polynômes.

La base utilisée ici est de degré 2. Nous obtenons donc,
pour chaque paire d’images, douze coefficients : six pour
le polynômePU et six pour le polynômePV (cf. Eq. 6).
Pour savoir si ces coefficients sont corrélés, nous faisons
une analyse en composantes principales (A.C.P.). Elle nous
indique ici que, pourPU , près de 83 % de l’information est

1Stratégies Expertes de Recherche d’Informations Bibliographiques
En Ligne - TCAN CNRS. Projet visant à préciser le potentiel etles li-
mites d’enregistrements vidéo à basse résolution pour l’analyse du com-
portement d’un sujet effectuant une recherche d’information, en situation
de travail sur un ordinateur.

portée par un seul axe factoriel~E(PU ) et pourPV , plus de
94 % de l’information est également contenue dans un seul
axe ~E(PV). Dans notre cas, étudier le mouvement de la
séquence revient alors à étudier l’évolution des coefficients
dePU après projection sur~E(PU ) et ceux dePV après pro-
jection sur~E(PV) (cf. Figure 8).
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(b) Projection des coefficients dePV sur ~E(PV )

Figure 8 –Projection des coefficients sur un axe factoriel.

La signification de ces courbes est obtenue en étudiant
les valeurs des deux vecteurs propres~v1(PU ) et ~v1(PV )
obtenus durant l’A.C.P. Les deux champs de vecteursFPU

et FPV
(cf. Figure 9), calculés en faisant une combinai-

son linéaire des polynômesP de la base pondérés par les
valeurs des deux vecteurs propres~v1(PU ) et ~v1(PV ), per-
mettent d’interpréter ces résultats.

PU

PV

(a) Repère utilisé (b) ChampFPU
(c) ChampFPV

Figure 9 –Champs de référence permettant d’interpréter
les résultats obtenus.

Nous pouvons constater que la plupart des vecteurs du
champFPU

est orientée verticalement vers le haut. Une
croissance des coefficients se traduit donc par un mouve-
ment de tête vers le haut tandis qu’une décroissance par un
mouvement vers le bas. Le même raisonnement peut s’ap-
pliquer au champFPV

: une croissance correspond à un
mouvement vers la gauche et une décroissance à un mou-
vement vers la droite.

Ces courbes représentent les mouvements effectués dans
le temps et non la position de la tête par rapport à la po-
sition de référence. Comme en cinématique le vecteur vi-
tesse est la dérivée du vecteur position, étudier la position
de la tête au cours du temps revient à étudier l’intégrale des
deux courbes précédentes. Nous obtenons alors les courbes
représentées Figure 10.



(a) Image n˚1 (b) Image n˚246 (c) Image n˚474

(d) Image n˚935 (e) Image n˚1030

(f) Position verticale de la tête, au cours du temps

(g) Position horizontale de la tête, au cours du temps

Figure 10 –Positions verticales et horizontales de la tête
au cours du temps. Les lignes verticales en pointillé cor-
respondent aux images (a) - (e).

Dans le cadre du projet SERIBEL, ces travaux ont été in-
tégrés dans un logiciel d’analyse automatique de postures.
Celui-ci a pour but d’accélérer et de simplifier les études
menées par des cogniticiens. Une capture d’écran de ce lo-
giciel est présenté Figure 11.

Figure 11 –Logiciel permettant d’automatiser l’analyse de
postures d’un utilisateur devant un écran d’ordinateur.

5 Conclusion
Ce travail pose les bases d’une méthode de reconnaissance
de mouvements. Nous avons proposé une méthode origi-
nale et générale de modélisation des champs de vecteurs.
Cette méthode est robuste au bruit et peut être utilisée pour
étudier des mouvements simples.

Par la suite, nous envisageons, d’une part, de tester la
méthode sur des mouvements plus complexes (tels que des
rotations, des zooms, des panoramiques. . . ) ou issus de la
mécanique des fluides (vortex, cisaillement. . . ), et, d’autre
part, d’utiliser d’autres familles de polynômes orthogonaux
pour générer la base.

Finalement, nous avons vu, au chapite 2.3, que l’en-
semble des coefficientsαi,j etβi,j forme un modèle asso-
cié à un mouvement et relatif à la base de polynômes choi-
sie. Ceci nous permet de mettre en évidence la capacité de
notre méthode à réduire la taille des données nécessaires
pour exprimer un champ de vecteurs (i.e. un mouvement).
Il serait donc intéressant d’étudier la possibilité d’utiliser
notre méthode pour faire de la compression video.
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