Approximation de courbes et surfaces par un modele fractal
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Résumé

Nous proposons ici une méthode générale d’approxi-
mation de courbes et de surfaces. Le modéle fractal
utilisé est unifié, il s’agit des formes fractales a poles.
Grace a une paramétrisation de ce modéle, une famille
de courbes et de surfaces est construite. Le probléme
d’approrimation se rameéne alors a un probléme de
régression non-linéaire. L’algorithme de LEVENBERG-
MARQUARDT permet de trouver une solution a celui-
ci.
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1 Introduction

L’approximation des objets naturels (courbes 2D, sur-
faces 3D, images) par des formes fractales constitue
aujourd’hui un important centre d’intérét pour la re-
cherche. Sous le nom générique de “probléme inverse”,
cette problématique intéresse en effet des domaines
d’application aussi divers que la représentation synthé-
tique de l'information pour la transmission et la com-
pression d’images, la reconstruction 3D pour la visua-
lisation ou la CAOQO.

Diverses études ont été menées pour tenter de résoudre
le probleme inverse dans le cas fractal en se situant
dans une optique de résolution approchée, comme le
premier algorithme de compression fractale proposé
par JACQUIN en 1992. D’une maniere générale, il s’agit
d’associer, par exemple a une image naturelle, un mo-
deéle qui décrit (ou code) le mieux possible cette image
en termes de complexité du modele et d’erreur d’ap-
proximation. Les techniques existentes d’approxima-
tion fractale souffrent aujourd’hui d’'un manque de sou-
plesse en terme de controle sur la forme utilisée pour
I'approximation. Ceci est du essentiellement a I'uti-
lisation du modele IFS [1] composé de transforma-
tions contractantes simples, car définies dans un es-
pace réduit, par exemple X = R? pour les images. Le
modele fractal proposé [2][3] généralise le modele IFS

en le couplant & un ensemble de points de controle.
Ainsi, les transformations contractantes de ce nou-
veau modele (modele IFS projeté) sont définies et re-
cherchées dans un espace élargi, X = R™. L’approxi-
mation de la forme originale est effectuée en appli-
quant une projection en utilisant les points de controle.

2 DModele d’approximation

Introduits par BARNSLEY[1] en 1988, les IFS permet-
tent de générer des formes géométriques ou des images
[4] grace & un procédé itératif. La modélisation basée
sur les IFS est définie par un triplet (X,d,S) ou:

— (X,d) est un espace métrique complet, X est ap-
pelé espace d’itération;

— § est un semi-groupe qui agit sur les points de X
tel que: p — Tp ou T est un opérateur contrac-
tant, S est appelé semi-groupe d’itération.

Un [FS T (Iterative Function System) est un sous-
ensemble fini de §: Z = {Ty,....Tn—1} avec T; € S.
On note H(X) l'ensemble de compacts non vides de
X. L’opérateur de HUTCHINSON associé est :

KeHX) — IK=TyKU..UTy_1K

Cet opérateur est contractant dans le nouvel espace
métrique complet H(X) et admet un point fixe appelé
attracteur [1]:

A(Z) = lim I"K avec K € H(X)
n—od
Lorsque les opérateurs satisfont certaines conditions

de raccord, cet attracteur est une courbe ou une sur-
face [6]:

AZ) = {6(s.t)| (s,t) € [0,1]*}

olt ¢ est une fonction ¢ : [0,1]* — X.

Classiquement, en interpolation fractale [1] ou en com-
pression fractale [4], 'espace métrique complet X’ uti-
lisé est R ouR?, et le semi-groupe d’itération est consti-
tué d’opérateurs affines contractants. Notre travail con-



siste a élargir 'espace d’itération. Pour cela, nous utili-
sons un espace a coordonnées barycentriques X = B7:

B ={(\)jesl D N =1}

jed

Dans le cas des courbes, nous avons J = {0, ... ,m} [2]
[3], dans le cas des surfaces ou des images nous avons
J ={0,... ,m} x {0,... ,m}. Ainsi, le semi-groupe
d’itération est constitué de matrices dont les colonnes
sont, barycentriques :

S;=A{T|) Ty =1VieJ}
jeJ
Ce choix mene a la généralisation des attracteurs IFS
appelé attracteurs IFS projetés:

PA(T) = {PX| ) € A(Z)}

ot P est un polygone de controle (dans le cas des
courbes) ou une grille de controle (dans le cas des sur-
faces): P = (p;)jes et PA =3, ; A\;p;. En utilisant
cette projection, il est alors possible de construire une
fonction fractale [7] [6] (ici dans le cas des surfaces):

F(st) = Po(s,t) = Z o;i(s,t)p;
JeT
ol ¢(s,t) est un vecteur de fonctions:

B(st) = (d5(s:t))jers

Le processus itératif nécessaire a la construction de

lattracteur d’IFS projeté peut étre fait directement
en appliquant les transformations sur les points de
controle :

PA(Z) = Plim,_oI"K
(limp,—oe PTM)K

VK € H(X). La figure 1 illustre la construction d’une
courbe et la figure 2 celle d’une surface par ce principe.

3 Meéthode d’approximation

Etant donné un ensemble de points (une courbe ou
une surface échantillonnée), le but est de déterminer
le modele IF'S projeté qui donne la meilleure approxi-
mation de cet ensemble. La méthode que nous avons
adoptée consiste a transformer le probléme d’approxi-
mation en un probleme de régression non linéaire. Les
parametres de cette régression non linéaire sont les co-
efficients des matrices de transformation ainsi que les
coordonnées du polygone ou de la grille de controle.
On notera ces parametres sous la forme d’un vecteur
a. Pour pouvoir formaliser le probleme en régression
non linéaire, il est nécessaire d’introduire la notion de
distance entre la fonction fractale Fj issue du vecteur
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F1G. 1 — Construction d’une courbe

de parametres a et les points d’entrée Q. Nous note-
rons d(Fa,Q) cette distance. La solution du probléme
est alors:

aopt(Q) = argmin d(Fa,Q)

Deux cas sont distingués ici: le cas des courbes et le
cas des surfaces de profondeur. Chacun de ces cas im-
plique un modele particulier et un calcul de distance
approprié. La résolution du probléme de régression est
fournie par ’algorithme de LEVENBERG-MARQUARDT
[5].

Dans le cas des courbes, les points d’entrée constituent
une liste ordonnée Q = {Q; € R%i = 0...n}. La dis-
tance entre la courbe fractale F} et la courbe d’entrée
est calculée a l'aide d'une reparamétrisation linéaire
des deux courbes puis un reéchantillonnage uniforme
des deux fonctions obtenues [3]. Il est alors possible
de calculer une distance point a point entre les deux
courbes. La distance globale entre les deux courbes
pourra étre la somme des carrés de ces distances point
a point.

Dans le cas des surfaces de profondeur, les points d’en-
trée constituent une grille d’altitude Q = {Q;; € R,i =
0...n,j =0...n}. Ce cas de figure conduit & utiliser
un modele de surface ol les points de controle sont des
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FiG. 2 Construction d’une surface

scalaires indiquant la hauteur de la surface. La surface
est alors définie par:

(5,t) € [0,1]* — F(s,t) = Zcf)j(s,t)zj eR
jeJ

Le calcul de la distance entre la surface fractale Fy
et les données d’entrée Q = {Q;; € Rii =0...n,j =
0...n} est équivalent au calcul d’une distance entre
deux images (qui seront ajustées & la méme taille si
besoin est).

Remarque : il est possible de faire des simplifications
dans les transformations pour qu’elles n’agissent que
localement. Cela signifie que (T;)x; # 0 seulement pour
quelques valeurs de k et [ qui dépendent de la transfor-
mation T; considérée. On ajoute a cela des conditions
de raccord qui impliquent 'identification de certaines
colonnes dans les transformations :

() e; = (Ty) ey

La résolution est basée sur ’algorithme de LEVENBERG-
MARQUARDT [5]. Cet algorithme combine deux types
d’approximation pour la minimisation de la distance.
La premiere est quadratique, la deuxieme linéaire. Un
mélange de ces deux approximations grace a un coef-
ficient permet de basculer vers celle qui est la plus ap-
propriée. Ces approximations sont calculées grace aux
dérivées partielles de la fonction qui doivent étre four-
nies. Dans notre cas, celles-ci sont calculées numéri-
quement a ’aide d’une perturbation du vecteur de pa-
rametre a [2] [3].

4 Résultats et conclusion

La figure 3 montre 'approximation d’une partie de
contour d’une feuille de platane. En trait plein est

représenté la courbe initiale, en pointillé la courbe ap-
proximée. Le modele utilisé possede 6 points de con-
trole et 3 transformations totalisant 92 parametres.
La courbe initiale est composée de 1250 points. Les fi-
gures 4 et 5 montrent I’approximation d’un contour ex-
trait d’une image avec un modele comprenant 4 points
de controle et 2 transformations (figure 4) et avec un
modele comprenant 6 points de contrdle et 3 trans-
formations (figure 5). Le contour initial possede 210
points. Dans le premier cas I’approximation est moyen-
ne mais ne nécessite que 29 parametres, dans le deux-
ieme cas la qualité est bonne et nécessite 60 parametres.
Il s’agit donc d’un compromis pour lequel 'utilisateur
doit faire un choix. La figure 6 montre l'effet de la
quantification des parametres sur 'erreur faite sur la
courbe.

FiG. 3 — Approxzimation du contour d’une feuille de
platane

Fic. 4  Approximation du contour d’une montagne
avec 4 points de controle et 2 transformations

Fic. 5 — Approzimation du contour d’une montagne
avec 6 points de contréle et 3 transformations
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Fi1G. 6 — Impact de la quantification sur ’erreur d’ap-
proximation pour une courbe

La figure 7 montre I’approximation d’une surface lisse
(paraboloide elliptique). Le modele utilisé est basé sur
une grille de controéle de taille 4 x4 et sur 9 transforma-
tions simplifiées localement. Le nombre de parametres
induit par ce modele est de 232. L’aspect lisse de la
surface est conservé. La figure 8 montre I'approxima-
tion d’une surface topographique. Le modele utilisé est
le méme que précédemment.

e

Fia. 7 — Approzimation d’une surface lisse

- o

F1G. 8 — Approxzimation d’une surface topographique

Les figures 9 et 10 montrent ’approximation de deux
images en niveaux de gris. La premiere a été créée a
l’aide d’un logiciel de dessin, la deuxieéme représente
une photo d’astronomie : une naine blanche. Le PSNR
est de 29.2 dB pour la premiere et 26.4 dB pour la
deuxieme. Le facteur de compression est de 29 ce qui
correspond & un débit de 0.28 bit /pixel.

L’aspect général des images est conservé. On note la
difficulté que le modele a pour représenter des transi-
tions abruptes i.e. 1a ou il n’y a pas de continuité C1.
Il ne s’agit ici que des premiers résultats, le modele

évoluera. Nos travaux en cours concernent I’améliora-
tion de I'approximation des images en plagant les poles
proches des contours par exemple, en vue de la com-
pression des images naturelles.

Fia. 9 — Approzimation d’une image synthétique

FiG. 10 Approzimation d’une image astronomique
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