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Résumé

Une carte combinatoire est un modèle topologique qui permet de représen-
ter les subdivisions de l’espace en cellules et les relations d’adjacences et d’in-
cidences entre ces cellules en n dimensions. Cette structure de données est de
plus en plus utilisée en traitement d’images, mais elle manque encore d’outils
pour les analyser. Notre but est de définir de nouveaux outils pour les cartes
combinatoires nD. Nous nous intéressons plus particulièrement à l’extraction
de sous-cartes fréquentes dans une base de cartes.

Nous proposons deux signatures qui sont également des formes canoniques
de cartes combinatoires. Ces signatures ont chacune leurs avantages et leurs
inconvénients. La première permet de décider de l’isomorphisme entre deux
cartes en temps linéaire, en contrepartie le coût de stockage en mémoire est
quadratique en la taille de la carte. La seconde signature a un coût de stockage
en mémoire linéaire en la taille de la carte, cependant le temps de calcul de
l’isomorphisme est quadratique. Elles sont utilisables à la fois pour des cartes
connexes, non connexes, valuées ou non valuées. Ces signatures permettent de
représenter une base de cartes combinatoires et de rechercher un élément de
manière efficace. De plus, le temps de recherche ne dépend pas du nombre de
cartes présent dans la base.

Ensuite, nous formalisons le problème de recherche de sous-cartes dans
une base de cartes combinatoires nD. Nous implémentons deux algorithmes
pour résoudre ce problème. Le premier algorithme extrait les sous-cartes fré-
quentes par une approche en largeur tandis que le second utilise une approche
en profondeur. Nous comparons les performances de ces deux algorithmes sur
des bases de cartes synthétiques.

Enfin, nous proposons d’utiliser les motifs fréquents dans une application
de classification d’images. Chaque image est décrite par une carte qui est trans-
formée en un vecteur représentant le nombre d’occurrences des motifs fréquents.
À partir de ces vecteurs, nous utilisons des techniques classiques de classifica-
tion définies sur les espaces vectoriels. Nous proposons des expérimentations
en classification supervisée et non supervisée sur deux bases d’images.
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Abstract

A combinatorial map is a topological model that represents the subdivisions
of an nD space into cells and their adjacency relations in n dimensions. This
data structure is increasingly used in image processing, but it still lacks tools
for analysis. Our goal is to define new tools for combinatorial nD maps. We are
particularly interested in the extraction of submaps in a database of maps.

We define two combinatorial map signatures : the first one has a quadratic
space complexity and may be used to decide of isomorphism with a new map in
linear time whereas the second one has a linear space complexity and may be
used to decide of isomorphism in quadratic time. They can be used for connec-
ted maps, non connected maps, labbeled maps or non labelled maps. These
signatures can be used to efficiently search for a map in a database. Moreover,
the search time does not depend on the number of maps in the database.

We introduce the problem of finding frequent submaps in a database of com-
binatorial nD maps. We describe two algorithms for solving this problem. The
first algorithm extracts the submaps with a breadth-first search approach and
the second one uses a depth-first search approach. We compare these two algo-
rithms on synthetic database of maps.

Finally, we propose to use the frequent patterns in an image classification
application. Each image is described by a map that is transformed into a vec-
tor representing the number of occurrences of frequent patterns. From these
vectors, we use standard techniques of classification defined on vector spaces.
We propose experiments in supervised and unsupervised classification on two
image databases.
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Chapitre 1
Introduction générale

CETTE thèse se place dans le cadre du projet ANR SATTIC (Strings And Trees
for Thumbnail Images Classification) dont le but est de définir de nou-
veaux outils pour reconnaître et classifier des images modélisées par des

données structurées. Ces structures peuvent être des chaines [BDF+10,MBD10],
des arbres, ou plus généralement des graphes [TWLB10, SdlHJ10]. . . Plus la
structure de données est complexe, plus la modélisation intègre d’informations,
en contrepartie, plus il est difficile de manipuler ces structures. Par exemple, il
est plus facile de calculer la distance entre deux chaines qu’entre deux graphes,
mais les graphes peuvent modéliser des relations binaires quelconques alors
que les chaines ne peuvent modéliser que les relations d’ordres strictes et to-
tales. Il convient donc de trouver le meilleur compromis entre le pouvoir d’ex-
pression de la structure et la complexité d’utilisation.

Dans ce cadre où chaque image est modélisée par des données structurées,
une méthode de classification d’images se décompose en deux étapes indé-
pendantes : dans un premier temps, il faut une méthode pour transformer une
image en données structurées ; puis il faut traiter ces données pour faire de la
classification d’images ou de la reconnaissance de formes.

Il est possible de représenter une image soit par des descripteurs locaux, tels
que les points saillants, soit par une segmentation globale en régions. Dans cette
thèse, nous nous intéressons plus particulièrement à cette seconde approche.
Il existe différentes structures de données pour modéliser le partitionnement
en régions d’une image. Toutes ces structures sont plus ou moins dérivées du
graphe d’adjacence des régions [Ros74]. Cependant, le graphe d’adjacence ne
permet pas de représenter toute la topologie entre les régions. Pour répondre à
ce manque, les cartes combinatoires 2D ont été définies [Edm60, Tut63, Jac70,
Cor75], elles ont ensuite été étendues en 3D puis en nD [Bri89, Lie89, Lie91].

Les cartes combinatoires sont utilisées dans différents domaines comme la
modélisation géométrique ou le traitement d’images. Dans ces applications,

1
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FIGURE 1.1 – Processus d’extraction de connaissances.

différentes opérations existent permettant de retrouver les informations dé-
crites dans les cartes, ou permettant de construire et de modifier les objets ma-
nipulés. Cependant, il existe très peu d’outils de comparaison de cartes. Récem-
ment, Damiand et al. [DSdlH+11] ont défini l’isomorphisme de sous-cartes per-
mettant de décider l’inclusion d’une carte motif dans une autre carte et proposé
un algorithme polynomial pour résoudre ce problème. Combier et al. [CDS11]
ont défini une distance entre cartes basée sur la plus grande sous-carte com-
mune à deux cartes. L’objectif poursuivi dans cette thèse est plus général et vise
à extraire des connaissances d’une base de cartes combinatoires, connaissances
qui pourront être utilisées pour faire, par exemple, de la classification supervi-
sée ou du clustering. Notre but est de définir ces nouveaux outils sur les cartes
combinatoires de la manière la plus générique possible, c.-à-d. en dimension n
et sans a priori sur l’application, pour que ceux-ci soient utilisables dans n’im-
porte quel contexte.

En 1996, Fayyad [FSS96] décrit le processus d’extraction de connaissances à
partir de bases de données comme un processus itératif composé de plusieurs
étapes. La figure 1.1 illustre ce processus. Tout d’abord, il faut sélectionner
parmi l’ensemble des données à notre disposition le sous-ensemble des don-
nées qui peuvent être intéressantes. L’étape de prétraitement des données vise
à corriger des données manquantes ou erronées. Ensuite, il faut transformer les
données pour qu’elles soient utilisables par l’algorithme de fouille choisi, celui-
ci génère un certain nombre de motifs qu’il faut interpréter pour enfin obte-
nir de nouvelles connaissances sur les données de départ. À la fin, les choix de
chaque étape peuvent être remis en cause, il convient alors de réitérer ce pro-
cessus en faisant des choix différents.

2



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

Parmi toutes les étapes du processus, l’étape de fouille de données est la par-
tie la plus complexe du point de vue algorithmique. De nombreuses méthodes
existent alliant statistiques, mathématiques et informatique, de la régression li-
néaire à l’extraction de motifs fréquents. Toutes ces méthodes ne sont pas ap-
plicables ni adaptables au cas des cartes combinatoires. Dans cette thèse, nous
nous intéressons plus particulièrement au problème de découverte de motifs
fréquents dans une base de cartes combinatoires.

Il s’agit d’un problème qui a été récemment étudié dans le contexte de
graphes [CH94,YMI94,IWM00,KK01,YH02,HRW06]. L’efficacité en pratique des
algorithmes de recherche de motifs fréquents dépend de 2 points clés. Premiè-
rement, le calcul de la fréquence d’un motif est lié à la notion d’isomorphisme
de sous-graphe permettant de décider de l’inclusion d’un graphe motif dans
un autre graphe. Dans le cas des graphes ce problème est NP-complet, ce qui
rend le passage à l’échelle difficile. Ce problème ne se pose pas dans le cas des
cartes combinatoires, car il existe des algorithmes polynomiaux pour résoudre
les problèmes d’isomorphisme de cartes et de sous-cartes. Le second point clé
est le choix de la stratégie d’exploration des motifs : les méthodes en largeur
sont souvent plus simples à mettre en œuvre, mais les performances sont moins
bonnes que pour les méthodes en profondeur. Nous nous intéressons à ces deux
types d’approches dans le cas de la recherche de motifs dans une base de cartes
combinatoires.

Dans le chapitre 2, nous présentons le contexte de cette thèse. Nous décri-
vons les travaux existants sur l’extraction de motifs dans des bases de données
transactionnelles (section 2.1), puis, nous présentons le problème d’extraction
de sous-graphes fréquents ainsi qu’un tour d’horizon des principales méthodes
de résolution de ce problème (section 2.2). Enfin, dans la section 2.3 nous défi-
nissons les cartes combinatoires nD et les notions d’orbites, de cellules et de
connexité, puis nous présentons plusieurs outils existants tels que l’isomor-
phisme de cartes et de sous-cartes.

Les contributions de cette thèse sont présentées dans les chapitres 3 et 4. Le
chapitre 3 introduit des signatures de cartes, qui sont des formes canoniques
de cartes combinatoires (section 3.2). Dans la section 3.2, nous étendons ces si-
gnatures pour représenter une base de cartes. Nous présentons des extensions
de ces signatures aux cas des cartes non connexes et aux cartes valuées dans
les sections 3.3 et 3.4. Puis, nous présentons les résultats d’expériences qui per-
mettent de comparer les caractéristiques de ces deux signatures et de ces deux
représentations de bases de cartes combinatoires (section 3.5). Ces signatures
sont utilisées au chapitre 4 pour extraire des sous-cartes fréquentes d’une base
de cartes. Dans la section 4.1, nous définissons le problème de recherche de
sous-cartes fréquentes. Puis, dans les sections 4.2 et 4.3, nous proposons deux
algorithmes qui résolvent ce problème. Le premier algorithme intitulé MapA-
Priori utilise une approche en largeur pour découvrir les motifs, tandis que le
second, nommé mSpan utilise une approche en profondeur. Ces deux algo-
rithmes sont comparés expérimentalement sur des bases de cartes synthétiques
dans la section 4.4.

3



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

Dans le chapitre 5, nous donnons un aperçu des applications possibles
de sous-cartes fréquentes dans différents domaines tels que la classification
d’images, la classification de documents manuscrits ou encore les pavages.

Enfin, dans le chapitre 6, nous présentons le bilan de nos travaux et nous
proposons des perspectives pour améliorer et appliquer nos algorithmes.

Les travaux présentés dans cette thèse ont été publiés dans les articles sui-
vants :

– les signatures de cartes décrites au chapitre 3 ont été publiés dans [GDS09,
GDS10, GDS11a] ;

– l’algorithme mSpan décrit au chapitre 4 a été publié dans [GDS11b].

4
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État de l’art
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2.1.2 Algorithmes de calcul d’ensembles d’attributs fréquents 8

2.2 Extraction de motifs fréquents dans des bases de graphes . . . 10

2.2.1 Définition du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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2.3.2 Orbites, Cellules et connexité . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3.3 Morphismes de cartes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

L’OBJECTIF de cette thèse est de définir un certain nombre d’outils sur les
cartes combinatoires et plus particulièrement d’extraire des sous-cartes
fréquentes dans une base de cartes combinatoires. Les cartes combi-

natoires sont une structure de données qui permettent de modéliser le plon-
gement de graphes dans un espace nD. Ainsi, nos algorithmes d’extraction
de sous-cartes fréquentes sont adaptés des algorithmes d’extraction de sous-
graphes fréquents qui eux-mêmes sont adaptés des algorithmes d’extraction de
motifs fréquents dans des bases de données transactionnelles. C’est pourquoi
nous présenterons dans un premier temps (en section 2.1) le problème de re-
cherche de motifs fréquents dans une base de données transactionnelles. Puis,
dans la section 2.2, nous présenterons les travaux existants sur l’extraction de
sous-graphes fréquents. Ces deux sections se décomposent de manière simi-
laire, tout d’abord nous définissons le problème étudié, puis nous présentons
les méthodes de résolution selon deux catégories, les méthodes en largeur, qui
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CHAPITRE 2. ÉTAT DE L’ART

historiquement ont été les premières à voir le jour, et les méthodes en profon-
deur, qui sont généralement les plus efficaces. Enfin, en section 2.3 nous présen-
tons en détail les cartes combinatoires ainsi que des outils existants qui seront
utiles pour calculer les sous-cartes fréquentes.

2.1 Extraction de motifs fréquents dans des bases de
données transactionnelles

Depuis quelques décennies, l’augmentation des capacités des ordinateurs
permet de stocker de plus en plus de données. Les quantités de données étant
devenues trop importantes pour être analysées par des opérateurs humain,
de nouvelles méthodes d’analyses automatiques ont vu le jour. C’est dans ce
contexte que les méthodes de fouille de données ont vu le jour au début des
années 90. Un premier problème bien connu est « l’analyse du panier de la mé-
nagère », qui consiste à trouver des produits qui seraient souvent achetés en-
semble à partir de tickets de caisses de millions d’achats.

2.1.1 Définition du problème

En 1993, Agrawal et al. définissent le problème de recherche de règles d’as-
sociations dans une base de données transactionnelle [AIS93]. Il est formalisé
de la façon suivante : Soient

– I = {i1, . . . , im} un ensemble de m attributs ;
– T une base de transactions, où chaque transaction t ∈ T décrit une rela-

tion binaire sur I, c.-à-d. , ∀i ∈ I, t[i] = 1 si l’objet i est présent dans t et
t[i] = 0 sinon.

Un motif M est un sous-ensemble d’attributs de I, c.-à-d. M ⊆ I. M est
présent dans une transaction t ssi ∀i ∈ M, t[i] = 1. Le support d’un motif M ,
noté support(M), est le nombre de transactions où M est présent. Cette no-
tion de support est aussi appelée fréquence absolue. Notons qu’il existe aussi
une notion de fréquence relative qui donne le nombre de transactions où M
est présent relativement à la taille de la base de données |T |. Pour éviter les
confusions, nous notons support pour la fréquence absolue et fréquence pour
la fréquence relative. La fréquence d’un motif M est notée freq(M) = support(M)

|T | .
Soit un seuil minSupport entier (resp. minFreq réel compris entre 0 et 1), l’ob-
jectif est de trouver tous les motifs qui ont un support (resp. fréquence) su-
périeur ou égal à minSupport (resp. minFreq). Un motif M est dit fréquent ssi
support(M) ≥ minSupport (resp. freq(M) ≥ minFreq).

Exemple 1. Le tableau 2.1 montre un exemple de base de données transaction-
nelle. La base est composée de 5 transactions et de 4 attributs.

support(B) = |{t2, t3, t4, t5}| = 4, freq(B) = 4/5 = 0, 8. Pour simplifier la
notation, nous notons de manière condensée ABC pour le motif {A,B,C}.

support(ABC) = |{t3, t5}| = 2, freq(ABC) = 2/5 = 0, 4.
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H
HHHHHT

I
A B C D

t1 0 0 1 1
t2 0 1 1 0
t3 1 1 1 0
t4 0 1 0 0
t5 1 1 1 1

TABLE 2.1 – Exemple de base de données transactionnelle composée de 5 tran-
sactions (t1 à t5) et 4 attributs (A,B,C,D).

FIGURE 2.1 – Treillis des motifs possibles pour la base de la table 2.1. Le support
de chaque sous-ensemble est indiqué entre parenthèses à droite.
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Notons que dans le pire des cas, le problème de recherche de motifs fré-
quents est exponentiel par rapport au nombre d’attributs. En effet, s’il y a n at-
tributs, il y a 2n motifs possibles et dans le pire des cas ils sont tous fréquents. Le
nombre de motifs possibles ne dépend pas du nombre de transactions.

L’ensemble des motifs possibles pour un ensemble d’attributs I peut être
représenté sous forme d’un treillis. La figure 2.1 illustre l’ensemble de tous les
motifs possibles pour l’exemple du tableau 2.1. Les motifs sont ordonnés de
haut en bas selon la relation d’inclusion ensembliste, tout en haut l’ensemble
vide et tout en bas l’ensemble I. Nous notons k-motif, un motif du niveau k,
c.-à-d. un motif qui contient k attributs. Le support de chaque motif est donné
entre parenthèses.

Une fonction f : A → B est anti-monotone si ∀a ∈ A, b ∈ B, a ≤ b =⇒
f(a) ≥ f(b). La fréquence et le support ont pour caractéristique de décroître
en fonction de la relation d’inclusion ensembliste ⊆, c.-à-d. pour deux motifs
M1 ⊆ M2 ⊆ I, freq(M1) ≥ freq(M2). La fréquence et le support sont donc des
fonctions anti-monotones, ce qui implique pour la notion de motif fréquent que
si un motif M1 n’est pas fréquent alors pour tout motif M tel que M1 ⊆ M ⊆ I,
M n’est pas fréquent. Dans la figure 2.1, nous pouvons vérifier la décroissance
du support le long d’un chemin allant de l’ensemble vide au motif ABCD, par
exemple support(∅) = 5, support(B) = 4, support(BC) = 3, support(ABC) = 2,
support(ABCD) = 1. Pour cet exemple, si le seuil minSupport= 2, les motifs
fréquents sont en rouge et les motifs non fréquents en noir, nous pouvons re-
marquer une frontière entre les motifs fréquents et non fréquents dans le treillis.
Cette frontière existe toujours pour des contraintes anti-monotones, telles que
la contrainte de fréquence.

2.1.2 Algorithmes de calcul d’ensembles d’attributs fréquents

De nombreux algorithmes ont été développés pour résoudre le problème de
recherche d’ensembles d’attributs fréquents [PCY95, HS95, Mue95, Omi, Toi96,
BMUT97,LK98,Lin98], nous en détaillerons seulement deux, qui nous semblent
les plus importants. Les algorithmes de recherche de motifs fréquents peuvent
se séparer en deux catégories, les méthodes qui calculent les motifs du treillis
en largeur d’abord et celles qui les calculent en l’explorant en profondeur. His-
toriquement, les premières méthodes qui sont apparues sont les méthodes en
largeur.

Algorithme APriori [AS94] Le premier algorithme à résoudre le problème de
recherche de motifs fréquents est l’algorithme APriori [AS94]. Le principe de
l’algorithme APriori est de calculer les motifs du treillis en largeur d’abord, ni-
veau par niveau. Le premier niveau, L1, est initialisé avec l’ensemble des at-
tributs fréquents. Chaque niveau Lk est construit en combinant des motifs du
niveau précédent, Lk−1. L’algorithme 1 décrit ce processus.

La fonction APRIORI-GEN prend pour paramètre Lk−1, l’ensemble des mo-
tifs fréquents composés de k − 1 attributs et retourne un ensemble de motifs
candidats composés de k éléments. Un motif candidat est un motif dont nous
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Algorithme 1: APriori((I, T ),minSupport)

Entrées : une base de données transactionnelles (I, T ) et un entier
minSupport.

Sortie : l’ensemble de tous les motifs fréquents.
1 L1 ← attributs fréquents
2 k ← 2
3 tant que Lk−1 6= ∅ faire
4 Ck ← APRIORI-GEN(Lk−1)
5 pour chaque transaction t ∈ T faire
6 Ct ← subset(Ck, t)
7 pour chaque candidat c ∈ Ct faire
8 c.support← c.support+ 1

9 Lk ← {c ∈ Ck|c.support ≥ minSupport}
10 retourner {L1, L2, . . . , Lk}

ignorons s’il est fréquent ou non. La génération d’un candidat s’effectue en deux
étapes : la première étape est une jointure entre deux motifs de taille k − 1 qui
ont k−2 attributs en commun. Par exemple, la jointure des motifsABC etABD
donne ABCD, par contre, la jointure de ABC et CDE ne donne rien, car il n’y
a pas k − 2 attributs en commun. La seconde étape est une étape d’élagage.
Pour chaque k-motif Mk généré par l’étape de jointure, il faut tester si tous les
(k − 1)-motifs Mk−1 ⊆ Mk sont fréquents, c.-à-d. s’ils sont tous présents dans
Lk−1. Par exemple, prenons L3 = {ABC,ABD,ACD,ACE,BCD}, après l’étape
de jointure, C4 = {ABCD,ACDE}. L’étape d’élagage supprime le motif ACDE,
car son sous-motif ADE n’est pas présent dans L3, à la fin de l’exécution de
APRIORI-GEN(L3), C4 = {ABCD}.

La fonction subset prend pour paramètres l’ensemble des candidats Ck et
une transaction t et elle retourne le sous-ensemble des motifs c ∈ Ck présents
dans t. Cela permet de calculer la fréquence exacte de chaque candidat (lignes
7-8), et ensuite, seuls les motifs fréquents sont conservés (ligne 9) pour le pro-
chain pas de la boucle principale.

Le problème des approches en largeur réside dans le calcul de la fréquence
des motifs. Il est nécessaire soit d’accéder un grand nombre de fois à la base de
données, soit de stocker pour chaque motif la liste des transactions dans les-
quelles il est présent.

Algorithme Eclat [ZPO+97, Zak00] Le premier algorithme proposant une ap-
proche en profondeur est l’algorithme Eclat. Cette méthode consiste à énumé-
rer les motifs fréquents dans un ordre prédéfini. Par exemple, les motifs ADEB
etABDE sont les mêmes motifs et il existe plusieurs façons de générer ce motif.
En choisissant d’ordonner les motifs par ordre lexicographique, le motif ABDE
ne sera généré qu’une seule fois, par son parent ABD, et il sera généré seule-
ment si ABD est fréquent. Ce principe simple améliore grandement les perfor-
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mances de l’algorithme, malheureusement il est difficilement adaptable dans le
cas des graphes ou des cartes combinatoires.

L’algorithme Eclat a plusieurs avantages, il utilise des classes d’équivalences
qui sont indépendantes, il peut donc être parallélisé et après le partitionnement
aucune communication n’est nécessaire entre les processus. Les classes d’équi-
valences sont basées sur la notion de préfixe commun, par exemple, les mo-
tifs ABC, ABD et ABE font partie de la même classe d’équivalence, car ils ont
le motif AB pour préfixe commun. Les 4-motifs qui peuvent être générés par
cette classe d’équivalence sontABCD,ABCE etABDE. Notons que ces motifs
ne peuvent pas être générés par une autre classe d’équivalence.

2.2 Extraction de motifs fréquents dans des bases de
graphes

2.2.1 Définition du problème

Le problème existant le plus proche de celui que nous traitons dans cette
thèse est le problème d’extraction de sous-graphes fréquents. Un graphe est une
structure de données très utilisée en mathématique et en informatique qui per-
met de représenter des relations (arêtes) entre des objets (sommets). De plus,
des étiquettes sur ces sommets et ces arêtes permettent de décrire ces objets
et ces relations, c’est pourquoi les graphes sont utilisés dans des domaines très
variés. La définition 1 donne la définition formelle de graphe étiqueté et la fi-
gure 2.2 donne trois exemples de graphes étiquetés. Par la suite, nous noterons
graphe pour un graphe étiqueté.

Définition 1 (Graphe étiqueté).
Un graphe est un tuple G = (S,A,E, e) avec :

– S est un ensemble fini de sommets ;
– A ⊆ S × S est un ensemble d’arêtes ;
– E est l’ensemble des différentes étiquettes possibles ;
– e : S∪A→ E, est une fonction qui associe une étiquette à chaque sommet

et chaque arête.

Dans le problème de recherche de motifs fréquents dans une base de graphe,
les motifs considérés sont des sous-graphes connexes 1. Un graphe est dit
connexe si pour tous les couples de sommets u et v appartenant à S, il existe
un chemin entre u et v, c.-à-d. une suite d’arêtes permettant d’atteindre v à par-
tir de u.

Il existe deux types de sous-graphes :
– un sous-graphe induit est obtenu en supprimant des sommets, c.-à-d. G′

est un sous-graphe induit de G si S ′ ⊆ S et A′ = A ∩ S ′ × S ′ ;
– un sous-graphe partiel est obtenu en supprimant des sommets et des

arêtes, c.-à-d.G′ est un sous-graphe partiel deG siS ′ ⊆ S etA′ ⊆ A∩S ′×S ′.
1. seuls les motifs connexes sont considérés pour réduire le nombre de motifs possibles, ce-

pendant, il est facile de retrouver tous les motifs non connexes par un post-traitement.
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FIGURE 2.2 – Exemple de trois graphes étiquetés. Le graphe (b) est un sous-
graphe induit du graphe (a), et le graphe (c) est un sous-graphe partiel du graphe
(a).

Dans les deux cas, les étiquettes des sommets et des arêtes sélectionnées sont
conservées. La figure 2.2 donne un exemple d’un sous-graphe induit et d’un
sous-graphe partiel.

La définition du problème de sous-graphes fréquents est donnée dans la dé-
finition 2.

Définition 2 (Extraction de sous-graphes fréquents).
Étant donnés une base de graphes B et un seuil de fréquence minimale σ, l’ob-
jectif est de trouver tous les graphes connexes qui sont isomorphes à des sous-
graphes d’au moins σ · |B| graphes de B.

Le problème d’extraction de sous-graphes fréquents est très proche dans sa
formulation du problème d’extraction d’ensembles d’attributs fréquents, ce-
pendant plusieurs complications apparaissent. Premièrement, savoir si deux
motifs sont identiques est un aspect qui est trivial dans le cas des ensembles
d’attributs, mais qui devient complexe avec les graphes. En effet, dans le cas
des attributs, pour savoir si ACB et BCA sont identiques, il suffit de fixer un
ordre sur les attributs et de trier les motifs dans l’ordre choisi. Ici, si l’on choi-
sit l’ordre lexicographique, les deux motifs s’écrivent sous la forme ABC et la
comparaison est faite en temps linéaire. Dans le cas des graphes, il faut soit
calculer une forme canonique [BL83] des deux motifs et vérifier si elles sont
identiques, soit tester s’il existe un isomorphisme entre les deux motifs. Ces
deux problèmes sont équivalents. Le problème d’isomorphisme de graphe est
isomorphe-complet, c.-à-d. il appartient à NP , mais il n’a pas été prouvé qu’il
été NP-complet, mais pour autant il n’existe pour le moment aucun algorithme
polynomial pour le résoudre. Il existe cependant des algorithmes efficaces pour
résoudre le problème d’isomorphisme de graphes [McK78, McK81]. La défini-
tion 3 donne la définition d’isomorphisme de graphes. La fonction d’isomor-
phisme apparie chaque sommet de S à un sommet de S ′ avec pour contraintes
que les étiquettes de deux sommets appariés soient identiques et que s’il existe
une arête entre deux sommets, il faut qu’il y ait une arête entre les deux som-
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mets auxquels ils sont appariés et que ces arêtes aient la même étiquette. No-
tons qu’un isomorphisme d’un graphe avec lui même est appelé automor-
phisme.

Définition 3 (Isomorphisme de graphes).
Soient deux graphes G = (S,A,E, e) et G′ = (S ′, A′, E ′, e′). Un isomorphisme
entre G et G′ est une fonction bijective f : S → S ′ telle que :

– ∀u ∈ S, e(u) = e′(f(u)) ;
– ∀(u, v) ∈ S × S, (u, v) ∈ A⇔ (f(u), f(v)) ∈ A′ ;
– ∀(u, v) ∈ A, e(u, v) = e′(f(u), f(v))

La seconde complication vient cette fois de la difficulté à calculer l’inclu-
sion d’un motif dans un autre. Dans le cas des ensembles d’attributs, cela se
fait de façon linéaire si les motifs sont triés par ordre lexicographique, tandis
que dans le cas des graphes, cela revient à calculer un isomorphisme de sous-
graphes. Ce problème est NP-complet [GJ79] et les meilleurs algorithmes ont
une complexité exponentielle [CFSV99, CFSV04, Sol10]. Pourtant ce problème
est un point clé de la fouille de graphes, car c’est la recherche d’isomorphisme
de sous-graphe (motif) dans un graphe (transaction) qui permet de calculer la
fréquence de ce motif.

Un isomorphisme de sous-graphe est un isomorphisme entre un graphe mo-
tif G et un sous-graphe d’un graphe cible G′. Selon que l’on considère un sous-
graphe deG′ partiel ou induit, l’isomorphisme de sous-graphe est partiel ou in-
duit. Les définitions formelles d’isomorphismes de sous-graphes induits et de
sous-graphes partiels sont données respectivement dans les définitions 4 et 5.

Définition 4 (Isomorphisme de sous-graphes induit).
Soient deux graphes G = (S,A,E, e) et G′ = (S ′, A′, E ′, e′). G est isomorphe à un
sous-graphe induit de G′ s’il existe une fonction injective f : S → S ′ telle que :

– ∀(u, v) ∈ S × S, (u, v) ∈ A⇔ (f(u), f(v)) ∈ A′ ;
– ∀u ∈ S, v ∈ S ′, v = f(u) =⇒ e(u) = e′(v) ;
– ∀(u, v) ∈ A, (x, y) ∈ A′, (x, y) = (f(u), f(v)) =⇒ e(u, v) = e′(x, y).

Définition 5 (Isomorphisme de sous-graphes partiel).
Soient deux graphes G = (S,A,E, e) et G′ = (S ′, A′, E ′, e′). G est isomorphe à un
sous-graphe partiel de G′ s’il existe une fonction injective f : S → S ′ telle que :

– ∀(u, v) ∈ A, (f(u), f(v)) ∈ A′ ;
– ∀u ∈ S, v ∈ S ′, v = f(u) =⇒ e(u) = e′(v) ;
– ∀(u, v) ∈ A, (x, y) ∈ A′, (x, y) = (f(u), f(v)) =⇒ e(u, v) = e′(x, y).

Un troisième problème est la notion de fréquence d’un motif. En effet,
contrairement aux ensembles d’attributs, un motif peut être présent plusieurs
fois dans une même transaction dans le cas des graphes. Il existe plusieurs pos-
sibilités pour calculer la fréquence d’un motif, le choix majoritairement retenu
est de compter le nombre de transactions où le motif est présent, qu’il soit pré-
sent une fois ou plus. Ce choix vient du fait que la fonction de fréquence n’est
pas anti-monotone dans le cas où toutes les occurrences d’un motif sont comp-
tées. De plus, un motif peut posséder des automorphismes, c.-à-d. un isomor-
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freq 1 1 1
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FIGURE 2.3 – Exemple des différentes fréquences pour un motif dans un graphe.
Le tableau donne les valeurs des différentes fréquences pour les motifs (b), (c)
et (d) dans le graphe (a). La ligne freq correspond à la fréquence la plus utilisée
qui compte 1 si le motif est présent dans un graphe et 0 sinon. La ligne occ cor-
respond au nombre d’occurrences du motif dans le graphe et la ligne auto cor-
respond au nombre d’occurrences multiplié par le nombre d’automorphismes
du motif.

phisme avec lui même. Une autre fonction de fréquence est donc définie en
comptant toutes les occurrences d’un motif et en multipliant par le nombre
d’automorphismes qu’il contient, cependant cette fréquence n’a toujours pas
la propriété d’anti-monotonie. La figure 2.3 donne un exemple des différentes
fréquences possibles. Le motif (b) est un sous-motif de (c) qui est lui même
un sous-motif de (d), nous remarquons que pour la fréquence appelée occ qui
compte le nombre d’occurrences d’un motif, occ(b) > occ(c) mais occ(b) < occ(d),
le même problème se pose avec auto qui prend en compte le nombre d’auto-
morphismes d’un motif.

Ces problèmes qui apparaissent dans le cadre de la fouille de graphes sont
aussi des points clés dans la fouille de cartes combinatoires.

2.2.2 Algorithmes de calcul de sous-graphes fréquents

Il existe un grand nombre d’algorithmes qui calculent les sous-graphes fré-
quents dans une base de graphes. Certains résolvent ce problème pour des
types de graphes particuliers comme des chaines [AS95, Zak01], des arbres
[XYLD03,Zak05], ou encore des graphes planaires [HRW06]. Ces sous problèmes
sont plus simples, car il existe des algorithmes plus efficaces pour résoudre
l’isomorphisme et le sous-isomorphisme de ces graphes particuliers. En effet,
il existe des algorithmes polynomiaux pour résoudre ces deux problèmes. Les
méthodes que nous allons présenter dans la suite de cette section sont des mé-
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thodes qui résolvent le cas général de graphes étiquetés quelconques. Nous sé-
parons ces méthodes en deux types, les méthodes en largeur et les méthodes en
profondeur.

Méthodes en largeur Les méthodes en largeur sont basées sur l’algorithme
APriori. Elles calculent les motifs niveau par niveau, en combinant les motifs
du niveau k−1 pour calculer les motifs du niveau k. Dans le cas des graphes, un
motif de niveau k est un graphe de k arêtes (ou de k sommets pour l’algorithme
AGM).

AGM [IWM00] AGM est le premier algorithme à répondre à ce problème et
il a la particularité d’être le seul à utiliser la notion de sous-graphe induit. Cet
algorithme consiste en une adaptation de l’algorithme Apriori. Les graphes sont
représentés par leur matrice d’adjacence et l’algorithme propose une fonction
de jointure qui, à partir de deux matrices de niveau k − 1, produit une matrice
de niveau k. Ensuite, il vérifie que tous les sous-motifs de niveau k− 1 sont bien
fréquents et si c’est le cas, il calcule la fréquence du motif candidat. Les deux
principaux problèmes d’AGM sont l’espace mémoire utilisé qui augmente de
manière exponentielle avec le niveau k et la fonction de jointure qui construit
un grand nombre de fois des motifs identiques.

FSG [KK01] L’algorithme FSG, réalisé après AGM est aussi une approche
en largeur. Il corrige donc quelques défauts de la première méthode. Ici, les mo-
tifs considérés sont des sous-graphes partiels. Premièrement, deux motifs iso-
morphes seront forcément considérés comme un même motif. Ensuite, l’opé-
ration de jointure permet de diminuer le nombre de candidats qui sont générés
de façon redondante, cependant il ne les supprime pas tous. Enfin, il améliore
la phase de calcul de la fréquence en associant à chaque motif la liste des tran-
sactions qui contiennent ce motif. Lorsqu’un k-motif candidat est généré, l’al-
gorithme vérifie que tous ses sous motifs de niveau k − 1 sont fréquents et si
c’est le cas, il fait l’intersection des listes d’occurrences de ces (k-1)-motifs. Soit
l’intersection des transactions qui contiennent ses sous-motifs ne permet pas
de dépasser le seuil de fréquence fixé, soit il faut vérifier l’isomorphisme de ce
motif pour les transactions en question. Il y a donc un niveau de plus d’élagage
par rapport à AGM, ce qui réduit le nombre de calculs d’isomorphisme de sous-
graphe qui est très coûteux en temps.

Méthodes en profondeur Comme pour l’extraction d’ensembles d’attributs
fréquents, des méthodes explorant l’ensemble des sous-graphes fréquents en
profondeur ont permis d’améliorer les performances.

gSpan [YH02] Partant du constat que la génération des candidats est beau-
coup plus compliquée que dans le cas des attributs fréquents et que le calcul
d’isomorphisme de sous-graphe est très coûteux en temps, l’algorithme gSpan
propose une approche totalement différente des deux précédentes. En effet, il
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arête DFS_Code(b) DFS_Code(c) DFS_Code(d)
0 (0,1,X,a,Y) (0,1,Y,a,X) (0,1,X,a,Y)
1 (1,2,Y,b,X) (1,2,X,a,X) (1,2,X,a,Y)
2 (2,0,X,a,X) (2,0,X,b,Y) (2,0,Y,b,X)
3 (2,3,X,c,Z) (2,3,X,c,Z) (2,3,Y,b,Z)
4 (3,1,Z,b,Y) (3,0,Z,b,Y) (3,0,Z,c,X)
5 (1,4,Y,d,Z) (0,4,Y,d,Z) (2,4,Y,d,Z)

FIGURE 2.4 – Exemples de différents parcours d’un graphe. b, c et d sont trois par-
cours possible du graphe a. Ces trois parcours produisent 3 DFS codes différents
donnés dans le tableau.

utilise une approche en profondeur et utilise une représentation canonique de
graphe appelée DFS code. Ce code consiste à faire un parcours en profondeur
d’un graphe, en codant dans une chaine les arêtes et les sommets ainsi que
leurs étiquettes dans l’ordre dans lequel ils sont rencontrés. Le code est donc
une concaténation de tuples (i, j, e(i), e(i, j)), e(j)) où i et j sont des sommets
du graphe. Un même graphe peut produire différents DFS code, mais en fixant
un ordre sur les étiquettes il est possible de fixer un ordre sur les codes, et donc
il existe un code minimal qui correspond à une forme canonique du graphe. La
figure 2.4 montre un exemple de différents parcours possibles pour un graphe.

De plus, la construction de ce code est incrémentale. Lorsqu’une arête est
ajoutée à un motif, le DFS code est mis à jour. Soit ce code est minimal et donc, le
motif candidat est pris en compte, soit ce code n’est pas minimal et alors le motif
est ignoré. De plus, l’algorithme utilise le principe d’ extension par la droite (de
l’anglais Rigthmost extension) qui consiste à toujours accroître un motif sur le
chemin le plus à droite. La figure 2.5 illustre ce principe. Les auteurs ont mon-
tré que cette contrainte sur l’ordre de génération des candidats permettait de
construire tous les motifs fréquents.

Grâce à cela, il n’est pas nécessaire de stocker en mémoire une liste de can-
didats. L’algorithme gSpan utilise donc très peu de mémoire vive et peut donc
extraire un nombre très important de motifs.

FFSM [HP03] FFSM de l’anglais Fast Frequent Subgraph Mining repré-
sente des graphes comme des matrices triangulaires (les étiquettes des nœuds
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a b c d e f

b0 b1 b2 b3 e0 e1 e2

FIGURE 2.5 – Exemple d’extension par la droite. Le graphe a peut être étendu
en ajoutant une arête sur un des sommets le plus à droite (les sommets en noir)
pour former les graphes de b à f . Les graphes b0 à b3 (resp. e0 à e2) correspondent
à des extensions du graphe b (resp. e).

sont sur la diagonale, les étiquettes des arêtes sont partout ailleurs). Le matrix-
code est la concaténation de toutes les valeurs, de gauche à droite et ligne par
ligne. En utilisant l’ordre lexicographique sur les étiquettes, deux graphes iso-
morphes ont le même code canonique (CAM - Canonical Adjacency Matrix).
FFSM utilise deux opérations pour générer de nouveaux motifs. La jointure de
deux matrices et l’extension d’une matrice par une arête, seulement sur le der-
nier sommet de la matrice canonique. Pour chaque nouveau motif, FFSM per-
mute les lignes de la matrice pour vérifier si la matrice produite est sous sa
forme canonique. Si non, le motif peut être ignoré. FFSM stocke une liste des
occurrences de chaque motif pour éviter des tests d’isomorphisme de graphes.

Gaston [NK05] L’algorithme Gaston est une des principales références
dans ce domaine avec gSpan et FFSM. En partant du constat qu’un certain
nombre de motifs extraits par les précédents algorithmes sont des chaines ou
des arbres, il calcule dans un premier temps les chaines maximales, puis les
arbres maximaux et enfin les graphes (qui ne sont ni des chaines, ni des arbres)
fréquents. Cela permet de limiter l’utilisation de l’isomorphisme de graphes qui
est très coûteux aux seuls cas où ce ne sont ni des arbres ni des chaines et d’uti-
liser des méthodes qui ont une complexité beaucoup plus faible dans les autres
cas.

Comparaison de ces méthodes (Wörlein et al. 2005 [WMFP05]) Dans cet
article, une comparaison indépendante a été réalisée en codant les 4 algo-
rithmes (gSpan, FFSM, Gaston et MoFa [BB02] qui est un algorithme dédié à
la recherche de motifs fréquents dans des graphes moléculaires), en utilisant
les mêmes structures de données. Des tests ont été réalisés sur des bases de
données synthétiques et des bases de données moléculaires. Il ressort de ces

16



CHAPITRE 2. ÉTAT DE L’ART

expérimentations que les trois algorithmes (gSpan, FFSM et Gaston) sont les
plus compétitifs et qu’ils ont des performances très proches.

2.3 Introduction aux cartes combinatoires

Dans la section précédente, nous avons étudié différentes méthodes de
fouille de graphes que nous adapterons au chapitre 4 pour la structure de don-
nées que nous utilisons : les cartes combinatoires. Dans cette section, nous don-
nons la définition des cartes combinatoires et nous décrivons plusieurs notions
qui nous seront utiles pour faire de la fouille de cartes, notamment les notions
de cellules, de sous-cartes et d’isomorphismes.

2.3.1 Cartes combinatoires nD

Une carte combinatoire est un modèle topologique qui permet de repré-
senter les subdivisions de l’espace et les relations d’adjacences et d’incidences
entre elles. Ce modèle a été défini dans un premier temps en 2D [Edm60, Tut63,
Jac70, Cor75] pour représenter les plongements dans un plan de graphes pla-
naires et a ensuite été étendu pour représenter des objets nD orientables et sans
bords [Bri89,Lie89,Lie91]. Enfin, les cartes combinatoires avec bords ont été dé-
finies pour représenter des objets nD orientables et ouverts [PABL07]. Toutes les
définitions sur les cartes combinatoires que nous présentons dans cette section
peuvent être retrouvées dans [Dam10].

Une carte combinatoire de dimension n est définie par un ensemble de brins
et un ensemble de fonctions βi (avec 1 ≤ i ≤ n) où chaque βi est une relation
d’adjacence entre les cellules de dimension i. Par exemple, β1 est une permuta-
tion qui relie deux arêtes (cellules 1D). β2 est une involution, qui représente la
relation d’adjacence entre les faces (cellules 2D). β3 est une involution, qui re-
présente la relation d’adjacence entre les volumes (cellules 3D) et ainsi de suite
pour les n dimensions. Deux brins en relation par une fonction βi sont dits i-
cousus.

La figure 2.6 montre comment un objet 2D peut être représenté par une carte
combinatoire 2D.

Avant de définir les cartes combinatoires, nous devons introduire quelques
définitions mathématiques utiles pour la suite :

Une permutation sur un ensembleE est une bijection deE dansE. Nous in-
troduisons ci-dessous la notion de permutation partielle, permettant de ne pas
relier entre eux certains éléments de E, qui sont dans ce cas reliés à un élément
ε La définition de permutation partielle ainsi que son inverse est donnée dans
la définition 6.

Définition 6 (Permutation partielle).

Soit E un ensemble. Une fonction f de E ∪ {ε} → E ∪ {ε} est une permutation
partielle sur E si :
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(a) (b) (c)

FIGURE 2.6 – Étapes de transformation d’un objet 2D en une carte combinatoire
2D. (a) L’objet de départ. (b) L’objet est décomposé en faces. (c) Chaque face
est décomposée en brins, chaque brin est 1-cousu au brin suivant dans la face
(dans le sens des flèches). Notons que, là où il y avait une arête entre deux faces
dans l’objet de départ, il y a 2 brins dans la carte combinatoire et ces deux brins
sont 2-cousus.

E a b c d e
f b c d e a
f ′ c a ε b ε

TABLE 2.2 – Exemple d’une permutation f et d’une permutation partielle f ′ sur
un ensemble E.

1. f(ε) = ε ;

2. ∀e ∈ E, ∀e′ ∈ E, f(e) = f(e′) 6= ε⇒ e = e′.

L’inverse f−1 de cette permutation partielle est également une permutation par-
tielle définie par :

1. f−1(ε) = ε ;

2. ∀e ∈ E, si ∃e′ ∈ E, f(e′) = e, alors f−1(e) = e′, sinon f−1(e) = ε.

Le tableau 2.2 donne un exemple de permutation partielle.
Une involution sur un ensemble E est une permutation f telle que ∀e ∈

E, f(f(e)) = e. Nous étendons cette définition à la notion d’involution partielle
permettant là encore de ne pas relier entre eux certains éléments de E. La défini-
tion d’involution partielle ainsi que son inverse est donnée dans la définition 7.

Définition 7 (Involution partielle).

Soit E un ensemble, et f une permutation partielle sur E. f est une involution
partielle si ∀e ∈ E, f(e) 6= ε⇒ f(f(e)) = e.

Le tableau 2.3 donne un exemple d’involution partielle.
Nous introduisons la notion de carte ouverte, plus générale que celle de carte

fermée initialement introduite dans [Lie91] : dans une carte ouverte, certains
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E a b c d e
f b a d c e
f ′ c ε a ε ε

TABLE 2.3 – Exemple d’une involution f et d’une involution partielle f ′ sur un
ensemble E.

brins peuvent ne pas être i-cousus alors que dans une carte fermée tous les
brins doivent l’être. Dans cette thèse, nous noterons cartes combinatoires pour
des cartes combinatoires ouvertes. La définition 8 donne la définition formelle
d’une carte combinatoire nD.

Définition 8 (Carte combinatoire).
Une carte combinatoire nD (ou n-carte) est un (n + 1)-uplet C = (B, β1, . . . , βn)
tel que

1. B est un ensemble fini de brins ;

2. β1 est une permutation partielle sur B ;

3. ∀ 2 ≤ i ≤ n, βi est une involution partielle sur B ;

4. ∀ 1 ≤ i ≤ n− 2, ∀ i+ 2 ≤ j ≤ n, βi ◦ βj est une involution partielle sur B.

La fonction β1 permet à partir d’un brin, de parcourir l’ensemble des brins
d’une face dans un ordre donné, la fonction β−11 permet de parcourir ces brins
dans le sens inverse.

Pour simplifier les notations, nous noterons par la suite β0 = β−11 .
Dans le cadre des cartes ouvertes, des brins peuvent ne pas être cousus à

d’autres brins pour une dimension i, dans ce cas ils sont i-libres. Nous notons ε
l’élément auquel tous les brins i-libres sont i-cousus et nous posons ∀i, 1 ≤ i ≤
n, βi(ε) = ε.

Définition 9 (Brin libre).

Soit une n-carte C = (B, β1, . . . , βn), i ∈ [0;n]etb ∈ B. b est i-libre, si βi(b) = ε.

Exemple 2. La figure 2.7 montre un exemple de 2-carte. Cette carte est composée
de 13 brins représentés par des flèches noires. La fonction β1 est donnée par le
sens de la flèche. Par exemple β1(a) = b, β1(k) = i et β1(m) = ε. La fonction β2
est représentée par un petit segment gris. Par exemple β2(b) = m et β2(m) = b.
En cas d’absence de segment gris sur un brin, cela signifie que le brin en question
est 2-libre (β2(a) = ε). Le tableau de la figure 2.7 donne l’intégralité des fonctions
β0, β1 et β2.

2.3.2 Orbites, Cellules et connexité

Dans les cartes combinatoires, les sommets (0-cellules), les arêtes (1-
cellules), les faces (2-cellules), les volumes (3-cellules), ainsi que les cellules
de dimensions supérieures sont représentés de façon implicite comme des en-
sembles de brins obtenus à l’aide d’orbites spécifiques.
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a

b

c

d

e

f

g

h

i

j k

l

m

a b c d e f g h i j k l m
β0 d a b c h e f g k i j ε l
β1 b c d a f g h e j k i m ε
β2 ε m e ε c i ε ε f l ε j b

FIGURE 2.7 – Exemple de carte combinatoire 2D. Les brins sont représentés par
des flèches noires. Deux brins 1-cousus se suivent, et deux brins 2-cousus sont
joints par un petit segment gris et sont orientés dans des directions opposées.
Par exemple, a est 1-cousu à b ; b est 0-cousu à a et b est 2-cousu à m. Le brin m
est 1-libre ; le brin l est 0-libre ; le brin a est 2-libre.

Orbite : Une orbite est l’ensemble des brins rencontrés en partant d’un brin
et en utilisant une combinaison de fonctions βi et leurs inverses.

Nous notons 〈βi1 , . . . , βik〉(b) l’orbite contenant les fonctions {βi1 , . . . , βik}.
Nous notons également 〈 ̂βi1 , . . . , βik〉(b) l’orbite contenant toutes les fonctions
βi ∈ {β1, . . . , βn} sauf {βi1 , . . . , βik}, c.-à-d. 〈{β1, . . . , βn} \ {βi1 , . . . , βik}〉(b).

Comme la fonction β1 est une permutation et que toutes les autres fonctions
βi sont des involutions, il y a deux cas différents pour calculer les cellules. Le pre-
mier cas permet de définir les 0-cellules (c.-à-d. les sommets), et l’autre cas est
commun à toutes les autres cellules. La i-cellule d’un brin b est l’ensemble des
brins qu’il est possible d’atteindre par un parcours d’origine b en utilisant toutes
les fonctions ainsi que leurs inverses à l’exception de βi. En effet, utiliser βi fait
passer à la i-cellule adjacente, donc en enlevant βi de l’orbite nous assurons de
rester sur la même i-cellule tout au long du parcours. Il y a un cas particulier
pour les 0-cellules, car il faut parcourir uniquement un brin sur deux, afin de
n’atteindre que les brins dont l’origine est le sommet incident à b.

Définition 10 (i-cellule).

Soit C = (B, β1, . . . , βn) une n-carte, (avec n > 1), b ∈ B, et i ∈ {0, . . . , n}. La
i-cellule incidente à b, notée ci(b), est :

– Si i = 0 : 〈{βi ◦ βj|1 ≤ i < j ≤ n}〉(b).
– Sinon : 〈β̂i〉(b).
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Exemple 3. La figure 2.8 montre les 4 types de cellules (sommet, arête, face, vo-
lume) d’un brin dans une 3-carte. Le sommet est obtenu par l’orbite 〈β1 ◦ β2, β1 ◦
β3, β2 ◦ β3〉, l’arête par l’orbite 〈β̂1〉, la face est obtenue grâce à l’orbite 〈β̂2〉 et le
volume grâce à l’orbite 〈β̂3〉.

Notons que chaque ensemble de i-cellules est une partition de l’ensemble
des brins de la carte. Chaque brin appartient donc exactement à une i-cellule,
∀i ∈ {0, . . . , n}.

Sur l’exemple de la figure 2.7, le sommet incident au brin c est l’ensemble
des brins de l’orbite 〈β1 ◦ β2〉(c) = {c, f, j,m}. L’arête incidente au brin c est l’en-
semble des brins de l’orbite 〈β2〉(c) = {c, e}. Enfin, la face incidente au brin c est
l’ensemble des brins de l’orbite 〈β1〉(c) = {a, b, c, d}.

Connexité Une carte est connexe si tous les brins peuvent être atteints à partir
de n’importe quel brin de la carte en utilisant tous les βi possibles.

La définition 11 utilise la notion d’orbite pour définir la connexité d’une
carte.

Définition 11 (Carte connexe).

Soit une carte C = (B, β1, . . . , βn). La carte C est connexe si
∀b ∈ B, 〈β1, . . . , βn〉(b) = B.

Notons que si pour un brin b ∈ B nous avons 〈β1, . . . , βn〉(b) = B, alors cette
propriété est vraie pour tous les brins de B.

2.3.3 Morphismes de cartes

Dans cette partie nous introduisons la notion de sous-carte et nous présen-
tons différents morphismes de cartes : l’isomorphisme de cartes et de sous-
cartes ainsi que l’automorphisme.

Isomorphisme : Deux cartes sont isomorphes si elles sont identiques à un re-
nommage près de leurs brins, c.-à-d. , si elles ont le même nombre de brins et
les mêmes fonctions βi.

Définition 12 (Isomorphisme de cartes [Lie94, DSdlH+11]).
Deux cartesC = (B, β1, . . . , βn) etC ′ = (B′, β′1, . . . , β

′
n) sont isomorphes s’il existe

une fonction bijective f : B → B′, appelée fonction d’isomorphisme, telle que
f(ε) = ε et ∀b ∈ B, ∀i, 1 ≤ i ≤ n, f(βi(b)) = β′i(f(b)).

Exemple 4. La figure 2.9 montre un exemple de deux cartes isomorphes, la fonc-
tion d’isomorphisme est f : B → B′, f(a) = 1, f(b) = 2, . . . , f(g) = 7.

Pour décider de l’isomorphisme entre deux cartes et calculer le cas échéant
cette fonction d’isomorphisme, un algorithme a été proposé dans [DSdlH+11].
Le principe de cet algorithme est de construire une fonction d’appariement en
parcourant en parallèle les deux cartes.
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x

(a)

x

(b)

x

(c)

x

(d)

FIGURE 2.8 – Exemple de cellules. Les brins en orange correspondent aux cel-
lules pour le brin en rouge (brin x). La figure (a) correspond au sommet, la figure
(b) correspond à l’arête, la figure (c) correspond à la face et la (d) au volume.
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a b
c

d

e f

g

1 2
3

4

5 6

7

C = (B, β1, β2) C ′ = (B′, β′1, β
′
2)

a b c d e f g
f(a,1) 1 2 3 4 5 6 7
f(a,5) 5 4 6 ε ε ε ε

FIGURE 2.9 – Exemple de deux cartes isomorphes. Le tableau donne les fonc-
tions d’appariement calculées par l’algorithme 3 pour C, C ′, a et 1 pour la pre-
mière ligne et avec les paramètresC,C ′, a et 5 pour la seconde. La première ligne
correspond à la fonction d’isomorphisme entre ces deux cartes.

Parcours d’une carte Soit C = (B, β1, . . . , βn) une n-carte connexe. Il est pos-
sible de parcourir tous les brins de C en partant d’un brin b ∈ B, en explorant
tous les brins cousus à b puis les brins cousus aux voisins de b et ainsi de suite
jusqu’à avoir exploré tous les brins de la carte. Pour rendre ce parcours unique,
il suffit de fixer l’ordre d’utilisation des βi pour découvrir de nouveaux brins et
une stratégie pour mettre en attente les brins découverts (FIFO, LIFO, . . .). La
complexité d’un parcours d’une carte estO(n · |B|).

La méthode décrite dans les algorithmes 2 et 3 choisit d’explorer les fonc-
tions βi dans l’ordre de β0 à βn et d’utiliser une stratégie FIFO pour traiter les
brins découverts. L’algorithme fixe un brin de départ pour une des deux cartes,
puis va tester tous les brins de départ possibles pour la seconde. Ensuite à partir
de ce premier couple de brins appariés, il construit la suite de l’appariement lors
du parcours. Comme ce parcours est unique, si à la fin d’un parcours la fonction
d’appariement n’est pas une fonction d’isomorphisme alors le couple de départ
qui avait été choisi ne fait pas partie de la fonction d’isomorphisme si elle existe.
Si pour un des couples de départ la fonction d’appariement construite est une
fonction d’isomorphisme alors les deux cartes sont isomorphes.

La complexité en temps de cet algorithme estO(|B|2 · n).

Sur l’exemple 4, l’algorithme 3 calcule la fonction d’isomorphisme si le
couple de brin de départ (b0, b

′
0) est bon, par exemple (a, 1) ou (c, 3). Pour

d’autres couples de départ, la fonction calculée ne sera pas une fonction d’iso-
morphisme. Prenons par exemple le couple (a, 5), la fonction construite est don-
née dans le tableau de la figure 2.9 et n’est pas une fonction d’isomorphisme,
car β1(c) = a donc β′1(f(c)) devrait être égal à f(a), or β′1(f(c)) = β′1(6) = 7 et
f(a) = 5.
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Algorithme 2: V erifierIsomorphisme(C,C ′)
Entrées : deux n-cartes connexes C = (B, β1, . . . , βn) et

C ′ = (B′, β′1, . . . , β
′
n).

Sortie : retourne vrai ssi C et C ′ sont isomorphes.
1 choisir b0 ∈ B
2 pour chaque b′0 ∈ B′ faire
3 f ← ConstruireAppariement(C,C ′, b0, b

′
0)

4 si f est une fonction d’isomorphisme alors
5 retourner VRAI

6 retourner FAUX

Algorithme 3: ConstruireAppariement(C,C ′, b0, b′0)
Entrées : deux n-cartes connexes C = (B, β1, . . . , βn) et C ′ = (B′, β′1, . . . , β

′
n)

et un couple de brins de départs (b0, b
′
0) ∈ B ×B′.

Sortie : retourne une injection f : B ∪ {ε} → B′ ∪ {ε}.
1 pour chaque brin b ∈ B faire f [b]← ε
2 f [b0]← b′0
3 Soit P une pile vide
4 empiler b0 dans P
5 tant que P n’est pas vide faire
6 dépiler le premier brin b de P
7 pour chaque i ∈ {0, . . . , n} faire
8 si b n’est pas i-libre et f [βi(b)] = ε alors
9 f [βi(b)]← β′i(f [b])

10 empiler βi(b) dans P

11 f [ε]← ε
12 retourner f
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a b
c

d
e f

Tableau des automorphismes
a b c d e f

f1 a b c d e f
f2 f e d c b a

FIGURE 2.10 – Exemple d’une 2-carte ayant deux automorphismes. f1 et f2 cor-
respondent aux deux fonctions d’automorphismes possibles. f1 est un auto-
morphisme trivial et f2 est un automorphisme non-trivial.

Automorphisme : Un automorphisme est une fonction d’isomorphisme
d’une carte avec elle-même. Toute carte C = (B, β1, . . . , βn) possède au moins
un automorphisme trivial, la fonction d’isomorphisme étant la fonction iden-
tité. ∀b ∈ B, f(b) = b.

Exemple 5. La figure 2.10 donne un exemple d’une 2-carte possédant deux auto-
morphismes.

Sous-carte : Une sous-carte est une sous-partie d’une carte, c.-à-d. un sous-
ensemble de ses brins et des fonctions βi réduites aux brins sélectionnés (voir
définition 13).

Définition 13 (Sous-carte [DSdlH+11]).
Soit une n-carte C = (B, β1, . . . , βn) et un sous-ensemble de brins X ⊆ B, la
sous-carte de C induite par X, notée C↓X = (X, β′1, . . . , β

′
n) est telle que : ∀b ∈

X, ∀i, 1 ≤ i ≤ n, si βi(b) /∈ X alors β′i(b) = ε ; sinon β′i(b) = βi(b)

C↓X peut ne pas être une carte valide si les brins sélectionnés dans X ne
permettent pas de vérifier les contraintes de validités d’une carte, par la suite
nous ne considérons que des sous-cartes valides.

Isomorphisme de sous-carte :

Définition 14 (Isomorphisme de sous-carte).
Soient deux n-cartesC = (B, β1, . . . , βn) etC ′ = (B′, β′1, . . . , β

′
n).C ′ est isomorphe

à une sous-carte de C s’il existe un sous-ensemble de brins X ⊆ B tel que C↓X
soit isomorphe à C ′

Théorème 1. C est isomorphe à une sous-carte de C ′ si et seulement si il existe
une injection f : B∪{ε} → B′∪{ε}, appelée fonction de sous-isomorphisme telle
que :

1. f(ε) = ε ;

2. ∀b ∈ B, ∀i, 1 ≤ i ≤ n ;
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1 2 3 4 5 6 7
f j k i f g e h

FIGURE 2.11 – Exemple d’isomorphisme de sous cartes. La fonction d’isomor-
phisme est donnée dans le tableau.

C C ′ C ′′

FIGURE 2.12 – Exemple de relation d’ordre entre trois cartes. C > C ′ et C > C ′′.
En revanche, C ′ et C ′′ ne sont pas comparables.

– si b n’est pas i-libre, alors β′i(f(b)) = f(βi(d)) ;
– sinon, f(b) est aussi i-libre, ou ∀bk ∈ B, f(bk) 6= β′i(f(b)).

La preuve de ce théorème est faite dans [DSdlH+11].

Exemple 6. La figure 2.11 donne un exemple d’isomorphisme de sous-cartes.
Notons que la relation « être isomorphe à une sous-carte » est une relation

d’ordre partielle entre cartes combinatoires. La figure 2.12 montre trois cartes, C ′

et C ′′ sont isomorphes à des sous-cartes de C donc C ′ < C et C ′′ < C, mais il
n’existe pas de relation entre C ′ et C ′′.

Le cas de l’isomorphisme de sous-carte est proche de celui de l’isomor-
phisme de carte, la différence vient du cas particulier des brins i-libres. Si un
brin b est i-libre alors son image doit soit être également i-libre, soit si ce n’est
pas le cas, que le brin adjacent à b ne soit pas apparié. Cela vient du fait que
pour l’isomorphisme de sous-cartes, les deux cartes ne sont pas de même taille,
donc la frontière des brins i-libres de la petite carte peut avoir une image dans
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la grande carte qui ne soit pas i-libre. Sur l’exemple de la figure 2.11, nous pou-
vons voir que pour le brin 2 qui est apparié au brin k, 2 est 2-libre et f(2) = k
est aussi 2-libre. En revanche, le brin 6 est aussi 2-libre, cependant f(6) = e n’est
pas 2-libre, car β2(e) = c, mais comme c n’a pas d’image dans la petite carte, f
est bien une fonction d’isomorphisme de sous-carte. La preuve de ce théorème
est faite dans [DSdlH+11].

L’algorithme 4 permet de décider si une carte motif C est isomorphe à une
sous-carte d’une autre carte C ′. Cet algorithme ressemble fort à l’algorithme 2
et diffère sur seulement deux points : premièrement, il faut s’assurer que le pre-
mier brin fixé à la ligne 1 fait partie de la carte motif, ensuite, à la ligne 4, il faut
vérifier si la fonction f construite par l’algorithme 3 est une fonction de sous-
isomorphisme et non pas une fonction d’isomorphisme.

Algorithme 4: V erifierSousIsomorphisme(C,C ′)
Entrées : deux n-cartes connexes C = (B, β1, . . . , βn) et

C ′ = (B′, β′1, . . . , β
′
n).

Sortie : retourne vrai ssi C est isomorphe à une sous-carte de C ′.
1 choisir b0 ∈ B
2 pour chaque b′0 ∈ B′ faire
3 f ← ConstruireAppariement(C,C ′, b0, b

′
0)

4 si f est une fonction de sous-isomorphisme alors
5 retourner VRAI

6 retourner FAUX

Pour vérifier si une carte C = (B, β1, . . . , βn) est isomorphe à une sous-carte
de C ′ = (B′, β′1, . . . , β

′
n), il faut parcourir la carte C pour chaque brin de la carte

C ′, la complexité de l’algorithme de calcul de l’isomorphisme de sous-carte est
doncO(n · |B| · |B′|). Notons que la complexité est identique à l’algorithme d’iso-
morphisme, mais dans le cas de l’isomorphisme, |B| = |B′|.
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Introduction

D ANS le chapitre 2, nous avons étudié différents problèmes d’extraction
de sous-structures fréquentes, notamment celui de sous-graphes qui
est une structure de données assez proche des cartes combinatoires.

Nous avons vu qu’il est primordial pour la recherche de sous-structures fré-
quentes d’avoir une forme canonique de cette structure et de pouvoir décider
efficacement de l’isomorphisme entre deux éléments. De plus, nous avons pré-
senté les cartes combinatoires ainsi que des algorithmes efficaces pour déci-
der de l’isomorphisme de cartes et de sous-cartes. Dans ce chapitre, nous dé-
finissons en section 3.1 deux signatures de cartes combinatoires qui sont des
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formes canoniques de n-cartes connexes. Dans la section 3.2, nous étendons
ces signatures de cartes pour définir des signatures de bases de cartes connexes.
Nous étudions le cas des cartes valuées et des cartes non connexes dans les sec-
tions 3.3 et 3.4. Enfin, nous évaluons les performances des différentes signatures
en section 3.5.

3.1 Signatures de cartes connexes

Dans cette section, nous introduisons deux représentations canoniques de
cartes, appelées signatures. Nous considérons uniquement le cas des cartes
connexes et non valuées ; une extension aux cartes valuées et non connexes est
décrite en sections 3.3 et 3.4.

3.1.1 Étiquetage de cartes

Nos signatures sont basées sur un étiquetage des cartes tel que chaque brin
est associé à une étiquette différente. Par définition, l’étiquette de ε est 0.

Définition 15 (Étiquetage (labelling)).
Soit une carte C = (B, β1, . . . , βn). Un étiquetage de C est une fonction bijective
l : B ∪ {ε} → {0, . . . , |B|} telle que l(ε) = 0.

Exemple 7. La figure 3.1(a) montre deux exemples d’étiquetages d’une carte.

C =

a b
c

d

e f

g

l = {ε : 0, a : 3, b : 1, c : 5 , d : 7, e : 2, f : 6, g : 4}
l′ = {ε : 0, a : 5, b : 2, c : 4 , d : 1, e : 6, f : 3, g : 7}

FIGURE 3.1 – Exemples d’étiquetages d’une carte. l et l′ sont deux étiquetages
quelconques de la carte C.

Notons que l−1 donne pour une étiquette e le brin b tel que l(b) = e.
Un étiquetage d’une carte peut se calculer en parcourant celle-ci (de façon

similaire au parcours introduit dans la section 2.3.3), et en numérotant les brins
au fur et à mesure de leur découverte. Pour une même carte, les étiquetages
seront différents si :

1. les brins de départ sont différents ;

2. les stratégies pour mettre en attente les brins à traiter sont différentes (par
exemple, FIFO ou LIFO) ;

3. les ordres dans lesquels les fonctions βi sont utilisées pour découvrir de
nouveaux brins sont différents.
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Algorithme 5: BFL(C, b)

Entrées : Une carte connexe C = (B, β1, . . . , βn), et un brin b ∈ B.
Sortie : un étiquetage l : B ∪ {ε} → {0, . . . , |B|}.

1 pour tous les brins b′ ∈ B faire
2 l(b′)← −1

3 etiquette ← 0
4 l(ε)← etiquette ; etiquette ← etiquette + 1
5 Soit F une file vide
6 l(b)← etiquette ; etiquette ← etiquette + 1
7 ajouter b à la fin de F
8 tant que F n’est pas vide faire
9 enlever b′ de la tête de F

10 pour i de 0 à n faire
11 si l(βi(b′)) = −1 /* βi(b

′) n’a pas encore été étiqueté */
12 alors
13 l(βi(b

′))← etiquette ; etiquette ← etiquette + 1
14 ajouter βi(b′) à la fin de F

15 retourner l

L’étiquetage correspondant à un parcours en largeur de la carte où les fonc-
tions βi sont utilisées dans l’ordre croissant est défini comme suit.

Définition 16 (Étiquetage en largeur (Breadth First Labelling)).
Soit une carte connexe C = (B, β1, . . . , βn) et un brin b ∈ B. L’étiquetage BFL
associé à (C, b) est l’étiquetage retourné par la fonction BFL(C, b) décrite dans
l’algorithme 5.

Exemple 8. La figure 3.2 montre deux exemples d’étiquetages en largueur d’une
carte.

C =

a b
c

d

e f

g

BFL(C, g) = {ε : 0, a : 7, b : 6, c : 5, d : 4, e : 3, f : 2, g : 1}
BFL(C, c) = {ε : 0, a : 3, b : 2, c : 1, d : 4, e : 5, f : 6, g : 7}

FIGURE 3.2 – Exemples d’étiquetages en largeur d’une carte. BFL(C, g) (resp.
BFL(C, c)) correspond à l’étiquetage en largeur de la carte C en prenant le brin
g (resp. c) comme brin de départ.

Proposition 1. L’algorithme 5 retourne un étiquetage.
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a b
c

d

e f

FIGURE 3.3 – Exemple de carte combinatoire avec une face ouverte.

Démonstration.
– l(ε) vaut 0 (ligne 4).
– ∀b, b′ ∈ B, b 6= b′ ⇒ l(b) 6= l(b′). En effet, à chaque fois qu’un brin est

étiqueté (ligne 4, 6 et 13) le compteur étiquette est incrémenté.
– ∀b ∈ B, 1 ≤ l(b) ≤ |B|. Chaque brin entre exactement une fois dans la fileF

car (i) la carte est connexe, et (ii) un brin n’entre dans la file seulement s’il
n’a pas encore été étiqueté. Chaque brin reçoit une étiquette juste avant
d’entrer dans la file.

Proposition 2. La complexité en temps de l’algorithme 5 estO(n · |B|)
Démonstration. La boucle tant que (lignes 8-14) est itérée |B| fois, car (i) exac-
tement un brin est retiré de la file à chaque itération ; et (ii) chaque brin b ∈ B
entre une fois dans la file. La boucle pour (lignes 10-14) est itérée n+ 1 fois.

Notons que la boucle pour (lignes 10-14) itère pour chaque i ∈ {0, . . . , n}, 0
compris. En effet, comme nous considérons des cartes ouvertes, certains brins
peuvent ne pas être 1-cousus. Dans ce cas, certains brins peuvent ne pas être
atteignables à partir du brin de départ b sans utiliser la fonction β0.

Exemple 9. La figure 3.3 illustre l’utilité de la fonction β0 dans le cas d’une carte
avec une face ouverte. Si le brin de départ de BFL est le brin f , alors aucun brin
ne sera découvert si seulement β1 et β2 sont utilisés pour découvrir de nouveaux
brins (car β1(f) = β2(f) = ε dans ce cas). Cependant, en utilisant β0, β1, et β2, tous
les brins sont parcourus.

Soient une carte C et un étiquetage l. C peut être décrite (c.-à-d., ses fonc-
tions β1 à βn) par une séquence d’étiquettes de l. L’idée est de lister les n éti-
quettes des n brins i-cousus au brin étiqueté par 1 (c.-à-d., l(β1(1)), . . . , l(βn(1))),
puis par 2 (c.-à-d., l(β1(2)), . . . , l(βn(2))), etc. Plus formellement, le mot associé
à une carte et à un étiquetage est défini comme suit.

Définition 17 (Mot (Word)).
Soient une carte C = (B, β1, . . . , βn) et un étiquetage l : B ∪ {ε} → {0, . . . , |B|}.
Le mot associé à (C, l) est la séquence

W (C, l) =< w1, . . . , wn·|B| >

telle que ∀i ∈ {1, . . . , n}, ∀k ∈ {1, . . . , |B|}, wi·k = l(βi(bk)) où bk est le brin éti-
queté par k, c.-à-d., bk = l−1(k).
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Algorithme 6: W (C, l)

Entrées : Une carte C = (B, β1, . . . , βn) et un étiquetage l.
Sortie : le mot correspondant à l’étiquetage l de la carte C.

1 mot ← chaîne vide
2 pour j ← 0 à |B| faire
3 pour i← 0 à n faire
4 ajouter l(βi(l−1(j))) à la fin de mot

5 retourner mot

Algorithme. Soient une carte C = (B, β1, . . . , βn) et un étiquetage l. Le mot
W (C, l) est construit en prenant chaque brin deB dans l’ordre croissant de l’éti-
quetage et en listant les étiquettes de ses n brins i-cousus. Cela est réalisé par
l’algorithme 6 enO(n · |B|).

Notation. Le mot associé au parcours en largeur (BFL) d’une carte C et en
commençant par le brin b est noté WBFL(C, b) :

WBFL(C, b) = W (C,BFL(C, b))

Exemple 10. La figure 3.4 montre deux exemples de mots d’une carte pour des
parcours en largeur commençants par les brins g et c.

C =

a b
c

d

e f

g

WBFL(C, g) =< 3, 0, 1, 0, 4, 0, 2, 5, 7, 4, 5, 0, 6, 0 >
WBFL(C, c) =< 3, 4, 1, 0, 2, 0, 6, 1, 4, 0, 7, 0, 5, 0 >

FIGURE 3.4 – Exemples de mots d’une carte. WBFL(C, g) (resp. WBFL(C, c)) cor-
respond au mot construit à partir de l’étiquetage retourné par l’algorithme
BFL(C, g) (resp. BFL(C, c)).

Le point principal qui nous permet d’utiliser les mots pour construire une
signature est que deux cartes sont isomorphes si et seulement si elles ont au
moins un mot en commun construit à partir d’un parcours en largeur, comme
l’affirme le théorème 2.

Théorème 2. Deux cartes C = (B, β1, . . . , βn) et C ′ = (B′, β′1, . . . , β
′
n) sont iso-

morphes si et seulement si il existe deux brins b ∈ B et b′ ∈ B′ tels que
WBFL(C, b) = WBFL(C ′, b′)

Démonstration.
⇒ Soient deux cartes isomorphes C = (B, β1, . . . , βn) et C ′ = (B′, β′1, . . . , β

′
n),
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montrons qu’il existe deux brins b ∈ B et b′ ∈ B′ tels que WBFL(C, b) =
WBFL(C ′, b′). Si C et C ′ sont isomorphes alors il existe une bijection f : B → B′

telle que ∀b ∈ B, ∀i ∈ {1, . . . , n}, f(βi(b)) = β′i(f(b)) (définition 12). Soit b1
un brin de B, notons l (resp. l′) l’étiquetage retourné par BFL(C, b1) (resp.
BFL(C ′, f(b1))).

Affirmation 1 : l et l′ sont tels que ∀bi ∈ B, l(bi) = l′(f(bi)). Cela est vrai pour
le brin de départ, en effet, b1 et f(b1) sont étiquetés par 1 au début du parcours.
De plus, ∀i ∈ {0, . . . , n}, f(βi(b1)) = β′i(f(b1)) (par définition de la fonction d’iso-
morphisme), donc l(βi(b1)) = l′(f(βi(b1))) (conséquence des lignes 10 à 14 de
l’algorithme 5). En répétant ce raisonnement récursivement, nous avons bien
∀bi ∈ B, l(bi) = l′(f(bi)).

Affirmation 2 : ∀k ∈ {1, . . . , |B|}, f(l−1(k)) = l′−1(k). C’est une conséquence
directe de l’affirmation 1.

Conclusion : ∀i ∈ {1, . . . , n},∀k ∈ {1, . . . , |B|}, le i.kème élément de
WBFL(C, b1) est égal au i.kème élément deW ′

BFL(C ′, f(b1)), c.-à-d., l(βi(l−1(k))) =
l′(β′i(l

′−1(k))). En effet,

l(βi(l
−1(k))) = l′(f(βi(l

−1(k)))) (selon l’affirmation 1)

= l′(β′i(f(l−1(k)))) (car f est une fonction d’isomorphisme)

= l′(β′i(l
′−1(k))) (selon l’affirmation 2)

⇐ Soient deux cartes C = (B, β1, . . . , βn) et C ′ = (B′, β′1, . . . , β
′
n) et deux brins

b ∈ B et b′ ∈ B′ tels que WBFL(M,d) = WBFL(M ′, d′). Montrons que C et C ′

sont isomorphes. Notons l (resp. l′) l’étiquetage retourné par BFL(C, b) (resp.
BFL(C ′, b′)), et définissons la bijection f : B → B′ qui associe les brins qui ont
une même étiquette, c.-à-d. , ∀bj ∈ B, f(bj) = l′−1(l(bj)). Cela implique aussi que
l(bj) = l′(f(bj)).

Affirmation 3 : ∀i ∈ {1, . . . , n},∀k ∈ {1, . . . , |B|}, l(βi(l−1(k))) = l′(β′i(l
′−1(k))).

WBFL(C, b) = WBFL(C ′, b′) donc le i.kème élément de WBFL(C, b1) est égal au
i.kème élément de W ′

BFL(C ′, b′). Or le i.kème élément de WBFL(C, b) correspond
à l(βi(l−1(k))) par construction du mot (voir algorithme 6) et le i.kème élément
de W ′

BFL(C ′, b′) vaut l′(β′i(l
−1(k))).

Conclusion : ∀i ∈ {1, . . . , n},∀bj ∈ B,

f(βi(bj)) = l′−1(l(βi(bj))) (par définition de f )

= l′−1(l′(β′i(l
′−1(l(bj))))) (selon l’affirmation 3 en remplaçant bj par l−1(k))

= β′i(l
′−1(l(bj))) (par simplification)

= β′i(l
′−1(l′(f(bj)))) (par définition de f, ∀(b, b′) ∈ B ×B′

si l(b) = l′(b′) alors f(b) = b′ et inversement)

= β′i(f(bj)) (par simplification)

Donc, f est une fonction d’isomorphisme et C et C ′ sont isomorphes.
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Algorithme 7: SS(C)

Entrées : Une carte connexe C = (B, β1, . . . , βn).
Sortie : la S-signature de C, SS(C).

1 SS ← ∅
2 pour tous les brins b ∈ B faire
3 SS ← SS ∪ {WBFL(C, b) }
4 retourner SS

3.1.2 Signature sous forme d’un ensemble de mots (S-signature)

Une carte peut être définie par l’ensemble de tous les mots construits par la
fonction WBFL, pour tous les brins de cette carte. Cet ensemble constitue notre
première signature, appelée S-signature (pour Set Signature).

Définition 18 (S-signature).
Soit une carte C = (B, β1, . . . , βn). La S-signature de C est

SS(C) = {WBFL(C, b)|b ∈ B}.
Notons que la S-signature d’une carte C = (B, β1, . . . , βn) contient |B|mots

de longueur n · |B| si C admet un seul automorphisme. Dans le cas où C admet
plusieurs automorphismes, SS(C) contient moins de |B|mots.

Algorithme 7. Étant donnée une carte connexe C = (B, β1, . . . , βn), SS(C) est
construit en calculant WBFL(C, b) pour chaque brin b ∈ B et en conservant tous
les mots différents dans SS(C). Donc, la complexité de l’algorithme 7 est O(n ·
|B|2).

Théorème 3. SS(C) est une forme canonique, c.-à-d., deux cartes C et C ′ sont
isomorphes si et seulement si SS(C) = SS(C ′).

Démonstration.
⇒ Soient C = (B, β1, . . . , βn) et C ′ = (B′, β′1, . . . , β

′
n) deux cartes isomorphes,

montrons que SS(C) = SS(C ′). D’après le théorème 2, s’il existe un fonc-
tion d’isomorphisme f entre C et C ′, alors ∃b ∈ B tel que WBFL(C, b) =
WBFL(C ′, f(b)). Nous pouvons facilement étendre ce résultat et montrer que
pour tout brin b ∈ B, WBFL(C, b) = WBFL(C ′, f(b)). Donc chaque mot de SS(C),
calculé pour chaque brin deB, appartient forcément à SS(C ′) (et inversement).
⇐ Soient deux cartes C = (B, β1, . . . , βn) et C ′ = (B′, β′1, . . . , β

′
n) telles que

SS(C) = SS(C ′). Montrons que C et C ′ sont isomorphes. Il existe deux mots
W ∈ SS(M) et W ′ ∈ SS(M ′) tels que W = W ′, donc, selon le théorème 2, C et
C ′ sont isomorphes.

Une conséquence directe du théorème 2 et du théorème 3 est que deux
cartes non isomorphes C et C ′ sont telles que SS(C) ∩ SS(C ′) = ∅.

La S-signature d’une carte C peut être représentée par un arbre lexicogra-
phique qui regroupe les préfixes communs des mots de l’ensemble.
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Algorithme 8: TSS(C)

Entrées : Une S-signature SS d’une carte connexe C = (B, β1, . . . , βn).
(SS est un ensemble comportant au plus |B|mots de longueur n · |B| ;
nous notons m[i] le ième symbole du mot m)
Sortie : un arbre lexicographique comportant tous les mots de SS.

1 initialiser TSS avec un arbre comportant un unique nœud racine
2 pour chaque mot m de SS faire
3 nœudCourant ← racine de TSS
4 pour i de 1 à |B| · n faire
5 si nœudCourant n’a pas de fils étiqueté par m[i] alors
6 ajouter un nouveau fils à nœudCourant
7 étiqueté ce nouveau fils par m[i]

8 nœudCourant ← fils de nœudCourant étiqueté par m[i]

9 retourner TSS

Définition 19 (S-Signature sous forme d’un arbre de mots).
Soit une carteC = (B, β1, . . . , βn). L’arbre associé à la S-signature deC est l’arbre
TSS(C) tel que :

– chaque nœud u sauf la racine est étiqueté par l(u) qui est un entier com-
pris entre 0 et |B| ; notons w(u) le mot obtenu en concaténant toutes les
étiquettes rencontrées le long du chemin qui va de la racine de l’arbre au
nœud u ;

– pour chaque nœud u, tous les fils de u ont une étiquette différente ;
– il y a |SS(M)| feuilles et pour chaque feuille u, w(u) ∈ SS(M).

Propriété 1. La complexité en temps de l’algorithme 8 estO(n · |B|2).

Démonstration. Il y a au plus |B| mots dans SS, donc la boucle pour (lignes 2
à 8) est itéré au plus |B| fois. La boucle pour imbriquée (lignes 4 à 8) est itéré
n · |B| fois et à chaque passage il faut parcourir la liste des fils du nœud courant.
Le nombre de feuilles de l’arbre étant borné par |B|, la somme des nombres de
fils de tous les nœuds se trouvant entre la racine et une feuille est bornée par
|B + n · |B||. Par conséquent, la complexité de l’ensemble des opérations des
lignes 3 à 8 estO(n · |B|).

Notons que l’arbre peut être construit incrémentalement en même temps
que le calcul des mots appartenant à SS(C). La complexité en temps pour cal-
culer SS(C) et construire TSS(C) estO(n · |B|2).

Propriété 2. La complexité spatiale de la S-signature TSS(C) d’une carte C est
O(n · |B|2).

Démonstration. L’arbre contient une feuille pour chaque mot de la S-signature,
c.-à-d. au plus |B| feuilles, et la taille de chaque chemin de la racine à une feuille
est n · |B|, soit la longueur d’un mot de la signature. Donc l’arbre a au maximum
O(n · |B|2) nœuds.

36



CHAPITRE 3. SIGNATURES DE CARTES COMBINATOIRES

C =

a b
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SS(C) = {< 3, 0, 1, 0, 4, 0, 2, 5, 7, 4, 5, 0, 6, 0 >,
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< 3, 0, 1, 4, 2, 0, 6, 2, 4, 0, 7, 0, 5, 0 >,
< 3, 4, 1, 0, 2, 0, 6, 1, 4, 0, 7, 0, 5, 0 >,
< 3, 4, 1, 0, 5, 0, 7, 1, 2, 0, 4, 0, 6, 0 >,
< 3, 0, 1, 0, 2, 4, 6, 3, 4, 0, 7, 0, 5, 0 >,
< 3, 0, 1, 5, 4, 0, 2, 0, 7, 2, 5, 0, 6, 0 >}
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TSS(C) =

FIGURE 3.5 – Signatures de carte. SS(C) est la S-signature de la carte C, TSS(C)
est la représentation sous forme d’arbre de la S-signature.

Notons que pour deux feuilles u et v, u 6= v ⇒ w(u) 6= w(v).

Exemple 11. La figure 3.5 montre un exemple de S-signature d’une carte.

Exemple 12. La figure 3.6 illustre l’impact des automorphismes sur la S-
signature. En effet, la carte est composée de six brins, la S-signature devrait donc
être composée de six mots. Cependant, la carte possède deux automorphismes, c.-
à-d. , il existe deux fonctions différentes d’isomorphismes avec elle-même, donc
il existe des couples de brins b ∈ B et b′ ∈ B tels que b 6= b′ et WBFL(C, b) =
WBFL(C, b′) . Dans cet exemple, les brins a et f produisent le même mot, c’est aussi
le cas pour b et e ainsi que pour c et d.

Propriété 3. Soient une carteC = (B, β1, . . . , βn) et une S-signature TSS(C ′) d’une
autre carte C ′, savoir si C et C ′ sont isomorphes peut être déterminé enO(n · |B|).

Démonstration. Pour décider de l’isomorphisme, il faut construire un mot
WBFL(C, b) à partir de n’importe quel brin b ∈ B et vérifier si ce mot corres-
pond à un chemin de l’arbre allant de la racine à une feuille. La construction du
mot est faite enO(n · |B|). Comme le nombre de fils entre la racine et une feuille
de la S-signature est borné par n · |B|+ |B|, la recherche d’un mot dans un arbre
est faite aussi enO(n · |B|).

Notons qu’il est possible de vérifier si le mot correspond à un chemin de
l’arbre pendant la construction de celui-ci et qu’il est possible de stopper la
construction du mot avant la fin si aucune branche ne correspond.
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C =

a b
c

d
e f

SS(C) = {< 3, 0, 1, 0, 2, 4, 6, 3, 4, 0, 5, 0 >,
< 3, 0, 1, 4, 2, 0, 6, 2, 4, 0, 5, 0 >,
< 3, 4, 1, 0, 2, 0, 6, 1, 4, 0, 5, 0 >}
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TSS(C) =

FIGURE 3.6 – S-signatures d’une carte ayant deux automorphismes.

Remarque 1. Cette méthode est optimale. En effet, pour décider de l’isomor-
phisme entre deux cartes C = (B, β1, . . . , βn) et C ′ = (B′, β′1, . . . , β

′
n), il faut vé-

rifier si f(βi(b)) = β′i(f(b)) pour chaque brin b ∈ |B| et pour toutes les dimensions
i ∈ {1, . . . , n}. Cela ne peut pas être fait en moins deO(n · |B|).

3.1.3 Signature sous forme d’un mot (W-signature)

Nous avons défini une seconde signature qui ne conserve que le plus pe-
tit mot de la S-signature. Cela est possible, car l’ordre lexicographique est un
ordre total strict sur les mots et qu’il suffit que deux S-signatures aient un mot
en commun pour qu’elles soient égales.

Définition 20 (W-signature).
Soit une carte C donnée, la W-signature de C est, WS(C) = w ∈ SS(C) tel que
∀w′ ∈ SS(C), w ≤ w′, où≤ est l’ordre lexicographique sur les mots.

Exemple 13. La W-signature de la carte de la figure 3.5 est
WS(C) =< 3, 0, 1, 0, 2, 4, 6, 3, 4, 0, 7, 0, 5, 0 >.

Algorithme. La W-signature d’une carte C est construite en appelant la fonc-
tion WBFL(C, b) pour chaque brin b ∈ B, et en ne gardant que le plus petit mot,
selon l’ordre lexicographique (voir algorithme 9). La complexité en temps de
l’algorithme 9 est O(n · |B|2). Le processus peut être amélioré (sans changer la
complexité dans le pire cas) en comparant le mot en construction avec le plus
petit mot actuel et en stoppant la construction dès qu’il est plus grand.

Propriété 4. La complexité spatiale de la W-signature estO(n · |B|).
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Algorithme 9: WS(C)

Entrées : Une carte connexe C = (B, β1, . . . , βn).
Sortie : la W-signature de C, WS.

1 choisir au hasard un brin b0 ∈ B
2 WS ←WBFL(C, b)
3 pour tous les brins b ∈ B \ b0 faire
4 word←WBFL(C, b)
5 si word < WS alors
6 WS ← word

7 retourner WS

Propriété 5. Étant données une carte C = (B, β1, . . . , βn) et une W-signature
WS(C ′) d’une autre carte C ′, déterminer si C et C ′ sont isomorphes peut être cal-
culé enO(n · |B|2).

Démonstration. Pour décider de l’isomorphisme, il faut construire tous les mots
à partir de tous les brins b ∈ B, et vérifier si WBFL(C, b) = WS(C ′). Dans le
pire des cas, |B|mots sont construits, donc la complexité en temps est enO(n ·
|B|2).

Il est possible d’améliorer les performances en pratique, sans changer la
complexité dans le pire des cas en comparant le mot m en construction avec
WS(C ′). Si m est plus petit que WS(C ′) alors nous pouvons conclure que C et
C ′ ne sont pas isomorphes.

3.2 Signatures d’une base de cartes connexes

Les signatures de cartes définies précédemment permettent de décider de
l’isomorphisme entre deux cartes. Cependant, il est souvent nécessaire de de-
voir comparer une carte C non pas avec une seule autre carte, mais avec une
base entière de cartes pour rechercher toutes les cartes isomorphes à C. Dans
cette optique, nous définissons une signature de base de cartes. Cette signature
fusionne l’ensemble des signatures des cartes de la base en un unique arbre. Il
est possible d’utiliser aussi bien les S-signatures que les W-signatures.

Dans cette section, nous considérons à nouveau uniquement des cartes
connexes non valuées ; l’extension aux cartes valuées et non connexes est faite
en sections 3.3 et 3.4.

3.2.1 S-signature d’une base de cartes (TS-signature)

Il est possible de représenter une base BC = {C1, . . . , Ck} de k cartes par
une liste de k S-signatures indépendantes. Étant donnée une nouvelle carte
C = (B, β1, . . . , βn), nous pouvons alors vérifier si une des cartes de BC est iso-
morphe à C en O(k · n · |B|) en recherchant consécutivement C dans chaque
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arbre de la base. Nous proposons d’améliorer cette complexité en fusionnant
les k arbres en un seul.

Si toutes les cartes d’une base ont le même nombre de brins, alors toutes
les branches (entre la racine et une feuille) ont la même longueur dans tous les
arbres. Dans ce cas, toutes les branches ont aussi la même longueur dans l’arbre
fusionné et il suffit de mémoriser pour chaque feuille u, l’ensemble des cartes
telles que w(u) appartient à la S-signature de la carte (la base peut contenir plu-
sieurs cartes isomorphes, c’est pour cela qu’une feuille peut correspondre à plu-
sieurs cartes).

Cependant, si toutes les cartes n’ont pas le même nombre de brins, alors
nous devons fusionner des arbres dont les branches ont des tailles différentes.
Dans ce cas, il peut arriver qu’un mot associé à une feuille dans un arbre soit
un préfixe d’un mot associé à la feuille d’un autre arbre. Par conséquent, quand
nous fusionnons deux arbres, un mot peut terminer sur un nœud qui ne soit pas
une feuille. Donc, pour chaque nœud u de l’arbre, l’ensemble m(u) des cartes
telles que w(u) appartient à la S-signature de ces cartes est stocké.

Définition 21 (TS-signature d’une base de cartes).
Soit BC = {C1, . . . , Ck} une base de k cartes connexes et t le nombre maximum
de brins d’une carte de BC. La TS-signature de BC est l’arbre TSS(BC) tel que

– chaque nœud u sauf la racine à une étiquette l(u) telle que l(u) est un en-
tier compris entre 0 et t ; nous notons w(u) le mot obtenu en concaténant
chaque étiquette l(v) de chaque nœud v se trouvant sur le chemin allant
de la racine au nœud u ;

– pour chaque nœud u, tous les fils de u ont une étiquette différente ;
– chaque nœud u sauf la racine contient l’ensemble m(u) défini par

m(u) = {i ∈ {1, . . . , k} | w(u) ∈ SS(Ci)};

– pour chaque carte Ci ∈ BC, pour chaque mot m ∈ SS(Ci), il existe un
nœud u de TSS(BC) tel que w(u) = m.

Exemple 14. La figure 3.7 donne un exemple de TS-signature d’une base compo-
sée de 3 cartes.

Propriété 6. La complexité spatiale de la TS-signature TSS(BC) de la baseBC est
O(k · n · t2).

Démonstration. L’arbre contient au plus k · t feuilles (une pour chaque mot dif-
férent de la S-signature de chaque carte), et la taille d’un chemin entre la racine
et une feuille est bornée par n · t. Donc, le nombre de nœuds de l’arbre est borné
par k · n · t2.

Propriété 7. La complexité en temps pour calculer la TS-signature TSS(BC)
d’une base BC estO(k · n · t3).

Démonstration. Il faut dans un premier temps calculer les S-signatures de
toutes les cartes de la base, cela est fait en O(k · n · t2). Puis, l’arbre peut être
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SS(C1) = {< 0, 0, 1, 0 >, SS(C2) = {< 0, 0, 1, 0, 2, 0 >,
< 2, 0, 0, 0 >} < 2, 0, 3, 0, 0, 0 >,

< 3, 0, 1, 0, 0, 0 >}
SS(C3) = {< 0, 0, 1, 0 >,

< 2, 0, 0, 0 >}

FIGURE 3.7 – À gauche, une base composée de 3 cartes. À droite, la TS-signature
de la base. Pour chaque nœud u, l’étiquette l(u) est sur la branche au dessus du
nœud, tandis que m(u) est à l’intérieur du nœud.

construit de manière incrémentale en ajoutant consécutivement chaque mot
de chaque S-signature des cartes qui composent la base. Il y a au maximum
O(k · t) mots à ajouter à l’arbre et la longueur d’un mot est bornée par O(n · t).
Pour chaque étiquette x d’un mot, il faut vérifier si le nœud courant de l’arbre a
un fils u tel que l(u) = x. C’est fait en temps linéaire par rapport au nombre de
fils du nœud, car nous utilisons une liste pour mémoriser les fils d’un nœud, et
un nœud a au plus t+ 1 fils.

Cette complexité est basée sur le pire des cas : un nœud ne peut pas avoir
plus de t+ 1 fils dans la TS-signature. Cependant nous montrons expérimenta-
lement dans la Section 3.2.3 que sur une base de cartes générées aléatoirement,
un nœud a très peu de fils.
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Propriété 8. Soient une carte C = (B, β1, . . . , βn) et une TS-signature TSS(BC)
d’une base BC. La complexité pour rechercher toutes les cartes de BC qui sont
isomorphes à C est O(n · t2), avec t, le nombre maximum de brins des cartes de
BC et de C.

Démonstration. Pour rechercher toutes les cartes qui sont isomorphes à C,
nous calculons WBFL(C, b) pour un brin b ∈ B. Cela est fait enO(n · t). Ensuite,
nous cherchons un nœud u de l’arbre tel quew(u) = WBFL(C, b) : si un tel nœud
existe, alors m(u) donne l’ensemble des cartes de BC qui sont isomorphes à C ;
sinon, aucune carte de BC n’est isomorphe à C. Pour chercher un nœud u tel
quew(u) = WBFL(C, b), il faut chercher pour chaquewi deWBFL(C, b) si le nœud
courant de l’arbre a un fils étiqueté par wi. Comme chaque nœud à au plus t+ 1
fils et queWBFL(C, b) a au plus n·t symboles, l’ensemble de la recherche est faite
enO(n · t2).

Là encore, nous pouvons améliorer les performances en pratique, sans
changer la complexité dans le pire des cas en descendant dans l’arbre au fur
et à mesure de la construction du mot de façon à stopper la construction dès
qu’aucune branche de l’arbre de correspond.

3.2.2 W-signature d’une base de cartes (TW-signature)

Une base de cartes peut aussi être représentée par un arbre contenant les
W-signatures de ses cartes.

Définition 22 (TW-signature d’une base de cartes).
Soit BC = {C1, . . . , Ck} une base de k cartes connexes et t le nombre maximum
de brins d’une carte de BC. La TW-signature de BC est l’arbre TWS(BC) tel que

– chaque nœud u sauf la racine à une étiquette l(u) telle que l(u) est un en-
tier compris entre 0 et t ; nous notons w(u) le mot obtenu en concaténant
chaque étiquette l(v) de chaque nœud v se trouvant sur le chemin allant
de la racine au nœud u ;

– pour chaque nœud u, tous les fils de u ont une étiquette différente ;
– chaque nœud u sauf la racine contient l’ensemble m(u) défini par

m(u) = {i ∈ {1, . . . , k} | w(u) = WS(Ci)};

– pour chaque carte Ci ∈ BC, il existe un nœud u de TWS(BC) tel que

w(u) = WS(Ci)

.

Exemple 15. La TW-signature de la base de la figure 3.7 correspond à un arbre
d’une seule branche donné figure 3.8.

La figure 3.9 montre une base de 7 cartes représentée par une TW-signature.

Propriété 9. La complexité spatiale de la TW-signature TWS(BC) d’une base BC
estO(k · n · t), avec t, le nombre de brins de la plus grande carte de BC.
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FIGURE 3.8 – TW signature de la base de 3 cartes de la figure 3.7
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FIGURE 3.9 – Exemple de TW-signature représentant les cartes
C1,C2,C3,C4,C5,C6, et C7.
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Démonstration. L’arbre contient au plus k feuilles (une pour chaque carte diffé-
rente de la base), et la longueur de chaque chemin de la racine à une feuille est
bornée par n · t. Donc, le nombre de nœuds de l’arbre est borné par k · n · t.

Propriété 10. La complexité en temps pour calculer la TW-signature TSS(BC)
d’une base BC estO(k · n · t2).

Démonstration. Dans un premier temps, il faut calculer les W-signatures de
chaque carte de la base, cette opération est faite enO(k ·n · t2). Puis, l’arbre peut
être construit de manière incrémentale en ajoutant consécutivement chaque
W-signature des cartes qui composent la base. Il y a au plus k mots à ajouter à
l’arbre et la longueur d’un mot est bornée par O(n · t2). La longueur maximale
d’un mot est n · t. Pour chaque étiquette x d’un mot, il faut vérifier si le nœud
courant de l’arbre a un fils u tel que l(u) = x. C’est fait en temps linéaire par rap-
port au nombre de fils du nœud, car nous utilisons une liste pour mémoriser les
fils d’un nœud, et un nœud a au plus t+ 1 fils.

Propriété 11. Soient une carteC = (B, β1, . . . , βn) et une TW-signature TWS(BC)
d’une baseBC. La complexité pour rechercher toutes les cartes deBC isomorphes
à C estO(n · t2).

Démonstration. Pour rechercher toutes les cartes qui sont isomorphes à C,
nous calculons la W-signature deC. Cela est fait enO(n · t2). Ensuite, nous cher-
chons un nœud u de l’arbre tel quew(u) = WS(C) comme pour la TS-signature.
La complexité totale est doncO(n · t2).

Remarque 2. Notons que les complexités théoriques de recherche d’un élément
dans une base sont identiques que nous utilisions la TW-signature ou la TS-
signature. Cependant en pratique, la complexité de la TS-signature n’est pas qua-
dratique, mais plutôt linéaire (cf. section 3.5). Cette différence est due à la com-
plexité de recherche d’un mot dans l’arbre, en effet, cette recherche dépend du
nombre de fils que peut avoir un nœud dans l’arbre, or la borne que nous don-
nons est beaucoup plus grande que dans la pratique. De plus, le temps de re-
cherche d’un mot dans l’arbre est négligeable et la complexité devient identique
au calcul d’isomorphisme. Dans la section 3.2.3 nous affinons un peu cette borne
en faisant une étude du pire des cas.

3.2.3 Nombre de fils d’un nœud d’un arbre de signatures

La complexité du calcul de la signature d’une base de cartes et la complexité
de recherche d’une carte dans l’arbre dépendent du nombre de fils des nœuds
de l’arbre. En effet, les fils d’un nœud sont stockés dans une liste, donc la re-
cherche d’un fils ayant une étiquette donnée est faite en temps linéaire par rap-
port au nombre de fils. Une première borne supérieure du nombre de fils d’un
nœud est donnée par le nombre d’étiquettes différentes (c.-à-d. , t+ 1, avec t, le
nombre de brins de la plus grande carte), car chaque fils doit avoir une étiquette
différente.
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Dans cette section, nous montrons que cette borne peut être affinée et qu’il
est possible de construire une base de cartes telle que le nombre de fils d’un
nœud de la TW-signature est du même ordre de grandeur que cette borne su-
périeure. Ensuite, nous montrons que pour une base de cartes générées aléatoi-
rement le nombre de fils de chaque nœud est bien inférieur à cette borne.

Étude du pire des cas Pour une base de k cartes de t brins, la TS-signature a
O(t · k) feuilles et la TW-signature aO(k) feuilles ; dans les deux cas, la longueur
des branches de la racine à une feuille estO(n · t).

Soit u un nœud étiqueté par le brin l(u) et i la profondeur de u dans l’arbre
(c.-à-d. , la longueur du chemin entre la racine et u). Si le nombre de fils de u
est borné par le nombre d’étiquettes différentes possibles (c.-à-d. , t + 1), il est
aussi borné par le nombre de brins qui ont été découverts quand le brin l(u) a
été retiré de la file F (ligne 9 de l’algorithme 5). Ce nombre est égal à i · n. En
effet, chaque brin l(v) associé au nœud v entre la racine et le nœud u permet de
découvrir n nouveaux brins. Donc le nombre de fils de u est borné par min(t, i ·
n).

Cette borne peut être affinée en prenant en compte le fait que pour chaque
dimension j ∈ {1, . . . , n}, βj est une permutation. De ce fait, chaque brin ap-
parait au plus n fois dans un mot. Plus précisément, si un nœud u est de pro-
fondeur i, alors pour chaque dimension, le nombre de brins différents utilisés
dansw(u) est i/n, donc le nombre de fils potentiel de u doit être diminué de i/n.
Donc, une borne plus précise du nombre de fils d’un nœud de profondeur i est
B(i) = min(t, i ·n)− i/n. C’est la borne théorique la plus proche de la réalité que
nous ayons pu trouver.

Nous essayons maintenant de créer une base de cartes telle que le nombre
de fils d’un nœud de profondeur i dans l’arbre de signature soit le plus grand
possible. Pour cela, le nombre de brins visités doit croître plus vite que le
nombre de brins utilisés. Donc, autant que possible, un brin doit être cousu
avec le minimum de brins visités et le maximum de nouveaux brins. Pour une
profondeur donnée, il est possible de créer autant de branches qu’il y a de brins
libres pour une dimension donnée qui sont déjà découverts, mais pas encore
utilisés (c.-à-d. , les brins qui ont une étiquette supérieure au brin courant). La
figure 3.10 montre un exemple de base de cartes où le nombre de fils d’un nœud
est égal à six. Dans cet exemple, nous pouvons 1-coudre le brin 18 à ε ou aux
brins 17, 19, 21, ou 23 ou encore à un nouveau brin. Chacun de ces cas crée une
nouvelle branche à la profondeur (18 ∗ 2). Par contre, nous ne pouvons pas 1-
coudre le brin 18 au brin 3, 5, 9, ou 11, car cela changerait l’étiquetage et cela
créerait une nouvelle branche à une profondeur inférieure à (18 ∗ 2). Ensuite,
pour chacune des huit branches, nous pouvons sur le même principe 2-coudre
le brin 18 à ε ou au brin 19, 20, 21, 22, 23, ou 24 ou à un nouveau brin. De cette
façon, nous pouvons créer un grand nombre de branches où chaque nœud aura
un maximum de fils.

Nombre de fils dans une base de cartes aléatoires S’il est possible de
construire une base de cartes pour laquelle le nombre de fils de chaque nœud
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FIGURE 3.10 – Exemple où le nombre de nœuds dans une TW-signature est
grand. À gauche : une carte C. À droite : une partie de la TW-signature qui
contient six cartes obtenues à partir de C en 1-cousant le brin 18 à ε ou aux
brins 17, 19, 21, ou 23 ou à un nouveau brin.

se rapproche de la borne supérieure, il est intéressant d’étudier l’évolution de
ce nombre en pratique pour des bases de cartes générées aléatoirement.

Pour générer aléatoirement des n-cartes de t brins, nous partons d’un seul
brin, puis, tant que le nombre de brins t n’est pas atteint : nous choisissons une
dimension i au hasard (entre 0 et n). Puis nous choisissons au hasard un brin
b i-libre. S’il n’y a pas de brin i-libre, nous choisissons une autre dimension,
sinon nous i-cousons b à un nouveau brin et nous propageons les contraintes
de validité d’une carte. Cette étape peut créer un grand nombre de brins, donc
pour un paramètre t choisi, les cartes générées auront au minimum t brins et au
maximum 2 · t brins. Il y a un cas particulier pour les 2-cartes car il n’y a pas de
contraintes de validité, donc les deux cartes auront exactement t brins.

Le tableau 3.1 donne le nombre maximum et moyen de fils d’un nœud en
fonction de :

1. la profondeur i du nœud dans l’arbre ;

2. la dimension n des cartes ;

3. le nombre k de cartes différentes dans la base.

Pour chaque carte, le nombre de brins t est fixé à 500. Ce tableau montre
que le nombre de fils d’un nœud est bien plus petit que la borne du pire des
cas : dans toutes les bases générées (qui contiennent jusqu’à 10000 cartes de
500 brins), le nombre maximum de fils d’un nœud est de 4 pour la TW-signature
et de 5 pour la TS-signature. Notons que le degré dépend de la profondeur du
nœud dans l’arbre : quand i est supérieur à 100n, les nœuds ont presque tou-
jours un seul fils. Le degré dépend aussi du nombre de cartes dans la base ainsi
que la dimension des cartes : quand k augmente et/ou n diminue, le nombre
de fils augmente un peu. Enfin, le degré est légèrement supérieur dans les TS-
signatures que dans les TW-signatures. Cela vient du fait qu’une TS-signature
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n k
TW-signature TS-signature

i ∈ [1..10n] i ∈]10n..100n] i ∈]100n..500n] i ∈ [1..10n] i ∈]10n..100n] i ∈]100n..500n]
max moy max moy max moy max moy max moy max moy

2

10 3 1.7 1 1 1 1 4 3.3 3 1.11 1 1
100 4 2.4 2 1.04 1 1 5 3.45 3 1.22 1 1

1000 4 2.55 3 1.12 1 1 5 3.85 4 1.35 - -
10000 4 2.65 3 1.25 1 1 5 3.95 - - - -

3

10 3 1.57 1 1 1 1 3 2.9 2 1.03 1 1
100 3 2.2 2 1 1 1 4 3.03 3 1.13 1 1

1000 3 2.6 2 1.06 1 1 4 3.1 3 1.25 - -
10000 3 2.63 3 1.15 1 1 4 3.57 - - - -

4

10 3 1.53 1 1 1 1 3 2.78 3 1.13 1 1
100 3 1.95 2 1.02 1 1 3 2.78 3 1.28 1 1

1000 3 2.38 3 1.12 1 1 3 2.78 3 1.52 - -
10000 3 2.5 3 1.29 1 1 3 2.8 - - - -

8

10 3 1.28 1 1 1 1 3 2.15 2 1.22 1 1
100 3 1.55 2 1 1 1 3 2.33 3 1.6 2 1.02

1000 3 2.13 3 1.08 1 1 3 1.95 2 1.98 - -
10000 3 2.29 3 1.3 1 1 - - - - - -

TABLE 3.1 – Nombre maximum max et moyen moy de fils d’un nœud en fonction
de sa profondeur i dans l’arbre, de la dimension n des cartes et du nombre de
cartes k différentes dans la base. Les cartes sont générées aléatoirement avec
pour paramètre t = 500. Pour la TS-signature, le symbole “-” correspond à une
base qui ne peut pas être représentée avec 16 Go de RAM.

peut contenir jusqu’à t fois plus de branches qu’une TW-signature pour repré-
senter une même base de cartes.

3.3 Signatures de cartes valuées

Il est possible d’associer des informations supplémentaires aux cartes com-
binatoires en mettant une valeur sur chaque brin, la définition d’une carte va-
luée est donnée définition 23. Les seules différences avec les n-cartes sont l’en-
semble V des valeurs différentes, et la fonction v qui associe une valeur i ∈ E à
chaque brin b ∈ B.

Définition 23 (Carte combinatoire valuée).
Une n-carte valuée est un (n+ 3)-uplet C = (B, V, v, β1, . . . , βn) tel que

1. B est un ensemble fini de brins ;

2. V est l’ensemble des valeurs possibles ;

3. v est une fonction de B sur V ;

4. β1 est une permutation partielle sur B ;

5. ∀ 2 ≤ i ≤ n, βi est une involution partielle sur B ;

6. ∀ 1 ≤ i ≤ n− 2, ∀ i+ 2 ≤ j ≤ n, βi ◦ βj est une involution partielle sur B.

L’étiquetage d’une n-carte valuée est identique à l’étiquetage d’une n-carte,
cependant il y a une différence lors de la construction d’un mot à partir d’un éti-
quetage. En effet, il faut prendre en compte dans ce mot, les valeurs de chaque
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Algorithme 10: Wv(C, l)

Entrées : Une carte valuée C = (B, V, v, β1, . . . , βn) et un étiquetage l.
Sortie : le mot correspondant à l’étiquetage l de la carte C.

1 mot ← chaîne vide
2 pour j ← 0 à |B| faire
3 ajouter v(l−1(j)) à la fin de mot
4 pour i← 0 à n faire
5 ajouter l(βi(l−1(j))) à la fin de mot

6 retourner mot

C =

c a
c

d

a b

a

SS(C) = {< a, 3, 0, b, 1, 0, a, 4, 0, d, 2, 5, c, 7, 4, a, 5, 0, c, 6, 0 >,
< a, 3, 0, a, 1, 0, d, 4, 5, b, 2, 0, c, 7, 3, a, 5, 0, c, 6, 0 >,
< c, 3, 0, c, 1, 4, a, 2, 0, d, 6, 2, a, 4, 0, b, 7, 0, a, 5, 0 >,
< c, 3, 4, a, 1, 0, c, 2, 0, d, 6, 1, a, 4, 0, b, 7, 0, a, 5, 0 >,
< d, 3, 4, a, 1, 0, b, 5, 0, c, 7, 1, a, 2, 0, a, 4, 0, c, 6, 0 >,
< a, 3, 0, c, 1, 0, c, 2, 4, d, 6, 3, a, 4, 0, b, 7, 0, a, 5, 0 >,
< b, 3, 0, d, 1, 5, a, 4, 0, a, 2, 0, c, 7, 2, a, 5, 0, c, 6, 0 >}

WS(C) = < a, 3, 0, a, 1, 0, d, 4, 5, b, 2, 0, c, 7, 3, a, 5, 0, c, 6, 0 >

FIGURE 3.11 – Signatures d’une carte valuée. Chaque brin de la carte C a une
valeur parmi {a, b, c, d}. SS(C) est la S-signature de la carte C et WS(C) est la
W-signature de la carte C.

brin. L’algorithme 10 donne le pseudo-code de la construction d’un mot d’une
carte valuée.

Toutes les signatures définies précédemment sont transposables au cas des
cartes valuées, il suffit d’utiliser ce nouveau mot Wv à la place de l’ancien. No-
tons que les complexités données restent inchangées.

La figure 3.11 donne un exemple de carte valuée et de ses signatures.
Notons qu’en pratique nous souhaitons généralement associer des valeurs

aux cellules (sommets, arêtes, faces, volumes, . . .). Pour cela, il faut donner la
même valeur à chaque brin de la cellule voulue. Si nous souhaitons valuer plu-
sieurs cellules, il suffit d’utiliser un vecteur de taille n + 1 au maximum (une
valeur pour chaque cellule).

3.4 Signatures de cartes non connexes

Les signatures introduites précédemment sont définies pour des cartes
connexes. Si une carte n’est pas connexe, alors le processus d’étiquetage décrit
dans l’algorithme 5 ne va pas étiqueter tous les brins, car certains brins ne sont
pas atteignables à partir du brin de départ.
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Cependant, une carte non connexe peut être décomposée en un ensemble
disjoint de cartes connexes enO(n · |B|) en parcourant successivement les com-
posantes connexes jusqu’à avoir découvert tous les brins de la carte. La signa-
ture d’une carte non connexe est alors calculée à partir des signatures de ses
composantes connexes de manière similaire à la construction de signatures
d’une base de cartes.

Plus précisément, étant donnée une carte non connexe C telle que C est
composée de k composantes connexes C1, . . . , Ck. Nous définissons la base
BCC = {C1, . . . , Ck}. La S-signature de C est définie par la TS-signature
TSS(BCC) et sa W-signature est définie par la TW-signature TWS(BCC).

Propriété 12. Soient une carte C ′ = (B′, β′1, . . . , β
′
n) et une TS-signature

TSS(BCC), nous pouvons déterminer si C et C ′ sont isomorphes enO(n · |B′|).

Démonstration. En effet, pour déterminer l’isomorphisme, nous procédons de
la façon suivante :

1. Nous décomposons C ′ en un ensemble disjoint de cartes connexes. Soit
k′ le nombre de composantes connexes. Si k′ 6= k alors les deux cartes ne
sont pas isomorphes.
Cette étape est faite enO(n · |B′|).

2. Si k′ = k, notons C ′1, . . . , C ′k les différentes composantes connexes de C ′.
Pour chaque composante connexe C ′i, nous construisons un mot en par-
tant de n’importe quel brin b de C ′i, et nous vérifions si WBFL(C ′i, b) cor-
respond à un chemin dans l’arbre TSS(BCC) de la racine à un nœud u. Si
ce n’est pas le cas, alors les deux cartes ne sont pas isomorphes.
Cette étape est faite enO(n·|B′i|) pour chaque composante connexe i (voir
Propriété 8).

3. Il faut vérifier pour chaque composante connexe C ′i, que le nombre de
composantes connexes deC ′ isomorphes àC ′i est égal au nombre de com-
posantes connexes de C isomorphes à C ′i.
Cette étape est faite en O(k) en utilisant des compteurs. En effet, en as-
sociant un compteur c qui prend pour valeur |m(u)|, pour tout nœud
u ∈ TSS(BCC) tel que m(u) 6= ∅ et pour tout nœud v ∈ TSS(BCC) si
m(u) = m(v) alors m(v) pointe aussi vers c. À chaque fois qu’un mot
WBFL(C ′i, b) termine sur un nœud u, le compteur associé au nœud u est
décrémenté de 1, une fois que toutes les composantes connexes ont étés
traitées, il suffit de vérifier que tous les compteurs sont nuls.

Propriété 13. Soient une carte C = (B, β1, . . . , βn) et une TW-signature
TWS(BCC), nous pouvons décider de l’isomorphisme entre C et C ′ enO(n · |B′|2).

Démonstration. Pour déterminer l’isomorphisme en utilisant la TW-signature,
nous procédons de la même façon qu’avec la TS-signature. La seule différence
est dans l’étape 2 : il faut d’abord calculer la W-signature de chaque composante
connexeC ′i avant de rechercher un nœud u dans l’arbre tel quew(u) est égal à la
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1 : (A,1) (B,2) (D,1)
2 : (A,2) (B,1) (C,1)
3 : (A,2) (C,1)
4 : (A,3) (C,3) (D,2) (E,1)
5 : (B,2) (C,1) (E,1)
6 : (B,3)
7 : (B,5) (C,2) (E,1)
8 : (C,1) (D,3)
9 : (D,2)

10 : (D,3) (E,1)

A

A

B
C

FIGURE 3.12 – Exemple d’une base de cartes non connexes. Dans cet exemple,
il y a 10 cartes non connexes et chacune de ces 10 cartes non connexes est une
composition de cartes connexes. Il y a 5 cartes connexes différentes, nommées
A, B, C, D et E. La carte non connexe numéro 2 (figure de droite) est composée
de 2 fois le motif A, 1 fois le motif B et 1 fois le motif C, chacun de ces motifs
n’étant cousu à aucun autre.

W-signature. Le calcul de la W-signature d’une composante connexe C ′i est fait
enO(n · |B′i|2) qui est également la complexité de l’étape 2 et donc la complexité
totale estO(n · |B′|2).

Enfin, il est aussi possible de définir des TS et TW-signatures de bases de
cartes non connexes de la même façon : il faut juste stocker pour chaque carte
l’ensemble des composantes connexes qui la composent (voir figure 3.12). La
TW-signature (resp. TS-signature) d’une base de cartes non connexes contient
donc la TW-signature (resp. TS-signature) de l’ensemble des composantes
connexes des cartes de la base, plus une liste des composantes connexes qui
composent chaque carte non connexe. Pour tester si une carte fait partie de la
base, il faut calculer la signature de chacune des composantes connexes de cette
carte. Si une des composantes n’est pas dans la signature de la base, alors cette
carte ne fait pas partie de la base, sinon une fois que toutes les signatures des
composantes connexes sont calculées, il suffit de vérifier si la liste des cartes
connexes qui composent la carte non connexe est présente dans la base. Cette
dernière étape se fait en temps linéaire par rapport au nombre de cartes dans la
base.

3.5 Évaluation et comparaison expérimentale

Dans cette section, nous montrons quelques résultats expérimentaux qui
illustrent l’intérêt d’utiliser les signatures de cartes. Nous comparons les deux
types de signatures sur des bases de cartes synthétiques et sur des cartes ex-
traites à partir d’images. Tous les résultats ont été obtenus sur une machine Intel
Xeon E5520 2.26 GHz avec 16Go de RAM.
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Utilisation de la signature de cartes pour la recherche d’images Une carte
peut être extraite à partir d’une image segmentée en utilisant l’algorithme décrit
dans [DBF04]. Cette méthode qui sera expliquée dans le chapitre 5 est résistante
à plusieurs déformations telles que les rotations (90˚, 180˚ou 270˚) ou les chan-
gements de résolution de l’image. La signature de carte peut donc être utilisée
pour identifier une image, et est résistante à ces transformations. Le tableau 3.2
donne pour 5 images, le nombre de brins et de faces de la carte extraite de ces
images. Il compare le temps CPU utilisé pour calculer les S-signatures et les W-
signatures de ces cartes. Nous remarquons que les signatures sont calculées très
rapidement pour des cartes ayant jusqu’à 6000 brins.

Image
Brins 3410 6060 1728 4224 1590
Faces 590 1044 295 716 275
SS(C) 0.83s 2.21s 0.26s 1.14s 0.26s
WS(C) 0.26s 0.53s 0.15s 0.32s 0.16s

TABLE 3.2 – Des images aux cartes : la première ligne montre les images, les
deux suivantes donnent le nombre de brins et de faces de la carte correspon-
dant à l’image ; les deux dernières lignes donnent le temps CPU en secondes
pour construire la S-signature et la W-signature de ces cartes.

Propriétés de construction des signatures Pour comparer les propriétés de
passage à l’échelle des deux signatures, nous avons effectué des expériences
avec des 2-cartes de différentes tailles (1000, 2000, 4000 et 8000 brins) générées
aléatoirement de la même façon que dans la section 3.2.3. Le tableau 3.3 com-
pare le temps de construction des deux signatures ainsi que le nombre de brins
visités durant la construction. Pour construire la S-signature, nous devons par-
courir complètement la carte pour chacun des brins, donc le nombre total de
brins visités est toujours égal à |B|2 et la complexité ne dépend pas du brin
de départ. Pour construire la W-signature, nous devons aussi parcourir la carte
pour chacun des brins, mais ce parcours peut être stoppé dès que le mot en
construction est plus grand que le plus petit mot actuel. Donc, si dans le pire
des cas la complexité est quadratique, comme pour la S-signature, le tableau 3.3
montre qu’en pratique la complexité est sous-quadratique. En effet, le nombre
moyen de brins visités par chaque parcours varie de 19.48 pour des cartes de
1000 brins, à 26.91 pour des cartes de 8000 brins. Le tableau 3.3 montre aussi que
même si le nombre de brins visités dépend de l’ordre dans lequel les brins de
départ sont choisis, l’écart-type reste assez bas.

Utilisation des signatures pour décider de l’isomorphisme Nous comparons
maintenant les deux signatures avec une méthode d’appariement direct pour
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S-signature W-signature

Temps (en s) |Brins visités|
|B| Temps (en s) |Brins visités|

|B|
|B| moy moy (écart) moy moy (écart)

1000 0.054 1000 (0) 0.047 19.48 (3.24)
2000 0.228 2000 (0) 0.084 19.27 (3.71)
4000 1.056 4000 (0) 0.262 23.78 (5.31)
8000 4.088 8000 (0) 0.352 26.91 (4.88)

TABLE 3.3 – Comparaison de la complexité en temps pour construire les S-
signatures et les W-signatures d’une carte. Chaque ligne donne le nombre de
brins |B| d’une carte et pour chacune des signatures, le temps CPU (en se-
condes) et le ratio entre le nombre de brins visités et |B|. La moyenne et l’écart-
type sont donnés pour 100 exécutions pour différents brins de départ.

vérifier l’isomorphisme entre une carte C dont nous possédons la signature, et
une nouvelle carte C ′.

La complexité de l’algorithme d’appariement direct décrit dans [DHJ+09] est
enO(n · |B|2).

Avec la S-signature SS(C), la complexité dans le pire des cas est enO(n · |B|),
car il suffit de faire un seul parcours de la carte à partir de n’importe quel brin
de départ. Le tableau 3.4 montre que, lorsqueC etC ′ sont isomorphes (quand le
pourcentage de brins différents est de 0%), l’algorithme visite exactement une
fois chaque brin de la carteC ′. SiC etC ′ ne sont pas isomorphes, nous pouvons
stopper la construction du mot dès qu’il n’y a plus de branche correspondante
dans l’arbre lexicographique. Nous pouvons donc décider que C et C ′ ne sont
pas isomorphes en temps sous-linéaire. Le tableau 3.4 montre que plus C et C ′

sont différents, plus le nombre de brins visités est petit.
Avec la W-signatureWS(C), la complexité dans le pire cas estO(n·|B|2), car il

faut faire un parcours de la carte C ′ à partir de chacun de ses brins. Toutefois, le
parcours peut être stoppé dès que le mot en cours de construction est différent
de la signature de C. Le tableau 3.4 montre que plus C et C ′ sont différents, plus
le nombre de brins visités est petit. En pratique, chaque brin est visité entre
2 et 4 fois. Notons que ce ratio ne varie presque pas quand la taille des cartes
augmente.

Le tableau 3.4 montre que l’algorithme d’appariement direct et la méthode
utilisant la W-signature donnent des résultats très proches alors que la méthode
utilisant la S-signature permet de décider de l’isomorphisme en un temps bien
plus rapide.

Utilisation des signatures pour rechercher une carte dans une base Pour
comparer les propriétés des TS et TW-signatures pour représenter une base
de cartes nous avons généré sept bases de 2-cartes. Chaque base contient 100
cartes non isomorphes deux à deux et toutes les cartes d’une même base ont le
même nombre de brins : respectivement 100, 200, 500, 1000, 2000, 4000 et 8000
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Isomorphisme direct W-signature S-signature

|B| Temps (en s) |Brins visités|
|B| Temps (en s) |Brins visités|

|B| Temps (en s) |Brins visités|
|B|

moy moy (écart) moy moy (écart) moy moy (écart)
10

00
0% 0.030 2.09 (0.72) 0.035 2.13 (0.64) 0.000099 1.000 (0.000)
1% 0.058 3.58 (1.51) 0.060 3.71 (1.48) 0.000091 0.298 (0.214)

10% 0.058 3.42 (1.53) 0.059 3.41 (1.34) 0.000086 0.026 (0.021)
50% 0.056 1.64 (1.08) 0.056 1.88 (1.19) 0.000072 0.015 (0.006)
99% 0.055 1.55 (0.93) 0.050 1.59 (0.90) 0.000068 0.011 (0.004)

20
00

0% 0.076 2.55 (1.62) 0.084 2.59 (1.47) 0.000215 1.000 (0.000)
1% 0.102 3.22 (1.64) 0.095 3.08 (1.79) 0.000161 0.069 (0.081)

10% 0.084 3.01 (1.72) 0.076 2.92 (1.76) 0.000130 0.019 (0.032)
50% 0.067 1.56 (1.43) 0.073 1.77 (1.40) 0.000098 0.006 (0.005)
99% 0.066 1.38 (0.93) 0.069 1.38 (0.83) 0.000097 0.006 (0.003)

40
00

0% 0.212 2.31 (1.41) 0.262 2.46 (1.30) 0.000341 1.000 (0.000)
1% 0.451 3.45 (1.58) 0.434 3.09 (1.89) 0.000292 0.015 (0.037)

10% 0.331 3.02 (1.43) 0.329 2.57 (1.81) 0.000222 0.005 (0.005)
50% 0.305 2.54 (1.20) 0.286 2.03 (1.41) 0.000178 0.005 (0.006)
99% 0.265 1.28 (1.09) 0.273 1.43 (0.85) 0.000164 0.005 (0.003)

80
00

0% 0.450 2.62 (0.98) 0.352 2.23 (1.04) 0.000697 1.000 (0.000)
1% 1.397 2.99 (1.62) 1.451 3.11 (1.86) 0.000556 0.032 (0.178)

10% 1.263 2.89 (1.45) 1.343 3.05 (1.81) 0.000439 0.003 (0.009)
50% 1.101 2.46 1.31 1.042 2.44 (1.25) 0.000296 0.002 (0.003)
99% 0.910 1.48 (1.14) 0.993 1.53 (1.02) 0.000353 0.003 (0.003)

TABLE 3.4 – Comparaison entre la W-signature, la S-signature et un algorithme
d’appariement direct pour décider de l’isomorphisme entre une carte C et une
carteC ′. Nous considérons que la signature de la carteC est connue.C etC ′ ont
le même nombre de brins, et sont créées aléatoirement à partir d’un pourcen-
tage de brins communs. Quand la différence est de 0%,C etC ′ sont isomorphes.
Chaque ligne montre : le nombre de brins de C, le pourcentage de brins diffé-
rents entre C et C ′ et pour chaque méthode, le temps en secondes et le ratio
entre le nombre de brins visités et le nombre de brins de C. La moyenne et
l’écart-type sont donnés pour 100 exécutions en mélangeant de manière aléa-
toire l’ordre des brins de C ′.

brins. Le tableau 3.5 montre l’intérêt de fusionner les signatures des différentes
cartes en un seul arbre (colonne Arbre) par rapport au stockage indépendant de
chaque signature (colonne Indpt). La fusion des signatures permet aussi d’éco-
nomiser de la place en mémoire, mais le gain est minime (moins de 10%). L’in-
térêt principal est le gain de vitesse dans le processus de recherche d’une carte
dans une base : le temps CPU est de 50 à 100 fois inférieur quand nous utili-
sons les arbres de signatures. En effet, le temps pour rechercher une carte dans
un arbre de signatures dépend de la taille de la carte, mais pas du nombre de
cartes dans la base. En comparaison, si chaque signature est stockée indépen-
damment, pour rechercher une carte dans la base, il faut comparer la carte avec
chaque signature séparément, donc plus il y a de cartes dans la base, plus il y a
de comparaisons à faire et plus la recherche est longue.

Le tableau 3.5 montre que la recherche d’une carte dans une TS-signature
est bien plus rapide que la recherche dans une TW-signature. Cependant, la
complexité spatiale de la TS-signature est aussi bien plus grande : avec 16 Go
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Nombre de nœuds Temps (en s)
TS-signature TW-signature TS-signature TW-signature

|B| Indpt Arbre Indpt Arbre Indpt Arbre Indpt Arbre
100 1 810 207 1 666 663 20 000 16 832 0.000207 0.000004 0.032033 0.000097
200 7 558 050 7 221 234 40 000 36 551 0.000244 0.000007 0.020617 0.000225
500 48 675 443 47 735 334 100 000 95 929 0.000312 0.000015 0.751917 0.000956

1 000 197 031 371 195 086 897 200 000 195 771 0.000451 0.000030 0.303131 0.003803
2 000 − − 400 000 394 745 − − 1.337401 0.014879
4 000 − − 800 000 794 896 − − 4.608052 0.053965
8 000 − − 1 600 000 1 594 375 − − 15.93316 0.216157

TABLE 3.5 – Comparaison entre la TW-signature et la TS-signature pour recher-
cher un élément dans une base de cartes. Pour chaque signature, nous compa-
rons le comportement de la recherche d’une carte dans la base si nous stockons
la signature de chaque carte séparément (colonne Indpt) ou si nous regroupons
toute la base en un seul arbre (colonne Arbre). Chaque base contient 100 cartes
différentes générées aléatoirement. Chaque ligne montre : le nombre de brins
de chaque carte de la base, et pour chaque signature, la mémoire utilisée pour
stocker la base (en nombre de nœuds) et le temps en secondes pour rechercher
un élément dans la base. Le temps de recherche est une moyenne sur 200 cartes
recherchées dont 100 appartiennent à la base et les 100 autres n’y appartiennent
pas. Le symbole− indique que la TS-signature ne peut pas être calculé sur notre
machine car le besoin de mémoire est trop important.

de RAM, nous ne pouvons pas représenter la TS-signature d’une base de 100
cartes de 2000 brins et plus, alors que cela ne pose pas de problème avec la TW-
signature. Donc, la TS-signature doit être utilisée seulement pour des petites
bases de cartes et lorsqu’il est nécessaire d’avoir des temps CPU très rapide.
Dans les autres cas, nous préférerons la TW-signature. Notons que le temps
de recherche d’une carte dans une TS-signature est bien plus court quand la
carte recherchée n’est pas présente dans la base. En effet, nous vérifions que le
mot que nous construisons en parcourant la carte recherchée est présent dans
l’arbre. Au cours de la construction du mot, si aucune branche ne correspond,
il est possible de stopper la recherche et conclure que la carte n’est pas présente
dans la base. Avec la TW-signature, les temps sont sensiblement identiques que
la carte recherchée appartienne ou non à la base. En effet, dans les deux cas,
il faut rechercher le plus petit mot (en appelant WBFL pour chaque brin de la
carte recherchée) avant de chercher ce mot dans l’arbre.

Enfin, le tableau 3.6 permet d’étudier les propriétés de la TW-signature
quand le nombre k de cartes dans la base augmente (nous ne faisons pas
cette étude pour la TS-signature car la capacité mémoire est vite saturée). Cela
montre que la taille de l’arbre augmente linéairement en fonction du nombre
de cartes et que le temps de recherche d’une carte reste constant et ne dépend
pas du nombre de cartes dans la base. Par exemple, la TW-signature permet de
trouver une carte de 1000 brins dans une base de 100000 cartes de 1000 brins en
0.003 seconde.
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Nombre de Cartes Nombre de nœuds Temps (en s)
100 195 771 0.003046

1 000 1 933 461 0.003053
10 000 19 311 582 0.003053

100 000 192 171 529 0.003046

TABLE 3.6 – Influence du nombre de cartes pour la recherche au sein d’une base
représentée par une TW-signature. Chaque ligne montre : le nombre de cartes
de 1000 brins qui composent la base, l’utilisation mémoire (nombre de nœuds
de l’arbre) et le temps de recherche d’un élément dans la base (temps moyen
sur 200 recherches).

3.6 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons défini deux signatures de cartes combinatoires
qui correspondent à des représentations canoniques de n-cartes. La complexité
en mémoire de la première signature est quadratique, mais permet de déci-
der de l’isomorphisme en temps linéaire. La complexité en mémoire de la se-
conde signature est linéaire, et permet de décider de l’isomorphisme en temps
quadratique dans le pire cas, mais linéaire en pratique. Nous avons étendu ces
deux signatures pour représenter une base de cartes sous forme d’arbre afin
d’y rechercher efficacement un élément. En pratique, nous avons observé que
la complexité de recherche d’un élément ne dépend pas du nombre de cartes
dans la base. La TS-signature est très rapide mais est limitée par les ressources
mémoires nécessaires. La TW-signature est moins coûteuse en mémoire, mais
la recherche d’un élément dans la base est un peu plus longue.

Dans le chapitre suivant, nous utilisons la W-signature et la TW-signature
dans les deux algorithmes d’extraction de sous-cartes fréquentes que nous
avons développés, ceci afin de détecter rapidement les isomorphismes.
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CHAPITRE 4. EXTRACTION DE MOTIFS FRÉQUENTS DANS DES BASES DE CARTES
COMBINATOIRES

L’OBJECTIF de ce chapitre est triple, tout d’abord, dans la section 4.1 nous
posons formellement le problème d’extraction de sous-cartes fréquen-
tes dans une base de cartes combinatoires. Ensuite, nous proposons

deux algorithmes basés sur deux types de méthodes : les méthodes en largeur
pour le premier, décrit dans la section 4.2, et les méthodes en profondeur pour
le second, décrit dans la section 4.3. Les méthodes en profondeur sont géné-
ralement plus efficaces, car elles évitent l’étape de génération des candidats
qui peut être coûteuse, et simplifie le calcul de la fréquence des motifs. Cela
permet un gain très important, notamment dans la recherche de sous-graphes
fréquents, car le calcul d’isomorphisme de sous-graphes est un problème NP-
complet. Cependant, comme nous l’avons vu dans la section 2.3, le calcul d’iso-
morphisme de sous-cartes peut se faire en temps polynomial, donc nous pou-
vons penser que l’apport des méthodes en profondeur sera moins important
que pour les graphes. Pour confirmer ou infirmer cette impression, nous com-
parons et évaluons ces deux méthodes expérimentalement sur des bases de
données synthétiques dans la section 4.4.

4.1 Définition du problème

Dans le cadre de recherche de motifs fréquents dans une base de cartes com-
binatoires nD, un motif est une n-carte.

Les cartes combinatoires nD représentent les subdivisions de l’espace en
cellules de dimensions 0 à n. De manière générale, les cellules de plus hautes
dimensions contiennent le plus d’information c’est pourquoi, nous choisissons
de construire les motifs face par face en 2D, volume par volume en 3D et n-
cellule par n-cellule en nD. Ce choix nous semble le meilleur compromis entre
le nombre de motifs qui seront extraits et la pertinence d’un motif. Mais selon
l’application et la base de cartes, il pourrait être intéressant de construire les
motifs de façon différente. Par exemple, nous pourrions considérer pour une
base de cartes nD des motifs constitués d’un ensemble de i-cellules avec i fixé
entre 0 et n (par exemple un ensemble de faces dans une base de cartes 3D).

Nous choisissons de ne considérer que des motifs connexes pour réduire le
nombre de motifs possibles. Cependant, il est possible de calculer trivialement
l’ensemble des motifs non connexes à partir de l’ensemble des motifs connexes
par un post-traitement.

Pour être considéré fréquent, un motif doit satisfaire deux contraintes de fré-
quence. La première contrainte est la même que celle définie dans [KK01] pour
le problème de sous-graphes fréquents. Étant donnés une base de n-cartes BC
et un nombre réel σ tel que 0 < σ ≤ 1, un motif respecte cette contrainte si et
seulement si freqσ(C,BC) ≥ σ·|BC|, où freqσ(C,BC) correspond à la fréquence
de la carteC dans la base de carteBC, c.-à-d. le nombre de cartesC ′ ∈ BC telles
que C soit sous-carte de C ′. Cette première contrainte de fréquence respecte la
propriété d’anti-monotonie. En effet, Si une carteC ′ est présente dans une carte
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C C ′ C ′1 C ′2
freqϕ avec automorphisme 2 4 6
freqϕ sans automorphisme 2 1 2

FIGURE 4.1 – Exemple de fréquence des motifs C ′, C ′1 et C ′2 pour la base BC =
{C}

C alors toutes les sous-cartes deC ′ sont aussi présentes dansC, et inversement,
si une des sous-cartes de C ′ n’est pas présente dans C alors C ′ est forcément
non présente dans C.

La seconde contrainte de fréquence est une contrainte sur le nombre d’oc-
currences d’un motif dans une même carte. Pour un seuil ϕ ∈ [1;∞[ donné, un
motif respecte cette contrainte pour une carte C ∈ BC si et seulement si il est
présent au moins ϕ fois dans C.

Cette seconde contrainte possède aussi la propriété d’anti-monotonie. En
effet, si un motif C ′ est présent x fois dans une carte C alors toutes les sous-
cartes de C ′ sont présentes au moins x fois. Notons que pour conserver cette
propriété d’anti-monotonie, il est indispensable de compter tous les automor-
phismes des motifs. La figure 4.1 montre un exemple où le motif C ′ est présent
deux fois dans la carte C. Si les automorphismes ne sont pas pris en compte,
nous nous apercevons que l’anti-monotonie n’est pas préservée, en effet, la fré-
quence de C ′1 est de 1 alors que celle de C ′ est de 2. Si les automorphismes sont
comptés alors la propriété est conservée. La fréquence de C ′ est de 2 et la fré-
quence de ses sous-cartes C ′1 est de 4 et C ′2 est de 6. Nous avons vu que pour
les graphes, compter les automorphismes ne suffit pas à rendre la fréquence
décroissante, en effet, un sommet ne sera compté qu’une seule fois alors qu’il
peut faire partie d’un grand nombre de motifs de deux sommets (autant qu’il y
a d’arêtes). Dans le cas des 2-cartes, une face fermée de k brins possède k auto-
morphismes et elle peut faire partie au maximum de k motifs de 2 faces, donc
la fréquence est bien décroissante.

Pour être considéré fréquent, un motif doit respecter ces deux contraintes,
donc, pour une base de n-cartesBC et des seuils σ et ϕ, un motifm est un motif
fréquent si et seulement si m est un ensemble de de n-cellules connexes et que
freqσ(m,BC,ϕ) ≥ σ · |BC| avec freqσ(m,BC,ϕ) = |{c ∈ BC | freqϕ(m, c) ≥ ϕ}|
où freqϕ(m, c) est égal au nombre d’occurrences du motif m dans la carte c. La
définition formelle d’un motif fréquent est donnée dans la définition 24
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FIGURE 4.2 – Exemple d’une 2-carte de quatre faces où chaque face est 2-cousue
à toutes les autres faces de la carte et chaque face est différente des autres faces
de la carte. Il y a 16 sous-cartes différentes (la carte vide comprise).

Définition 24 (motif fréquent).
Soient une base de n-cartes BC, deux seuils de fréquences σ et ϕ et un motif
m. m est un motif fréquent si et seulement si m est isomorphe à une sous-carte
C↓X = (X, β′1, . . . , β

′
n) de C = (B, β1, . . . , βn) ∈ BC telle que ∀b ∈ X , 〈β̂n〉(b) ∈ X.

Et freqσ(m,BC,ϕ) ≥ σ · |BC| avec freqσ(m,BC,ϕ) = |{c ∈ BC | freqϕ(m, c) ≥
ϕ}|.

Le nombre de sous-cartes fréquentes peut croître de façon exponentielle par
rapport au nombre de faces de la 2-carte. En effet, dans le pire des cas, chaque
face d’une 2-carte est différente de toutes les autres et elle est 2-cousue à toutes
les autres faces de la carte. Dans ce cas, le nombre de sous-cartes différentes est
de 2k avec k, le nombre de faces d’une carte. La figure 4.2 donne un exemple
d’une telle carte.

Les deux algorithmes que nous proposons et que nous détaillerons dans les
sections suivantes répondent au cas le plus général qui nous permet de traiter
le cas de recherche de motifs fréquents dans une base de cartes, mais aussi de
rechercher les motifs fréquents dans une seule carte.

4.2 Méthode en largeur

Pour résoudre ce problème de recherche de sous-cartes fréquentes, nous
proposons un algorithme appelé MapAPriori qui est une adaptation de l’algo-
rithme Apriori [AS94] initialement introduit pour trouver des ensembles d’at-
tributs fréquents dans une base de données relationnelle. Cet algorithme a en-
suite été modifié dans [KK01] pour s’appliquer à la recherche de sous-graphes
fréquents.

Pour faciliter la compréhension, nous présentons ici l’algorithme pour le cas
de cartes combinatoires 2D, cependant, toutes les opérations que nous utilisons
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sont définies en nD. De ce fait, l’extension de cet algorithme au cas nD est di-
recte en remplaçant face par n-cellule dans les algorithmes de cette section.

Comme nous avons vu dans la section 2.1, l’algorithme APriori construit les
motifs fréquents niveau par niveau. Chaque motif d’un niveau k donné est de
taille k (par exemple, un ensemble d’attributs fréquents de niveau k contient k
attributs, un sous-graphe fréquent de niveau k contient k arêtes, . . .). Dans notre
cas, une sous-carte fréquente de niveau k contiendra k faces. Enfin, chaque mo-
tif de niveau k+ 1 est construit à partir de plusieurs motifs du niveau k. Les mo-
tifs de niveau k qui ont permis de construire des motifs de niveau k + 1 sont
appelés des générateurs.

Définition 25 (Générateur).
Soient deux cartes C et C ′, C est un générateur de C ′ si et seulement si C est
isomorphe à une sous-carte de C ′ et C a une face de moins que C ′.

Nous avons identifié deux points critiques dans l’algorithme APriori . Le pre-
mier problème est la génération des candidats, c.-à-d. trouver une façon effi-
cace de combiner deux motifs de k faces pour former un motif de k + 1 faces
susceptible d’être un motif fréquent. Le second problème est le calcul de la fré-
quence d’un motif candidat. C’est en effet une phase critique car il faut accéder
à la base de données, ce qui est le plus coûteux en temps dans les algorithmes
de fouille de données. C’est pour cela qu’il est important de réduire au maxi-
mum le nombre d’accès à la base et d’avoir un algorithme efficace pour décider
si un motif est présent dans une carte ou non.

L’algorithme 11 construit les sous-cartes fréquentes niveau par niveau.
Chaque niveau est découvert à partir du niveau précédent. Dans un premier
temps, des candidats potentiellement fréquents sont générés à partir des sous-
cartes fréquentes du niveau précédent. Ensuite, nous vérifions pour chaque
candidat si son nombre d’occurrences dans BC est supérieur aux seuils fixés,
c.-à-d. s’il apparaît au moins ϕ fois dans au moins σ · |BC| cartes.

Cet algorithme utilise les structures de données suivantes :
– BC : l’ensemble des cartes de la base ;
– F k : l’ensemble des motifs fréquents de niveau k ; (composés de k faces)
– Γk : TW-signature de l’ensemble des candidats du niveau k ;
– Pour chaque motif candidat m de niveau k :

– Nk−1(m) : l’ensemble des générateurs de m de taille k − 1 ;
– Signature(m) : la W-signature de m ;
– Occurences(m, c) : l’ensemble des occurrences de m dans la carte c ∈
BC ;

– Freqϕ(m, c) : le nombre d’occurrences de m dans la carte c ∈ BC.
L’algorithme 11 comporte trois points clés. Le calcul des fréquents de ni-

veaux 1 et 2, la fonction de génération des candidats, (qui va permettre de géné-
rer tous les candidats possibles pour un niveau donné à partir du niveau précé-
dent) et la fonction qui permet de calculer la fréquence de chaque candidat et
ainsi de vérifier si le candidat est un motif fréquent ou non. Ces trois points clés
sont détaillés dans la suite.
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Algorithme 11: MapAPriori(BC, σ, ϕ)

Entrées : Une base de cartes BC, un réel σ ∈]0; 1], un entier ϕ ∈ [1;∞[.
Sortie : L’ensemble de tous les motifs fréquents.

1 Γ1 ← ∅
2 pour chaque carte C ∈ BC faire
3 pour chaque face f ∈ C faire
4 MAJ_FREQ(f, C,BC,Γ1, F reqϕ)

5 F 1 ← {γ ∈ Γ1 | Freqσ(γ,BC, ϕ) ≥ σ · |BC|}
6 Γ2 ← ∅
7 pour chaque carte C ∈ BC faire
8 pour chaque couple de faces adjacentes et fréquentes (f1, f2) ∈ C faire
9 Soit γ le motif composé de f1 etf2

10 MAJ_FREQ(γ, C,BC,Γ2, F reqϕ)

11 F 2 ← {γ ∈ Γ2 | Freqσ(γ,BC, ϕ) ≥ σ · |BC|}
12 k ← 3
13 tant que F k−1 6= ∅ faire
14 Γk ← genererCandidats(F k−1)
15 pour tous les candidats γk ∈ Γk faire
16 γk.freq ← Compter(γk, BC)

17 F k ← {γk ∈ Γk | Freqσ(γ,BC, ϕ) ≥ σ · |BC|}
18 k ← k + 1

19 retourner F 1, F 2, . . . , F k−2

Algorithme 12: MAJ_FREQ(m,C,BC,Γ1, F reqϕ)

Entrées : Un motif m composé de i faces, une carte C, une base de cartes
BC.

Entrée/Sortie : L’ensemble Gammai des signatures des motifs composés
de i faces, Freqϕ un tableau associant à chaque couple
(mj, C

k) le nombre d’occurrences du motif mj dans la
carte Ck.

1 calculer la signature de m et son nombre d’automorphismes a
2 si Signature(m) /∈ Γi alors
3 initialiser Freqϕ(m,Ck) à 0 pour toutes les cartes Ck ∈ BC
4 ajouter Signature(m) à Γi

5 incrémenter Freqϕ(m,C) de a
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4.2.1 Calcul des sous-cartes fréquentes composées d’une ou de
deux faces (lignes 1 à 11)

Pour trouver les sous-cartes fréquentes composées d’une face, nous parcou-
rons toutes les cartesC ∈ BC face par face. Pour chaque face, la W-signature est
calculée. Pendant le calcul de la signature, nous comptons le nombre d’auto-
morphismes a. Posons γ le candidat correspondant à la W-signature. Si γ ∈ Γ1,
alors, la fréquence de γ pour la carte C est incrémentée de a. Sinon, γ est ajouté
à Γ1 et sa fréquence est initialisée à a pour la carte C et à 0 pour toutes les autres
cartes de BC. Quand toutes les faces de toutes les cartes ont été parcourues,
nous ne gardons dans F 1 que les candidats dont la fréquence est supérieure à ϕ
pour au moins σ · |BC| cartes de BC : ce sont les motifs fréquents.

Les sous-cartes fréquentes composées de deux faces sont calculées de la
même manière, seulement cette fois il faut parcourir tous les couples de faces
adjacentes.

4.2.2 Génération des candidats (ligne 14)

L’algorithme 13 permet de générer tous les candidats d’un niveau F k à partir
des sous-cartes fréquentes du niveau précédent F k−1. Pour chaque couple de
motifs fréquents ayant un générateur commun nous fusionnons les deux cartes
de niveau k−1 pour faire un ensembleEk de candidat γk. Pour chaque candidat,
s’il n’a pas déjà été généré, alors nous identifions tous ses générateurs. Si un seul
de ses générateurs n’est pas fréquent alors ce candidat ne sera pas fréquent non
plus. En effet, si une sous-carte fréquente c′ est présente dans une carteC ∈ BC
(c.-à-d. , c′ est une sous-carte deC) alors tous les générateurs de c′ sont aussi des
sous-cartes de C. Donc la fréquence de c′ est inférieure ou égale à la fréquence
minimum de ses générateurs (comme l’illustrent les figures 4.3 et 4.5).

Nous considérons tous les couples de sous-cartes fréquentes qui ont un gé-
nérateur commun (ligne 2 de l’algorithme 13). En effet, pour construire une
carte de k faces à partir de deux cartes de k − 1 faces, il faut qu’elles aient une
partie commune de k− 2 faces. Notons qu’il est possible de fusionner une carte
avec elle même, mais pour qu’il y ait des fusions possibles, il faut obligatoire-
ment qu’il y ait des automorphismes parmi les générateurs. Si une sous-carte
a plus de deux générateurs alors elle sera générée plusieurs fois, c’est pourquoi
nous vérifions ligne 5, que le motif n’a pas déjà été généré. La mise à jour des
occurrences potentielles de γ est effectuée à la ligne 10. Lors de cette étape,
pour diminuer au maximum le nombre d’occurrences à vérifier, nous prenons
pour chaque carte C ∈ BC, les occurrences du générateur g′ de γ telles que
Freqϕ(g′, C) est minimale parmi tous les générateurs de γ.

L’opérateur 	 utilisé ligne 8, permet de supprimer une face d’une 2-carte
(voir définition 26).

Définition 26 (Opération	 (n-suppression)).
Soient une carteC = (B, β1, . . . , βn) et une n-cellule c ∈ C. Nous notonsBV l’en-
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Algorithme 13: genererCandidats(F k−1)

Entrée : Ensemble des sous-cartes fréquentes F k−1.
Sortie : Ensemble des candidats de taille k.

1 Γk ← ∅
2 pour tous les couples (fk−1i , fk−1j ) ∈ F k−1 × F k−1 ayant un générateur

commun g ∈ F k−2 faire
3 Ek ← fusion(fk−1i , fk−1j , g)

4 pour tous les γk ∈ Ek faire
5 si γk /∈ Γk alors
6 cand← V rai
7 pour toutes les faces f de γk faire
8 γk−1 ← γk 	 f
9 si γk−1 est connexe et γk−1 ∈ F k−1 alors

10 MAJ_OCCURRENCES(γk)

11 sinon
12 cand← Faux

13 si cand = V rai alors
14 Γk ← Γk ∪ γk

15 retourner Γk

Générateurs
Fréquences 5 11 8 12

Candidat
Fréquence Max 5

FIGURE 4.3 – Exemple de fréquence d’un candidat. Les générateurs sont en traits
pleins et la face en pointillés correspond à la face à ajouter au générateur pour
former le candidat. Pour une carte et un candidat γ donnés, la fréquence mini-
male des générateurs de γ est 5, donc la fréquence de γ est inférieure ou égale à
5.
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semble des brins de B n-cousus à c et n’appartenant pas à c. La carte obtenue
en supprimant c de C est C ′ = (B′, β′1, . . . , β

′
n) définie par :

– B′ = B \ c ;
– ∀i ∈ [0;n], ∀b ∈ B′ : β′i(b) = βi(b).
– ∀b′ ∈ BV : βn(b) = ε.

Par exemple, sur la figure 4.3 l’opérateur 	 appliqué sur le candidat et une
des faces en pointillés a pour résultat le générateur en trait plein.

4.2.3 Fusion

Un point clé dans la génération des candidats consiste à fusionner deux
sous-cartes fréquentes. Nous fusionnons deux sous-cartes fréquentes de taille
k − 1 qui ont un générateur commun de taille k − 2 pour former entre 0 et n
candidats de taille k, n étant le nombre d’automorphismes du générateur. L’al-
gorithme 14 montre le fonctionnement de la fusion. Nous commençons par
identifier le générateur dans la première carte, puis dans la seconde. Il peut y
avoir plusieurs façons d’apparier le générateur, lorsqu’il possède des automor-
phismes. Pour chaque appariement possible nous cherchons la face de fk−1i et
la face de fk−1j qui ne sont pas dans le générateur. Ces deux faces sont ajoutées
au générateur g pour former le candidat γk (ligne 8). Il se peut qu’il soit im-
possible d’ajouter les deux faces au générateur si les deux faces sont liées aux
mêmes brins du générateur. Les tableaux 4.1,4.2 et 4.3 illustrent les différents
cas de fusions possibles.

Notons que la face à ajouter peut être cousue à plusieurs brins du générateur.
Dans ce cas il faut qu’aucun de ces brins ne soit cousu avec la face à ajouter de
l’autre carte. Le tableau 4.4 illustre cette possibilité.

Algorithme 14: Fusion(fk−1i , fk−1j , g)

Entrée : Deux motifs fréquentes fk−1i , fk−1j et g un générateur de fk−1i et
fk−1j .

Sortie : L’ensemble des fusions possibles entre fk−1i et fk−1j selon le
générateur g.

1 E ← ∅
2 identifier g dans fk−1i

3 B ← {b ∈ fk−1i | b ∈ g et β2(b) /∈ g et β2(b) 6= ε}
4 pour tous les automorphismes a de g faire
5 identifier g dans fk−1j selon l’automorphisme a
6 B′ ← {b′ ∈ fk−1j | b′ ∈ g et β2(b′) /∈ g et β2(b′) 6= ε}
7 si B ∩B′ = ∅ alors
8 e← fk−1j + f avec f une face de fk−1i tel que f /∈ g
9 E ← E ∪ e

10 retourner E
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Fréquents

a

b

a

b

Fusion

a

b

TABLE 4.1 – Exemple de fusion entre deux cartes de cinq faces ayant un généra-
teur commun de quatre faces. Les brins dessinés en traits pleins représentent le
générateur (identique dans les deux cartes) et les brins en pointillés indiquent
les faces qu’il faut ajouter au générateur pour former un candidat composé de
six faces. Comme le générateur n’a pas d’automorphisme, il n’y a qu’une seule
façon possible d’apparier le générateur dans chacune des deux cartes, et donc
il y aura au maximum un candidat issu de cette fusion. Enfin, les brins du géné-
rateur qui relient les faces à ajouter sont différents, la fusion est donc possible.
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Fréquents

a

b

a

Fusion Impossible

TABLE 4.2 – Exemple où il n’existe pas de fusion possible pour deux cartes com-
posées de cinq faces qui ont un générateur commun de quatre faces. En effet,
le générateur commun n’a pas d’automorphisme, il y a donc une seule façon
possible d’apparier le générateur dans les deux cartes, donc au maximum une
seule fusion possible. Mais les deux faces à ajouter doivent être ajoutées sur le
même brin du générateur, donc la fusion est impossible.

Fréquents

a b
1 2

Fusions

1
a

2
b

2
a

1
b

TABLE 4.3 – Exemple de fusions multiples. Les deux cartes à fusionner sont com-
posées de trois faces et ont un générateur commun de deux faces. Le générateur
a deux automorphismes. En effet, pour apparier le générateur de la carte de
droite sur celui de la carte de gauche, le brin 1 peut être apparié soit avec le brin
a, ce qui donne la première fusion, soit avec le brin b, ce qui donne la seconde
fusion.
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Fréquents

a
b c

d
ef

1
2 3

4
56

Fusions

1
d

2 e 3 f
4
a

5 b6 c

TABLE 4.4 – Exemple de fusion où le générateur a deux automorphismes mais
une seule fusion possible. Nous souhaitons fusionner deux motifs composés de
trois faces qui ont un générateur commun de deux faces. La face à ajouter sur
la carte de droite est cousue aux brins 2 et 3. Si le brin 4 de la carte de droite
est apparié avec le brin a de la carte de gauche alors la fusion est possible. Par
contre si le brin 4 de la carte de droite est apparié avec le brin d de la carte de
gauche alors cette fusion est impossible car le brin 3 et le brin c sont en conflit.
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4.2.4 Comptage de la fréquence

Le dernier point critique de l’algorithme MapAPriori est le calcul de la fré-
quence de chaque candidat. Ce qui est très coûteux en temps dans les algo-
rithmes de fouille de données, ce sont les accès à la base de données. Dans
le cas des ensembles d’attributs fréquents, une amélioration de l’algorithme
APriori permet de calculer la fréquence de chaque candidat sans aucun accès à
la base de données, à condition d’avoir scanné une fois pour toute la base pour
construire les motifs de niveau 1 et d’avoir pour chaque fréquent une liste qui
donne la liste des transactions dans lesquelles apparaît le motif. Ensuite la liste
d’un motif est l’intersection des listes de ses générateurs. Malheureusement,
cela n’est pas suffisant pour calculer la fréquence d’un motif dans le cadre de
la recherche de sous-cartes fréquentes. En effet, une carte peut contenir tous
les générateurs d’un motif mais ne pas contenir le motif lui même.

Exemple 16. La figure 4.4 montre un motif et tous ses générateurs et une carte
dans laquelle sont présents tous les générateurs du motif mais où le motif lui-
même n’est pas présent.

Pour calculer la fréquence d’un candidat, il est obligatoire d’accéder à la base
de données et d’utiliser un algorithme d’isomorphisme de sous-cartes. Cepen-
dant, nous utilisons la connaissance que nous avons sur les générateurs d’un
candidat pour améliorer la complexité de l’algorithme d’isomorphisme et pour
réduire le nombre d’appels à cet algorithme.

Algorithme 15: Compter(γk, BC, Freqϕ)

Entrée : Candidat γk ;
Une base de cartes BC.
Entrée/Sortie : Freqϕ nombre d’occurrences de γk dans BC.

1 i← 0
2 pour toutes les cartes C ∈ BC faire
3 Freqϕ(γk, C)← 0
4 pour tous les brins b ∈ Occurences(γk, C) faire
5 si SousIso(γk, C, b)) alors
6 Freqϕ(γk, C)← Freqϕ(γk, C) + 1

7 sinon
8 Occurences(γk, C)← Occurences(γk, C) \ {b}

9 i← i+ 1

Soit C = (B, β1, . . . , βn) une carte de la base et C ′ = (B′, β′1, . . . , β
′
n) un motif

candidat. Nous voulons rechercher toutes les occurrences deC ′ dansC. Notons
que C est bien plus grand que C ′. Dans l’algorithme classique d’isomorphisme
de sous-cartes, nous n’avons aucune connaissance a priori sur l’emplacement
deC ′ dansC, donc pour un brin fixé de la carteC ′, il faut tester s’il existe une cor-
respondance pour chacun des brins deC. La complexité est donc deO(|B|·|B′|).
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Motif

Générateurs

Carte

FIGURE 4.4 – Exemple de carte où un motif n’est pas présent alors que tous ses
générateurs le sont.
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Un grand nombre de brins de C sont visités pour rien. Dans le cadre général
d’isomorphisme de sous-cartes il est impossible de prédire quels sont les brins
qu’il n’est pas nécessaire de visiter ou au contraire quels sont les brins qui ont le
plus de chances de faire partie de l’isomorphisme. Dans notre cas de recherche
de sous-cartes fréquentes, nous connaissons pour chaque motif fréquent son
nombre d’occurrences, et l’endroit où elles sont situées dans les cartes de la
base. Chaque candidat possède au moins un générateur (qui est un motif fré-
quent) dont nous connaissons toutes les occurrences. Nous savons que la fré-
quence d’un candidat est inférieure ou égale à la fréquence de ses générateurs
et nous savons aussi que pour chaque occurrence du candidat, une occurrence
de ses générateurs est aussi présente. Nous nous servons de cette information
pour ne tester qu’une sous partie de l’ensemble des brins de C. Nous stockons
en mémoire un brin par lequel passe chaque occurrence de chaque motif. En-
suite pour calculer la fréquence d’un candidat, connaissant la liste des brins par
lesquels passent ses générateurs, il suffit de tester l’isomorphisme de sous-carte
pour tous ces brins et non pour l’ensemble des brins de la base. Cela nous donne
une complexité deO(|B′|2), sachant que B′ � B, la complexité est grandement
améliorée par rapport à l’algorithme classique.

Pour un candidat donné, il n’est pas nécessaire de tester toutes les occur-
rences de ses générateurs mais seulement de ceux qui ont la plus faible fré-
quence dans chacune des cartes (ligne 10 de l’algorithme 13). En effet la fré-
quence d’un motif sera toujours inférieure ou égale à la fréquence de ses géné-
rateurs. Il est donc possible dans certains cas de trouver qu’un candidat n’est
pas un fréquent sans même avoir à vérifier sa présence dans la base.

Exemple 17. La figure 4.5 montre une base composée de 4 cartes, pour un niveau
donné, il y a 3 motifs fréquents (M1, M2 et M3) et 3 candidats sont générés par
l’algorithme 13 (M1M2, M1M3 et M2M3) pour σ = 0.75 et ϕ = 2. Pour les 3 motifs
fréquents nous connaissons leur fréquence dans chaque carte ainsi qu’un brin
pour chacune de ses occurrences. Le motif M1 est présent 2 fois dans la carte 1
et passe par les brins b1 et b3, il est présent 3 fois dans la carte 2 et passe par les
brins b9, b10 et b11, . . . Le candidat M1M2 a pour générateurs les motifs M1 et
M2, donc la fréquence maximale qu’il pourra atteindre dans la carte 2 est de 2
car le motif M1 est présent 3 fois mais le motif M2 n’y est présent que 2 fois. Grâce
à cette propriété, nous pouvons savoir sans accéder à la base de données que le
motif M1M2 sera forcement non fréquent dans la carte 3, et que le motif M1M3
ne sera pas fréquent pour les cartes 1 et 3 et donc ne dépassera pas le seuil σ. Il
est donc inutile d’utiliser la fonction d’isomorphisme de sous-carte pour calculer
la fréquence exacte de ce motif. Dans cet exemple, nous voyons que pour le motif
candidat M1M3 il n’est pas nécessaire d’utiliser la fonction d’isomorphisme pour
décider que ce motif n’est pas fréquent. Le motif M1M2 n’est pas fréquent non plus
mais pour le savoir nous sommes obligés de tester l’isomorphisme de sous-cartes
pour les occurrences à vérifier. Enfin le motif M2M3 est fréquent et il est obligatoire
de tester l’isomorphisme de sous-cartes pour connaître les occurrences exactes.
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M1

b1

M3

b6

M1

b3

M2

b4

M2

b5

M2

b2 M1

b10

M3

b8

M3

b12

M1

b11

M2

b13

M2

b7

M1

b9

M3

b15

M3

b17

M2

b18

M2

b14

M1

b16

M3

b19

M1

b20

M3

b28

M1

b23

M2

b24 M2

b27M1

b25

M3

b22

M2

b21

M1

b26

Motifs fréquents M1 M2 M3
Fréquence 2 3 3 2 1 2

1 4 2 3 3 2
Occurrences b1, b3 b9, b10, b11 b2, b4, b5 b7, b13 b6 b8, b12

b16 b20, b23, b25, b26 b14, b18 b21, b24, b27 b15, b17, b19 b22, b27

Candidats M1M2 M1M3 M2M3
Fréquence Max 2 2 1 2 1 2

1 3 1 2 2 2
Occurrences b1, b3 b7, b13 b8, b12

à vérifier b21, b24, b27 b14, b18 b22, b27
Fréquence réelle 2 1 2

2 2 2

FIGURE 4.5 – Fréquence des candidats par rapport à leurs générateurs. La fré-
quence dans chacune des quatre cartes est donnée. Les seuils sont fixés à
σ = 0.75 et ϕ = 2 (pour être fréquent, un motif doit être présent 2 fois dans
au moins 3 cartes différentes). Le motif M1M3 n’est pas fréquent et nous le sa-
vons avant même de vérifier les occurrences. Le motif M1M2 n’est pas fréquent
mais il faut d’abord vérifier les occurrences pour le savoir. Enfin, le motif M1M2
est fréquent.
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4.2.5 Complexités des différentes étapes de l’algorithme
MapAPriori

Dans l’algorithme 11 en ligne 5, nous construisons au maximum t2

2
∗k∗a can-

didats de niveau k à partir des fréquents du niveau k − 1 (avec t, le nombre de
fréquents de niveau k et a, le nombre d’automorphismes des motifs fréquents).
Pour chacun de ces candidats γ, nous comptons le nombre d’occurrences de γ
dans l’ensemble des cartes de la base BC (ligne 7) grâce à un algorithme d’iso-
morphisme de sous-cartes pour un sous-ensemble minimal des occurrences
des générateurs de γ. La complexité pour calculer la fréquence d’un candidat γ
est donc O(x · |γ|2) avec x, le nombre d’occurrences sélectionnées des généra-
teurs de γ.

À la ligne 6 de l’algorithme 13 nous vérifions si un candidat a déjà été généré
et à la ligne 9 de l’algorithme 13 nous vérifions si tous les générateurs du can-
didats sont bien des motifs fréquents. Pour calculer cela de façon efficace, nous
utilisons deux TW-signatures. La première nommée Γk contient l’ensemble des
candidats du niveau en cours de construction et elle est vidée à chaque appel
de la fonction genererCandidats (ligne 1 de l’algorithme 13). La deuxième TW-
signature nommée F k−1 contient l’ensemble des sous-cartes fréquentes du ni-
veau k−1 lors de la génération des candidats de niveau k. Cette opération a une
complexité totale deO(|γ|2 · k).

Dans l’algorithme 14 aux lignes 2 et 5, nous devons identifier un générateur
g de taille k − 2 dans une carte C = (B, β1, . . . , βn) de taille k − 1. Pour cela nous
utilisons l’algorithme classique d’isomorphisme de sous-carte. Cette opération
a une complexité deO(|g| · |B|).

En résumé, la complexité du calcul de F 1 et F 2 est polynomiale en la taille
de la base. La complexité du calcul de F k+1 est polynomial en fonction de F k et
de la base.

La complexité en pire des cas de notre algorithme est exponentielle, si le
nombre de motifs fréquent est exponentiel. Cependant, en 1988, Johnson et al.
[JYP88] introduisent un nouveau type de complexité intitulée temps polynomial
incrémental (de l’anglais Incremental polynomial time). Un algorithme est en
temps polynomial incrémental s’il est capable de trouver une nouvelle configu-
ration ou déterminer s’il n’existe pas de nouvelle configuration en temps poly-
nomial en la taille des entrées et d’un certain nombre de configurations,

Donc l’algorithme MapAPriori a une complexité polynomiale incrémentale
car le calcul d’un niveau k se fait en temps polynomial en la taille des cartes de
la base en entrée et des motifs du niveau k − 1.

4.3 Méthode en profondeur

Dans cette section nous présentons un deuxième algorithme pour résoudre
le problème d’extraction de sous-cartes fréquentes basé sur une deuxième fa-
mille de méthodes qui sont les méthodes qui explorent les motifs en profon-
deur.
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Le but des algorithmes en profondeur est d’éviter l’étape de génération des
candidats des algorithmes de type APriori qui est souvent très coûteuse car elle
génère de nombreux motifs qui ne sont pas présents dans la base. Pour cela
ces méthodes utilisent souvent une liste d’occurrences et à partir de ces oc-
currences, elles font grandir le motif d’un élément. Cela rend le calcul de la
fréquence très simple (elle découle directement de la taille de la liste d’occur-
rences) et tous les motifs générés sont présents au moins une fois dans la base.
Dans le cas de l’extraction de sous-cartes fréquentes, nous utiliserons ce prin-
cipe pour faire grandir les motifs fréquents face par face et ainsi calculer itérati-
vement tous les motifs fréquents.

Nous décrivons dans la section 4.3.1 l’algorithme pour une base de 2-cartes.
Nous étudions la complexité de cet algorithme dans la section 4.3.2. Enfin,
nous montrons comment étendre l’algorithme au cas des cartes nD dans la sec-
tion 4.3.3.

4.3.1 Algorithme

L’algorithme 16 décrit notre second algorithme d’extraction de sous-cartes
fréquentes appelé mSpan (pour Map-based Substructure Pattern mining).
mSpan est une adaptation de gSpan [YH02], un algorithme d’extraction de sous-
graphes fréquents. Comme nous l’avons vu dans la section 2.2, cet algorithme
extrait les motifs en profondeur et utilise la contrainte de fréquence pour éla-
guer l’espace de recherche.

Algorithme 16: mSpan(BC, σ, ϕ)

Entrées : Une base de cartes BC ;
un nombre réel σ ∈]0; 1] ;
un entier ϕ ∈ [1;∞[.
Sortie : l’ensemble F de tous les motifs fréquents.

1 F1 ← tous les motifs fréquents composés d’une seule face
2 F ← F1

3 tant que F1 6= ∅ faire
4 choisir un motif f dans F1

5 Cand← {f}
6 tant que Cand 6= ∅ faire
7 prendre un motif p dans Cand
8 Fp ← grow(p, F1)
9 Cand← Cand ∪ Fp

10 F ← F ∪ Fp
/* Tous les motifs contenant la face f sont dans F */

11 enlever f de F1

12 retourner F

Tout d’abord, nous calculons l’ensemble F1 de tous les motifs fréquents
composés d’une seule face. Puis l’ensemble F qui contiendra tous les motifs
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fréquents est initialisé avecF1. Ensuite, pour chaque face f deF1, nous construi-
sons tous les motifs fréquents contenant f plus des faces de F1 et nous les ajou-
tons à F (lignes 4 à 10). Enfin, nous retirons f de F1 (ligne 11) pour éviter de
reconstruire des motifs qui contiennent f à la prochaine itération de la boucle
des lignes 3 à 11.

L’ensemble de tous les motifs fréquents qui contiennent f plus des faces
de F1 est construit itérativement en utilisant un ensemble Cand de motifs fré-
quents qui sont étendus en leur cousant une face de F1. À chaque itération
(lignes 6 à 10), nous retirons un motif p de Cand (ligne 7) et la fonction grow
calcule tous les motifs fréquents qu’il est possible de construire en cousant une
face de F1 à chacune des occurrences de p (ligne 8). Ces motifs fréquents sont
ajoutés à l’ensemble Cand (ligne 9) pour qu’ils puissent ensuite être à leur tour
étendus d’une face, et ce, jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de nouveaux motifs fré-
quents découverts.

Algorithme grow (ligne 8 Algo. 16). La fonction grow est décrite dans l’algo-
rithme 17. Étant donnés un motif fréquent p et un ensemble de faces F1, il re-
tourne toutes les sous-cartes fréquentes obtenues en cousant une face de F1

à p. Cela est fait en parcourant la frontière de chaque occurrence o du motif p
dans une carte C de BC. Pour chaque brin b de la frontière, si la face 2-cousue
à d appartient à F1 alors le motif pf obtenu en 2-cousant cette face au brin b est
candidat pour être un motif fréquent et est ajouté à Fp s’il n’y était pas déjà pré-
sent (ligne 9), sinon la fréquence de ce motif dans la carte C est incrémentée
(ligne 10). Quand toutes les occurrences de p ont été traitées, nous retournons
tous les motifs de Fp qui sont fréquents (ligne 11).

Algorithme 17: grow(p, F1)

Entrées : un motif fréquent p ;
un ensemble de motifs fréquents à une face F1.
Sortie : tous les motifs fréquents composés de p plus une face de F1.

1 Fp ← ∅
2 pour chaque occurrence o du motif p dans une carte C de BC faire
3 pour chaque brin b appartenant à la frontière de l’occurrence o de p

faire
4 si β2(b) 6= ε /* donc il existe une face 2-cousu à b */
5 alors
6 Soit f la face 2-cousue à b
7 si f ∈ F1 alors
8 Soit pf le motif obtenu en 2-cousant la face f au brin d de o
9 MAJ_FREQ(pf , C,BC, Fp, F reqϕ)

10 retourner {pi ∈ Fp | Freqσ(pi, BC, ϕ) ≥ σ · |BC|}
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FIGURE 4.6 – Exemple de liste d’occurrences pour identifier un motif. Le motif
C est présent 5 fois dans la carteC ′. Pour chaque occurrence, nous mémorisons
le brin de C ′ qui correspond au brin 1 du motif C. Donc, la liste d’occurrences
associée au motif C dans la carte C ′ est Occurrences(C ′, C) =< q, a, j, p, i >.

Identifier une occurrence (ligne 2 Algo. 17). Pour identifier une occurrence
d’un motif p dans une carte C, nous n’utilisons pas l’algorithme d’isomor-
phisme de sous-carte de p dans C car cela serait trop couteux en temps. À
chaque fois qu’une nouvelle occurrence d’un motif est trouvée nous mémori-
sons le brin qui a permis de construire la signature. Nous stockons pour chaque
motif sa signature ainsi qu’un brin pour chacune de ses occurrences. Grâce à
cela, nous pouvons positionner une occurrence d’un motif dans une carte de
façon linéaire par rapport au nombre de brins du motif.

Exemple 18. La figure 4.6 montre un exemple où le motif C est présent 5 fois
dans la carte C ′. Un brin suffit pour différencier ces 5 occurrences. Par exemple le
brin q correspond à l’occurrence en pointillées.

Parcourir la frontière d’une occurrence (ligne 3 Algo. 17). Lors de l’identi-
fication d’une occurrence d’un motif p dans une 2-carte C = (B, β1, β2), nous
mémorisons les brins de la frontière, c.-à-d. les brins b ∈ B tels que β2(f(b)) = ε.
Cela peut être fait en même temps que l’identification de l’occurrence sans aug-
menter la complexité.

Ajouter une face à une occurrence (ligne 8 Algo. 17). Nous avons identifié un
motif p dans une carte C, et nous avons trouvé un brin b tel que b appartient à
une occurrence de p et que la face f adjacente à b appartient à F1. Nous ajoutons
alors la face f au motif p pour former un nouveau motif pf .

Exemple 19. La figure 4.7 montre une carte C, un motif p ainsi que les deux mo-
tifs construit en ajoutant une face au motif p. En supposant que les faces 1 et 2
appartiennent à F1, le plongement du motif p dans la carte C possède 3 brins de
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1
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p1 = p2 =

FIGURE 4.7 – Exemple de motifs construit en ajoutant une face à un motif fré-
quent.

sa frontière dont la face adjacente appartient à F1 (les brins a, b et c). Si la face 1
qui est adjacente au brin a est ajouté au motif p, nous obtenons le motif p1, le brin
a est supprimé de la liste des brins à explorer. Si la face 2 qui est adjacente au brin
b est ajouté au motif p, nous obtenons le motif p2, ensuite le brin b est supprimé de
la liste des brins à explorer. Notons que le motif p2 peut être obtenu en ajoutant
la face 2 soit à partir du brin b soit à partir du brin c. Il est donc important de
supprimer les brins b et c de la liste lorsque le motif p2 est créé.

Vérifier la présence d’un motif dansFp (ligne 9 Algo. 17). À chaque fois qu’un
motif est généré (ligne 8), nous calculons sa signature, puis nous recherchons si
elle est présente dans l’arbre de signatures Fp. Si c’est le cas, alors le motif a déjà
été généré, il faut donc mettre à jour sa fréquence. Sinon, c’est un nouveau mo-
tif, donc nous ajoutons sa signature à l’arbre des signatures et sa fréquence est
initialisée. Comme nous l’avons vu dans le chapitre 3, le calcul de la signature
se fait en O(k2) (avec k le nombre de brins du motif). Vérifier si cette signature
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appartient à l’arbre de signature Fp se fait enO(k) et ne dépend pas du nombre
de signatures déjà présentes dans l’arbre. L’ajout d’une signature dans l’arbre
est aussi enO(k) et peut être fait pendant la recherche.

Initialiser et mettre à jour la fréquence d’un motif (lignes 9 Algo. 17). Pour
cette étape, nous utilisons la même fonction de mise à jour que celle utilisée
dans l’algorithme MapAPriori. Nous avons vu que pour préserver la propriété
d’anti-monotonie de la fréquence, il faut compter tous les automorphismes
d’un motif. Nous avons aussi vu que le calcul de la signature d’une carte donne
le nombre d’automorphismes de cette carte. Lorsqu’un motif m est découvert
pour la première fois, il faut initialiser sa fréquence. ∀c′ ∈ BCFreqϕ(m, c′) ← 0
et Freqϕ(m,C) ← a (avec a le nombre d’automorphismes de m et C la carte où
m est présent). Pour mettre à jour la fréquence d’un motif il suffit d’ajouter le
nombre d’automorphismes du motifm à sa fréquence pour la carteC où il a été
découvert : Freqϕ(m,C)← Freqϕ(m,C) + a.

Choisir un motif (ligne 4 Algo. 16). L’ordre dans lequel les faces de F1 sont
choisies est important. En effet, en les choisissant dans l’ordre de fréquence
croissante, c.-à-d. du moins fréquent au plus fréquent, l’extraction de tous les
motifs fréquents est plus rapide. En effet, en commençant par la face f1 ∈ F1

qui a le moins d’occurrences, nous allons calculer dans la boucle (lignes 6 à 10)
tous les motifs fréquents qui contiennent f1 en vérifiant un nombre minimum
d’occurrences. Ensuite, ligne 11, nous enlevons la face f1 de l’ensemble F1, donc
tous les motifs qui seront construits par la suite ne contiendront pas cette face.
Lors de la deuxième itération de la boucle tant que (lignes 3 à 11) nous choi-
sissons la face f2 qui a le moins d’occurrences parmi les faces qui restent dans
F1. Nous allons calculer tous les motifs fréquents contenant f2 et ne contenant
pas f1 en parcourant le moins d’occurrences possibles. Au fur et à mesure des
itérations de la boucle principale (lignes 3 à 11) nous explorons de plus en plus
d’occurrences mais l’ensemble des faces possibles à ajouter aux motifs F1 dimi-
nue, donc le nombre de candidats générés est plus faible et le nombre de calculs
de signatures est plus faible, et donc l’algorithme est plus rapide.

Exemple 20. La figure 4.8 illustre un exemple d’exécution de l’algorithme
mSpan. Pour une base BC composée des trois cartes données, avec σ = 2/3 et
ϕ = 1, les motifs en rouge (traits pleins) sont les motifs fréquents et les motifs en
noir (pointillés) sont aussi générés par mSpan, mais ne sont pas fréquents. Les
motifs d’une seule face sont tous générés lors d’un parcours complet des cartes de
la base (ligne 1 Algo. 16). Le motif 3 composé de 6 brins est présent dans une seule
des trois cartes, donc il n’est pas fréquent et ne fait pas partie de l’ensemble F1, la
même chose est vraie pour le motif 4. F1 est donc composé des motifs 1 et 2. En-
suite, il faut choisir un motif parmi F1 (ligne 4 Algo. 16) dans cet exemple c’est le
motif 1 qui est choisi car il apparait 5 fois dans BC alors que le motif 2 apparait
8 fois. L’algorithme grow permet de construire les motifs 4 et 5 en ajoutant une
face appartenant à F1 au motif 1. Le motif 5 n’est présent que dans une seule des
trois cartes deBC et n’est donc pas fréquent, en revanche le motif 6 est fréquent et
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est ajouté à l’ensemble Cand (ligne 9 Algo. 16). La boucle tant que (lignes 6 à 10
Algo. 16) est répété avec le motif 6, les candidats 7, 8, 9 et 10 sont générés et les mo-
tifs fréquents 9 et 10 sont ajoutés à l’ensembleCand. La boucle tant que est répétée
encore 3 fois avec les motifs 9, 10 et 14 et les motifs 11 à 18 sont générés. L’ensemble
Cand devient alors vide et le motif 1 est supprimé de F1. Tous les motifs fréquents
contenant la face 1 ont été calculés, lors de la deuxième boucle tant que (lignes 3
à 11 Algo. 16) tous les motifs contenant la face 2 seront calculés (les motifs 19 et
20). Notons que le motif 20 est une sous-carte du motif 14, mais, le fait de retirer le
motif 1 de F1 évite de le recalculer inutilement. Cependant, il peut tout de même
arriver qu’un même motif soit calculé plusieurs fois, par exemple, les motifs 14 et
15 sont générés par l’algorithme grow en ajoutant une face au motif 9, mais aussi
à partir du motif 10. La signature de ces motifs ayant été mémorisée lors de leur
première construction, l’algorithme détecte qu’il y a redondance et n’ajoute pas
ces motifs à l’ensemble Cand.

4.3.2 Complexité

Le calcul des motifs fréquents composés d’une seule face (ligne 1 de mSpan)
se fait en O(

∑
C∈BC |C|), avec |C| le nombre de brins de C, car il faut parcourir

tous les brins de toutes les cartes de la base.
Dans l’algorithme grow, la boucle « pour » (ligne 2) est itérée au maximum

|C| fois, car nous stockons un brin différent pour chaque occurrence d’un motif,
donc au maximum il y a autant d’occurrences que de brins dans la carte et donc
le nombre d’occurrences d’un motif est linéaire par rapport au nombre de brins
de la carte. La seconde boucle « pour » (ligne 3) est itérée au maximum |m| fois
(avec |m| le nombre de brins du motif). Ensuite, pour chaque pas de boucle, il
faut calculer la signature du nouveau motif, ce qui est fait enO(|m|2).

La complexité totale de l’algorithme grow est doncO(|m|3 ·∑C∈BC |C|). L’al-
gorithme grow est appelé pour chaque motif fréquent, il peut donc être appelé
un nombre de fois exponentiel par mSpan. L’algorithme mSpan a donc une
complexité polynomiale incrémentale.

4.3.3 Extension aux cartes nD

Pour simplifier la compréhension, nous avons décrit notre algorithme pour
la cas d’extraction de sous-cartes fréquentes dans une base de cartes combi-
natoires 2D. Cependant, comme pour l’algorithme MapAPriori, l’algorithme
mSpan s’étend très simplement au cas des cartes nD. En dimension n, les motifs
fréquents sont des ensembles connexes de n-cellules (c.-à-d. , des ensembles
connexes de faces en 2D, de volumes en 3D, . . .). Dans le cas d’extraction de
sous-cartes fréquentes nD, il suffit de remplacer faces par n-cellules et β2 par
βn dans les algorithmes 16 et 17. Nous recherchons dans un premier temps
tous les motifs fréquents composés d’une seule n-cellule (ligne 1 Algo. 16), puis
nous construisons itérativement tous les motifs fréquents composés de ces n-
cellules. La fonction grow construit de nouveaux motifs en n-cousant une n-
cellule à un motif fréquent.
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BC
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7 8 9 10
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FIGURE 4.8 – Exemple de sous-cartes générées par mSpan. En rouge (traits
pleins) les motifs fréquents pour σ = 2/3 et ϕ = 1 et pour la base de données
BC composée de trois cartes. En noir (pointillés) les motifs non fréquents géné-
rés par mSpan. Il y a une flèche entre un motif a et un motif b ssi b a été généré
par mSpan en ajoutant une face à a. Le numéro à coté d’un motif correspond
à l’ordre dans lequel il a été découvert. La flèche est barrée si elle arrive sur un
motif non fréquent ; elle est en pointillés si elle arrive sur un motif qui avait déjà
été calculé précédemment.
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4.4 Expérimentations

Dans les sections précédentes nous avons défini deux algorithmes d’extrac-
tion de sous-cartes fréquentes, dans cette section nous allons étudier leur com-
portement expérimentalement.

Générateur de cartes. Pour évaluer les performances de nos algorithmes,
nous avons créé un générateur de bases de cartes combinatoires 2D. Ce géné-
rateur a 6 paramètres :

– |BC| : le nombre total de cartes ;
– T : la taille moyenne des cartes (en nombre de faces) ;
– I : la taille moyenne des sous-cartes potentiellement fréquentes (en

nombre de faces) ;
– F : la taille moyenne des faces (en nombre de brins) ;
– |P | : le nombre de sous-cartes potentiellement fréquentes ;
– ρ : pourcentage de brins 2-libres.
L’idée principale de ce générateur est de créer un ensemble P de motifs po-

tentiellement fréquents et de combiner ces motifs entre eux pour former une
base de cartes BC. Pour générer chaque élément de l’ensemble P de motifs po-
tentiellement fréquents, nous choisissons le nombre de faces qui le composent
selon une distribution de Poisson avec une moyenne de I. Nous choisissons le
nombre de brins de chaque face selon une distribution de Poisson de moyenne
F . Toutes les faces sont cousues entre elles pour former une carte connexe dont
le pourcentage de brins 2-libres est proche de ρ.

Ensuite, pour générer chacune des |BC| cartes de la base, nous choisissons
aléatoirement des cartes dans P jusqu’à obtenir T faces. Puis nous cousons ces
cartes entre elles jusqu’à obtenir une carte connexe ayant un pourcentage de
brins 2-libres proche de ρ.

Ce générateur, peut être étendu pour générer des bases de 3-cartes en ajou-
tant un paramètre qui indique le nombre de volumes souhaité.

4.4.1 Comparaison des performances des algorithmes mSpan
et MapApriori.

Pour une même base de cartes et les mêmes seuils, les deux algorithmes cal-
culent les mêmes motifs fréquents, donc les seules paramètres à comparer sont
les temps d’exécution et l’utilisation mémoire. Nous avons lancé les deux algo-
rithmes sur différentes bases de cartes construites par notre générateur.

Étude de l’influence du nombre de cartes dans la base. Pour étudier l’in-
fluence du nombre de cartes sur le comportement de nos deux algorithmes,
nous avons généré 5 bases de données en faisant varier le nombre de cartes
et en fixant les autres paramètres à T = 100, I = 10, F = 6, |P | = 20 et
ρ = 0, 7. Les valeurs de |BC| choisies sont 100, 500, 2500, 12500 et 62500. La
figure 4.9 montre les temps d’exécution des algorithmes mSpan et MapAPriori
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FIGURE 4.9 – Comparaison entre mSpan et MapAPriori. Étude de l’influence du
nombre de cartes dans la base de données.

sur ces 5 bases de données pour différentes valeurs de σ et pour ϕ = 1. Nous
voyons très clairement que l’algorithme MapAPriori est bien moins performant
que l’algorithme mSpan. Nous remarquons que plus le seuil σ est faible plus le
temps d’exécution est long pour les deux algorithmes. Cela s’explique simple-
ment par le fait que plus le seuil est petit, plus le nombre de motifs fréquents
est grand. Nous remarquons aussi que plus il y a de cartes dans la base, plus le
temps d’extraction est long. Les deux algorithmes parcourent toutes les cartes
de la base dans un premier temps pour calculer les motifs fréquents composés
d’une seule face (mSpan et MapAPriori) et de deux faces (MapAPriori). La com-
plexité de ces opérations dépend donc du nombre de cartes dans la base. Plus
il y a de cartes, plus il y a d’occurrences d’un même motif. Cela implique pour
MapAPriori d’exécuter plus de fois la fonction d’isomorphisme de sous-cartes
pour calculer la fréquence d’un motif, et pour mSpan, il y a plus d’occurrences
à vérifier et à faire grandir d’une face, donc plus de calculs de signature à faire.
Cela explique l’augmentation du temps de calcul pour les deux méthodes. En-
fin, notons que l’algorithme MapAPriori n’est pas capable d’extraire les motifs
fréquents quand |BC| est supérieur à 12500, car l’espace mémoire nécessaire
est trop grand.

Étude de l’influence de l’homogénéité des cartes. Notre générateur permet
de générer des bases de cartes plus ou moins homogènes en faisant varier le
paramètre |P |. Plus cette valeur est faible, plus les cartes générées seront sem-
blables, et plus |P | est élevé, plus les cartes de la base seront disparates. Nous
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avons donc généré 5 bases de données en faisant varier le paramètre |P | de 2
à 1000 et en fixant les autres paramètres BC = 200, T = 100, I = 10, F = 6 et
ρ = 0, 7. La figure 4.10 montre les temps d’exécution des algorithmes mSpan
et MapAPriori sur ces bases de cartes pour différentes valeurs de σ et ϕ fixé à
1. mSpan étant bien plus rapide que MapAPriori, nous présentons les résul-
tats sur deux graphiques avec des échelles différentes. Nous remarquons que
les deux algorithmes ont le même comportement global : plus les cartes sont
semblables, plus il y a de motifs fréquents et donc plus le temps d’extraction de
ces motifs est important.

Étude de l’influence de la densité des cartes. Nous considérons que plus une
carte possède de brins libres, moins cette carte est dense et inversement. Pour
montrer l’influence de la densité des cartes dans l’extraction de sous-cartes fré-
quentes, nous avons généré plusieurs base de cartes en faisant varier le para-
mètre ρ entre 0, 2 et 1. Une densité de 0 signifie qu’aucun brin n’est 2-cousu,
or nous ne générons que des cartes connexes, c’est pourquoi nous choisissons
comme densité minimale 0, 2. Dans ce cas, en moyenne, nous générons des
cartes connexes, où chaque face est 2-cousue avec une seule autre face. Une
densité de 1 signifie que tous les brins d’une carte sont 2-cousus à un autre. La
figure 4.11 montre le nombre de motifs fréquents en fonction de la densité pour
différentes valeurs de σ et pour ϕ = 1. Nous remarquons que plus la densité
des cartes est grande, plus le nombre de motifs fréquents est élevé. Notons que
comme pour les expérimentations précédentes, l’algorithme mSpan est beau-
coup plus rapide que l’algorithme MapAPriori et que les temps d’exécutions des
deux algorithmes varient de la même façon que le nombre de motifs fréquents.

Discussion. Pour expliquer cette grande différence de performances entre
mSpan et MapAPriori, nous avons effectué une série d’expériences sur 20 bases
de cartes générées avec un échantillon de paramètres variés. Nous avons noté
qu’en moyenne, 80% du temps d’exécution de MapAPriori est passé dans le cal-
cul d’isomorphisme de sous-cartes. De plus nous avons remarqué que l’algo-
rithme génère beaucoup de candidats qui ne sont présents dans aucune des
cartes de la base (c.-à-d. leur fréquence est nulle), ce qui augmente inutile-
ment le nombre d’appels à la fonction d’isomorphisme : environ 70% des ap-
pels de la fonction d’isomorphisme sont faits pour des motifs qui ne sont pas
présents une seule fois dans la base. Ce problème n’est pas présent dans l’algo-
rithme mSpan. En effet, mSpan ne génère que des motifs qui sont présents au
moins une fois dans la base, cependant nous avons noté que l’algorithme pou-
vait générer jusqu’à 120% des motifs en double dans le cas de cartes très denses
(ρ > 0, 9) et jusqu’à 50% dans le cas de densité plus faible.

4.4.2 Comparaison entre les cartes et les graphes.

Le problème d’extraction de sous-cartes fréquentes étant un nouveau pro-
blème, nous ne pouvons pas comparer notre méthode avec une autre méthode
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FIGURE 4.10 – Comparaison entre mSpan et MapAPriori. Étude de l’influence
de l’homogénéité des cartes dans la base de données. Le graphique (a) présente
les temps d’exécution en fonction de |P | pour l’algorithme MapAPriori et le (b)
ceux pour l’algorithme mSpan.
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existante. Cependant, le problème d’extraction de sous-graphes fréquents est
très proche du notre. Il est donc intéressant de comparer notre algorithme avec
l’algorithme gSpan.

Nous comparons mSpan avec gSpan 1, qui est parmi les meilleurs algo-
rithmes sur des données synthétiques pour extraire des sous-graphes fréquents
dans une base de graphes [YH02]. Notons que mSpan et gSpan résolvent des
problèmes différents ayant des complexités différentes : l’isomorphisme de

1. implémentation des auteurs sur http ://www.cs.ucsb.edu/∼xyan/software/gSpan.htm

3

3

5
4

43 4

Carte Graphe Primal Graphe Dual

FIGURE 4.12 – Exemple de graphes (primal et dual étiqueté) associés à une carte.
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(a) (b) (c)

FIGURE 4.13 – Exemple motifs extraits par mSpan et gSpan. (a) est un motif
(traits pleins) extrait par mSpan. (b) est le motif correspondant à (a) dans le
graphe primal, il peut être calculé par gSpan. (c) est un motif qui peut être cal-
culé par gSpan dans le graphe primal, mais qui ne correspond à aucun motif
calculable par mSpan.

sous-cartes a une complexité polynomiale tandis que l’isomorphisme de sous-
graphe est un problème NP-complet.

Étant donnée une 2-carte, nous pouvons définir de manière directe le graphe
primal correspondant : chaque 0-cellule de la carte correspond à un sommet du
graphe et il existe une arête entre deux sommets dans le graphe s’il existe une 1-
cellule dans la carte entre les deux 0-cellules correspondantes (voir Fig. 4.12).
Cependant, calculer les motifs fréquents dans le graphe primal n’a pas vrai-
ment de sens pour comparer gSpan avec notre algorithme car les motifs extraits
ne sont pas comparables avec les motifs extraits par notre algorithme. En ef-
fet, les motifs extraits par mSpan sont des ensembles connexes de faces tandis
que ceux extraits par gSpan sont des sous-graphes connexes qui peuvent ne pas
correspondre à un ensemble de faces. La figure 4.13 montre un exemple d’un
motif possible dans le graphe primal, qui ne correspond pas à un motif calcu-
lable par mSpan dans la carte correspondante. Notons qu’avec le graphe dual,
tout motif calculé par gSpan correspond à au moins un motif dans la carte cor-
respondante.

Pour une comparaison plus juste, nous considérons le graphe dual qui asso-
cie un sommet pour chaque face de la 2-carte, et une arête entre deux sommets
si les deux faces correspondantes de la carte sont adjacentes. Nous ajoutons
une étiquette à chaque sommet du graphe qui décrit la face correspondante :
Deux sommets ont deux étiquettes identiques si et seulement si les faces cor-
respondantes sont isomorphes. Les motifs extraits par gSpan sur le graphe dual
sont des sous-graphes connexes, ce qui correspond bien à un ensemble de faces
connexes dans la 2-carte. Les étiquettes sur les sommets permettent à gSpan
de différencier les faces différentes et améliore ses performances : sans ces éti-
quettes, gSpan n’est pas capable d’extraire tous les motifs fréquents en un temps
raisonnable, même pour des petites cartes.

Si gSpan et mSpan extraient tous les deux des motifs correspondant à des en-
sembles de faces connexes, gSpan ne considère pas la topologie des motifs, c.-à-
d. l’ordre dans lequel les faces sont positionnées autour d’une autre face. Pour
cette raison, deux cartes différentes peuvent correspondre à un même graphe
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4 33

FIGURE 4.14 – Exemple de deux cartes différentes qui ont le même graphe dual.

dual, comme l’illustre la figure 4.14. Donc, mSpan et gSpan ne calculent pas les
même motifs fréquents.

Pour des bases de 3-cartes, nous générons aussi les graphes duaux associés.
Chaque sommet du graphe correspond à un volume de la carte et il existe une
arête entre deux sommets ssi les deux volumes sont adjacents. L’étiquette as-
socié à chaque sommet décrit le volume correspondant (c.-à-d. , deux som-
mets ont le même identifiant si et seulement si les volumes correspondant sont
isomorphes). De cette manière, un sous-graphe connexe correspond à un en-
semble connexe de volumes dans la 3-carte. Cependant, comme en 2D, plu-
sieurs 3-cartes différentes peuvent produire le même graphe, donc les motifs
extraits sont différents.

Notons que les graphes sont bien plus petits que les cartes correspondantes.
En moyenne dans les cartes que nous avons générées, une 2-carte (resp. 3-carte)
composée de 350 faces (resp. 80 volumes) a 1800 (resp. 1200) brins, tandis que
le graphe dual associé a 800 (resp. 160) arêtes et 350 (resp. 80) sommets.

Comparaison entre mSpan et gSpan lorsque la taille des cartes augmente.
Les courbes des figures 4.15 et 4.16 montrent les résultats de mSpan et gSpan
sur des bases 2D et 3D pour σ = 0, 9 et ϕ = 1 lorsque l’on augmente le nombre
de faces de 4 à 350 en 2D et le nombre de volumes de 2 à 80 en 3D. Chaque exécu-
tion est limitée à 3600 secondes. mSpan extrait tous les motifs fréquents avant
la limite de temps dans tous les cas. gSpan est plus rapide que mSpan pour un
nombre de faces inférieur à 50 en 2D et un nombre de volumes inférieur à 30 en
3D. Cependant, pour des cartes plus grandes il devient plus lent et il n’est pas
capable de calculer tous les motifs fréquents avant le temps limite de 3600 se-
condes pour des cartes de plus de 120 faces en 2D et plus de 50 volumes en 3D.
En fait, gSpan extrait beaucoup plus de motifs que mSpan et plus les cartes sont
grandes, plus cette différence est importante. Cela vient du fait que les graphes
ne représentent pas la topologie, donc différentes sous-cartes qui ne sont pas
fréquentes correspondent à un même sous-graphe qui peut alors devenir fré-
quent.

Comparaison entre mSpan et gSpan lorsque le seuil de fréquence minimale σ
varie. Les courbes de la figure 4.17 montrent les résultats de mSpan et gSpan
sur une base de cartes 2D lorsque le seuil σ varie de 0, 1 à 1. Nous voyons que
gSpan est plus rapide que mSpan lorsque σ est supérieur à 0, 9, mais il est plus
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FIGURE 4.15 – Comparaison de mSpan et gSpan sur une base de données 2D :
les courbes (a) (resp. (b)) donnent l’évolution du temps d’exécution (resp. du
nombre de motifs extraits) en fonction du nombre de faces des cartes de la base.
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FIGURE 4.16 – Comparaison de mSpan et gSpan sur une base de données 3D :
les courbes (a) (resp. (b)) donnent l’évolution du temps d’exécution (resp. du
nombre de motifs extraits) en fonction du nombre de volumes des cartes de la
base.
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FIGURE 4.17 – Comparaison de mSpan et gSpan sur une base de données 2D :
les courbes (a) (resp. (b)) donnent l’évolution du temps d’exécution (resp. du
nombre de motifs extraits) en fonction du seuil σ.
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lent pour des valeurs plus petites et il n’est plus capable de calculer tous les mo-
tifs fréquents dans la limite de 3600 secondes pour des valeurs de σ inférieures à
0, 7. Le nombre de motifs fréquents augmente beaucoup plus rapidement pour
gSpan que pour mSpan lorsque le seuil de fréquence σ diminue.

4.5 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons défini le problème de recherche de motifs fré-
quents dans une base de cartes combinatoires et nous avons proposé deux algo-
rithmes pour résoudre ce problème qui ont tous deux une complexité en temps
polynomiale incrémentale : la complexité pour calculer un nouveau motif fré-
quent est polynomial par rapport à la taille de la base de cartes en entrée et au
nombre de motifs fréquents extraits précédemment. Nous avons montré que
l’algorithme mSpan est plus efficace en pratique que l’algorithme MapAPriori.
Dans le chapitre suivant, nous utilisons l’algorithme mSpan pour calculer les
motifs fréquents dans des bases de cartes combinatoires dans le but de faire de
la classification.

91



CHAPITRE 4. EXTRACTION DE MOTIFS FRÉQUENTS DANS DES BASES DE CARTES
COMBINATOIRES

92



Chapitre 5
Exemples d’utilisation de mSpan
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D ANS le chapitre précédent, nous avons présenté deux algorithmes
d’extraction de sous-cartes fréquentes et nous avons remarqué que
l’algorithme mSpan est plus efficace que l’algorithme MapApriori.

Dans ce chapitre, nous présentons quelques applications potentielles de cet
algorithme. Ce chapitre ne présente pas une réelle contribution, mais plutôt
quelques exemples d’utilisation de l’algorithme mSpan. Nous présentons prin-
cipalement une piste qui est l’utilisation de sous-cartes fréquentes pour faire
de la classification. Dans la section 5.1, nous présentons notre classifieur basé
sur les sous-cartes fréquentes que nous allons utiliser dans les sections 5.1.2,
5.1.3 et 5.1.4 sur, respectivement, des données synthétiques, des images et des
documents manuscrits. Enfin dans la section 5.2 nous montrons que les cartes
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combinatoires peuvent modéliser des pavages et que l’extraction de motifs fré-
quents peut permettre de les caractériser.

5.1 Classification de cartes combinatoires

5.1.1 Utilisation de motifs fréquents pour décrire des cartes
par des vecteurs

Plusieurs méthodes de classification utilisent des motifs fréquents, que ce
soient des ensembles d’attributs [AZC01, CYHH07, LHM98, LHP01, Gay09] ou
des sous-graphes [YYH05b, YYH05a, YYH04, DKK03].

Le principe de ces méthodes se décompose en trois points :

1. extraction de motifs fréquents ;

2. sélection d’un sous-ensemble des motifs extraits ;

3. construction d’un classifieur à partir de ce sous-ensemble de motifs.

Nous allons reprendre ce principe et l’appliquer à différentes bases de cartes
pour faire de la classification supervisée et non supervisée. L’étape d’extraction
de motifs (étape 1) est réalisée à l’aide de l’algorithme mSpan sur l’ensemble de
la base de cartes. Nous n’avons pas mis au point de méthode de filtrage des
motifs, donc dans l’étape 2, nous gardons tous les motifs fréquents extraits.
Lors de l’étape 3, nous représentons chaque carte de la base par un vecteur.
Soit x le nombre de motifs fréquents extraits. Chaque vecteur est de dimen-
sion x et chaque composante i du vecteur VC associé à une carte C correspond
au nombre d’occurrences du motif i dans la carte C. La figure 5.1 donne un
exemple de transformation d’une carte en vecteur.

Ensuite, à partir de cet ensemble de vecteurs, nous pouvons utiliser n’im-
porte quelle méthode d’analyse de données conçue pour des espaces vecto-
rielles. Dans les expérimentations décrites dans ce chapitre, nous avons utilisé
C4.5 [Qui92] pour la classification supervisée et k-means [MO67] pour la clas-
sification non supervisée. Le but de la classification est de créer un modèle à
partir d’un ensemble d’objets permettant de prédire la classe d’un nouvel ob-
jet. En classification supervisée, le jeu de données utilisé pour créer le modèle
prédictif est connu, c.-à-d. la classe de chaque objet est connue. En classifica-
tion non supervisée (aussi appelé clustering ), le but est de regrouper les objets
proches dans l’espace en cluster sans connaitre les classes des objets pour créer
le modèle prédictif.

C4.5 L’algorithme C4.5 construit un arbre de décision à partir d’un ensemble
d’apprentissage composé d’un ensemble d’objets décrits par des vecteurs nu-
mériques. De plus, nous connaissons la classe de chaque objet de l’ensemble
d’apprentissage. Le but est de trouver à chaque embranchement les valeurs
d’attributs qui différencient au mieux une classe des autres. La figure 5.2 montre
un exemple d’arbre de décision pour un ensemble de 6 objets.
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(a) M1 (b) M2 (c) M3

(d) M4

(e) C

VC =< 16, 6, 3, 4 >

FIGURE 5.1 – Exemple de transformation d’une carte en vecteur. SoitC une carte
qui appartient à une base de cartes, M1,M2,M3 et M4 sont les quatre motifs
fréquents extraits pour cette base. Le vecteur correspondant à C est de dimen-
sion 4 car il y a quatre motifs fréquents, la première composante vaut 16, soit le
nombre d’occurrence du motif M1 dans C, la seconde vaut 6 car le motif M2 est
présent 6 fois dans C, et ainsi de suite. Notons que nous prenons en compte les
automorphismes des motifs.
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V1 V2 V3 Classe
A 15 18 5 C1

B 12 8 14 C1

C 25 5 3 C2

D 32 12 25 C2

E 21 15 8 C3

F 33 18 13 C3

C1, C2, C3

V1≤15 V1>15

V2≤12 V2>12

C1 C2, C3

C2 C3

FIGURE 5.2 – Exemple d’arbre de décision. Il y a 6 objets répartis en 3 classes et
chaque objet possède 3 attributs. Les objets de la classe C1 sont caractérisés par
une valeur de V1 inférieure à 15, les objets de la classe C2 sont caractérisés par
une valeur de V1 supérieure à 15 et une valeur de V2 inférieure à 12, enfin, les
objets de la classe C3 sont caractérisés par une valeur de V1 supérieure à 15 et
une valeur de V2 supérieure à 12. Soit un objet o qui a pour valeurs V1 = 16,V2 =
13 et V1 = 11, en utilisant ce classifieur, cet objet sera prédit comme étant de la
classe C3.

Un classifieur ne prédit pas toujours la bonne classe d’un objet, c’est pour-
quoi il est indispensable de construire un classifieur à partir d’un jeu de don-
nées appelé données d’apprentissage et de vérifier pour un autre jeu de données
dont nous connaissons la classe si la classe prédite par le classifieur est bien
la classe réelle de l’objet. Ces objets sont appelés données de test. Il existe dif-
férentes méthodes de validation d’un classifieur. Nous avons choisi d’utiliser
la validation croisée. Pour un jeu de données connues, nous enlevons 10% des
données pour les tests et nous utilisons les 90% restants comme données d’ap-
prentissage. Nous recommençons le même processus 10 fois, mais à chaque
itération, les objets qui font partie du jeu de test sont différents.

k-means k-means est une méthode de classification non supervisée. Le but
de l’algorithme k-means est de partitionner les données réparties sur un espace
vectoriel en k sous-ensembles (clusters) où chaque objet appartient au cluster
dont le barycentre est le plus proche. L’algorithme se déroule de la manière sui-
vante :

– initialiser k centres de cluster ;
– étape itérée jusqu’à convergence :

– affecter chaque objet au centre de cluster le plus proche ;
– déplacer les centres de cluster au barycentre des objets associés.

Notons que pour un même jeu de données, l’algorithme peut construire des
clusters différents si les centres de clusters initiaux sont différents. La figure 5.3
montre un exemple de données réparties sur le plan, et donne des clusters ob-
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(a) (b)

FIGURE 5.3 – Exemple de résultats de l’algorithme k-means. (a) Les données
d’origine. (b) 3 clusters calculés par k-means.

tenus par k-means pour k = 3. Le centre d’un cluster est représenté par une
croix.

Comme nous l’avons vu sur le schéma de processus d’extraction de connais-
sances (figure 1.1), les étapes d’extraction de motifs et d’interprétation de ces
motifs (ici, fabriquer un classifieur), ne sont que des étapes d’un processus
beaucoup plus complexe. Dans le cas de la classification d’images, il y a une
étape importante qui consiste à transformer une image en carte combinatoire
(nous décrivons succinctement cette étape dans la section 5.1.3). Si cette étape
n’est pas robuste, c.-à-d. si elle ne permet pas d’obtenir deux cartes combina-
toires « proches » pour deux images « proches », alors l’opération de classifica-
tion n’a aucune chance d’être correcte. C’est pour cette raison que nous allons
dans un premier temps valider les étapes d’extraction de motifs et de construc-
tion du classifieur sur des données synthétiques. Nous pourrons alors facile-
ment faire varier le nombre de classes, l’homogénéité intra-classes (c.-à-d. la
similarité entre cartes d’une même classe) et inter-classes (c.-à-d. la similarité
entre cartes de classes différentes).

5.1.2 Données synthétiques

À l’aide du générateur de cartes que nous avons décrit dans la section 4.4,
nous pouvons générer des bases de cartes qui contiennent différentes classes.
Pour rappel, le générateur que nous avons proposé génère de façon aléatoire un
ensemble P de cartes. Ensuite, nous combinons entre elles des cartes de P pour
former les cartes de la base BC. Pour créer artificiellement des classes, nous
allons restreindre l’ensemble P des motifs utilisés pour créer les cartes d’une
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Numéro de motif
classe 0 5 5 17 19 24
classe 1 7 7 14 19 24
classe 2 0 5 8 19 23
classe 3 2 3 6 13 13
classe 4 4 6 16 17 18
classe 5 7 12 13 20 24
classe 6 0 2 3 11 13
classe 7 2 7 8 8 11
classe 8 5 8 9 18 24
classe 9 0 2 11 13 16

TABLE 5.1 – Définition des classes. Chaque classe est composé de 5 motifs parmi
25.

classe. Par exemple, pour construire une base de n classes, nous construisons
un ensemble de cartes aléatoires P . Nous décomposons P en n sous-ensembles
P1, · · · , Pn ⊆ P . Pour construire les cartes d’une classe i ∈ [1;n], nous combi-
nons des cartes de l’ensemble Pi. Nous pouvons donc modifier les propriétés
de la base en faisant varier la taille de P et la taille des Pi. Pour augmenter la
diversité inter-classes il suffit d’augmenter la taille de P sans changer la taille
des Pi. Pour augmenter la diversité intra-classes il suffit d’augmenter la taille
du sous-ensemble Pi. En effet, plus la taille de Pi est petite, plus les cartes de la
classe i seront composées des mêmes motifs.

Nous avons effectué des tests sur différentes bases de cartes, et nous présen-
tons ici seulement un exemple représentatif du fonctionnement de notre classi-
fieur. Nous avons généré un ensemble de 25 motifs de 10 faces, puis nous avons
généré 10 classes de cartes de 100 faces. La combinaison des motifs utilisés pour
chacune des classes est donnée dans le tableau 5.1. Pour construire une carte de
100 faces, il faut combiner 10 motifs de 10 faces et chacun des 10 est choisi au
hasard parmi le sous-ensemble des 5 motifs choisis pour une classe. Si un motif
est présent une fois dans le tableau, cela signifie que la probabilité de choisir ce
motif est de 1/5, s’il est présent deux fois, il a une probabilité de 2/5.

Pour cette base de cartes, le tableau 5.2 donne la matrice de confusion de
notre classifieur. Pour des seuils ϕ = 1 et σ = 0.1, mSpan a extrait 416 motifs
fréquents. Le taux de classification sur l’ensemble de la base est de 93% et les
deux classes qui posent le plus de problèmes sont les classes 6 et 9. Nous remar-
quons que ces deux classes partagent 4 motifs sur les 5 utilisés pour construire
les cartes de ces classes (voir tableau 5.1), ce qui explique que notre classifieur
confonde ces deux classes.

Comme nous le montrent ces résultats, dans le cas idéal où toute l’informa-
tion voulue est contenue dans les cartes, l’utilisation de motifs fréquents est une
piste très intéressante pour la classification. En effet, même pour un nombre de
classes assez élevé, le taux de classification est supérieur à 90%. Avec des bases
de cartes plus « simples » (avec moins de classes ou avec une plus grande diver-
sité inter-classes), le taux de classification peut atteindre 100%.
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hhhhhhhhhhhhhhhhhhclasses réélles
classé en

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 95 0 5 0 0 0 0 0 0 0
1 0 91 2 0 0 6 0 1 0 0
2 9 0 91 0 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 100 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 100 0 0 0 0 0
5 0 3 0 0 0 95 0 2 0 0
6 0 0 0 2 0 0 86 0 0 12
7 0 1 0 0 0 0 0 99 0 0
8 2 0 0 0 0 0 0 0 97 0
9 0 0 0 0 0 0 12 3 0 85

TABLE 5.2 – Résultat de la classification supervisée. Les valeurs sur la diagonale
correspondent au taux de bonne classification pour chaque classe.

5.1.3 Images

Dans cette section, nous allons appliquer notre classifieur sur deux bases
d’images. Dans un premier temps, il faut représenter les images par des cartes
combinatoires.

Passage d’une image à une carte combinatoire

Une carte peut être extraite à partir d’une image segmentée en utilisant l’al-
gorithme décrit dans [DBF04]. Le principe de cet algorithme est de créer une
face pour chaque région de l’image. Pour ce faire, chaque pixel de l’image est
transformé en une face carrée. Ensuite, deux faces sont fusionnées si elles sont
adjacentes et qu’elles sont de couleur proche. La figure 5.4 illustre la transfor-
mation d’une image (ensemble de pixels) en une 2-carte. Chaque région de
l’image est représentée par une face externe. Une région peut aussi contenir
des faces internes si elle contient d’autres régions. Sur l’exemple, la région R2

est composée d’une face interne car la région R4 est entièrement incluse dans
R2. Toutes les autres régions ne sont représentées que par une face externe. En-
fin, chaque brin correspond a une frontière entre deux régions.

Description des bases d’images

Les deux bases que nous utilisons ont des caractéristiques différentes. La
première base, intitulée ETHZ, est une base de photographies prisent en exté-
rieur. Tandis que la seconde base, intitulée Flatland, est une base de dessins
extraits d’un film d’animation.

Base ETHZ La base ETHZ 1 est composée de 326 images réparties en 3 classes
différentes, le tableau 5.3 montre un extrait de cette base.

1. disponible sur http://pascallin.ecs.soton.ac.uk/challenges/VOC/databases.html.
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R1 R2

R3

R4
R5

R0

(a)

R1 R2

R3

R4
R5

R0

(b)

FIGURE 5.4 – Exemple de transformation d’une image segmentée en carte com-
binatoire 2D. (a) L’image segmentée. (b) la 2-carte correspondant à l’image.
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115 images

TABLE 5.3 – Échantillon de la base d’images ETHZ. Elle est composée de 326
images réparties en 3 classes.
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17 images

TABLE 5.4 – Échantillon de la base d’images Flatland.

Flatland Dans la seconde base d’images que nous utilisons, toutes les images
sont extraites du film d’animation « Flatland : The Movie 2 ». Nous avons ex-
trait une image toutes les 0,5 seconde du film, puis nous n’avons gardé que les
images appartenant à des scènes de plus de 7 secondes. Il y a 127 scènes au to-
tal. Chaque scène correspond à une classe et comporte de 15 à 300 images, sa-
chant qu’il y a 8349 images au total. Nous considérons qu’il y a un changement
de scène lorsqu’il y a un changement de décor. Le tableau 5.4 montre quelques
images de 5 scènes du film.

Recherche d’images similaires

Avant de se poser le problème de classification d’images, nous proposons de
définir une distance entre images. Après avoir modélisé les images par des vec-
teurs (comme décrit dans la section 5.1.1), nous définissons la distance entre
deux images, comme la distance euclidienne entre les deux vecteurs qui les re-
présentent.

Le tableau 5.5 montre les quatre plus proches voisins de neuf images re-
quêtes pour la base ETHZ. Globalement, les résultats sembles plutôt bons, car
en majorité, les images les plus proches d’après notre distance ressemblent vi-
suellement à l’image requête. Cependant, nous remarquons que de mauvaises
images viennent s’insérer dans les résultats. Nous retrouverons ce problème lors
de la classification et nous quantifierons cette erreur dans la section suivante.

2. disponible sur http://www.flatlandthemovie.com.

101

http://www.flatlandthemovie.com


CHAPITRE 5. EXEMPLES D’UTILISATION DE MSPAN

image requête 4 plus proches voisins

50 57 58 60

15 43 44 45

50 75 83 84

26 28 32 35

30 31 33 34

35 36 57 65

215 218 266 321

51 54 59 60

165 167 189 190

TABLE 5.5 – Les 4 plus proches voisins des images requêtes. Le chiffre sous
chaque image correspond à sa distance avec l’image requête.
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Classification supervisée

Les principales méthodes de l’état de l’art en classification d’images utilisent
des descripteur locaux. Ces méthodes peuvent être divisée en deux catégories.

Distribution de descripteurs locaux Beaucoup d’approches cherchent à ca-
ractériser le contenu d’une image par une distribution de descripteurs locaux
[YJHN07, DKN08]. Dans ces méthodes, chaque image est représentée par un
vecteur correspondant à l’histogramme des descripteurs locaux. Ces descrip-
teurs sont basés sur des points d’intérêts, comme par exemple le descripteur
SIFT [Low04]. À partir de ces vecteurs, des techniques de classification sur les
espaces vectoriels sont utilisées, par exemple SVM [CV95].

Descripteurs locaux indépendants Ces approches sont aussi basées sur la dé-
tection de points d’intérêts et l’extraction de descripteurs locaux [UB05,Sch07].
Cependant, plutôt que d’examiner la distribution complète des descripteurs lo-
caux dans une image, un modèle assigne la probabilité d’appartenir à une classe
pour chaque descripteur. Pour déterminer la classe d’une image, un vote est ef-
fectué prenant en compte les probabilités de tous les descripteurs présents dans
l’image.

Résultats Le taux de classification de notre méthode pour la base d’images
ETHZ est de 80%. Le tableau 5.6 donne la matrice de confusion pour notre clas-
sifieur et le tableau 5.7 donne le rappel et la précision pour les trois classes de la
base. Nous remarquons que la classe Moto est celle qui est la moins bien classée.
Cela s’explique par le fait que dans les images de cette classe, contrairement aux
deux autres classes, les objets peuvent apparaître plusieurs fois et peuvent être
à des échelles différentes. Cela en fait la classe la plus difficile à modéliser.

Les résultats obtenus par notre méthode ne nous permettent pas de rivali-
ser avec les méthodes actuelles de classification d’images qui ont des taux de
classification supérieurs à 95%. Cependant, il est intéressant de noter que la
seule information que nous prenons en compte est l’information topologique
de l’image, les informations de couleur et de géométrie étant totalement igno-
rées. Cela signifie qu’il y a beaucoup d’information juste dans la topologie, mais
que bien évidemment, cette information n’est pas suffisante, comme l’informa-
tion de couleur seule n’est pas suffisante, ni la géométrie seule. Nous pouvons
donc présager qu’une approche hybride intégrant ces trois types d’informations
(topologie, couleur, géométrie) serait plus efficace encore. Ce point est une de
nos perspectives de recherche.

Pour les 8349 images de la base Flatland, nous avons créé un classifieur dont
le taux de bonne classification est de 65%. En étudiant la matrice de confusion,
nous nous sommes aperçus que certaines classes étaient souvent confondues.
Ces classes correspondent à des scènes éloignées en temps dans le film, mais
qui représentent les mêmes décors et les mêmes personnages. En fusionnant
de telles classes, le taux de bonne classification monte à 76% pour 108 classes,
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``````````````̀classe réelle
classé

Voiture Vache Moto

Voiture 86 5 9
Vache 8 85 7
Moto 18 11 71

TABLE 5.6 – Matrice de confusion pour la classification supervisée pour la base
ETHZ, en utilisant l’algorithme C4.5.

Classe Rappel Précision
Voiture 0,86 0,77
Vache 0,85 0,84
Moto 0,71 0,82

TABLE 5.7 – Table de Rappel/Précision de la classification pour la base ETHZ.
Le rappel correspond au nombre de documents bien classés en i par rapport
au nombre de documents de la classe i. La précision correspond au documents
bien classés en i par rapport au nombre total de documents classés en i.

ce qui est un résultat très encourageant étant donné le nombre de classes très
important.

Cette base d’images est plus simple que la base d’images ETHZ car les
images sont très proches entre elles, et car la segmentation est plus efficace sur
les dessins que sur des photos, car les régions sont plus contrastées.

Classification non supervisée

À partir des mêmes vecteurs construits avec les motifs fréquents, il est pos-
sible d’utiliser les techniques de classification non-supervisée. Le tableau 5.8
donne la matrice de confusion du clustering de la base ETHZ. En utilisant l’al-
gorithme k-means. Le taux global de classification chute à 60% alors que pour
la classification supervisée le taux est de 80%. Cette chute du taux de classifica-
tion pour la classification non supervisée s’explique simplement par le fait que
l’information de classe n’est pas utilisée dans le jeu de données d’apprentissage
alors qu’elle est prise en compte lors de la classification supervisée. Nous re-
marquons encore une fois que c’est la classe Moto qui pose le plus de problèmes
pour cette méthode.

``````````````̀classe réelle
cluster

1 2 3

Voiture 70 18 12
Vache 22 75 14
Moto 27 37 51

TABLE 5.8 – Matrice de confusion pour la classification non-supervisée pour la
base ETHZ, en utilisant l’algorithme k-means.
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``````````````̀classe réelle
cluster

1 2 3 4 5

scène 1 51 0 4 0 0
scène 2 0 21 14 0 0
scène 3 0 1 42 0 0
scène 4 0 0 0 71 0
scène 5 0 0 0 0 17

TABLE 5.9 – Matrice de confusion pour la classification non-supervisée pour 5
scènes de la base d’images Flatland, en utilisant l’algorithme k-means.

Nous avons appliqué l’algorithme k-means sur le sous-ensemble de 5 scènes
du tableau 5.4. Le tableau 5.9 donne la matrice de confusion pour ces images.
Le taux de classification est de 91.4% pour les 5 classes, ce qui est un résultat
bien meilleur que pour la base ETHZ.

Ces résultats montrent que notre méthode est plus ou moins efficace selon
la base d’images. Nous pouvons conclure de ces résultats que notre méthode
fonctionne mieux quand les images intra-classes sont proches.

5.1.4 Reconnaissance de documents

Dans le cadre de cette thèse, nous avons entamé une collaboration avec V.
Malleron, doctorant dans l’équipe Imagine du LIRIS, encadré par H. Emptoz et
V. Eglin. L’idée est d’utiliser les cartes combinatoires pour représenter la topo-
logie d’un document manuscrit dans le but de faire de la classification. L’algo-
rithme proposé par V. Malleron [ME11] extrait un graphe d’adjacence basé sur
des informations issues de l’extraction de la structure physique et logique d’un
document (descripteur). La figure 5.5 illustre l’extraction de certaines de ces in-
formations. Il y a un sommet dans le graphe pour chaque descripteur extrait.
Deux sommets sont reliés par une arête s’ils sont proches dans une des quatre
directions suivantes : gauche, droite, haut et bas. Un sommet peut donc avoir
jusqu’à quatre arêtes.

La carte combinatoire est alors extraite, en utilisant les informations obte-
nues lors de l’extraction des descripteurs. Chaque brin de la carte correspond
un sommet du graphe d’adjacence, deux brins sont 1-cousus s’ils sont voisins
horizontalement dans le document et deux brins sont 2-cousus s’ils sont voisins
verticalement dans le document. Chaque ligne du document est donc représen-
tée par une face et chaque face est adjacente à au plus deux autres faces (ligne
supérieure et ligne inférieure).

Description de la base de documents La base de documents utilisée corres-
pond au corpus des dossiers de « Bouvard et Pécuchet ». Il est composé de
documents variés, qui peuvent être manuscrits ou imprimés. Les manuscrits
peuvent être composés d’un ou plusieurs scripteurs. La variété des contenus et
des formes est un élément caractéristique du corpus des dossiers de « Bouvard
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FIGURE 5.5 – Exemple des différents descripteurs extraits pour cette image. Les
descripteurs sont surlignés en couleur.

et Pécuchet ». Cette particularité en fait un corpus particulièrement adapté pour
le développement de méthodes de caractérisation et de classification des docu-
ments. Les résultats pourront aisément être transposés pour d’autres corpus.

Chaque document du corpus peut être classé dans une des 5 classes sui-
vantes :

1. pages de notes ;

2. dictionnaire des idées reçues ;

3. pages de texte imprimé ;

4. correspondances et Brouillons rédactionnels ;

5. collages.

La figure 5.6 présente un échantillon de pages issues des catégories 1,2,3 et
5 et illustre bien la variété des formes et des mises en pages.

Premiers résultats et Perspectives L’évaluation de notre approche est réalisée
sur une base de 130 documents appartenant à 5 classes de documents manus-
crits.

Le tableau 5.10 présente les résultats de la classification effectuée grâce à
la recherche des motifs fréquents dans les cartes combinatoires associées aux
images du corpus. D’après les experts, les résultats obtenus ne sont pas satisfai-
sants. Les taux de précision pour les classes « importantes » du corpus sont trop
faibles pour pouvoir être utilisées.

Néanmoins, ces premiers résultats sont prometteurs et un certain nombre
de pistes sont envisagées afin d’améliorer les résultats de classification. Ainsi,
les informations topologiques contenues dans la carte extraite à partir d’une
image de document ne semblent pas assez nombreuses : la carte se résume à un
empilement de faces, ce qui limite l’intérêt de l’extraction de motifs fréquents.
La simplification de la carte, en changeant de niveau structurel de description
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FIGURE 5.6 – Un échantillon des images du corpus

et en se positionnant par exemple directement au niveau de la ligne pourrait
permettre d’améliorer ce point.

Par ailleurs, l’utilisation d’un modèle multi-échelle a été envisagée afin de
disposer des informations extraites de la page à plusieurs niveaux structurels
(page, paragraphe, ligne, mot, . . .).

Classe Images Rappel Précision

Notes 44 0,54 0,53
Dictionnaire 16 0,75 0,82

Imprimés 13 0,85 0,81
Correspondances 36 0,71 0,64

Collages 21 0,6 0,44

Toutes 130 0,65 0,61

TABLE 5.10 – Table de Rappel/Précision de la classification. Le rappel corres-
pond au nombre de documents bien classés en i par rapport au nombre de do-
cuments de la classe i. La précision correspond au documents bien classés en i
par rapport au nombre total de documents classés en i.
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FIGURE 5.7 – Exemple de pavage. Chaque zone de même couleur correspond à
une tuile dans le pavage et à une face dans la carte.

5.2 Pavages

Les cartes combinatoires peuvent représenter un pavage. Un pavage est un
partitionnement de l’espace par un ensemble fini de tuiles. La figure 5.7 donne
un exemple de pavage, où chaque tuile est représentée par une zone de même
couleur. De la même façon que pour les images, il est possible de transformer
un pavage en une carte combinatoire, en représentant une tuile par une face de
la carte, et en cousant les faces si les deux tuiles qu’elles représentent sont voi-
sines. De plus, nous ajoutons une information sur chaque brin pour identifier à
quel type de tuile il appartient.

Il existe différents types de pavages : les pavages périodiques, qui peuvent
être construits en répétant à l’infini le même motif (ensemble des tuiles
connexes) de tuiles ; les pavages quasi-périodiques, qui ne sont pas périodiques,
mais qui possèdent des motifs récurrents (fréquents) ; les pavages apériodiques,
qui ne sont ni périodiques ni quasi-périodiques.

Notre idée est de calculer les motifs fréquents pour distinguer les pavages
apériodiques des pavages quasi-périodiques. Nous pouvons grâce à l’algo-
rithme mSpan faire varier les différents seuils, afin de trouver soit des motifs
qui seraient présents dans plusieurs pavages différents, soit des motifs qui se
répètent à l’intérieur d’un même pavage en faisant varier le seuil ϕ.

Nous avons testé mSpan sur un pavage généré par l’algorithme de V. Ostro-
moukhov [Ost07]. Le pavage est non-périodique et est composé de 162 tuiles.
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Nous avons fixé le seuil ϕ à 20 et nous avons trouvé 15 motifs qui étaient pré-
sents au moins 20 fois dans ce pavage. Le motif le plus grand parmi les 15 est
composé de 5 tuiles. Si nous baissons le seuil ϕ à 10, nous trouvons 40 motifs
fréquents et le plus grand est de taille 8. Nous pouvons donc dire que même si
ce pavage n’est pas périodique, il possède des motifs qui sont répétés, donc ce
pavage peut être considéré comme étant quasi-périodique.

mSpan permet donc de calculer les motifs fréquents à l’intérieur d’un seul
objet, et dans le cas des pavages, cela permet d’identifier si un pavage est apé-
riodique ou quasi-périodique.

5.3 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons présenté différentes applications possibles de
l’algorithme mSpan : la classification supervisée et non supervisée et la détec-
tion de pavages quasi-périodiques. Les premiers résultats sont encourageants,
car nous obtenons de bons résultats de classification en utilisant uniquement
l’information topologique contenue dans les images. Cependant, ces résultats
ne sont pas suffisants pour rivaliser avec les méthodes de l’état de l’art aussi
bien dans la classification d’images que dans la classification de documents
manuscrits. Plusieurs pistes sont envisageables pour améliorer et elles seront
détaillées dans le chapitre suivant.
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Chapitre 6
Conclusion générale

NOUS avons proposé dans cette thèse de nouveaux outils pour l’analyse de
cartes combinatoires. Nos contributions ont plus particulièrement
porté sur deux axes : la définition de signatures de cartes combina-

toires, et la recherche de motifs fréquents dans une base de cartes combina-
toires.

Signatures de cartes combinatoires Nous avons proposé deux signatures de
cartes combinatoires qui ont chacune leurs avantages et leurs inconvénients.
La S-signature permet de décider de l’isomorphisme entre deux cartes en temps
linéaire, mais en contrepartie le coût de stockage en mémoire est quadratique
en la taille de la carte. La W-signature a elle un coût de stockage en mémoire
linéaire en la taille de la carte, cependant le temps de calcul de l’isomorphisme
est quadratique. Ces deux signatures sont utilisables à la fois pour des cartes
connexes, non connexes, valuées ou non valuées.

Ensuite, nous avons étendu ces signatures pour représenter efficacement
une base de cartes combinatoires. Cette représentation d’une base de cartes
ne permet pas de compresser les données et n’apporte donc pas de gain sur la
mémoire utilisée, mais elle permet de rechercher un élément de manière très ef-
ficace. De plus, le temps de recherche n’est pas affecté par le nombre de cartes
présent dans la base. Ces travaux ont été publiés dans [GDS09,GDS10,GDS11a].

Extraction de sous-cartes fréquentes Nous avons défini le problème de re-
cherche de motifs fréquents dans une base de cartes combinatoires. Dans ce
problème, chaque motif doit satisfaire deux contraintes de fréquences pour être
considéré fréquent. La première contrainte porte sur le nombre d’occurrences
du motif à l’intérieur d’une carte de la base. La seconde contrainte porte sur le
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nombre de cartes qui satisfont la première contrainte. Une fois ce cadre posé,
nous avons proposé deux algorithmes pour résoudre ce problème.

L’algorithme MapAPriori est une adaptation de l’algorithme APriori qui
construit les motifs fréquents niveau par niveau. Chaque niveau est construit
à partir du niveau précédent en combinant les motifs deux à deux pour générer
un ensemble de motifs candidats. Il faut vérifier si chaque motif candidat satis-
fait les contraintes de fréquence. Cet algorithme comporte plusieurs inconvé-
nients :

1. la génération des candidats est complexe ;

2. le nombre de motifs candidats est très grand et beaucoup de ces motifs ne
sont en fait pas présents dans la base ;

3. le calcul de la fréquence est très coûteux.

Nous avons proposé un deuxième algorithme intitulé mSpan [GDS11b]. Cet
algorithme découvre les motifs par un parcours en profondeur. Chaque mo-
tif est construit par ajouts successifs de n-cellules. Les motifs sont construits
directement à partir de la base de données, ce qui garantit que chaque motif
considéré est présent au moins une fois. L’algorithme mSpan possède plusieurs
avantages sur MapAPriori :

1. utilisation moindre de la mémoire ;

2. temps d’exécution plus court.

mSpan possède aussi des inconvénients. Premièrement, à chaque ajout d’une
n-cellule sur un motif il faut recalculer entièrement la signature du nouveau
motif. Deuxièmement, des motifs peuvent être générés plusieurs fois. Pour évi-
ter d’avoir deux motifs différents qui seraient isomorphes, il est nécessaire de
garder en mémoire la signature de l’ensemble des motifs calculés.

Nous avons enfin proposé un classifieur basé sur les motifs fréquents. Le
classifieur se construit en 3 étapes :

1. calculer tous les motifs fréquents ;

2. transformer chaque carte de la base en un vecteur ;

3. construire un arbre de décision à partir de ces vecteurs.

Les premiers résultats sur des bases d’images ne sont pas assez bons pour ri-
valiser avec les méthodes de l’état de l’art, mais ces résultats semblent promet-
teurs sur l’intérêt d’utiliser les informations topologiques dans la classification
d’images.

Les perspectives se décomposent en deux points, l’amélioration de l’algo-
rithme mSpan et l’application des sous-cartes fréquentes pour la classification
d’images.

Signature de carte incrémentale Pour améliorer les performances de mSpan,
il est nécessaire d’avoir une signature qui puisse être construite de manière in-
crémentale. Pour un motif donné dont nous possédons la signature, si nous
ajoutons une n-cellule à ce motif, alors il faut que la signature puisse être
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construite sans parcourir de nouveau l’ensemble du motif, mais seulement la n-
cellule ajoutée. Avec une telle signature, il serait alors possible de diminuer, voir
supprimer la génération de motifs redondants. Il ne serait alors plus nécessaire
de garder en mémoire la TW-signature de l’ensemble des motifs fréquents. L’al-
gorithme pourrait alors générer des milliers de motifs sans souci de mémoire.
Ce problème de calcul de signature incrémentale reste encore ouvert, malgré
plusieurs tentatives infructueuses.

Un algorithme d’extraction de sous-graphes fréquents dans une base de
graphes plans [PJFD11] à été réalisé en parallèle de notre travail. Cet algorithme
intitulé PLAGRAM est similaire à mSpan, il calcule les sous-graphes par exten-
sion récursif de faces. Les complexités en temps sont identiques, cependant
PLAGRAM à l’avantage de posséder une signature qui se calcule de façon in-
crémentale, donc il utilise moins de mémoire que mSpan car il n’a pas besoin
de stocker les motifs déjà traités. Par contre PLAGRAM ne traite qu’une seule
contrainte de fréquence, il ne peut donc pas calculer les motifs fréquents dans
un seul graphe. De plus, il ne traite que les graphes plans, ce qui correspond
à un cas particulier de l’algorithme mSpan pour des bases de 2-cartes. mSpan
résout donc un problème plus général que PLAGRAM, mais il serait intéressant
d’adapter sa signature incrémentale dans le cas des n-cartes.

Classification d’images Les premiers résultats en classification d’images sont
encourageants, car nous obtenons de bons résultats en utilisant seulement très
peu de l’information contenue dans les images. En effet, notre méthode utilise
seulement l’information topologique des images. Or, les informations géomé-
triques et colorimétriques sont des informations très importantes. Nous pen-
sons donc qu’une approche hybride alliant à la fois les informations topolo-
giques, géométriques et colorimétriques d’une image pourrait améliorer les
performances des méthodes actuelles qui utilisent très peu l’information topo-
logique des images.
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