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Introduction

Contexte général

Enjeux des études des déformations

� Rien ne se perd, rien ne se crée, tout se transforme. � C'est en ces termes que
Lavoisier a formulé le principe fondamental de la conservation de la matière. Cette
assertion s'applique aussi bien à ce qu'avait trouvé Huygens un siècle plus tôt sur
la conservation de l'énergie mécanique, qu'au principe de conservation de la charge
électrique qui a été exprimé un siècle plus tard par Maxwell ou qu'au principe de
conservation de l'énergie (premier principe de la thermodynamique) exprimé par Hel-
moltz (� la chaleur est une forme d'énergie mécanique microscopique. Tout travail
e�ectué par un système (une machine) s'accompagne d'une diminution équivalente de
son énergie interne et vice-versa. � [169] ).
La déformation des objets, tout comme la dissipation de la chaleur, est justement

une des manifestations de la transformation de l'énergie amenée par l'application d'une
force sur un objet. Or les déformations peuvent induire des modi�cations de structures
et donc des résistances des matériaux.
Ainsi la rhéologie, ou l'étude des matériaux solides ou liquides, et de leurs caracté-

ristiques, a pris son importance pour toutes les constructions humaines pour apporter
une sécurité plus grande, une économie en matériaux, la recherche d'alliages plus légers
tout en étant aussi résistant que les matériaux originels . . .
Ces études sont utilisées dans l'aéronautique ( �g. 0.1(a)) où les engins à structures

légères sont soumis à des changements de températures et de pressions considérables ou
dans le cas de la construction automobile (�g. 0.1(b)) pour la recherche d'architecture
supportant des chocs pour sécuriser au maximum l'habitacle. De la même façon, de
nos jours, les architectes, grâce à ces nouvelles ingénieries, peuvent se permettre de
concevoir des constructions non réalisables au siècle précédent. Ces méthodes sont
aussi utilisées couplées à la mécanique des �uides pour prévoir le temps dans le cas de
la météorologie (�g. 0.1(c)) ou pour prévoir l'érosion des sols ou le déplacement des
plaques tectoniques [29] dans le cas de la géologie (�g. 0.1(d)).
Les mécaniciens et les mathématiciens ont ainsi développé des méthodes permet-

tant de prévoir les déformations (ou déplacements) dues aux contraintes exercées sur
un système fermé. Ces méthodes s'expriment avec une complexité calculatoire qui a
longtemps été un obstacle à l'utilisation systématique de simulation numérique de ces
modèles. Ceci n'est plus vrai maintenant, et au contraire, leur utilisation est devenue
quasiment systématique comme en témoignent des articles de revues scienti�ques [2] :
� la simulation numérique, dont la montée en puissance est allée de paire avec celle
des ordinateurs, est aujourd'hui un outil indispensable de la recherche. �
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Introduction

(a) Modèle de contraintes survenant au décol-
lage de la navette spatiale (d'après NASA)

(b) Modèle de crash-test de voiture
(d'après http ://www.hexa.ru)

(c) Modèle Météorologique de la zone Europe
(d'après Météo-France)

(d) Modèle Géologique de déplacement de la
plaque Afrique vers la plaque Eurasie (d'après
[134])

Fig. 0.1.: Exemples d'applications de la simulation numérique
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Application au monde du vivant : la biomécanique

On peut dire, même, que la simulation numérique est devenue incontournable et
touche à toutes les disciplines. Helmoltz pensait, dans la croisée de ses compétences
(physicien, mathématicien et physiologiste), que � si l'Univers est composé unique-
ment de particules sur lesquelles agissent des forces centrales mutuelles, alors l'énergie
mécanique, telle que dé�nie par Lagrange à la �n du XVIIIème siècle doit être conser-
vée � et avait ainsi l'audace de croire que les mêmes principes fondamentaux de la
physique s'appliquaient à tout l'Univers et en particulier aux êtres vivants.
En e�et, aujourd'hui, la biomécanique, ou la rhéologie des tissus du vivant entre

autre, est une science en pleine expansion. Les mesures de résistance des tissus vivants
sont de plus en plus exploitées pour paramétrer les modèles numériques d'organes ou de
corps humains pour l'amélioration de l'ergonomie des automobiles pour la prévention
des accidents [180], ou pour apporter un meilleur réalisme aux simulateurs chirurgicaux
[38]. Avec l'avènement des systèmes haptiques et de la microchirurgie, la biomécanique
s'est vite faite ressentir comme une nécessité : il ne su�t pas de � faire comme � ou
d'animer il faut aussi prévoir avec une marge d'erreur connue.
L'avancée de la biomécanique est rendue possible grâce aux progrès de l'imagerie

médicale [18] qui permet de personnaliser les modèles numériques en dévoilant la géo-
métrie des organes des patients. Cette combinaison de l'imagerie et de la biomécanique
est certainement une source de progrès pour la médecine.

Combinaison avec l'imagerie médicale

Depuis la découverte des rayons X par R÷ntgen en 1895 ( �g. 0.2(a)), l'imagerie
médicale a fait des progrès considérables. L'utilisation des rayons X dans les scanners
permet d'obtenir des images 3D de bonne résolution grâce, par exemple, au CT scan
(�g. 0.2(c)). L'Imagerie par Résonance Magnétique (�g. 0.2(b)) permet à l'aide de
champs magnétiques puissants d'obtenir des images de bonnes résolutions des struc-
tures à forte concentration d'hydrogène (a fortiori d'eau). Et maintenant, la Tomogra-
phie à Émission de Positon (�g. 0.2(d)) permet de mettre en évidence le fonctionnement
métabolique des tissus.
Ainsi, l'idée d'une médecine moins invasive, grâce aux imageries complémentaires

et aux simulations numériques personnalisées par patient, semble être à portée de
main. C'est tout le fondement des nouvelles recherches e�ectuées en biomécanique et
en simulation pour la médecine.
Les nouvelles technologies viennent ainsi en aide pour les diagnostics, pour la for-

mation des chirurgiens et pour l'aide au contrôle des traitements.
La microchirugie, consistant à n'ouvrir que le strict nécessaire, s'e�ectue déjà à l'aide

de l'imagerie pour les maladies du c÷ur par exemple. Aidés d'imageries telles que celles
issues de la coronographie, les chirurgiens arrivent ainsi par voie artérielle à amener
leurs outils dans des veines malades a�n de les soigner directement. Le traitement
combiné à l'imagerie devient ainsi plus e�cace.
Fort de ces expériences, le corps médical souhaite utiliser ces avancées pour le trai-

tement du cancer.
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Introduction

(a) Couverture de Nature avec l'image de R÷ntgen
en 1895

(b) image obtenue par IRM

(c) CT scan du thorax (source Centre Léon Bérard) (d) image des zones actives obtenues par
TEP

Fig. 0.2.: 4 exemples d'imagerie médicale
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(a) Dispositif pour la radiothérapie (b) Dispositif pour l'hadronthérapie (GSI,
Allemagne)

Fig. 0.3.: Dispositifs de traitements par rayons légers ou ions

Prévoir pour mieux cibler, spéci�cité de la lutte contre le cancer

Dans le cas des traitements des cancers par rayons ionisants [8, 101], tels que la
radiothérapie (qui utilise des rayons X de forte intensité �g. 0.3(a)) ou l'hadronthérapie
(qui utilise des ions Carbone �g. 0.3(b)) le traitement est fait à � l'aveugle �. En
e�et, d'une part la technologie radioactive utilisée empêche à l'heure actuelle d'utiliser
un autre appareil d'imagerie pendant le traitement, et, d'autre part, les rayons qui
traversent le corps sont faiblement déviés de leur trajectoire rectiligne. Cela justi�e la
nécessité de bien prévoir les incidences des rayons pour bien cibler la zone tumorale
du patient.
Il faut non seulement bien cibler la zone tumorale sans léser les tissus sains envi-

ronnant, mais aussi prendre en compte le fait que les tissus n'ont pas tous la même
sensibilité au rayonnement. Dans le cas de la radiothérapie, cela est crucial car le rayon
irradie tout au long de son trajet. Il ne faut donc pas irradier avec une intensité suivant
un seul angle, mais irradier suivant plusieurs angles a�n de sommer les dépôts sur la
tumeur, et de provoquer de moindres maux sur les trajectoires di�érentes.
D'autre part, dans le cas de tumeurs situées dans le cerveau ou dans des membres

dont les mouvements sont contrôlables par contention, l'imagerie médicale est su�-
sante, pour prévoir comment attaquer la tumeur. Cela n'est plus vrai pour les organes
du tronc. Les mouvement respiratoires ou digestifs étant importants, ils provoquent
des déplacements et des déformations des organes mous s'y trouvant et donc a for-
tiori des tumeurs y étant localisées. On mesure par exemple plus de 2 centimètres de
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Introduction

déplacement pour des tumeurs situées au niveau du diaphragme [163].
Ici, en complément à l'imagerie médicale, apparait un besoin de modélisation et de

simulation numérique.
Les traitements actuels prennent en compte les mouvements tumoraux avec des

modèles statistiques préconisant des marges devant être prises pour cibler correctement
les tumeurs. Ces marges sont actuellement dessinées sur chacunes des coupes scanners
des zones du traitement ce qui est très coûteux en temps. Des travaux ont exploré
l'aide au traçage de celles-ci, notamment [202]. Mais les marges préconisées restent
toujours très grandes pour des tumeurs subissant de grands mouvements.
L'apport des simulations numériques serait, ici, de donner une prédiction des mouve-

ments des tumeurs, pendant le traitement, et donc de permettre de réduire les marges.
En allant un peu plus loin, l'idée serait de pouvoir adapter les marges pendant le trai-
tement suivant certains paramètres dynamiques du patient : respiration, battements
du c÷ur, . . .Il faudrait alors des modèles de simulations numériques rapides.
C'est dans cette problématique, qu'au LIRIS, notre groupe de travail s'intéresse

à la simulation des objets déformables pour le monde médical. On peut citer parmi
les travaux antérieurs ceux de Fabrice Jaillet [102], Serge Pontier [149] et de Morade
Amrani [5] qui se sont intéressés à des systèmes discrets plutôt issus de l'animation tels
que les surfaces implicites ou les systèmes de particules. Les travaux actuels de Pierre-
Frédéric Villard [181] s'intéressent plus aux modèles des milieux continus alors que les
miens essayent de faire un lien entre le discret et le continu. Ces deux derniers travaux
sont complémentaires puisque les travaux abordés par Pierre-Frédéric recherchent à
exploiter la rigueur et la précision de la mécanique des milieux continus sans prendre
en compte le temps calculatoire, alors que ma recherche tente d'apporter plus de rigueur
dans des modèles rapides issus de l'informatique graphique.

Contribution

C'est donc à la croisée de ces disciplines que s'inscrit cette thèse, avec un plus
grand penchant pour l'informatique graphique. Le travail qui a été abordé concerne
la simulation à l'aide de système masses-ressorts d'objets mous (comme le poumon)
soumis à des pressions extérieures permettant de gon�er/modi�er son volume.
Ce modèle issu de l'animation et donc plutôt d'une recherche de temps plus in-

teractifs que ceux des simulations par éléments �nis, ne béné�cie pourtant pas d'une
précision reconnue et n'est pas directement paramétrable avec des caractéristiques des
milieux continus.
Nous avons donc souhaité apporter ou du moins mesurer la précision dans un tel mo-

dèle en permettant un paramétrage rhéologique, ou biomécanique du système masses-
ressorts. Nous avons obtenu un modèle physique paramétrable directement avec les
données physiologiques médicales et mécaniques.
Pour expliquer notre contribution, nous organisons ce document comme lors de la

construction d'un modèle. Nous nous intéressons dans une première partie à notre
problématique où l'on introduit les données du problème. Nous pourrons alors réaliser
un état de l'art sur les di�cultés imposées. Il s'agira de voir comment reconstruire
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la géométrie à partir des images scanners et donc quels sont les choix de maillages
possibles. Nous expliquerons ensuite les lois de la mécanique des milieux continus et
mettrons en évidence les caractéristiques des matériaux a�n de mieux comprendre ce
que c'est et comment cela doit se re�éter dans un modèle informatique. L'état de l'art
des modèles de simulation des objets déformables y sera aussi présenté et permettra
de mettre en évidence un article [88] qui doit être l'un des premiers de la communauté
informatique à avoir posé la question du paramétrage des systèmes discrets. Ces re-
vues de l'existant nous permettront de conclure sur le choix que nous avons e�ectué.
Dans une troisième partie, nous étudions en particulier le modèle proposé dans [88] et
montrons pourquoi ce modèle n'est pas su�sant. Nous nous intéressons alors à pro-
poser une solution du paramétrage des systèmes masses-ressorts dans notre optique
de simulation biomécanique de poumon respirant. Ceci nous permettra d'aborder la
quatrième partie où nous expérimenterons cette approche a�n d'en voir les limites et
de savoir comment intégrer cette contribution dans les modèles médicaux. En�n, nous
pourrons aborder les contributions et les résultats auxquels nous avons abouti a�n de
proposer les perspectives qui s'imposent.
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1. Origines du besoin de simulation

pour le traitement du cancer.

Le cancer est une maladie qui cause énormément de décès à travers le monde. D'après
l'OMS1 [129] : � Plus de 11 millions de personnes sont atteintes d'un cancer tous les
ans. Il est estimé qu'il y aura 16 millions de nouveaux cas chaque année d'ici 2020. Le
cancer est la cause de 7 millions de morts chaque année soit de 12,5% des causes de
décès dans le monde. � Si on s'intéresse plus particulièrement au cancer du poumon, en
se référant à la ligue nationale contre le cancer [114] et l'organisme mondial regroupant
tous les organismes agissant contre le cancer du poumon, le GLCC2 [51], on se rend
compte de l'ampleur des dégâts qu'il cause3. En France, on dénombre 25 000 nouveaux
cas de cancer pulmonaire chaque année.

Actuellement la radiothérapie est l'une des principales modalités de traitement du
cancer en général, avec la chirurgie et la chimiothérapie, auxquelles elle est de plus en
plus souvent associée. Sur les 250 000 nouveaux cas de cancer (y compris pulmonaire)
par an en France, environ les deux tiers subiront une radiothérapie. Ces traitements
ionisants (par photons X, protons ou ions carbones), nécessitent de prévoir avec préci-
sion la position des tumeurs, et dans le cas de tumeurs pulmonaires qui se déplacent du
fait de la respiration, les oncologues4 ont encore plus besoin de prévoir les mouvements
subis par les tumeurs, a�n de mieux les cibler.

Ainsi, la problématique de ce travail de thèse s'inscrit dans la recherche d'outils
d'aide au traitement du cancer du poumon, par radiothérapie conformationnelle ou
hadronthérapie.

Nous présentons donc dans une première partie les améliorations dont a besoin ce
traitement dans le cadre des cancers du poumon. Nous nous intéresserons ensuite dans
une deuxième partie à l'anatomie et à la mécanique du poumon a�n de comprendre
comment une tumeur peut se mouvoir dans les poumons. Dans cette partie, nous ferons
aussi un bref état de l'art des modèles du poumon existants. En�n, nous poserons
clairement les besoins pour la simulation du comportement des poumons.

1Organisation Mondiale de la Santé
2Global Lung Cancer Coalition
3[51] :� Les cancers du poumons sont les cancers les plus délétaires du monde. Toutes les 30 secondes,
quelqu'un quelque-part dans le monde meurt d'un cancer du poumon. 40% des fumeurs ayant
commencé à fumer dans leur adolescence et qui continuent à fumer n'atteindra jamais l'âge des 60
ans. Seulement 1 personne sur 10 atteinte du cancer du poumon survit 5 ans après son diagnostic. �

4médecins spécialistes des cancers dont les radiothérapeutes
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1. Origines du besoin de simulation pour le traitement du cancer.

1.1. Contexte (X-thérapie)

A�n de mieux comprendre les di�cultés liées à ces traitements, nous présentons le
principe général des techniques ionisantes employées que sont la radiothérapie et l'ha-
dronthérapie (�g. 0.3), puis nous présentons les di�cultés actuelles de ces traitements
a�n de mieux situer la recherche e�ectuée ici.
Cette étude s'est faite avec les médecins radiothérapeutes Christian Carrie, Sébas-

tien Clippe, et la radio-physicienne Chantal Ginestet du centre anticancéreux Léon
Bérard (CLB) de Lyon, le pneumologue Jean-Yves Bayle du laboratoire d'Exploration
Fonctionnelle Respiratoire (EFR) de l'hôpital Louis Pradel de Lyon, et de l'anato-
miste Thierry Quesnel qui sont parmi les principaux partenaires des projets e�ectués
au LIRIS sur le thème cancer.

1.1.1. Évolution de la radiothérapie vers la radiothérapie de
conformation et la modulation d'intensité

Les techniques ionisantes comme la radiothérapie qui émet des photons de haute
énergie (rayon X, gamma, . . .) pour avoir des e�ets biologiques sur les cellules cancé-
reuses, a permis de grandes avancées dans le traitement du cancer [93].
Ces techniques agissent en modi�ant l'ADN5 des cellules sans les tuer directement,

les cellules mourant ultérieurement lorsqu'elles ont besoin de recourir à leur ADN altéré
si elles n'ont pas pu le réparer correctement. L'altération de l'ADN se produit aussi bien
sur les cellules saines que sur les cellules cancéreuses, à la di�érence que les cellules
cancéreuses y sont plus sensibles du fait de leur activité métabolique accrue. Ainsi,
par application répétée et par débit de dose faible des photons de haute énergie, il est
possible de faire apparaître un e�et di�érentiel important entre les cellules cancéreuses
et les cellules saines en faveur de ces dernières. De ce fait, de grands volumes in�ltrés
de cellules cancéreuses à l'échelle microscopique, inaccessibles aux techniques ablatives
(ultrasons de puissance et ondes hyperfréquence) peuvent être traités.
Dès ses origines, vers 1895, la radiothérapie progresse en a�nant la dé�nition du

volume cible et en mettant en ÷uvre les techniques propres à épargner le plus possible
les tissus sains.
Ainsi, a�n de plani�er le traitement, les techniques classiques de la radiothérapie uti-

lisent l'imagerie médicale et les données de l'examen clinique que le radiothérapeute
exploite et transpose dans un référentiel standardisé de l'espace anatomique du patient.
Pour cela, il utilise un simulateur de traitement dé�nissant globalement les volumes
à irradier dont il fournit des images radiologiques en 2 dimensions pour chaque inci-
dence de faisceau choisie pour irradier le volume cible. Cette technique, qui nécessite
des marges de sécurité assez importantes est peu exacte pour des volumes complexes
mais reste adaptée à des traitements à faibles doses où les volumes à irradier ont une
dé�nition standardisée.
En revanche, pour traiter exclusivement une tumeur dans un organe par radiothé-

5Molécule d'Acide Désoxyribonucléique qui contient le code génétique d'une cellule de l'organisme
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1.1. Contexte (X-thérapie)

Fig. 1.1.: C÷ur de l'accélérateur de la radiothérapie (d'après le Stanford Linear Ac-
celerator Center)

rapie ou chimio-radiothérapie6, il faut une plus grande précision dans la dé�nition du
volume cible car de grandes marges de sécurité impliquent l'irradiation de grands vo-
lumes de tissus sains et donc une restriction de la dose qui limite les capacités curatrices
du traitement.
Aussi, la radiothérapie de conformation tridimensionnelle (RTC) est née grâce à

l'évolution de l'imagerie numérique avec les scanner X et l'IRM (�g. 0.2), permet-
tant l'acquisition et, par l'intermédiaire d'algorithmes de segmentation, l'extraction
du volume anatomique à traiter en position de traitement7. Ainsi, à partir de la re-
constitution virtuelle du patient, un logiciel de calcul dosimétrique prévisionnel tri-
dimensionnel permet : (i) la dé�nition d'un volume cible prévisionnel exact propre à
chaque cas, (ii) l'optimisation de la balistique, (iii) l'accroissement de la dose sans
augmenter les complications.

6thérapie associant un traitement par chimothérapie et par radiothérapie
7le patient est allongé sur une table de traitement et positionné sous le rayon de traitement.
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1. Origines du besoin de simulation pour le traitement du cancer.

Fig. 1.2.: Réglage des lames de conformations pour le traitement d'une prostate
(http ://www.prostate-research.org.uk)

La RTC nécessite des accélérateurs linéaires produisant des rayons X de haute éner-
gie (�g. 1.1), équipés (i) d'un collimateur multilame placé entre le patient et la source
du faisceau et permettant de donner la forme de la zone à traiter au faisceau par son
obstruction avec des lames de plomb ou de tungstène (�g. 1.2), et (ii) d'un système
d'imagerie en temps réel à haute dé�nition. D'autre part, a�n de produire di�érents
angles de visée, les accélérateurs peuvent tourner autour de la table du patient.

Dans sa forme la plus sophistiquée, appelée radiothérapie à modulation d'intensité,
la dose délivrée en tout point de chaque faisceau peut être modulée permettant ainsi de
générer ainsi des formes des volumes irradiés très complexes. Dans ce cas, les dépôts de
dose optimale sont e�ectués par la mise en ÷uvre de nombreux faisceaux de forme et
d'incidences di�érentes et d'intensité adaptée en leurs di�érents points. Cela demande
la maîtrise de beaucoup de paramètres par faisceau et donc le besoin en système de
plani�cation du traitement.

Avec les avancées et la maîtrise de la physique des particules, une nouvelle voie
de traitement est apparue, l'hadronthérapie. Cette technique n'utilise pas le lancer de
photon de haute énergie. Elle inclut actuellement la protonthérapie, la neutronthérapie
et la thérapie par ions légers et est beaucoup plus précise que les techniques utilisant
des rayons conventionnels. Elle est indiquée seule ou en complément des photons pour
le contrôle loco-régional des tumeurs non opérables et radio-résistantes, lorsqu'elle o�re
un gain thérapeutique signi�catif par rapport à la radiothérapie conventionnelle.

Pour des raisons biologiques, balistiques et de contrôle, les radiobiologistes consi-
dèrent que les ions carbones sont parmi les ions légers utilisables, les mieux adaptés
pour traiter les tumeurs cancéreuses radio-résistantes.

Actuellement une quinzaine de centres de protonthérapie existent dans le monde,
et parmi eux, seulement trois centres d'hadronthérapie. On pourra bientôt rajouter le
nouveau centre d'hadronthérapie par ions carbone développé dans la région Rhône-
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1.1. Contexte (X-thérapie)

Alpes par le projet ETOILE8 [101].

1.1.2. Problématiques liées à ces thérapies

Des points importants restent à résoudre aussi bien en hadronthérapie qu'en radio-
thérapie.
On distingue deux grands types de traitement : (i) le traitement par � tracking �

qui consiste à suivre la tumeur en mouvement tout en irradiant, (ii) le traitement par
� gating � qui consiste à irradier quand la tumeur est dans les marges de sécurité de
la forme du faisceau prédé�ni. La di�culté du gating est que le faisceau nécessitant
une montée en charge longue, le rayon est sans arrêt actif et il faut donc des systèmes
de collimateurs performant. Pour le tracking, cela nécessite l'assurance que le volume
cible soit toujours dans les marges de sécurité.
Pour réaliser ces deux types de traitement, on a besoin d'une modélisation géo-

métrique 3D des zones anatomiques du patient présentes dans le volume ionisé. Ces
modèles sont construits à partir des données issues de la segmentation des images
obtenues par scanner ou IRM. Il faut alors réaliser le plan de traitement épargnant
le plus possible les tissus sains. Mais ceci est di�cile car (i) chaque organe (tissu) a
une tolérance di�érente aux doses, (ii) suivant la fonction ou la position de l'organe
à traiter, la zone à traiter peut se mouvoir ou se déformer, (iii) or, certaines activités
organiques (mouvements ou déformations) sont vitales et ne peuvent être bloquées (la
respiration par exemple). Ainsi, il est possible que la cible à traiter se meuve dans le
volume de traitement et qu'un tissu à tolérance di�érente aux rayons se trouve dans
le volume de traitement. Il est donc primordial de prendre en compte les mouvements
possibles pour le plan de traitement.
Il faut ensuite pouvoir positionner le patient sur la table de traitement suivant le

planning. Les séances pouvant s'étaler sur plusieurs semaines, il faut pouvoir assurer
le bon repositionnement du patient et la contention de sa position dans le repère de
traitement, pendant et en début de chaque séance.
Ainsi, les deux di�cultés majeures sont de repositionner le patient dans le repère

du traitement et de pouvoir bien dé�nir les marges, surtout dans le cas où les tumeurs
se meuvent sous l'e�et de déformations d'organes.

Di�culté de repositionnement et d'acquisition de la forme des
organes

La première étape du traitement est l'acquisition des données a�n d'extraire les
contours des tissus et de dé�nir le plan de traitement tel que la dose soit dé�nie
maximale sur la tumeur et minimale sur les zones à risques à l'aide d'une dosimétrie
ou d'un calcul de dépôt de dose simulé (�g. 1.3). Une di�culté majeure a été pendant
longtemps la lenteur de l'acquisition des images par les scanners. En e�et, pour obtenir
un poumon entier, il fallait plus de 5 minutes, et le patient respirant, il pouvait se
produire des artefacts, amenant des imprécisions majeures sur la forme des organes.

8Espace de Traitement Oncologique par Ions Légers dans le cadre Européen
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1. Origines du besoin de simulation pour le traitement du cancer.

À gauche :
contourage de la
tumeur et des
zones à éviter
À droite :
dosimétrie avec forte
dose en rouge et
faible en bleu.

Les rayons sont organisés tels que la dose soit maximale dans la tumeur par dé�nition de
di�érents angles d'incidence du rayon.

Fig. 1.3.: Exemple de plan de traitement pour un cancer du cerveau (d'après
http ://www.spectral.com)

Par exemple, il était possible de trouver le dôme du diaphragme, qui est l'un des
muscles principaux de la respiration, sur plusieurs coupes scanners di�érentes. Cela
n'est plus le cas grâce à l'amélioration des technologies et à l'utilisation d'appareils de
rétention de la respiration tels que les systèmes ABC9 présentés dans la suite.
La seconde étape, de repositionnement, consiste à utiliser les repères anatomiques

externes du patient a�n de bien le positionner sur la table de traitement, sous le
faisceau. Au CLB10, des moules de contentions sont systématiquement formés pour
chaque patient a�n de reproduire la même position externe que lors de l'acquisition
des images servant au plan de traitement.
Ce type de repositionnement n'est cependant pas su�sant, et en plus, il faut faire

appel à des repérages internes (anatomiques ou radio-opaques) visibles par l'intermé-
diaire d'imagerie adaptée au plan de traitement. Cela devient compliqué dans le cadre
des organes mous du tronc tels que le poumon, l'estomac ou situés dans la zone pel-
vienne tels que le rectum ou la prostate, qui ont tendance à avoir des mouvements non
prédictibles.
Dans le cas de la RTC, les radiothérapeutes peuvent s'aider des images portales qui

sont directement obtenues à l'aide de l'accélérateur en laissant passer une faible dose
de rayons X en début de traitement ou pendant le traitement pour véri�er la position
du patient (�g. 1.4). Ces images donnent une projection dans le plan de traitement
du point de vue de la source des rayons mais avec de faibles contrastes ne permettant
pas une bonne segmentation. Une solution est de simuler de telles images à partir
des images scanners, suivant les incidences du faisceau prédé�nies lors du plan de
traitement, ainsi appelées DRR11, pour les comparer aux véritables images portales

9Active Breathing Control
10Centre Léon Bérard
11Digital Reconstructed Radiograph
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1.1. Contexte (X-thérapie)

Fig. 1.4.: Dispositif d'imagerie portale monté sur l'appareil de radiothérapie pour
l'aide au positionnement du patient

pendant le traitement. Ainsi, au CLB il a été proposé de s'aider de ces images en
comparant directement les intensités des images obtenues en début de séances aux
intensités de référence du positionnement pour le plan de traitement [160].
Pour être complet, nous devons aussi présenter des nouvelles techniques telles que le

Cone Beam [4] qui permet d'obtenir un scanner d'une zone du corps très rapidement
uniquement en faisant tourner un faisceau de rayon X autour de la zone à traiter. Ce
dispositif est montable dans un plan orthogonal au dispositif de traitement. Cela per-
met de meilleures véri�cations pour les zones qui se meuvent peu. Mais cette imagerie
ne peut pas être employée pendant que le faisceau de traitement est enclenché puisqu'il
faut une rotation autour du patient. Notons que le CLB a la possibilité d'utiliser les
DRR et sera bientôt équipé d'un cone beam.
Aussi, si pour l'aide au positionnement du patient, la radiothérapie a fait d'énormes

progrès ces 10 dernières années, la dé�nition des marges ainsi que de la zone à irradier
pour les organes se mouvant n'en restent pas moins problématique, surtout pendant
le traitement.

Di�cultés liées aux déplacements de la tumeur

Actuellement, pour un traitement donné, les médecins dé�nissent les di�érentes
marges de sécurités en suivant les prescriptions faites par l'ICRU12, dans son rap-
port 62. Ces marges permettent de garantir la position de la cible et la di�usion des

12International Commision on Radiation Units and Measurements, http ://www.icru.org
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1. Origines du besoin de simulation pour le traitement du cancer.

rayons de telle façon que les tissus sains environnants soient le moins touché. Il s'agit
de (�g. 1.5) :
� Gross Tumour Volume (GTV) : délimitant le volume des tumeurs macroscopiques
sur les images scanners ou IRM.

� Clinical Target Volume (CTV) : délimitant le volume infra-clinique de la zone
tumorale.

� Planning Treatment Volume (PTV) : délimitant le volume cible prévisionnel en
prenant en compte les di�cultés de repositionnement du patient, les mouvements
des organes internes du patient ainsi que les erreurs inhérentes au dispositif de
traitement.

Fig. 1.5.: Dé�nition des marges de sécurité préconisées pour la RTC selon l'ICRU 62

Les radiothérapeutes cherchent à avoir une excellente homogénéité à l'intérieur du
PTV et à faire en sorte que l'isodose de référence qui représente 95% de la dose à
l'isocentre se conforme à la forme du PTV tout en s'assurant que les organes à risque
ne reçoivent pas plus que leurs tolérances respectives. Ces tolérances représentent la
dose limite créant 5% des séquelles au bout de 5 ans. Des outils avancés tels que les
histogrammes dose-volume basés sur l'imagerie X ou IRM permettent d'apprécier les
di�érentes distributions de dose et ainsi, d'irradier un volume épousant le plus possible
la forme de la tumeur.
Cependant, comme déjà mentionné, et comme il est indiqué dans beaucoup d'ar-

ticles ayant trait à la radiothérapie, ces marges sont grandes pour les tumeurs situées
dans les organes en mouvement [112, 163]. Langen et al. [112] comptent notamment
des déplacements de l'ordre 5 à 10 centimètres sur les organes situés en-dessous du
diaphragme tels que le foie ou l'estomac. Aussi, l'enjeu majeur est de trouver les in-
dices permettant de localiser la tumeur et de contrôler ses mouvements a�n de faire
un traitement plus optimal avec des marges réduites.
Plusieurs études ont été e�ectuées sur le blocage des tumeurs pulmonaires [11, 94,

158, 163], disposées à proximité du diaphragme et donc qui se déplacent avec une
amplitude de plus de 2 cm pour une respiration normale. Le mouvement respiratoire
que nous présentons dans la suite, majoritairement dû au diaphragme, est en e�et
le mouvement provoquant le plus de déplacement. Rajoutons à cela que les tumeurs
pulmonaires subissent aussi, dans une moindre mesure, les mouvements dus aux bat-
tements du c÷ur.
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1.1. Contexte (X-thérapie)

Des études réalisées par Stevens et al. [165] sur 22 patients ont montré qu'il n'était
pas possible de faire une classi�cation des mouvements suivant la taille ou la localisa-
tion. Ils préconisent alors de bien faire l'étude des mouvements tumoraux par patient
et d'orienter les faisceaux suivant l'axe du plus grand déplacement.
L'imagerie seule n'est pas su�sante pour prévoir les déplacements des tumeurs pul-

monaires. Des dispositifs complémentaires à l'imagerie ont donc été élaborés.
Des systèmes tentent de réduire le mouvement thoracique en appliquant une plaque

contre l'abdomen empêchant de grands mouvements du diaphragme et obligeant le
patient à respirer avec les autres muscles thoraciques. Cette méthode n'a pas montré
une très grande e�cacité et se révèle contraignante pour le patient, c'est pour cela
qu'elle n'est pas employée au CLB.
Des tentatives de recherche de la reproductibilité des positions de la tumeur suivant

le volume pulmonaire du patient ont été explorées avec le système ABC développé par
Wong [190] en 1999. L'ABC (�g. 1.6) est un appareil permettant de mesurer le débit
d'air que le patient respire grâce à un spiromètre. De plus, il a la fonctionnalité d'aider
le patient à se maintenir en apnée à un volume respiratoire décidé avec le pneumologue,
à l'aide d'un système de clapet permettant de bloquer le passage de l'air.

Fig. 1.6.: Système ABC employé au CLB

D'autres méthodes prenant en compte deux images externes d'angles de vue di�é-
rents avec ou sans marqueurs ont été développées a�n d'obtenir le cycle respiratoire du
patient [73, 90]. Ces techniques sont moins contraignantes que l'ABC pour le patient,
mais, elles nécessitent des systèmes de caméras qui doivent supporter la proximité des
milieux radioactifs.
Les techniques actuelles sont toujours en phase d'étude mais il semble bien que la

courbe respiratoire par patient soit un moyen de contrôle de la reproductibilité de la
localisation de la tumeur [46]. Cela est d'une grande utilité si le patient peut maintenir
sa respiration, cela est plus di�cile s'il n'en a pas la capacité. L'utilisation de telles
techniques peut ainsi s'inscrire dans un traitement de � gating � où le patient a besoin
d'apprendre à gérer sa respiration, a�n de se maintenir au volume respiratoire optimal
pour le traitement. Une étude des résultats obtenus avec cette contention devrait
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1. Origines du besoin de simulation pour le traitement du cancer.

permettre de trouver les nouvelles caractéristiques pour une simulation mécanique des
déplacements des tumeurs, permettant ainsi d'en faire béné�cier les patients atteints
de pathologies entraînant un di�cile contrôle de la respiration.
Ainsi, la seule alternative semble bien être l'utilisation des méthodes de contrôle de

la respiration avec l'imagerie pour simuler les déplacements se produisant au cours du
traitement.
À l'heure actuelle, il est di�cile d'e�ectuer la balistique en limitant au maximum les

doses perçues dans les tissus sains. Il est donc nécessaire de proposer une simulation
qui permettrait soit d'entraîner les soignants pour qu'ils prédisent les conséquences
de la balistique qu'ils ont prescrite soit de prédire les meilleurs instants pouvant être
traités.

1.2. Simulation du mouvement pulmonaire

La simulation des déplacements de la tumeur pulmonaire doit forcément prendre en
compte l'objet anatomique dans lequel cette tumeur se trouve, ainsi que les contraintes
que subit cet objet, à savoir le mécanisme du système respiratoire. Dans cette section
nous décrivons succintement l'anatomie du poumon et de son environnement proche
le contraignant, i.e. des organes de la cage thoracique. Nous nous référons pour cela à
des ouvrages anatomiques et de pneumologie [23, 34, 91, 197]. Nous présentons alors
les caractéristiques de ce système complexe et mettons en évidence l'importance d'un
paramètre, la compliance, pour la description de l'élasticité pulmonaire. Ensuite, dans
un état de l'art des modèles de systèmes respiratoire, nous montrons la pertinence de
notre recherche d'un modèle volumique du poumon.

1.2.1. Étude du système respiratoire

La respiration est un mécanisme complexe mettant en jeu les structures de la cage
thoracique (�g. 1.7) qui sont toutes en interaction.
On peut découper, en ce qui nous concerne, les structures en trois parties : (i) les

poumons, (ii) ce qui est entre les poumons, i.e. le médiastin, (iii) ce qui est en contact
externe avec les poumons, comme les muscles et les côtes.
Nous présentons ainsi ces trois structures, puis nous montrons comment caractériser

ces structures en interaction avec des caractéristiques mécaniques.

Les poumons

Les poumons (�g. 1.8) sont deux organes spongieux situés dans la cage thoracique et
séparés par un espace médian, le médiastin. Chaque poumon peut être considéré comme
étant un demi-cône. On peut donc décrire pour chacun une face externe, convexe, une
face interne ou médiastinale, plane, une base et un sommet. Les bords se distinguent
en antérieur (mince), postérieur (épais) et inférieur. Leurs faces inférieures s'appuient
sur le diaphragme (�g. 1.9(b)), leurs faces externes s'appuient sur le plan costal et
intercostal, leurs faces internes sur le médiastin, et, leurs sommets (apex) débordent

18

te
l-0

02
79

98
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ay
 2

00
8



1.2. Simulation du mouvement pulmonaire

Fig. 1.7.: Anatomie de la cage thoracique [91] : vue interne en coupe de la cage tho-
racique au niveau du c÷ur

(a) Poumons reliés par les bronches

(b) Poumon droit

(c) Poumon gauche

Fig. 1.8.: Anatomie des poumons [91]
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1. Origines du besoin de simulation pour le traitement du cancer.

en haut, entre les premières côtes. La face médiastinale (�g. 1.8(c) et 1.8(b)) présente
le hile pulmonaire, composé d'avant en arrière par l'artère pulmonaire, les deux veines
pulmonaires et la bronche.
Leur hauteur est d'environ 20 centimètres chacun et leur diamètre transversal d'en-

viron 10 centimètres dans le plan de la huitième vertèbre dorsale. Leur masse respective
est d'environ 650 grammes pour le poumon droit contre 600 grammes pour le poumon
gauche qui est plus petit pour laisser la place au coeur. Ils se gon�ent et se dégon�ent
environ 15 fois par minute avec une moyenne de volume échangé de 500 ml, représen-
tant ainsi 10 800 litres d'air ventilé par jour, 5 700 litres de sang, transférant ainsi 600
litres d'oxygène et 460 litres de dioxyde de carbone. Le volume du poumon peut au
maximum être muliplié par deux ce qui revient à une deformation de racine cubique
de 2 soit 25% d'augmentation dans les 3 directions du poumon en estimation grossière.
Les poumons sont divisés en lobes par de profondes incisions, appelées scissures, au

fond desquelles s'insinue une peau qui l'enferme, la plèvre viscérale. Il y a deux scissures
dans le poumon droit : l'oblique et l'horizontale. On distingue donc à ce poumon les
lobes supérieur, moyen et inférieur. Le poumon gauche ne présente qu'une scissure,
dite interlobaire.
Les lobes sont reliées entre eux par l'intermédiaire des bronches qui pénètrent dans la

masse pulmonaire et s'y divisent en diminuant leur diamètre pour former les alvéoles13

qui sont de minuscules petits sacs14. Le tout est relié par des �bres d'élastine donnant
l'élasticité du tissu.
Autour des poumons, se trouvent les plèvres. Les plèvres (�g. 1.7) sont des mem-

branes destinées à faciliter le glissement des poumons sur les parois thoraciques. Il
existe une plèvre pour chaque poumon. Les deux plèvres sont indépendantes l'une de
l'autre. Les plèvres sont constituées de deux feuillets se continuant l'un dans l'autre au
niveau du hile, en se pliant. Ils sont séparés l'un de l'autre par un liquide lubri�cateur.
Ainsi, ce sont ces plèvres qui vont être l'interface majeure entre le poumon et son

environnement. Elles exercent une pression négative sur le poumon a�n de le maintenir
tel que les voies aériennes ne soient ni collapsées ni obstruées.

Le médiastin : trachée, c÷ur, . . .

Le médiastin (�g. 1.7) contient le c÷ur et les veines et artères s'y raccordant, l'÷so-
phage, ainsi que la trachée. La trachée (�g. 1.8(a)) est rattachée au fond de la bouche au
larynx et se sépare au niveau de la carène en deux bronches primaires entrant chacune
dans un poumon. Elle est constituée de �bres musculaires et de pièces de cartilage qui
lui procurent une certaine rigidité. Du fait des faibles déplacements qu'elle peut avoir,
la carène de la trachée15 est prise comme repère anatomique pour le positionnement
du patient sous les faisceaux de la RTC.
Derrière la trachée, l'÷sophage n'a pas vraiment d'in�uence sur les poumons.
Dans la partie inférieure du médiastin, sur le diaphragme, repose le c÷ur auquel

les poumons sont rattachés par l'intérmédiaire de deux artères chacun et de réseaux

13On estime environ à 300 millions le nombre d'alvéoles par personne.
14Leur diamètre varie entre 75 et 360 µm
15là où il y a bifurcation des bronches primaires

20

te
l-0

02
79

98
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ay
 2

00
8



1.2. Simulation du mouvement pulmonaire

(a) Mouvement des côtes pendant la respiration (b) Diaphragme

Fig. 1.9.: Structures entourant l'extérieur des poumons

de veines. Le c÷ur se trouve dans la cavité du poumon gauche, et ses 60 battements
par minute vont in�uencer le poumon en provoquant de petites déformations. Seppen-
woolde et al. [163] ont pu extraire par analyse de Fourier les déplacements des tumeurs
dans le poumon causés par les battements du coeur et ont mesuré des déformations
de 4 à 5 mm dues à ces derniers.

Les os et les muscles

Autour des poumons et du médiastin se trouve la cage thoracique constituée d'un
ensemble d'os articulés et de muscles contrôlant leur position et le volume que renferme
la cage thoracique.
Parmi ces os se trouvent les vertèbres dorsales, les paires de côtes et le sternum.

Chaque côte est reliée à une vertèbre par l'intermédiaire d'une articulation permettant
une rotation (�g. 1.9(a)). Les dix premières paires sont rattachées au sternum par
l'intermédiaire de cartilages élastiques autour du sternum. Ainsi, ces côtes contraintes
deux fois donnent le mouvement général d'ouverture ou fermeture de la cage thoracique
en faisant monter ou descendre le sternum.
Entre les côtes se trouvent les muscles intercostaux permettant justement d'élever les

côtes pour augmenter le volume de la cage thoracique. De même, les muscles scalènes
qui sont tendus entre les vertèbres et les premières côtes permettent de soulever les
côtes.
En bas de la cage thoracique, en forme de parapluie, se trouve le diaphragme

(�g. 1.9(b)). C'est un muscle plat, �n et musculotendineux constitué de deux cou-
poles. Ce muscle se contracte en repoussant les viscères vers le bas de l'abdomen en
augmentant le diamètre vertical du thorax.
À ces muscles se rajoutent des muscles intervenants en inspiration forcée : le sterno-

cléïdo-mastoïdien (du cou), et les grands et petits pectoraux.
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1. Origines du besoin de simulation pour le traitement du cancer.

Caractéristiques mécaniques

Le mouvement respiratoire a pour but de permettre les échanges gazeux (apport
d'oxygène et évacuation du dioxyde de carbone). Il est généré par l'action des muscles
costaux et des muscles du diaphragme qui en se contractant ou se décontractant en-
traînent la plèvre et génèrent ainsi une pression ou dépression sur les parois pulmo-
naires, provoquant le gon�ement/dégon�ement des poumons.
L'inspiration est le mouvement qui augmente le volume pulmonaire provoqué en

majeure partie par la contraction du diaphragme et aussi par la levée des côtes grâce
aux muscles intercostaux. L'inspiration est donc un mouvement actif. L'expiration, au
contraire est plus un mouvement qui se fait, en général, naturellement pour revenir
à la position de repos, par décontraction des muscles. L'expiration met donc en jeu
l'élasticité de la cage thoracique (poumon et muscles).
D'une personne à l'autre et suivant la pathologie, l'âge, ou la morphologie de la

personne, la respiration n'est pas e�ectuée de la même façon. Certaines personnes
respirent plus en s'aidant de leur diaphragme, alors que d'autres vont plus utiliser
leurs muscles intercostaux. Cela entraîne des déformations di�érentes du poumon :
une utilisation du diaphragme va amener des déformations accrues dans la direction
cranio-codale16 alors que l'utilisation des côtes permet une déformation dans le plan
sagittal17.
D'autre part, la posture entraîne des comportements di�érents. Chez un sujet de-

bout, les muscles respiratoires relaxés, l'abdomen se comporte comme un récipient
dont une paroi serait extensible, la pression dans la partie supérieure étant négative.
En position couchée, le diaphragme n'a aucune activité dans la phase d'expiration
grâce à la compensation abdominale due à la gravité.
Nous voyons ainsi que, outre les échanges de volumes, les manifestations physiques

de la respiration sont aussi l'application des forces musculaires ou, autrement dit,
les changements de pression. C'est ainsi que l'Exploration Fonctionnelle Respiratoire
(EFR) essaye de caractériser les déformations des structures dans la cage thoracique
à partir des volumes et des pressions que l'on peut y mesurer.
A�n d'extraire des caractéristiques d'élasticité du système respiratoire, l'EFR assi-

mile ainsi le système respiratoire à un modèle de sou�et relié à l'extérieur par un tube
de résistance non nulle au �ux. L'équation régissant le mouvement du système peut
alors s'écrire (éq. 1.1) comme une relation entre (i) la pression P générant le �ux de
gaz, (ii) le volume V du sou�et, (iii) la compliance C qui représente l'élasticité du
système, (iv) la résistance R au �ux et (v) l'inertie relative I à l'accélération de la
pression :

P =
1
C

V + R
dV

dt
+ I

d2V

dt2
(1.1)

Dans cette équation, les pneumologues peuvent connaître aisément le volume, et plus
di�cilement la pression. Les mesures corrélées des pressions et volumes permettent de

16direction de l'axe tête-pieds
17direction de l'axe dos-face
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1.2. Simulation du mouvement pulmonaire

trouver les trois caractéristiques (compliance, résistance et inertie). Les pneumologues
dé�nissent ainsi des caractéristiques mécaniques liées aux volumes et aux pressions.

Fig. 1.10.: Dé�nition des volumes respiratoires d'après [152]

Ils dé�nissent alors les di�érents volumes (�g. 1.10) caractéristiques en soumettant
le patient à des examens de respiration avec un spiromètre. Le patient doit respirer
normalement plusieurs fois a�n de déterminer son volume courant qui est échangé au
cours de sa respiration au repos. On lui demande ensuite de pratiquer une inspira-
tion forcée qui permet de déterminer son volume de réserve inspiratoire. En�n, il lui
est demandé de forcer son expiration à l'aide de son diaphragme pour estimer son
volume de réserve expiratoire. Le volume résiduel correspond à un volume estimé sui-
vant la taille, le sexe et l'âge du patient ; il correspond à un peu plus du volume qui
reste normalement au repos dans les voies aériennes (poumons et trachée) à pression
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1. Origines du besoin de simulation pour le traitement du cancer.

atmosphérique.

A�n de mesurer la pression pleurale
Ppl, un capteur de pression est intro-
duit dans l'÷sophage à l'aide d'un ca-
théter ÷sophagien qui se place juste
en dessus du diaphragme. Ce capteur
consiste en un ballonnet qui est gon�é
jusqu'à ce qu'il ressente la résistance
de la paroi ÷sophagienne qui est elle
même en contact avec la plèvre.

Fig. 1.11.: Dispositif de mesure de la pression transpulmonaire

À partir des mesures de pression et
de volume, il est possible de tra-
cer la courbe pression-volume. Les
unités sont le litre pour le volume
et le cmH2O pour la pression (1013
cmH2O correspondant à 1 atmo-
sphère, soit 101 300 Pa). Les mesures
e�ectuées sont en quasi-statique où
il est demandé au patient de respirer
par paliers. Ceci met en évidence une
loi presque linéaire de compliance en
inspiration et en expiration.

Fig. 1.12.: Courbe Pression - Volume caractérisant la compliance du poumon

Les pressions (tab. 1.1) sont plus di�ciles à mesurer, surtout pour la pression exercée
au niveau de la plèvre. Un examen consistant à poser un capteur de pression dans
l'÷sophage, juste au-dessus du diaphragme, par voie nasale a�n de ne pas obstruer
la bouche, peut être pratiqué pour mesurer la pression dans la paroi de l'÷sophage
Poe (�g. 1.11). Cette pression correspond à la pression transpulmonaire. Des tests
respiratoires associant les mesures de pression et de volume, en ajoutant un spiromètre
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1.2. Simulation du mouvement pulmonaire

au niveau de la bouche, permettent alors de tracer une courbe pression-volume mettant
en évidence la caractéristique de compliance [131, 71, 96]. Cette étude permet de
montrer les propriétés mécaniques des poumons. Elle est souvent e�ectuée en quasi-
statique pour éliminer les e�ets dynamiques de la respiration tels qu'ils sont exprimés
dans l'équation simpli�catrice (éq. 1.1). Cela demande de faire de petites étapes de
respiration (�g. 1.12) et d'attendre quelques secondes avant de prendre la mesure de
pression a�n que l'e�et de l'accélération s'estompe.

Entité Description
PB Pression barométrique qui règne en surface du corps et dans les voies aériennes,
Poe Pression de la paroi de ÷sophage,
Ppl Pression pleurale régnant en surface de la plèvre,
Palv Pression alvéolaire qui règne sur les parois alvéolaires,
Pg Pression gastrique régnant dans l'estomac qui est juste en dessous du diaphragme,

Pts = Palv − Ppl Pression transpulmonaire exercée sur les parois des poumons,
Pth = Ppl − PB Pression transthoracique exercée sur la paroi thoracique,
Pdi = Pg − Ppl Pression transdiaphragmatique exercée en surface du diaphragme.

Relations à l'équilibre
Ppl = Poe Palv = PB Pts = PB − Poe représente la pression de rétraction élastique du poumon

Pth représente la pression de rétraction élastique de la cage thoracique.

Tab. 1.1.: Pressions caractéristiques du système respiratoire

Les courbes mettant en relation ces pressions et le volume respiré permettent de
mettre en évidence un certain nombre de propriétés.

Fig. 1.13.: Courbe de pression/volume statique du système respiratoire [3]
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1. Origines du besoin de simulation pour le traitement du cancer.

En premier lieu, le volume de repos du poumon18 est de 35% de la capacité vitale
(�g. 1.13), c'est-à-dire un peu moins du volume résiduel. Ceci se véri�e puisque, si
on ouvre l'espace pleural sur l'air extérieur, les poumons se collapsent complètement,
montrant, d'une part, que leur position de repos n'est pas la position naturelle dans la
cage thoracique, et d'autre part, qu'ils sont dotés d'une forte élasticité. Le volume de
repos de la cage thoracique (quand la pression transthoracique est nulle) est de 55%
de la capacité vitale.
On remarque, d'autre part [71, 96, 131], que la forme de cette caractéristique est

celle d'un hystérésis (�g. 1.12), c'est-à-dire que le système ne suit pas le même trajet à
l'aller (quand les forces sont appliquées, i.e. en inspiration) et au retour (en relaxation,
i.e. expiration). Cela montre que l'historique de la respiration est important. On note
cependant que le point d'arrivée de la courbe n'est pas le point de départ, ce qui
signi�e que l'énergie dissipée lors d'une inspiration n'est pas recouverte en expiration,
et donc, que le poumon est un corps élastique imparfait [142] qui dissipe son énergie.
Pour obtenir le même point d'arrivée et de départ sur l'hystérésis, Bachofen et al. ont
montré qu'il faut de faibles variations de pression [9].
Deux modèles ont été proposés pour tenter d'expliquer cette perte d'énergie, l'un

visco-élastique engendré avec des systèmes de ressorts et un frottement �uide, l'autre
proto-élastique avec des systèmes de ressorts et des frottements à secs. Le plus utilisé
est le viscoélastique car 65 à 75% du comportement pulmonaire peut être comparé à
ce phénomène [62].
Les études anatomiques de Smaldone et al. [164] ont pu mettre en relation cet e�et

hystérésis avec le nombre d'alvéoles ouvertes. Ainsi, certaines alvéoles pliées s'ouvrent
d'un coup après un certain seuil de remplissage des autres alvéoles déjà ouvertes. Dans
la phase initiale de l'inspiration, jusqu'à environ 50% du volume courant, le poumon
a une augmentation linéaire de son volume. Au-delà des 50%, la courbe s'in�échit
légèrement marquant le début de l'ouverture des alvéoles jusqu'à présent repliées. La
courbe prend alors une forme exponentielle.
Cette propriété d'ouverture soudaine de certaines alvéoles est à mettre en relation

avec la résistance des voies aériennes qui pourrait s'expliquer par le produit surfactant
des alvéoles. Celui-ci permet les échanges gazeux en réduisant la tension de surface19

des alvéoles prévenant ainsi de leur fermeture.
Quoi qu'il en soit, la courbe pression-volume en statique permet de mesurer la carac-

téristique de la compliance linéaire du modèle simpli�é du poumon (éq. 1.1), puisque
cette équation en statique devient :

∆P =
∆V

C
(1.2)

d'où la dé�nition de la compliance statique, mettant en relation la pression sur la paroi
du sou�et assimilable à la pression transpulmonaire Poe, et le volume dans le sou�et,
assimilable au volume échangé (mesuré par spirométrie).

18quand la pression transpulmonaire est nulle
19mesure qui détermine la force nécessaire pour traverser ou casser une surface interfaçant 2 milieux,

ici il s'agit des forces induites par les molécules du surfactant entre elles, en surface de ce liquide.
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1.2. Simulation du mouvement pulmonaire

D'après Harris [96], il n'y aurait rien d'autre à trouver dans la courbe de compliance.
Le poumon tire ses propriétés élastiques des �bres de collagène et d'élastine, il perd de
l'énergie par sa tension de surface dans les alvéoles et par l'ouverture ou la fermeture
de certaines d'entre elles.

Fig. 1.14.: Résumé de la description anatomique et des liens entre les éléments de
l'environnement du poumon

Nous pouvons ainsi résumer les caractéristiques et liaisons entre les di�érents élé-
ments anatomiques dans la �gure 1.14. Dans ce schéma nous avons spéci�é les struc-
tures actives (les muscles) et les structures qui donnent la forme des cavités pleurales
(les os et les trachées). Nous distinguons d'autre part les rigidités des di�érentes struc-
tures, montrant que le poumon est une structure molle élastique. De plus, comme la
plèvre est dans le cas normal accolée au poumon, elle peut être assimilée à la paroi pul-
monaire qui va glisser le long de la paroi thoracique et dont l'élasticité est caractérisée
avec la mesure de compliance.

Connaissant désormais la structure de notre modèle, recherchons maintenant com-
ment modéliser cette mécanique complexe.
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1. Origines du besoin de simulation pour le traitement du cancer.

1.2.2. État de l'art des modèles liés à la respiration

Dans notre objectif de suivi des tumeurs pulmonaires, on se rend compte de toutes
les di�cultés liées au système complexe qu'est le système respiratoire. Les tumeurs
seules ne permettent pas de rendre compte de leur mouvement, il semble à première
vue qu'une simulation dynamique mettant en évidence les interactions des poumons
avec leur environnement puisse être utile.
Cependant, la lecture des articles en rapport avec cette modélisation dynamique que

nous recherchons, nous amène à distinguer trois types de modèle respiratoire dans les
travaux déjà e�ectués : (i) les approches totalement géométriques qui se basent uni-
quement sur l'imagerie, (ii) les modèles biomécaniques qui se fondent sur des considé-
rations mécaniques et des mesures sur le patient, et (iii) les modèles discrets issus des
modèles biomécaniques.
Nous présentons ainsi ces trois types de modèle.

Modèles géométriques

Le premier type de modèle consiste à la visualisation 3D et 4D (3D + temps) par
reconstruction, à partir des images scanner segmentées, et animation par simple trans-
formation géométrique.

(a) Modèle du thorax (b) Modèle du tronc

Fig. 1.15.: Modèle respiratoire basé sur les NURBS [162]

Ainsi, dans le but d'apporter une meilleure compréhension des imageries SPECT20

du c÷ur qui se déplace sous l'in�uence du diaphragme, Ségar et al. [162] proposent un
modèle de la respiration basé sur des NURBS21 (�g. 1.15) pour un fantôme de tronc
plus réaliste que les fantômes géométriques. Les points de la surface des organes sont
extraits de la segmentation des coupes du Visible Human Project [196]. Le modèle
peut modi�er la géométrie des structures anatomiques pour simuler des variations
anatomiques ou des mouvements du patient, par simple changement de position des

20Single Photon Emission Computed Tomography : imagerie obtenue par injection d'un produit
radioactif se �xant dans les zones actives en émettant un photon visible par l'imagerie X.

21une � Non Uniform Rational B Spline � est un type de surface utilisé en CAO
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1.2. Simulation du mouvement pulmonaire

points de contrôle du modèle géométrique. Ainsi, la simulation de la respiration consiste
à translater les points de contrôle du diaphragme vers le haut, à translater le modèle
du coeur en conséquence, à faire tourner les points de contrôle des côtes modélisées
par des splines autour de l'axe de rotation de chacune de leurs articulations ; les points
des splines étant eux mêmes les points de contrôle des poumons.
Ces modèles sont certes intéressants pour une compréhension globale du système,

mais ils ne sont pas liés à la mécanique.
Notons que l'étude que nous menons se fait en parallèle d'une autre étude basée

essentiellement sur l'imagerie. L'idée proposée par Boldea et al. [33] est en e�et d'uti-
liser l'analyse d'image pour prévoir les déplacements induits par la respiration. Leur
méthode utilise trois acquisitions scanner : une bloquée à 30% du volume respiratoire,
une autre un peu en dessous et une autre en dessus de ce même volume. De ces trois
acquisitions, ils calculent les champs de déformations permettant d'indiquer le dépla-
cement de chaque voxel22 d'un état respiratoire à un autre. Ensuite, l'idée est de faire
une interpolation linéaire de ces déplacements pour obtenir les états intermédiaires.
Leur premier résultat semble converger. Cependant, cela nécessite beaucoup d'ac-

quisition, et d'autre part, cela ne permet pas de s'adapter à la respiration du patient,
puisque le cycle est supposé régulier, or il apparaît que le système respiratoire voit son
comportement fortement in�uencé par l'historique de la respiration.

Modèles biomécaniques

Aussi, les simulateurs chirurgicaux emploient plus souvent les modèles bioméca-
niques et physiologiques qui permettent en plus de prendre en compte des mesures
e�ectuées sur le patient. Ces modèles cherchent non seulement le réalisme visuel et un
temps de calcul rapide, mais également le réalisme physique du comportement.
Les modèles complexes de l'élasticité dans le poumon ont vu leur apparition dans

les années 1970.
Vawter et al. [179] proposent de s'intéresser au comportement élastique du poumon

en ne tenant pas compte de la tension de surface. Du fait de l'e�et hystérésis du pou-
mon, ils supposent que celui-ci a deux caractéristiques contrainte-déformation, l'une
en inspiration et l'autre en expiration, indépendantes l'une de l'autre. Leur modèle
d'éléments �nis reprend le modèle de Fung [77] où les alvéoles sont toutes cubiques, de
même dimension, et se comportent comme des membranes (�g. 1.16). Ils dé�nissent
alors leur fonction d'énergie de pseudo-contrainte (éq. 1.3) par plan (i, j), i et j étant
deux des trois directions de l'espace euclidien :{

M0W
(i,j) = C′

2 exp
(
a1E

2
i + a2E

2
j + 2a3EiEj

)
Ei = λ2

i−1
2

(1.3)

Ils mettent ainsi en relation la masse M0 du tissu de la paroi alvéolaire, la pseudo-
énergie de contrainte par unité de masse W (i,j) pour une membrane du plan (i, j), une
constante C ′ caractérisant le matériau, la contrainte de Green Ei pour une direction i,

22un voxel est un volume, qui représente un élément de l'image scanner avec son intensité, et son
volume.

29

te
l-0

02
79

98
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ay
 2

00
8



1. Origines du besoin de simulation pour le traitement du cancer.

Fig. 1.16.: Modèle de Fung [77] d'alvéoles cubiques, soumises à des déformations de
direction principale x, y, z

des constantes ak pour k ∈ {1, 2, 3} du matériau entre les alvéoles qui contrôlent l'ani-
sotropie, et le ratio d'étirement λi subi suivant la direction i. Ils confrontent leur modèle
élastique à des mesures de tests de traction e�ectués uniaxialement et biaxialement
sur un tissu pulmonaire auquel ils ont supprimé les e�ets du surfactant des alvéoles.
Leur résultat montre que leur modèle permet d'obtenir la même allure de courbe de
contrainte-déformation obtenue expérimentalement pour des poumons sains. Ils sup-
posent alors qu'en ajoutant les e�ets du surfactant et de l'environnement du poumon,
ils pourraient avoir une bonne description du comportement pulmonaire.
Ce modèle bien que correct, est assez complexe car il met en ÷uvre 4 constantes

di�ciles à trouver autrement que par test biaxial qui ne peut se faire qu'en prélevant
le tissu. D'autre part, ces 4 paramètres n'ont pas d'interprétation mécanique claire
en rapport avec les paramètres mécaniques connus (module de Young, coe�cient de
Poisson,. . . présentés dans le chapitre suivant p. 53).
À la même époque, Mead et al. [122] avaient tenté de modéliser le poumon comme

un réseau de ressorts, mais ils s'étaient heurtés à la di�culté de la formulation mathé-
matique d'une équation constitutive d'un tel réseau. Peu après, Wilson [186] a écrit une
relation linéaire pour ce modèle, mais valide seulement en 2 dimensions pour de petites
déformations. Il rajoute, avec Lambert [111], une extension où le poumon est repré-
senté comme un ensemble de membranes élastiques linéaires orientées aléatoirement.
Leur modèle ne rendait pas compte correctement des caractéristiques mécaniques qui
variaient suivant le point d'équilibre imposé. Frankus et Lee [74] ont proposé un modèle
éléments �nis semblable mais avec des formes imposées de dodecaèdres. Contrairement
aux autres modèles, celui de Fung [77] se base sur des lois statistiques du comportement
général des alvéoles.
Si ces modèles se sont améliorés en utilisant diverses formes géométriques (octa-

èdres tronqués, combinaisons de cônes, . . .) pour décrire la structure volumique des
régions alvéolaires, ils sont restés à une description de la mécanique macroscopique
du poumon, sans être destinés à évaluer la distribution des déplacements dans les pa-
rois alvéolaires. Plus récemment, Gefen et al. [87] ont proposé un modèle répondant à
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1.2. Simulation du mouvement pulmonaire

(a) Courbes contrainte/déformation d'un poumon d'homme sain et d'homme emphisémateux
(en pointillés) d'après [167]

(b) Modèle de Gefen et al. [87]

Fig. 1.17.: Modèle mécanique des parois alvéolaires
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1. Origines du besoin de simulation pour le traitement du cancer.

cette question pour des poumons sains et des poumons emphysémateux (comportant
de grands trous d'airs anormaux), remplis d'une solution saline qui donne un compor-
tement proche des conditions normales, mais éliminant les e�ets de surface de tension.
La géométrie de leur modèle (�g. 1.17(b)) provient d'une acquisition par microscopie
à balayage électronique d'une coupe dans un poumon de souris maintenue dans l'état
respiratoire. Leur paroi alvéolaire est supposée suivre une loi élastique non-linéaire
(�g. 1.17(a)), en se référant aux tests de traction sur des poumons de personnes saines
et emphysémateuses e�ectués par Sughihara et al. [167]. Pour simpli�er les résultats
obtenus par Sughihara, ils supposent que le poumon a un comportement linéaire par
morceau.
Pour les alvéoles des cas emphysémateux, Gefen et al. diminuent le coe�cient de

rigidité suivant les observations e�ectuées dans la littérature. Ils utilisent un logiciel
libre de solveur par éléments �nis pour leur simulation. Pour simpli�er leur calcul, ils
se placent en 2D avec un maillage de 513 quadrilatères dans la paroi des alvéoles choi-
sies. Ils appliquent une contrainte de pression qui augmente de façon progressive a�n
d'obtenir une simulation de la répartition des déplacements dans les parois alvéolaires.
Ce modèle peut nous permettre de comprendre à l'échelle microscopique ce qui se

passe dans les alvéoles, mais les images scanners ne permettent pas, à l'heure actuelle,
d'obtenir la précision du microscope électronique, et il est clair que l'on n'aura pas de
modèle aussi précis que le niveau alvéolaire pour un patient.
Notons que les modèles macroscopiques de poumons ont encore d'autres utilisa-

tions. Grimal [92] s'intéresse à modéliser la propagation des ondes longitudinales dans
un poumon a�n de déterminer les lésions induites par un impact sur la cage thoracique
ou bien qui surviennent lors d'un impact de balle sur un gilet pare-balles. Parmi ses
objectifs, il cherche à montrer la �abilité d'un modèle homogène suivant la loi d'Hooke
pour simuler le comportement d'un poumon. Considérant l'impact et la propagation
de l'onde mécanique comme un instant très court, il suppose que le volume des alvéoles
ne change pas et modélise ainsi son poumon par juxtaposition de cellules de volume
constant et assimile ainsi le poumon comme une chaîne 1D de masses-ressorts bipha-
siques : un ressort pour les parois alvéolaires, un autre pour l'air dans les alvéoles. Le
modèle est fortement in�uencé en fréquence par la dimension des alvéoles. Il arrive
à retrouver la vitesse de propagation dans le poumon de 40 m.s−1 et à mesurer les
erreurs avec les modèles homogènes.
D'autres modèles tels que celui de Zhuang et al. [201] se sont intéressés à l'in�uence

de la courbure des bronches sur les dépôts de particules dans le poumon. Dans le
même ordre d'idée et toujours avec des méthodes d'éléments �nis, Tawhai [170] propose
un modèle de conduction de la chaleur et des échanges gazeux dans le poumon. Elle
construit un modèle géométrique fractal de bronche mathématique proche de la réalité.
Pour la conduction de chaleur et de l'eau, son modèle produit des résultats proches de
la réalité pour une respiration normale.
Tous ces modèles ont un intérêt pour la compréhension microscopique du poumon et

permettent d'expliquer la caractéristique importante d'élasticité du poumon qui sera
nécessaire pour l'abord des déplacements internes, mais ils nécessitent de toute façon
une compréhension macroscopique de l'ensemble du système respiratoire.
Concernant la cage thoracique et les modèles de muscles du diaphragme, plusieurs
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1.2. Simulation du mouvement pulmonaire

études ont souligné l'importance du diaphragme sur la déformation pulmonaire. On
peut, entre autres, citer les travaux de Mead et al. [121]. Petroll et al. [143] comparent
deux modèles simpli�és de diaphragme à des données réelles obtenues par �uoroscopie
à rayons X23 (�g. 1.18). Le but de ces études est d'obtenir la forme du diaphragme
à tout moment du cycle respiratoire en n'utilisant que des données externes. Dans le
premier modèle (�g. 1.18(a)), le diaphragme est traité comme un piston, tandis que le
deuxième modèle considère un changement de con�guration de la cage thoracique et
de la forme du diaphragme. Notons que ce dernier modèle est plus précis en donnant
11% d'erreurs par rapport aux données réelles, contre 30% d'erreurs pour le premier
modèle. Le changement de volume du diaphragme est donc un phénomène à prendre
en compte. Précisons que les pneumologues peuvent étudier la course diaphragmatique
en utilisant une radiographie de la zone du diaphragme.

(a) Modèle de piston (b) Modèle hémisphéroïde déformable

Fig. 1.18.: Comparaison de deux modèles de diaphragme [143] d'après [152]

D'autres modèles [184, 151] prennent en compte l'hypothèse de l'abdomen quasi-
incompressible pendant une respiration quasi-statique a�n de donner des relations
entre le changement volumique pulmonaire, le déplacement du diaphragme et celui des
côtes. Dans le premier article notamment, les auteurs mettent en évidence l'importance
de la résistance de la cage thoracique sur la chute de la pression pleurale sur la surface
costale des poumons. Ils proposent un modèle à deux chambres, l'une ouverte élastique
représentant la cage thoracique, l'autre fermée incompressible, l'abdomen, qui est reliée
à la première par une paroi commune élastique représentant le diaphragme.
Outre ces modèles, les informations sur les déplacements sont maintenant visibles en

temps réel grâce à l'imagerie appliquée en dynamique. Les anatomistes et physiologistes
pensent que, dans le poumon, en général on peut supposer que le hile24 est �xe, car
les structures reliant les entrées du poumon sont assez rigides (bronches et grosses
artères). Ainsi, l'imagerie avec la contention pulmonaire (�g. 1.19) montre clairement
que la trachée ainsi que la carène, et l'angle entre les deux bronches primaires bouge très

23technique d'imagerie consistant à faire inhaler au patient un produit radio-sensible pouvant être
mis en évidence par imagerie par rayons X

24les ori�ces du poumon sur la face médiastinale par lesquels la bronche primaire entre, ainsi que les
artères et veines
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1. Origines du besoin de simulation pour le traitement du cancer.

peu, laissant présager que l'hypothèse d'immobilité du hile pulmonaire peut être juste
dans un premier temps. Les mouvements sont plus grands vers le diaphragme et au
niveau des côtes, dans le dos on peut supposer que, en position couché, il se produit des
glissements. En�n, l'apex des poumons peut être considéré comme subissant de faibles
déformations. Bien sûr, ceci devient totalement faux dans le cas de pathologies où le
poumon a subi des complications (÷dèmes pulmonaires, emphysèmes, ou ablations de
lobes pulmonaires . . .).

Fig. 1.19.: IRM des poumons d'un même patient à 3 états volumiques di�érents
(http ://everest.radiology.uiowa.edu/nlm/volcon/volctrl.html)

Modèles discrets du système respiratoire

Le modèle de Kaye et al. [108, 67, 107] se base sur le modèle physiologique de Pri-
miano [151] pour un modèle de poumons respirant dans le cas normal et traumatique
tels que les pneumothorax25. La �gure 1.20 reprise du modèle de Primiano, résume
leur modèle mécanique sous-jacent. Ainsi, le modèle se découpe en 3 parties : (i) les
corps mobiles (diaphragme, poumons, cage thoracique, jonction . . .), (ii) les éléments
de mécanique passifs qui sont des forces qui vont apparaître suivant les changements de
volume, (iii) les éléments de mécanique actifs qui vont résulter des e�orts musculaires
moteurs de la respiration. Les équations régissant le modèle physiologique consistent
à maintenir les équilibres du système entre ces 3 parties [109] et permettent ainsi
d'appliquer des contraintes en surface des poumons. Ils ont ainsi un modèle géomé-
trique de poumon auquel ils appliquent, en surface, les contraintes dues aux structures
environnantes. Les auteurs avaient dans un premier temps exploré la possibilité d'un
modèle éléments �nis 2D [67], où le poumon est maillé d'éléments triangulaires. Cepen-
dant, comme ils l'expliquent [108], ce modèle continu avait une complexité calculatoire
énorme nécessitant un temps de calcul qui allait à l'encontre de leur recherche de temps

25trou dans la paroi thoracique
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1.2. Simulation du mouvement pulmonaire

V Volume
P Pression
F Forces dues à un muscle

BS surface du corps
LL poumon gauche
LR poumon droit
P plèvres
PLL plèvre du poumon gauche
PLR plèvre du poumon droit
DI diaphragme
AB abdomen
AO voies aériennes
RC cage thoracique
M médiastin
J jonction entre DI et AB

Fig. 1.20.: Modèle de Kaye et al. [109]

Elément Caractère Déformation Données

Cage thoracique Eléments rigides Rotation, déformation des ∆Volume , position
articulés articulations (cartilages) extérieure

Diaphragme Elément musculaire Contraction/relaxation Force du muscle
position de repos f(pression

transdiaphragmatique)

Abdomen Passif (pour Incompressible Position des
débuter), ou parois

paroi musculaire

Poumons Fortement élastiques Occupent tout le volume ∆ Volume
déterminé par la cage ∆ Pression

thoracique

Tab. 1.2.: Analyse du système respiratoire par Promayon et al. [152]

interactif pour un outil pédagogique. Ils simpli�ent encore leur modèle pour gagner
de la rapidité en prenant l'hypothèse de Rodarte [157] qui suggère que le poumon se
comporte comme un milieu élastique isotrope si on néglige les e�ets dus à la gravité.
Ainsi, pour le poumon, ils adoptent un modèle de type système masses-ressorts amor-
tis, que nous présentons dans le chapitre suivant, pour la rapidité et pour sa capacité
à prendre en compte l'élasticité dans les poumons, mais ils e�ectuent un paramétrage
empirique de leur modèle.
Ils obtiennent des comportements en surface semblables à ceux souhaités avec un

bon contrôle des variables physiologiques de l'environnement du poumon. Cependant,
ne cherchant à avoir qu'un aspect visuel qui suive les paramètres externes du poumon,
ils n'ont pas a�né le paramétrage du poumon lui-même, ne permettant pas d'a�rmer
que le comportement interne soit bien cohérent avec l'élasticité pulmonaire. D'autre
part, leur modèle de respiration ne prend pas encore en compte une géométrie réelle
de diaphragme.
En même temps que ces auteurs, Promayon et al. [153, 152] utilisent aussi les modèles

physiologiques pour simuler les mouvements respiratoires. De la même façon, leur étude
les conduit à avoir di�érentes zones comme repris dans le tableau 1.2. Ils s'intéressent
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1. Origines du besoin de simulation pour le traitement du cancer.

(a) Vue de face (b) Système de particules

Fig. 1.21.: Modèle hybride de poumons respirant d'Amrani et al. [5]

notamment à simuler le comportement du diaphragme et, pour cela, se basent sur
l'hypothèse d'incompressibilité de l'abdomen pendant la respiration. Ils obtiennent un
système à conservation de forme contraint incompressible.
Cependant, comme pour Kaye et al. , ce modèle n'a pas de paramétrage des raideurs

de son abdomen facilement reliables aux paramètres biomécaniques du tissu simulé, et
reste donc di�cile à lier aux données physiologiques.
Une autre approche, développée au LIRIS par Amrani et al. [5, 6] dans une étude

sur l'apport des modèles déformables à base de particules pour la radiothérapie, a
été de considérer les organes du thorax comme di�érents modèles en interaction. Son
approche hybride consiste à modéliser (�g. 1.21) la cage thoracique comme une surface
rigide avec laquelle le poumon sera en contact et sur laquelle il va glisser, et les poumons
et le c÷ur comme des sacs de billes gon�ables. Ces sacs de billes sont des systèmes de
particules reliées entre elles pour chaque sac par des forces d'interactions26. De plus,
chaque sac interagit avec les autres en intégrant collisions et contacts. Le gon�ement ou
dégon�ement des poumons comme du c÷ur consiste à changer le rayon des particules.
Ce modèle a montré des déformations avec une allure réaliste mais, de la même façon
que les autres modèles, il n'est pas aisément reliable à la physiologie, et de plus il ne
prend pas en compte l'action du diaphragme dans sa partie inférieure ni les possibles
rotations des côtes.
Plus récemment, Zordan et al. [204] se sont intéressés à modéliser la respiration par

l'action des muscles intercostaux et du diaphragme sur la cage thoracique, telle qu'elle
est décrite par les modèles physiologiques, pour l'animation de personnages réalistes.
De la même façon que Promayon et al. puis qu'Amrani et al. , l'approche est une
interaction hybride entre des modèles rigides pour les os et des modèles déformables
pour les muscles. Les auteurs choisissent en e�et un système de ressorts parallèles
liés à des éléments rigides pour simuler les muscles intercostaux liés aux côtes, aux

26 ici dérivée du potentiel de Lennard-Jones présenté dans le chapitre suivant
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1.2. Simulation du mouvement pulmonaire

Fig. 1.22.: Modèle d'animation du thorax respirant de Zordan et al. [204]

vertèbres et au sternum, et un modèle incompressible de masses-ressorts pour simuler
l'abdomen (�g. 1.22) . Leur modèle de muscles est basé sur les références de Chen
et Zeltzer [45] et de Zajac [198] qui ont pour origine le modèle de Hill [86] suggérant
que la force viscoélastique dans une �bre musculaire est proportionnelle à la vitesse.
Le mouvement respiratoire est alors simulé en activant les muscles intercostaux par
modi�cations des distances de repos. La trace des déplacements des points en surface
générée par leur animation est utilisée comme trace des points de contrôle pour animer
des NURBS dé�nissant la surface de leur personnage. Ce travail a l'intérêt de montrer
une autre utilisation des modèles biomécaniques, mais encore plus dans ce cas que pour
les autres modèles, le modèle ne recherche pas un paramétrage relié directement à la
physiologie. Notamment, les ressorts des muscles sont, comme pour les autres, trouvés
par expérimentation.

Les modèles cités précédemment sont des modèles physiques basés sur la théorie phy-
siologique et sur des modèles géométriques extraits de l'acquisition scanner ou autres.
Ces modèles ont tous un problème lié à leur résolution. En e�et, le réalisme est meilleur
pour une �ne résolution de maillage, or une résolution �ne entraîne un accroissement
du temps de calcul non négligeable. En se basant sur cette constatation, Santhanam et
al. [159] proposent une méthode pour la déformation de la surface du poumon basée
sur un modèle polygonal de haute résolution. Les auteurs utilisent le modèle physique
de Hauth et al. [97] qui est une simpli�cation des modèles des milieux continus en
paramètrant leur modèle par un module de cisaillement. La méthode a l'avantage de
pouvoir être directement reliée aux mesures mécaniques, puisque le modèle simpli�é
est une réécriture des équations de la mécanique des milieux continus. Cependant ce
modèle ne s'intéresse qu'à la surface.
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1. Origines du besoin de simulation pour le traitement du cancer.

1.3. Bilan des modèles de la respiration et des
objectifs généraux

Dans ce chapitre, nous avons présenté ce qu'étaient les traitements par techniques
ionisantes du cancer et quels étaient leurs principaux problèmes. Nous avons ainsi
constaté que ces traitements nécessitent une grande rigueur et une grande précision
pour irradier spéci�quement les tumeurs et épargner le plus possible les tissus sains à
chaque séance.
Cette rigueur passe avant tout par une bonne préparation du traitement, c'est-à-dire

par l'élaboration de la plani�cation dé�nissant di�érents angles de visée et les marges
de sécurité prenant en compte la prédiction du dépôt de dose dans le volume traité,
et aussi par un bon repositionnement du patient dans les mêmes repères que le plan
de traitement à chaque séance.
Nous avons pu observer que les di�cultés du repositionnement du patient ont en

partie été résolues avec les avancées technologiques et méthodologiques, notamment
utilisant la simulation des images portales (DRR).
En revanche, nous avons mis en évidence que la plani�cation prend en compte les

mouvements des tumeurs de manière encore trop grossière pour assurer une bonne
précision lors d'un traitement du déplacrement des tumeurs. Nous avons présenté,
entre autres, le système ABC qui permet une contention de la respiration (qui est la
principale origine des grands déplacements dans le tronc) quand cela est possible. Ainsi,
il est apparu la nécessité d'un modèle de simulation des déplacements des tumeurs sous
l'e�et de la respiration, pour les patients ne pouvant pas béné�cier d'une contention,
et pour la prédiction des meilleurs volumes respiratoires à irradier.
Nous avons de plus constaté que les tumeurs bougent de manière non prédictible dans

le poumon suivant leur position et leur attache aux di�érentes structures anatomiques.
C'est pour cela qu'il nous a semblé important de simuler le système respiratoire dans
sa globalité.
Nous nous sommes ainsi intéressés aux poumons, au médiastin et aux muscles de

la respiration. Nous avons pu constater que le poumon est un organe élastique qui
subit des déformations supérieures à 25% dans le cas de respiration forcée. Nous avons
montré que les médecins utilisent des modèles biomécaniques basés sur la mesure de
la pression et du volume respiratoire pour caractériser le système respiratoire.
Le paramètre caractéristique qui est ressorti de cette étude biomécanique est le

paramètre de compliance statique qui comme son nom l'indique permet de mettre en
évidence la statique du système respiratoire.
Ainsi, le besoin qui est apparu est celui d'un modèle volumique de poumon avec les

organes voisins permettant une simulation précise des déplacements à l'intérieur des
poumons (pour la tumeur) avec un temps de simulation rapide et une prise en compte
des caractéristiques telles que la compliance, le volume et la pression. Le poumon
modélisé prendra en compte le glissement le long de la paroi interne du thorax et le
long du diaphragme ainsi qu'une rigidité au niveau des bronches primaires.
Nous sommes alors intéressés aux modèles spéci�ques du système respiratoire, et

avons mis en exergue trois types de modèles.
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1.3. Bilan des modèles de la respiration et des objectifs généraux

Les modèles géométriques permettent de fournir une visualisation des phénomènes
et par interpolation entre deux états connus du système respiratoire, ou qui peuvent,
par transformation géométrique de l'image, permettre de simuler les déformations des
di�érentes structures anatomiques. Cependant, aucun lien n'est fait avec les caractéris-
tiques mécaniques et aucune explication biomécanique n'a été faite pour ces premiers
modèles.
Le deuxième type de modèle correspond aux modèles biomécaniques continus qui ont

été développés dans beaucoup d'applications pour essayer d'expliquer, par exemple, les
déformations des alvéoles, ou pour expliquer les dépôts de particules. Ces modèles, qui
tentent de décrire le comportement microscopique du poumon, ont peu abouti pour le
suivi des mouvements internes.
En�n, le troisième type de modèle comprend, entre autres, les modèles discrets

basés sur des masses-ressorts, qui essaient à partir des modèles biomécaniques de relier
la géométrie des poumons à des phénomènes mécaniques en lien avec les structures
externes voisines. Ces modèles n'ont encore jamais été employés pour décrire l'intérieur
des poumons.
Ces 3 types de modèles sont des modèles génériques, or, pour le traitement, il est

nécessaire d'avoir des modèles adaptés au patient. Ce souhait d'un modèle personnalisé
amène forcément des traitements supplémentaires, consommateurs en temps. Nous
souhaitons obtenir un modèle rapide et garantissant une précision des mouvements
des tumeurs en fonction de la respiration du patient. Cela signi�e que nous devons
pouvoir indiquer quels sont les champs de déformations dans le volume pulmonaire en
fonction de la respiration et des données physiologiques du patient traité.
La géométrie est obtenue de la segmentation faite sur les coupes scanners, il reste

ainsi à intégrer les paramètres physiologiques.
Pour avoir des données plus physiques et plus contrôlables au niveau mathématique,

nous devons ainsi nous pencher un peu plus sur le lien de la géométrie à l'application
des lois mécaniques et, plus particulièrement, des lois de la mécanique des milieux
continus dans une étude des modèles de simulation des objets déformables existants.
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1. Origines du besoin de simulation pour le traitement du cancer.
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2. Choix d'un modèle de simulation

physique.

Précédemment, nous avons mis en évidence trois types de modèle pour les poumons.
Le modèle de Ségar et al. [162] était un modèle purement géométrique, alors que le
modèle de Gefen et al. [87] mettait en ÷uvre des techniques issues directement de la
mécanique des milieux continus, et que les modèles de Kaye et al. [107], Promayon et
al. [153] et de Zordan et al. [204] mettaient en place des modèles mécaniques avec des
méthodes heuristiques de résolution.
Nous avions conclu que ces modèles ne convenaient pas parce que : (i) ils ne per-

mettent pas d'avoir une représentation volumique du poumon, mais simplement sur-
facique, voire microscopique, (ii) pour les modèles surfaciques, ils ne permettent pas
un paramétrage directement lié aux données physiologiques, (iii) ils ne sont pas per-
sonnalisables à chaque patient.
Nous pouvons personnaliser la géométrie du poumon, puisque nous l'obtenons à

l'aide d'une segmentation des images scanners. Cela apporte des informations sur le
volume et la surface du poumon, ainsi que sur les premières générations de bronches.
Les médecins contourent les zones d'intérêt autour des tumeurs à l'intérieur du vo-
lume pulmonaire. Il nous faut ainsi choisir la représentation géométrique la mieux
adaptée à nos besoins (précision, rapidité, . . .) pour le suivi des déformations dans le
volume. Nous savons l'importance de l'intégration de la loi de compliance qui caracté-
rise le rapport pression-volume du poumon. Nous devons intégrer les lois mécaniques
ou physiologiques dans un modèle volumique de poumon qui devra fournir la possibilité
d'interagir avec d'autres modèles.
L'objectif de ce chapitre est donc de justi�er notre choix de modèle pour la simulation

des déformations internes du poumon.
Nous commençons par une étude des modèles géométriques adaptés à notre besoin

de modèle volumique déformable. Ensuite, nous décrivons les caractéristiques des lois
de la mécanique des milieux continus que nous relions aux paramètres physiologiques
pulmonaires, ainsi que les méthodes de résolution des équations mécaniques existantes,
à savoir les méthodes par éléments �nis (MEF) et les méthodes discrètes. Finalement,
nous justi�ons notre choix du système masses-ressorts (MR) en discutant de l'intégra-
tion des paramètres dans ce modèle.

2.1. Reconstruction 3D

Les modèles géométriques sont obtenus à partir des données réelles acquises sous
forme de points échantillonnés en surface ou en volume de l'objet à modéliser. Il s'agit
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2. Choix d'un modèle de simulation physique.

ensuite de mailler, c'est-à-dire de lier les points entre eux a�n d'avoir une représentation
topologique de l'objet. Ce maillage peut se faire soit avec les seules informations à
disposition en reliant directement les points entre eux par l'intermédiaire d'éléments
de maillages simples tels que des triangles, quadrilatères, tétraèdres ou autres ; ou
soit de façon plus �ne en cherchant des fonctions polynomiales approximant le mieux
possible la forme géométrique en surface ou en volume de l'objet.
La première solution n'est rien d'autre qu'une interpolation linéaire des secondes qui

permettent de rééchantillonner et donc de ra�ner cette représentation, mais elle est
aussi la base de leur représentation.
Dans notre recherche de modèle géométrique le mieux adapté pour une description

mécanique de l'évolution interne du poumon lors de la respiration, nous souhaitons
en plus de la surface, conserver l'information volumique. Il nous faut donc avoir une
représentation structurelle qui puisse être facilement reliée aux lois mécaniques de
comportement de l'objet permettant de contrôler précisément le mouvement des points
acquis.
Ainsi, dans un premier temps nous présentons des modèles décrivant de façon conti-

nue des volumes dans l'espace que nous nommons par raccourci de � continus �. En-
suite, nous étudions les maillages et les di�cultés liées à leur utilisation pour la simu-
lation des mouvements.

2.1.1. Modèles géométriques � continus �

Parmi les modèles géométriques � continus �, nous distinguons deux classes de mo-
dèles : les modèles explicites et les modèles implicites.
Les modèles explicites ont surtout été utilisés pour décrire les surfaces des objets

et ont joué un rôle prépondérant dans le domaine de la CFAO1 grâce à leur capacité
de description de courbes et de surfaces lisses variées, et leurs applications rapides
sur des machines outils. Des points de contrôle sont en général utilisés pour dé�nir
leur forme globale en les reliant aux tangentes des courbes. Parmi ces modèles, nous
pouvons citer les courbes de Bézier [40], ainsi que les courbes dérivant des splines telles
que les B-splines [14], les NURBS2 [147] et les D-NURBS3 [156, 200]. Les courbes de
Bézier, excepté à un degré élevé (d = n + 1, avec d le degré et n le nombre de n÷uds)
ont le désavantage majeur d'être di�ciles à paramétrer pour passer précisément par
des points donnés, alors que les splines ont montré leur possibilité d'interpolation
de points et sont plus maniables. Les représentations D-NURBS ont, d'autre part,
permis de dé�nir des animations de surfaces physiquement réalistes à l'aide d'une
formulation lagrangienne. De la même façon, les splines ont été utilisées en reliant leur
description à l'énergie de déformation d'un objet continu pour simuler la déformation
de �ls chirugicaux [113].
Les modèles explicites peuvent donc être intéressants pour une représentation lisse

des objets, mais ne permettent pas de décrire les objets de façon volumique, comme
nous le souhaitons.
1Conception et Fabrication Assistée par Ordinateur
2Non Uniform Rational B-Spline
3Dynamic NURBS

42

te
l-0

02
79

98
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ay
 2

00
8



2.1. Reconstruction 3D

Cependant, nous pouvons noter que les modèles explicites ont été une bonne ins-
piration pour la dé�nition de modèles de déformation des géométries � continues �
[13, 161, 55, 56]. En e�et, l'idée intuitive de déformer l'espace dans lequel le modèle
géométrique évolue avec le même principe de points de contrôle a été repris (i) tout
d'abord par Barr et al. [13] qui proposent ainsi des déformations telles que des torsions
et des pliages, (ii) ce qui a été poursuivi par Sederberg et Parry [161] avec les défor-
mations de formes libres, appelées FFD4, permettant de nouvelles déformations d'un
objet enfermé dans un bloc parallélépipédique, et (iii) encore amélioré par Coquillart
et al. [55] pour des objets contrôlés par une forme quelconque avec les modèles EFFD5.
Mais, le lien avec les lois mécaniques n'est pas e�ectué.
Les modèles implicites semblent mieux dé�nir les représentations volumiques. Ils

emploient, en e�et, une fonction F de R3 dans R associant une valeur scalaire à tout
point M (x, y, z) de l'espace. Si F (M) = 0 le point est sur la surface, sinon, il est soit
à l'intérieur soit à l'extérieur de la surface, suivant le signe de F (M). Cette modalité
permet, par combinaison de primitives implicites, d'obtenir des objets assez complexes.
La formulation implicite a donné lieu au développement de plusieurs modèles géomé-
triques que l'on désigne sous le nom de modèles de surfaces implicites [32].
De manière générale, leur animation peut s'e�ectuer assez simplement par modi�-

cation du potentiel et les interactions peuvent se faire par résolution par satisfaction
de contraintes [85]. Mais leur lien à la mécanique ainsi que l'intégration de paramètres
mécanique reste di�cile.
Plus spéci�quement, les superquadriques [12] sont des surfaces implicites dé�nies

par un faible nombre de paramètres et sont une alternative aux modèles paramétriques
pour la description d'objets tels que les superparaboloïdes, les superhyperboloïdes, su-
perellipsoïdes, . . .Elles béné�cient de tous les avantages des modèles paramétriques,
notamment pour l'a�chage et l'usinage ainsi que pour l'aide à la classi�cation des
formes [48]. Elles peuvent être déformables avec l'ajout d'une composante de déforma-
tion, dans les modèles de Terzopoulos et Metaxas [171], étendus par Neveu et al. [135].
Elles ont été utilisées pour étudier les mouvements d'un ventricule avec les modèles de
déformations globales (torsion, pliage, . . .) [140, 141] et FFD [10]. Elles ont été utilisées
pour approximer des données 2D ou 3D [53] en utilisant des hyperquadriques qui sont
une généralisation des superquadriques introduites par Hanson [95]. Pourtant, elles ne
permettent pas de représenter de manière continue un objet volumique complexe et
les déformations n'ont toujours pas de lien avec les lois mécaniques. Elles ont prouvé
leur e�cacité pour la segmentation, mais elles restent empiriques quant à leur mise en
÷uvre.
Par contre, avec les blobs6 de Blinn [31], dont on retrouve des similitudes avec les

modèles de metaballs et de soft object [137, 194], est apparu la possibilité de construire
des surfaces lisses complexes. Ces modèles ont pour principe de générer un potentiel
autour d'un point identique au champ d'un électron, suivant sa distance au noyau. La
fusion des potentiels consistant à sommer en chaque point de l'espace les potentiels
générés par chaque blob, permet d'obtenir des objets plus complexes. La surface à

4Free Form Deformation
5Extended Free Form Deformation
6BLinn OBject
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2. Choix d'un modèle de simulation physique.

modéliser est alors représentée par l'ensemble des points dont le potentiel est égal à
une valeur prédé�nie, dite d'iso-potentielle. La surface obtenue possède des propriétés
de continuité permettant de modéliser toute sorte d'objet lisse.
Le principe de génération de potentiels à partir d'un point, et de fusion de potentiels

ont été des éléments moteurs pour l'apparition de la notion de squelette sous-jacent
à la construction de surface implicite. Un élément squelettique est ainsi une primitive
géométrique (point, segment, polygone, polyèdre, . . .) pour laquelle la distance à un
point est dé�nie et à laquelle on associe une fonction de potentiel. Ainsi, un ensemble
d'éléments squelettiques forme un squelette d'une surface résultant de la fusion des
potentiels de ses éléments.
Le choix et la position des di�érents éléments squelettiques permettent d'obtenir la

surface désirée. C'est dans cette optique que les blobtrees [192], une extension de la
structure CSG, ont été dé�nis. Il s'agit dans ce modèle de remplacer les primitives
classiquement utilisées dans les CSG par des éléments squelettiques. L'utilisation de
di�érents opérateurs (union, intersection, di�érence), ainsi que des opérateurs de dé-
formation, leur permet de produire assez simplement des objets complexes. La notion
de squelette a également permis le développement de di�érentes méthodes pour la re-
construction d'objets à partir d'un nuage de points. Muraki [132] propose ainsi une
méthode de reconstruction automatique à l'aide de blobs, qui sera améliorée dans [30].
Ferley et al. [72] décrivent l'objet par un mélange de surfaces implicites dont les sque-
lettes sont des courbes B-splines obtenues par lissage du diagramme de Voronoï du
nuage de points. Pontier et al. [150] proposent eux, dans le cas de nuage de points or-
ganisés en sections parallèles, de reconstruire leur squelette 3D qui générera la surface
�nale en mettant en correspondance chacun des squelettes 2D de chacune des sections.
Pour obtenir les déformations de surfaces implicites à squelette, il su�t de déplacer

le squelette ou des éléments squelettiques [195]. L'organisation du squelette de façon
hiérarchique, comme dans un blobtree, simpli�e l'animation des objets articulés enrobés
d'une peau, comme les doigts d'une main, mais des mélanges indésirables peuvent
survenir quelquefois, notamment lorsque deux éléments squelettiques se rapprochent
trop l'un de l'autre. Pour éviter ce genre de problèmes, Wyvill [193] propose d'utiliser
un graphe où les n÷uds sont des éléments squelettiques. Il y a mélange des potentiels
de deux éléments squelettiques si et seulement si une arête les relie. Desbrun [69] utilise
un graphe mis à jour dynamiquement pour permettre la prise en compte de certains
changements de topologie.
Là encore, la mécanique n'est pas intégrée.
Notons des évolutions intéressantes des surfaces implicites en surfaces implicites

variationnelles [177, 176] qui permettent de contraindre la surface de manière précise en
combinant des fonctions d'interpolations aux potentiels des surfaces implicites. Cette
méthode a notamment été exploitée par Crespin et Peri pour la reconstruction de
surfaces de poumons lisses à partir d'IRM segmentés [60].
De manière générale, les modèles géométriques continus se sont surtout intéressés

à reproduire le comportement en surface des objets, mais ils ne garantissent pas le
comportement à l'intérieur de l'objet, à moins de trouver des fonctions d'interpolations
permettant de s'assurer du déplacement correct des points intérieurs. Pour cela, le
passage au discret est nécessaire.
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2.1. Reconstruction 3D

(a) Graphe de Voronoï (b) Triangulation de Delaunay

Fig. 2.1.: Triangulation Voronoï versus Delaunay

2.1.2. Maillages discrets

Nous pouvons représenter les modèles � continus � par échantillonnage des fonctions
représentant l'objet ou par l'utilisation de squelettes ou de polygones de contrôle.
Dans notre cas, nous avons déjà à notre disposition les données discrétisées sous forme
de voxels obtenus à partir des scanners. Le lien entre la mécanique et les modèles
géométrique semble passer par le contrôle du maillage. En e�et, pour pouvoir a�rmer
que notre modèle est correct, nous devons pouvoir reproduire des expériences montrant
comment les points d'un maillage se déforment sur notre modèle.
Les maillages simples sont dé�nis par une liste de points et de liens de voisinage

entre ces points a�n de décrire une topologie 1D (un segment reliant deux points
voisins proches), 2D (un polygone reliant des voisins d'un même plan), ou 3D (un
polyèdre reliant des voisins non coplanaires).
Le choix du schéma géométrique reliant les points entre eux n'est pas anodin [50,

99, 117]. C'est en e�et ce schéma qui, dans les modèles, va diriger la propagation
des déformations et ainsi dé�nir la géométrie de la propagation des ondes mécaniques
dans l'objet. Sa régularité et sa résolution ne seront pas non plus anodines puisque les
dimensions des arêtes vont dé�nir la précision de la propagation.
La façon dont sont reliés les points dépend de leur régularité spatiale, du compor-

tement souhaité, ou de leur densité. On distingue ainsi deux types de maillage : les
maillages de points structurés et les maillages de points non structurés [24].
Dans le cas particulier où les points ne sont pas organisés, la méthode de Delaunay

permet de construire des maillages réguliers. Cette méthode relie les points entre eux
par un pavage triangulaire tel que dans un cercle circonscrit il n'y ait que les trois
sommets du triangle. La triangulation de Delaunay est le dual du diagrame de Voronoï
(�g. 2.1), qui est le graphe obtenu en dessinant les médiatrices de tous les segments
possibles séparant le plan en régions les plus proches d'un point. Cette triangulation
dispose de diverses propriétés : (i) la propriété du cercle circonscrit vide interdisant
la présence de point dans le cercle circonscrit de chaque triangle de Delaunay, (ii) la
propriété des angles min et max contraignant les angles des triangles entre une valeur
minimale et maximale, (iii) la propriété de donner un maillage de triangles d'angle
minimum. La triangulation a l'avantage d'être facilement extensible à la 3D puisque
pour générer une grille de Delaunay 3D, il su�t de prendre les sphères circonscrites
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2. Choix d'un modèle de simulation physique.

Fig. 2.2.: Mailles structurées quelle topologie choisir ?

aux tétraèdres.
Dans le cas où les points sont organisés, il su�t de suivre les lignes d'intérêt ou les

axes principaux, mais il est toujours possible de rajouter d'autres liens. Par exemple,
dans une organisation mettant en évidence des motifs rectangulaires (�g. 2.2), on
pourrait très bien choisir de mailler seulement avec cette forme géométrique de base,
plutôt que de subdiviser en triangles. Aussi, pourquoi serait-il mieux d'utiliser tel ou
tel pavage ? Le débat reste ouvert aussi bien en modélisation discrète que pour les
éléments �nis. En e�et, pour ces derniers, les études sur le choix entre les tétraèdres
et les octaèdres pour la convergence des problèmes continus [22] suggèrent que les
quadrilatères sont meilleurs en 2D, et les hexaèdres en 3D, mais cela reste sujet à
controverse et dépend fortement de la loi d'élasticité choisie (stress/strain).
Toute la di�culté lors de la construction du maillage consiste ainsi à savoir comment

relier les points entre eux, et à choisir la meilleure géométrie qui permettra une bonne
convergence des résultats.
Nous présentons d'abord les di�cultés induites par la géométrie, puis nous étudions

les remèdes qui permettent d'obtenir une géométrie homogène.

2.1.2.1. In�uence du maillage sur les modèles mécaniques discrets

Pour se convaincre de l'importance du maillage pour le comportement des modèles
discrets, une expérience très simple peut être e�ectuée. La �gure 2.3 présente quatre
barres bloquées en une extrémité et soumises à leur propre poids. Le modèle empirique
utilisé est un système masses-ressorts de raideurs identiques, le plus naïf possible, et
les masses sont toutes identiques en chacun des n÷uds. Les seules di�érences sont
les schémas de maillage. Ainsi, on devrait s'attendre à avoir le même comportement.
Après simulation, et attente de l'état d'équilibre, nous constatons qu'il n'en est rien,
même pour le schéma ne comportant qu'une seule diagonale. En e�et, le maillage va
donner un degré de rigidité supplémentaire dans le modèle, empêchant ainsi les points
reliant une diagonale de s'éloigner trop l'un de l'autre.
Cette expérience nous montre, dans le cas d'un modèle discret, la robustesse des

triangles dans les modèles où les forces se propagent sur les liens, par rapport à un
maillage quadrilatéral simple (ce qui n'est plus forcément vrai en continu). En e�et,
la maille de schéma rectangulaire s'a�aisse totalement alors que les schémas avec des
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2.1. Reconstruction 3D

Fig. 2.3.: In�uence de la géométrie sur le comportement mécanique heuristique

diagonales arrivent à conserver leur forme. Cela peut s'expliquer de manière géomé-
trique (�g. 2.4). En e�et, l'état d'équilibre dans un système masses-ressorts simple est

(a) In�nité d'équilibre dans un quadrilatère
simple

(b) Seuls deux points d'équilibre dans un tri-
angle

Fig. 2.4.: Positions d'équilibre suivant le type de maille élémentaire

atteint lorsque les longueurs des ressorts sont toutes revenues aux longueurs de repos
initiales. Dans le cas des mailles triangulaires (�g. 2.4(b)), nous pouvons montrer par
construction géométrique qu'il n'existe que deux possibilités. Ainsi, le triangle, en plus
de la conservation de longueur permet une conservation naturelle des angles, en valeur
absolue, et semble donner plus de robustesse aux maillages de cette nature.
De façon analogue, on peut prouver que, pour un maillage quadrilatéral (�g. 2.4(a)),

il existe une in�nité d'états d'équilibre. Cela s'étend intuitivement en 3D, à l'hexaèdre
et au tétraèdre.
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2. Choix d'un modèle de simulation physique.

Une réponse à ce phénomène peut consister à ajouter des ressorts d'angles tels que
décrits dans [106, 36] ou encore prendre un maillage symétrique. Cette solution ne
semble pas être une réponse satisfaisante car elle est coûteuse en contraintes supplé-
mentaires dans les modèles discrets, et ces ressorts rajoutent une di�culté supplémen-
taire dans la caractérisation mécanique du matériau de l'élément de maillage.
Un autre problème induit par la géométrie est le phénomène de comportement non

identique dans toutes les directions, ou autrement dit d'anisotropie. Ainsi, Bourgui-

(a) Modèle de contrôle d'anisotropie de
Bourguignon et al. [36]

(b) Modèle de muscle de Nedel et al. [133]

(c) Modèle de tissus de Provot [155]

Fig. 2.5.: Exemples de géométries permettant de contrôler le comportement anisotro-
pique ou isotropique de l'objet simulé

gnon et al. [36] mettent en évidence que le maillage est facteur d'anisotropie dans un
système masses-ressorts et se proposent de le contrôler en imposant un maillage direc-
tionnel (�g. 2.5(a)). De la même façon, Nedel et al. [133] imposent que leurs mailles
soient dans la direction des �bres musculaires du biceps du bras qu'ils souhaitent si-
muler (�g. 2.5(b)). Dans le cadre de la simulation de textiles, Louchet et al. [116, 155]
organisent leur modèle en quadrilatères avec des ressorts diagonaux a�n de contrôler
le cisaillement, et des ressorts entre les mailles a�n de contrôler la �exion (�g. 2.5(c)).
Ce phénomène d'anisotropie peut s'expliquer de manière intuitive. En e�et, la simu-

lation des modèles heuristiques mécaniques se faisant suivant un parcours de graphe,
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2.1. Reconstruction 3D

cela peut être assimilé à la propagation d'une onde, qui est la propagation de la pertur-
bation dans le maillage. Cette propagation va être forcément in�uencée par la géométrie

(a) t=0 (b) t=1 (c) t=2

(d) t=3 (e) t=4 (f) t=5

Fig. 2.6.: La géométrie donne la forme de la propagation de l'onde et le nombre d'ité-
rations nécessaires à sa transmission

du maillage comme nous le montrons dans (�g. 2.6). La perturbation d'un point du
maillage va se propager de proche en proche comme une onde, en activant les mailles
connexes les unes après les autres. On peut dire que l'onde s'est propagée quand elle a
atteint la distance maximum dans le graphe. Ainsi, le maillage in�uence non seulement
la géométrie de cette propagation mais aussi le temps que met l'onde pour se propager
dans l'objet simulé.
Par exemple, dans les méthodes de simulation mécanique par éléments �nis, le critère

de Courant-Friederich-Lewy donne (éq. 2.1), en fonction de la plus petite longueur du
maillage lmin et de la plus grande vitesse de propagation dans le matériau vmax, la
limite théorique de la valeur du pas de temps d'intégration ∆tc d'une telle simulation
pour garantir la stabilité du système [64, 130] :

∆tc ≤
lmin

vmax
(2.1)

De la même façon, comme l'indique Meseure [125], en s'inspirant de la propagation
des ondes, si on augmente le nombre d'éléments discrétisés, on accroît l'instabilité
numérique due aux intégrations, et on doit en conséquence diminuer le pas de temps.
Nous pouvons ajouter que le maillage sur la frontière des objets, et qui in�uence le

comportement, va jouer sur la complexité des détections de collisions, ainsi que sur
l'apparition des autocollisions comme l'indiquent Teschner et al. [174]. Ainsi, plus la
géométrie a une structure complexe, plus la détection des collisions sera longue.
L'in�uence de la géométrie sur le comportement mécanique est aussi �agrante dans

les modèles pour la chirurgie ou la fracture, où le maillage est facteur de dé�nition des
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2. Choix d'un modèle de simulation physique.

lignes de coupe du tissu ainsi que l'explique clairement Paloc dans sa thèse [139], ou
dans les modèles de collision qui vont déformer localement les objets. Une solution à
ces problèmes est ainsi la recherche d'une homogénéité dans le maillage déformé, soit
par réarrangement, soit par multirésolution.

2.1.2.2. Ra�nement et multirésolution

En simulation chirurgicale, l'utilisation des algorithmes de ra�nement des mailles
[139] et de multirésolution [65, 82] est nécessaire pour atteindre un temps de calcul
rapide avec une certaine précision.
Le ra�nement consiste à remailler les zones d'intérêt de telle façon que les déforma-

tions ou les coupures s'y réalisant, puissent s'e�ectuer avec une bonne précision.

(a) Modèle de Hutchinson et al. [100] (b) Ra�nement triangulaire de Kähler et al. [110]

Fig. 2.7.: Exemples de modèles de ra�nement de maillage

Ainsi, a�n de pallier les problèmes dus à une géométrie trop grossière, Hutchinson
et al. [100] proposent, dans leur simulation de drap par système masses-ressorts, le
premier modèle d'adaptation du maillage qui consiste à ra�ner le maillage au niveau
des changements de courbures (�g. 2.7(a)). Cette technique leur permet de converger
vers l'état d'équilibre de façon plus rapide qu'en se limitant à un maillage �xe qui
nécessiterait une résolution importante pour un comportement identique. De la même
façon, Kähler et al. [110] ont proposé un modèle de ra�nement d'un maillage triangu-
laire en subdivisant de nouveau les triangles subissant les plus grandes déformations.
Cette méthode a été utilisée pour le rendu de l'animation d'un modèle physique du
visage (�g. 2.7(b)).
Ces deux modèles donnent un aperçu des méthodes existantes pour remailler la

géométrie dans le cas surfacique. Dans le cas des modèles volumiques, nous pouvons
citer de nombreux travaux faisant appel à des modèles multirésolution pour répondre
aux problèmes induits par la discrétisation géométrique de l'objet.
Il est beaucoup plus aisé de rajouter des points que d'en supprimer. L'opération

inverse au ra�nement peut se faire par l'intermédiaire des ondelettes qui va consister
à utiliser une fonction implicite et, par analyse fréquentielle, à obtenir des niveaux
d'échantillonnage di�érents. C'est sur ce constat-ci que les méthodes de multirésolution
se sont développées. Celles-ci consistent en l'emploi de plusieurs maillages superposés
qui peuvent être activés ou non suivant si, localement, le changement de résolution est
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2.1. Reconstruction 3D

nécessaire. On peut retrouver un état de l'art sur la multirésolution dans un article de
Garland [82].

(a) Ganovelli et al. [81] (b) Debunne et al. [66] (c) Wu et al. [191]

Fig. 2.8.: Exemples de modèles multirésolution

Ganovelli et al. [80, 79, 81] utilisent un modèle basé sur la multirésolution enregistré
dans un graphe acyclique (DAG) pour ra�ner un maillage masses-ressorts le long de
la ligne de coupe (�g. 2.8(a)). De la même façon, Debunne et al. [65] combinent un
modèle mécanique avec une représentation en octree, le rendant ainsi adaptatif en
temps et en espace. Ces mêmes auteurs développent un peu plus tard [66] un modèle
hiérarchique tétraédrique adaptatif non structuré, toujours permettant de passer d'une
représentation grossière à une représentation plus �ne. Ce modèle de multirésolution
volumique est repris par Capell et al. [41] avec une représentation hiérarchique de leur
maillage fondée sur une subdivision volumique. Des schémas adaptatifs ont aussi été
proposés pour obtenir des maillages progressifs avec une méthode par éléments �nis
non linéaire (�g. 2.8(c)) [191].
Les approches adaptatives proposées en 3D sont majoritairement basées sur une mul-

tirésolution construite a priori. Dans ce cas, cela pose un certain nombre de problèmes
notamment au niveau de la �exibilité, puisque le nombre de maillages enregistrés im-
plique une complexité mémoire à ne pas négliger, et le ra�nement est fait a priori ce
qui signi�e qu'il n'est e�cace que pour des déformations prévues. On pourrait avoir
l'idée d'introduire ou d'enlever un ra�nement local de manière interactive ou à la
volée.
En approfondissant encore notre étude des di�cultés qu'entraînent le maillage, on se

rend compte que la résolution est un facteur important pour la précision. Ainsi, dans
le cas de simulation de coupe par scalpel, que ce soit avec une technique de suppression
des mailles sur le passage du scalpel comme dans le simulateur de chirurgie du foie de
Picinbono, Delingette et al. [68, 145], ou bien avec une technique de duplication des
points du maillage situés sur le chemin du scalpel comme utilisé par Basdogan et al. [16,
15] ou Boux de Casson et al. [43], il est nécessaire d'avoir une bonne résolution. D'autres
solutions subdivisent les éléments des mailles amenés à se découper suivant la direction
du scalpel [27]. Cette technique, qui consistait à découper de façon progressive, a été
améliorée par la suite [28] car elle générait beaucoup trop de ra�nement.
Ainsi, les solutions pour conserver une bonne précision des déformations ont été
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2. Choix d'un modèle de simulation physique.

la réadaptation des maillages basée sur des maillages de bonne résolution ou bien
l'utilisation de méthodes de ra�nement adapté.

2.1.3. Bilan des modèles géométriques

Dans cette section, nous avons cherché un modèle géométrique qui permette de
représenter un volume 3D dont on connaît une segmentation des données à partir
d'images scanner, et qui puisse être relié à des lois de la mécanique pour simuler les
déplacements internes.
Nous avons d'abord cherché si les modèles géométriques continus simples pouvaient

permettre de répondre à nos prérogatives de précision et de simulation basée sur la
mécanique. Les modèles géométriques continus, de manière générale, sont intéressants
pour obtenir un rendu réaliste en donnant une visualisation naturelle de la surface des
objets ou d'un champ de vecteurs. Leur animation s'e�ectue soit par le changement de
potentiels ou par le déplacement de leurs éléments structurels (points de contrôle ou
squelette). Le lien aux lois mécaniques a été tenté pour les splines avec des approches
lagrangiennes ou par satisfaction de contraintes (type volume constant). Ces modèles
ont surtout été employés dans l'animation des surface et n'ont pas cherché à être précis
dans le cas des volumes. Ainsi, nous avons conclu que leur représentation et l'apport
de la mécanique passe forcément par une étude plus élémentaire avec une géométrie
discrète.
Nous avons alors présenté les modèles géométriques discrets. Ceux-ci consistent à

simpli�er la géométrie de l'objet en le maillant à l'aide de formes géométriques élémen-
taires, et à les animer en y appliquant des lois mécaniques qui régissent le déplacement
des n÷uds de chacun des mailles (ou éléments). Nous avons montré que les modèles
géométriques discrets nécessitent un choix pertinent de maillage car ce dernier in�ue
sur le comportement mécanique, notamment au niveau de l'anisotropie, de la propa-
gation des déformations, et des autocollisions. D'autre part, ces modèles nécessitent
l'adaptation de leur maillage dans le cas de grandes déformations, ce qui est le cas
dans notre étude où les poumons peuvent se déformer à plus de 25%.
Nous pouvons ajouter que le choix du maillage de manière générale (construction

ou ra�nement) nécessite aussi une ré�exion importante pour prendre en compte des
facteurs de qualité, et permettre une erreur numérique minimale dans les simulations
mécaniques. Ces critères sont souvent géométriques [75]. Par exemple, il peut s'agir de
contraindre le rapport entre le diamètre de l'élément (diamètre de la sphère circonscrite
de l'élément) et le diamètre de la sphère inscrite dans l'élément à être le plus petit
possible. D'autres critères de qualité pour les éléments �nis s'intéressent aussi à la
direction des mailles pour l'anisotropie et aux angles entre éléments [117], mais ce ne
sont pas les seuls.
On pourrait ainsi s'orienter vers une reconstruction à partir de modèles génériques

telle que proposée par Couteau et Payan [59], continuée par Luboz et al. [117] qui tente
de construire un modèle de fémur d'un patient en éléments �nis à partir d'un fémur
générique et des données IRM du patient en tenant compte des critères de qualité. Ou
encore, les études de Thomson et Toga sur la recherche de pathologies du cerveau par
comparaison de certaines caractéristiques répertoriées dans un atlas [175].
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2.2. Mécanique des objets déformables

Cependant, comme nous cherchons, dans un premier temps, à obtenir un modèle
mécanique rapide et de précision, nous conservons pour l'instant les données brutes
issues de la segmentation (voxels), quitte à utiliser ensuite un marching tetrahedron ou
un marching cube [42, 115, 37] pour obtenir un volume et une surface plus lisse.
Ainsi, dans la suite, nous nous intéressons à la recherche d'un modèle de simulation

mécanique de précision pour contrôler les maillages avec les lois mécaniques et les
caractéristiques physiologiques du patient.

2.2. Mécanique des objets déformables

Dans le chapitre précédent, nous avons conclu que nous devions utiliser un modèle
contrôlable directement par les paramètres mécaniques et dans la section précédente
nous avons montré que le choix du modèle géométrique in�ue grandement sur la méca-
nique. Nous présentons ici quelques concepts mécaniques nécessaires à notre recherche
de modèle de poumon. Nous rappelons en annexe (p. 181) les notions de mécanique
discrète, sur lesquelles cette section se base en partie.
L'introduction du livre de Zinkiewicz [203], sur la méthode des éléments �nis, pré-

sente clairement le lien entre la géométrie et la mécanique : � Les structures conven-
tionnelles auxquelles l'ingénieur a a�aire peuvent se présenter comme un assemblage
d'éléments structuraux reliés les uns aux autres en un nombre �ni de points nodaux. Si
l'on connaît les relations e�orts/déformations pour chacun des éléments, il est possible
en utilisant diverses techniques bien connues en analyse des structures, d'en déduire
les propriétés de la structure assemblée et d'en étudier le comportement. �
Dans un milieu continu élastique, le nombre véritable de points d'interconnexion est

in�ni, et là réside la plus grande di�culté pour la résolution numérique. Le concept
d'éléments �nis, tel qu'il fut introduit par Turner et al. [178], tente de surpasser cette
di�culté en supposant le milieu continu divisé en éléments reliés uniquement en un
nombre �ni de points nodaux, où sont supposées appliquées des forces �ctives repré-
sentant la distribution des contraintes qui s'exercent e�ectivement aux frontières de
l'élément ; ce qui ramène à un calcul de structure susceptible d'un traitement numé-
rique.
Cela est justi�é car (i) si à l'échelle moléculaire, la matière est discontinue, à notre

échelle macroscopique, elle se présente comme un milieu continu entraînant ainsi, à
cette échelle, la variation continue les propriétés physiques d'un point à un autre, (ii)
d'autre part, même si la matière est physiquement ou chimiquement discontinue, à
considérer un volume dont chacune des dimensions est grande par rapport aux dimen-
sions des constituants élémentaires, il devient raisonnable de penser que ce volume
puisse être modélisé comme un volume continu.
Ainsi, la mécanique des corps déformables [166] est basée sur le fait qu'un solide

n'est jamais totalement rigide. Soumis à des forces, il se déforme, et ses déforma-
tions s'accompagnent de réactions du solide s'opposant aux forces agissantes. Les
mécaniciens utilisent ainsi les théories de la mécanique des milieux continus (MMC)
[78, 47, 52, 166, 84] pour modéliser le comportement des corps réels en considérant un
volume su�samment grand de matière.
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2. Choix d'un modèle de simulation physique.

Mathématiquement, cela se traduit en dé�nissant à tout instant t, et en chaque point
Pi de l'espace Ω, des champs de grandeurs physiques locales dérivables, relatives à ce
milieu matériel. Ces champs sont des champs scalaires (masses volumiques, tempéra-
tures, . . .), vectoriels (vitesse, accélérations, . . .), ou bien, tensoriels7 (tenseurs des
déformations, tenseurs des contraintes, . . .).

Fig. 2.9.: Déplacements de points voisins dans un milieu continu soumis à une défor-
mation entre les instants 0 et t

Ainsi, un modèle de la MMC va décrire comment un point Pi s'est déplacé entre les
instants 0 et t et comment son voisin Pj a évolué par rapport à lui sous l'in�uence des
contraintes qui lui sont appliquées (�g. 2.9).
Ce modèle nécessite la connaissance des caractéristiques du matériau, de la géométrie

de l'objet ainsi que des charges (ou conditions limites) exercées sur l'objet. La MMC
décrit le lien (�g. 2.10) entre les forces (contraintes) et les déplacements en prenant
en compte les caractéristiques du matériau et sa géométrie. Pour cela, elle se base sur
3 tenseurs : (i) des déplacements, (ii) des contraintes8 (informant des forces internes
rapportées à la surface de chaque élément), et (iii) des déformations9 (informant des
taux de déformations des dimensions de chaque élément).

Fig. 2.10.: Relations entre les di�érentes quantités des modèles de la MMC

7Les tenseurs sont des objets mathématiques matriciels sur lesquels sont dé�nis des opérations ma-
thématiques propres au domaine de la physique. Une description exhaustive de ces algèbres est
détaillée dans [83].

8en anglais stress
9en anglais strain
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2.2. Mécanique des objets déformables

La théorie va ainsi tenter de relier les forces aux contraintes par la dé�nition de la
géométrie, les contraintes aux déplacements suivant le comportement du matériau et
ses caractéristiques de déformation, d'élasticité, . . .

La mise en relation des contraintes et des déformations met en évidence les lois de
comportement du matériau. Ces comportements vont en se graduant suivant l'ampleur
du chargement e�ectué. Cela va de (i) la déformation élastique (rapport linéaire entre la
déformation et la contrainte avec retour à l'état initial lorsque la solicitation cesse), (ii)
à une déformation élasto-plastique (le solide ne reprend pas tout à fait sa forme initiale
après arrêt de la solicitation tout en continuant de suivre une loi de proportionalité),
(iii) à une déformation plastique (la déformation persiste en partie lorsque la contrainte
cesse, la courbe contrainte-déformation s'aplatit) (iv) à la rupture (la déformation
est trop importante et provoque une destructuration du matériau), comme nous le
montrons �gure 2.11.

Fig. 2.11.: Courbe contrainte / déformation schématisant les di�érentes phases d'un
matériau

Nous présentons ainsi, tout d'abord, les lois de comportements mettant en évidence
un certain nombre de caractéristiques rhéologiques, et comment nous les mesurons.
Ensuite, nous étudions les modèles de résolution mécanique qui ont été développés,
toujours dans le but de trouver celui permettant de décrire un poumon élastique ho-
mogène isotrope paramétrable directement par les données physiologiques.

Les modèles présentés ici ne prennent pas en compte l'in�uence de la température, ni
de l'anisotropie et bien d'autres phénomènes tels que nous pouvons les voir mentionnés
dans [52, 84], ou bien dans les ouvrages académiques [166, 47, 54].
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2. Choix d'un modèle de simulation physique.

2.2.1. Caractéristiques des matériaux et lois de comportements

La rhéologie est une partie de la mécanique qui étudie la plasticité, l'élasticité, la
viscosité et la �uidité caractéristiques des corps déformables. Elle permet de dé�nir un
certain nombre de constantes décrivant le comportement des matériaux. Ces constantes
lient ainsi dans des lois de comportements, les déformations a�igées aux contraintes
obtenues et vice-versa. Par exemple, comme nous l'avons montré au chapitre précédent
(�g. 1.17(a), p. 31) sur un poumon d'homme sain et d'homme emphysémateux, il est
possible de caractériser les contraintes entrainées par les déformations in�igées.
L'intérêt d'une telle modélisation des lois de comportements est la recherche d'un

modèle générique permettant de simuler tout type de matériau par simple modi�cation
des caractéristiques.
Ces caractéristiques peuvent être extraites des paramètres résultants d'expériences

consistant à déformer un élément de matériau et à en mesurer des invariants rhéolo-
giques. Parmi les expériences de déformations peuvent être distinguées : (i) l'allon-
gement et la compression résultant de forces de traction ou de compression, (ii) la
�exion provenant d'un couple �échissant, (iii) le glissement émanant d'un couple de
cisaillement, (iv) la compressibilité dé�nie par l'application d'une pression uniforme en
surface, (v) la torsion consistant en l'application de deux moments opposés.
À ces déformations peuvent être associés, dans la limite des comportement simples

et facilement reproductibles, des coe�cients caractérisant les propriétés mécaniques
du solide et reliant les déformations aux forces agissantes.
Dans le cas des matériaux élastiques homogènes isotropes, deux caractéristiques

seulement permettent de dé�nir le comportement : le coe�cient de Poisson et lemodule
de Young10. Ces paramètres sont dé�nis dans un domaine de faibles déformations et
sont indépendants de la dimension de l'objet choisi. Ainsi, un élément de l'objet,
quelque soit sa géométrie et sa dimension, aura toujours les mêmes caractéristiques
que l'objet lui-même.
Outre le module de Young ou le coe�cient de Poisson, d'autres associations de pa-

ramètres peuvent dé�nir ces matériaux. On pourra ainsi associer le module de Young
et le coe�cient de cisaillement ou bien le module de Young et le coe�cient de com-
pressibilité a�n de décrire des matériaux élastiques isotropes.
Nous laissons de côté pour le moment la �exion et la torsion qui seront utiles pour

de grandes déformations, et nous nous restreignons pour l'instant aux petites défor-
mations. Nous recensons, dans la partie suivante, les di�érents paramètres permettant
de caractériser les lois de comportements.

2.2.1.1. Caractéristiques des matériaux élastiques homogènes isotropes

Nous nous plaçons ici dans une coupe d'une barre cylindrique de dimensions l0×h0,
étirée de η suivant la hauteur avec l0 le diamètre du cylindre, et h0 la hauteur du
cylindre. Ce qui induit une force

−→
F orthogonale à la surface S0 = Πl20/4, et une

contraction latérale de −2δ (�g. 2.12).

10qui peuvent être aussi exprimés par les deux coe�cients de Lamé.
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2.2. Mécanique des objets déformables

On peut alors dé�nir la contrainte σ et la déformation ε par :{
σ = F

S0

ε = η
h0

(2.2)

Module de Young E

Une barre cylindrique de hauteur h0 et de
diamètre l0 (surface de la base S0) à la base
�xée dans son plan est étirée de η, ce qui
engendre une contrainte F en surface qui
s'oppose à l'étirement et une déformation δ
orthogonale à l'étirement.

Fig. 2.12.: Test de traction/compression

Le module de Young (E) dé�nit l'élasticité de l'objet. C'est le rapport entre la
contrainte σ et la déformation ε dans le cas d'un étirement ou d'une compression
(�g. 2.12) :

E =
σ

ε
=

F

S
× h0

η
(2.3)

Dans le cas de matériaux élastiques homogènes isotropes, le module de Young est
constant dans sa phase élastique (�g. 2.11). Pour les poumons, comme nous l'avons
montré au chapitre précédent, ce coe�cient peut s'approximer comme étant constant
par morceau. Pour donner une idée de ces grandeurs, nous avons illustré quelques
modules de Young dans la table 2.1.

Coe�cient de Poisson ν

Le coe�cient de Poisson (ν) représente le taux de déformation tangent à l'élongation
ou la compression. On le mesure comme pour le module de Young, par des tests de
tractions pour de faibles déformations (�g. 2.12). Ce coe�cient représente ainsi le
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2. Choix d'un modèle de simulation physique.

Catégories Matériaux Module de Young
en MPa

Métaux
Aluminium 69 000
Cuivre 124 000
Fer 196 000

Verres, céramiques
Béton 27 000

Diamant 1 000 000
Bois

Chêne 12 000
Bambou 20 000

Polymères Fibres
Caoutchouc 700 à 4 000

Nylon 2 000 à 4 000
Fibre de carbone 190 000

Biomatériaux
Poumon 0,39 × 10−3

Collagène 6
Cartilage 24

Vertèbre lombaire 160
Vertèbre cervicale 230

Cheveux 10 000
Fémur 17 200
Humérus 17 200
Tibia 18 100
Radius 18 200

Soie d'araignée 60 000

Tab. 2.1.: Exemples de valeurs du module de Young (d'après wikipédia)

rapport entre la déformation orthogonale à l'élongation (2δ) et la déformation due à
l'élongation :

ν = −2δ

l0
× h0

η
(2.4)

Ce coe�cient, sans unité, est généralement une valeur constante comprise entre −1 et
1. Si ν est positif, le matériau s'amincit suivant le plan orthogonal à l'étirement, ou
lors d'une compression il s'épaissit suivant ce même plan. Ainsi, les métaux ont une
valeur comprise autour de 0, 69. Au contraire, s'il est négatif, le matériau a tendance
à s'élargir lorsqu'il est étiré. Cela se constate dans des matériaux composites ou dans
l'origami11. En�n, si ν = 0, 5, cela signi�e qu'il y a conservation du volume. La plupart
des organes et des matériaux mous organiques composés majoritairement d'eau sont
souvent considérés comme incompressibles. C'est pour cela que leur ν est proche de
cette valeur, compris entre 0, 2 et 0, 5. On notera la valeur donnée par Owen [138] pour

11art du pliage
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2.2. Mécanique des objets déformables

les poumons qu'il situe autour de 0, 3 et que nous retiendrons pour nos simulations.

Coe�cient de cisaillement G

L'élément est soumis à deux forces surfaciques
F appliquées chacune sur deux faces opposées
et dans deux sens opposés, engendrant ainsi
une déviation d'angle θ.

Fig. 2.13.: Test de cisaillement

Sous l'e�et d'une contrainte, il est possible que le matériau réagisse en se déformant
dans le plan orthogonal à cette contrainte, il s'agit alors d'un cisaillement. Sa carac-
téristique se mesure sur un élément cubique (�g. 2.13). On sélectionne tout d'abord
deux plans opposés. Ensuite, on applique une force tangentielle dans un plan, tandis
que, dans l'autre, on applique une force de même direction (donc tangentielle aussi)
mais de sens opposée.
Cette mesure s'e�ectue alors en reliant la contrainte de cission τ (rapport entre la

force F appliquée en surface et la surface A0 du plan) et la déformation de l'angle θ :

τ = Gγ avec

{
τ = F/A0

γ = tan θ
(2.5)

Coe�cient de compressibilité isostatique K

Un élément est soumis à une pression P
uniformément répartie en sa surface, engen-
drant ainsi sa compression.

Fig. 2.14.: Test de compression
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2. Choix d'un modèle de simulation physique.

Une compression isostatique est l'application d'une pression isotrope (�g. 2.14). Le
coe�cient de compressibilité relie la variation de volume relative ∆V à la variation de
pression, ∆P :

∆P = −K
∆V

V0
(2.6)

Liens entre ces coe�cients

Dans le cas de matériaux élastiques homogènes isotropes, ces coe�cients sont dé-
pendants les uns des autres et �nalement seulement 3 d'entre eux seraient su�sants
pour caractériser le matériau [52]. Les relations suivantes apparaissent alors :

E =
9KG

G + 3K
= 3K (1− 2ν) = 2G (1 + ν) (2.7)

2.2.1.2. Loi des matériaux élastiques : loi de Hooke

Connaissant ces caractéristiques, nous pouvons désormais décrire la loi de compor-
tement d'un matériau élastique, appelée loi de Hooke.
Une approximation linéaire bien connue de ce modèle élastique est le modèle du

ressort de Hooke et de la force élastique engendrée par une déformation de ce ressort.
Soient deux points P1 et P2 reliés par une relation élastique du type masses-ressorts.

(a) Ressort au repos

(b) Ressort étiré

Fig. 2.15.: Forces élastiques

Il existe alors une constante de raideur k12, caractérisant l'élasticité du ressort, c'est-
à-dire le fait que les deux masses aient tendance à se repositionner à leur distance
de repos l012. Cela se traduit par une force due à l'écartement de ces deux masses
(�g. 2.15) :

−→
F ressort(1,2) = k12

(
‖P2 − P1‖ − l012

) −−−→
P1P2

‖−−−→P1P2‖
(2.8)

La première approximation est ainsi de considérer que le matériau est homogènement
élastique dans toutes les directions de l'espace. Ainsi, en supposant qu'il y ait des
ressorts entre toutes les directions de l'espace, on peut écrire le système de manière
matricielle mettant en relation le vecteur force [F ] d'un élément de l'espace avec le
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2.2. Mécanique des objets déformables

vecteur déplacements des n÷uds de ce même élément [U ] et la matrice de raideurs
[K] :

[F ] = [K] [U ] (2.9)

La matrice [K] contient les matrices 3 × 3 de raideurs, ki,j , qui existent entre les
n÷uds i et j pour chacune des directions x, y et z de l'espace. Les vecteurs [F ] et [U ]
contiennent 3 × 3 valeurs correspondant aux forces et déplacements d'une direction
relativement à une autre (x avec x, x avec y, x avec z, y avec x, . . .). Dans le cas
d'un matériau isotrope, les directions x avec y et y avec x sont équivalentes, ce qui ne
laisse plus que 6 valeurs dans les vecteurs. Ainsi, la matrice de rigidité [K] doit être
une matrice de 6× 6 = 36 paramètres, contenant les relations linéaires de chacun des
ressorts dans chacune des directions.
En résumé, dans le cas d'un matériau isotrope, en considérant toutes les symétries

possibles, il est possible de déduire de ces 36 paramètres, 2 coe�cients indépendants,
λ et µ (dits de Lamé). En passant des déplacements aux déformations, on obtient ainsi
des relations 2.9 et 2.2 (p. 57) la relation entre les contraintes et déformations :

[σ] = λtrace ([ε]) I + 2µ [ε] (2.10)

La matrice de rigidité qui re�ète la loi de comportement et fait passer des déforma-
tions aux contraintes est du type :

[D] =


λ + 2µ λ λ 0 0 0

λ λ + 2µ λ 0 0 0
λ λ λ + 2µ 0 0 0
0 0 0 µ 0 0
0 0 0 0 µ 0
0 0 0 0 0 µ

 (2.11)

et il s'ensuit,
[σ] = [D] [ε] (2.12)

En écriture matricielle, les déformations [ε] (X) et les contraintes [σ] s'écrivent alors
sous la forme de vecteurs : [ε] (X) =

(
εx εy εz γxy γyz γxz

)t
, avec εi, la com-

pression/élongation suivant l'axe i et γij , le cisaillement angulaire entre les axes i et
j, pour l'élément X.
On peut alors lier les coe�cients de Lamé au module de Young et au coe�cient de

Poisson : {
µ = E

2(1+ν)

λ = Eν
(1+ν)(1−2ν)

(2.13)

Par conséquent, deux cheminements de résolution sont possibles : calculer des forces
à partir des déplacements, ou calculer des déplacements à partir des forces. L'inversion
des matrices que ces calculs engendrent est en général réalisée par approximation grâce
à la méthode par éléments �nis ou bien grâce à des méthodes heuristiques consistant
à propager les contraintes de proche en proche. D'autres méthodes simpli�ent le pro-
blème en considérant que l'objet peut se résumer à son maillage seul, c'est-à-dire aux
n÷uds et aux liens entre ces n÷uds, et que c'est sur ces entités que les forces vont
s'exercer.
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2. Choix d'un modèle de simulation physique.

2.2.2. Méthodes de résolution : continu versus simpli�é.

Les modèles de simulation des déformations basés sur la mécanique se répartissent
suivant deux approches : une approche tentant de reprendre �dèlement la théorie de
la MMC, et implantant les méthodes de résolution par éléments �nis (MEF), et des
méthodes tentant d'accélérer le temps de calcul en simpli�ant au maximum le modèle
MMC et en se ramenant à la mécanique classique du point.
Terzopoulos et al. [172] sont certainement les pionniers de l'introduction des lois

physiques dans les modèles d'animation. Ils ont ainsi simulé des matériaux déformables
en incluant les e�ets de l'élasticité, la viscoélasticité, la plasticité et la fracture. Même
s'ils mentionnaient que la FFD (cf. p. 43) ou la MEF pouvaient indi�éremment être
utilisées, il semble qu'ils aient préféré les FFD.
Plus tard, Gourret et al. [89] préconisent les MEF pour simuler une main humaine

manipulant une balle avec des lois linéaires élastiques. Depuis, la MEF est beaucoup
utilisée pour simuler les objets volumiques déformables.
Nous allons désormais étudier les avantages et inconvénients de chacun des deux

modèles de résolution MEF et modèles discrets.

2.2.2.1. Méthode de résolution par éléments �nis (MEF)

Le temps et l'espace mémoire nécessaire dûs à la représentation matricielle des MEF
est un problème majeur. On peut alors s'appuyer sur des approximations linéaires qui
procurent des hypothèses intéressantes sur les déformations qui peuvent ainsi être
décomposées en somme de déformations indépendantes qui se produisent dans les
trois directions de l'espace. D'autre part, tout déplacement produit une déformation
proportionnelle. Cela permet alors une simpli�cation des calculs par décomposition
linéaire.
Cotin et al. [57] stockent ainsi, pour chaque déplacement d'un point dans toutes

les directions séparément, quelle va être la déformation de tout l'objet. Ils �ltrent les
informations en éliminant les déplacements trop petits a�n d'économiser de la mémoire.
Ils obtiennent ainsi pour leur modèle de foie composé de 940 n÷uds, une réduction de
l'occupation mémoire de 60%, mais aucune indication sur l'erreur du modèle n'a été
indiquée.
Bro-Nielsen [136] et Cotin [58] ont chacun réussi à simuler des maillages de l'ordre

de 250 n÷uds avec une résolution dynamique de 1500 éléments pour une résolution
quasi-statique qui consiste à rechercher les états d'équilibre entre chaque pas de temps.
Les temps de pré-calculs et la place mémoire utilisée sont encore très importants mais
ces méthodes ont permis de réaliser des animations temps réel.
En plus d'être basées sur l'élasticité linéaire, ces méthodes sont en quasi-statique,

ce qui ne permet pas d'avoir de précision en dynamique. De plus, elles restent im-
précises pour les grands déplacements et ne sont pas facilement adaptables pour des
changements de topologie ou dans le cas de l'application de nouvelles contraintes.
Une autre optimisation des MEF a été de considérer seulement les éléments fron-

tières de l'objet, c'est la méthode des Boundary Element Model (BEM) [103]. Cette mé-
thode se base sur l'équation de Navier obtenue en intégrant l'équation de conservation
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2.2. Mécanique des objets déformables

de l'énergie en combinaison avec les équations constitutives des matériaux continus,
isotropes, élastiques et linéaires. La frontière du système est découpée en éléments
disjoints à l'intérieur desquels le champ de déplacements est interpolé linéairement
en fonction des déplacements des n÷uds. C'est une MEF améliorée qui n'a pas de
contrainte externe appliquée ailleurs qu'en surface de l'objet.

Cette méthode est mathématiquement complexe mais reste employable en temps
réel car le nombre d'équations est réduit aux équations en surface et qu'un ensemble
de pré-calculs peut être envisagé pour être combinés en temps réel ensuite.

Cependant, il n'est a priori pas possible de l'adapter pour des comportements non
linéaires. En�n les BEM ne sont pas adaptés pour le changement de topologie du fait
qu'elles ne décrivent pas l'intérieur du modèle.

Un autre modèle, basé sur les MEF explicites avec des éléments tétraédriques li-
néaires, a été proposé sous le nom de Masses Tenseurs par Delingette et al. [68]. L'idée
consiste à extraire pour chaque calcul en chaque point les termes utilisés plusieurs fois
permettant ainsi d'éviter de recalculer ces mêmes termes.

À partir de la discrétisation du champ des déplacements sur un élément, on peut
exprimer l'énergie de déformation de l'élément en fonction des déplacements de ses som-
mets, puis dériver cette expression pour obtenir la force élastique exercée sur chacun
des sommets. En élasticité linéaire, cette force s'exprime en fonction de la contribution
du n÷ud dans tous les tétraèdres adjacents dé�nissant ainsi des tenseurs d'élasticité
ne dépendant que de la géométrie du maillage au repos et des propriétés mécaniques.
Ensuite la force est réintroduite dans une équation dynamique locale pour calculer le
champ des déplacements à l'instant suivant, l'algorithme étant répété de façon itéra-
tive.

Comme toutes les opérations sont locales, il est possible d'y e�ectuer des change-
ments de topologie. L'optimisation des calculs peut être e�ectuée quels que soient les
tenseurs utilisés et il est ainsi possible d'utiliser des masses-tenseurs linéaires comme
non linéaires.

Ainsi, Picinbono et al. [146] étendent les masses-tenseurs au modèle d'élasticité de
St Venant-Kirchho� qui intègre la non-linéarité géométrique mais conserve la linéarité
mécanique. Ce modèle a conduit à un temps de calcul 5 fois supérieur à celui de
l'algorithme des masses-tenseurs linéaires mais il est resté su�samment rapide pour
autoriser des simulations temps réel sur des objets relativement complexes.

Ce modèle reste proche des modèles masses-ressorts excepté qu'il se base sur une
représentation continue de la matière et qui n'est pas dépendante de la géométrie.

Un point négatif sur ce modèle peut se trouver en grande déformation, car la plupart
des coe�cients sont précalculés pour des petites déformations, obligeant dans le cas
de grandes déformations à les recalculer avec leur assemblage di�cile.

Ainsi, si le temps de calcul a tendance à s'améliorer et si leur formulation est propre,
cette représentation a le désavantage majeur d'être lourde en précalculs, elle doit aussi
être réinitialisée à chaque changement de topologie ou dès qu'un nouveau contact
s'e�ectue. Or pour le poumon, les contacts sont nombreux, et on peut être vite amené
à se placer en grandes déformations avec des changements de topologie.
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2. Choix d'un modèle de simulation physique.

2.2.2.2. Modèles discrets

En parallèle et très proche des BEM, dans le sens où l'objet est partiellement maillé
à l'intérieur, Mendosa et al. [124] utilisent les Long Element Model (LEM). Ce modèle
consiste à considérer l'objet comme un ensemble de colonnes suivant le principe de
Pascal et la conservation du volume. Il a l'avantage de prendre en compte des grandeurs
telles que la pression, la densité de matière ainsi que le volume. Aucun précalcul n'est
nécessaire. Mais la di�culté est que ce modèle reste empirique quant à l'intégration
des paramètres mécaniques [76]. C'est justement le principal problème des modèles
discrets.

Un modèle simpli�é consiste, en e�et, à prendre une représentation géométrique et
à y intégrer des comportements mécaniques. Comme nous l'avons vu dans la partie
géométrique, le problème est que cette représentation géométrique va régir en partie
le comportement mécanique. De plus, les modèles ne sont pas aisément reliables di-
rectement à la MMC, bien qu'ils s'en inspirent. De ce fait, leur paramétrage s'e�ectue
jusqu'alors de manière empirique.

Dans la partie géométrique, nous avons présenté les modèles géométriques sans dé-
crire ceux intégrants directement les lois mécaniques. Parmi les modèles discrets, nous
pouvons ainsi présenter les systèmes de particules et les modèles de masses-ressorts.

Systèmes de particules

Les modèles à base de particules sont une représentation se fondant sur des notions de
physique. Au début, ces systèmes ont surtout été utilisés pour les simulations visuelles
de phénomènes d'explosions ou de feux d'arti�ces ou pour les modélisations d'objets
à frontières non dé�nies (nuages, brume, gaz . . .).

Les particules sont des masses ponctuelles générant un champ de potentiel qui agit
sur leur voisines. Ainsi chaque particule génère des forces et subit, du monde extérieur,
des forces de ses voisines. Ces forces d'interaction peuvent maintenir la cohésion de
l'objet, suivant la nature de l'objet à modéliser. Elles ont un caractère attractif si les
particules sont éloignées et répulsif si elles sont trop proches.

Des forces issues de la cristallographie ont été appliquées à un système de parti-
cules [168]. Ces forces dérivent d'un potentiel. Bien que conservatives, elles peuvent
néanmoins engendrer des oscillations dans le système. Pour remédier à ce problème,
des forces de frottement, ou d'autres types, ont été appliquées. Les modèles engendrés
sont assez �dèles aux comportements physiques. Mais la complexité est élevée (O(n2)
avec n le nombre de particules). A�n de pallier le problème de calcul et de diminuer
le nombre de particules en interaction, une représentation multicouche a été proposée
[105, 102].

Le système de particules a l'avantage d'être fondé sur les lois de la dynamique. De ce
fait, la facilité d'interaction des particules entre elles et avec l'extérieur du système est
indéniable. Mais le lien avec les paramètres de la MMC reste là encore très empirique.
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2.2. Mécanique des objets déformables

Systèmes masses-ressorts

Les systèmes masses-ressorts sont souvent utilisés en animation pour leur simplicité
d'implantation et leur mise en ÷uvre rapide. Dans un récent article, Meier et al. [123]
établissent que les systèmes masses-ressorts, avec les BEM sont les modèles les mieux
adaptés pour les simulateurs chirurgicaux car ils permettent un comportement réaliste
tout en apportant des simulations rapides.
On les retrouve notamment dans l'animation de surfaces déformables telles que les

textiles [118, 119, 155], dans la simulation d'animaux longiformes [128], ou d'objets vo-
lumiques organiques mous tels que les muscles des bras, du visage ou encore l'abdomen
[133, 7, 44, 154, 126].
Notons que leur formulation la plus simple est la formulation linéaire dérivée de la

loi de Hooke. Ainsi le ressort est caractérisé en linéaire par sa raideur K.
Boux de Casson dans [63] a introduit une raideur non linéaire pour simuler des

grandes déformations pour la chirurgie du foie.
Toute la di�culté de ces systèmes est en e�et de bien agencer les systèmes de masses

et de ressorts pour obtenir la géométrie de l'objet (maillage), et de bien dé�nir les
raideurs pour simuler le comportement souhaité.
Des matériaux hétérogènes peuvent être modélisés comme dans la proposition de

Terzopoulos et Waters [173] sur un modèle d'animation réaliste de visage à l'aide d'un
modèle hétérogène, multicouches de ressorts amortis. Dans les simulateurs chirurgi-
caux, les changements de topologie dus à la coupe et donc l'adaptation du maillage et
des raideurs et la répartition des masses du système en temps réel [139]. Le contrôle
du volume dans le cas des organes a amené plusieurs recherches telles que la propo-
sition de Promayon [152] ou une proposition basée sur les contraintes lagrangiennes
de Platt et Barr [148]. Thalmann et Nedel propose un modèle de muscle basé sur
une surface masses-ressorts orientés suivant les �bres musculaires et introduisent des
ressorts d'angles pour conserver une courbure en surface [133]. Ce modèle est utilisé
dans un système multicouche (os, muscle, graisse) [7]. Les problèmes d'hyperélasticité
ou d'autocollision dans le cas des textiles ont eu des solutions élégantes [155].
Tous ces systèmes restent cependant di�cilement contrôlables et entièrement liés

au maillage, et de ce fait, certains auteurs [35, 88] pensent même qu'ils ne peuvent
pas correctement simuler les objets organiques. Ces mêmes auteurs proposent pourtant
des solutions. Bourguignon introduit de l'anistropie [35] en donnant les mêmes raideurs
pour les ressorts d'une même direction caractéristique, comme on l'a vu précédemment.
Il utilise deux types de ressorts : des ressorts linéaires tels que décrit par Witkin [187],
et des ressorts d'angles pour contrôler le cisaillement.
Pour ce qui est du paramétrage, des algorithmes génétiques ou de recuit simulé se

basant sur les solutions d'essais mécaniques permettent d'obtenir les raideurs indivi-
duelles du maillage [70, 116]. De la même façon, Bianchi recherche la topologie et les
paramètres d'un système masses-ressorts en se référant à des comportements connus
en éléments �nis [25, 26]. L'idée de ces modèles est de se placer dans un maillage à
topologie donnée, et d'initialiser les raideurs de façon arbitraire. Ensuite, pour trouver
les bonnes raideurs, le processus consiste à e�ectuer des expériences de référence dont
on connaît les solutions par l'intermédiaire d'une simulation par éléments �nis, par
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2. Choix d'un modèle de simulation physique.

exemple comme le font Bianchi et al. ou Deussen et al. . Une fonction de coût re�étant
une mesure d'erreur par rapport aux références permet alors de savoir si le système est
bien paramétré pour l'ensemble des expériences. Ainsi, le calcul du coût est e�ectué,
en modi�ant de façon aléatoire les ressorts qui amènent une erreur coûteuse, jusqu'à
ce que l'erreur soit dans une tolérance dé�nie.
Suivant le nombre de ressorts et le nombre d'expériences de références, ce processus

peut être coûteux, et il semble plus naturel de faire une étude théorique pour obtenir
les paramètres directement.
Cependant, on peut supposer que si l'on arrive à déterminer les paramètres pour

un maillage donné, ceux-ci restent corrects même lorsque l'on déforme légèrement ce
maillage (pour l'adapter au patient par exemple et obtenir des modèles génériques).
Allen Van Gelder [88] doit être le premier à poser clairement la question du paramé-

trage des raideurs avec les paramètres mécaniques et à donner des pistes évoluées sur
le rapprochement mécanique des milieux continu/modèles masses-ressorts. Il démontre
qu'il n'est en général pas possible de simuler un objet élastique quelconque avec les
systèmes masses-ressorts. Cependant, il trouve, dans le cas de petites déformations,
une formulation reliant les raideurs aux paramètres rhéologiques. Son modèle incor-
pore un coe�cient de Poisson ν et un module de Young � 2D � E2. Il a bien réussi à
obtenir une animation qui semble cohérente sous certaines restrictions.
Son modèle a été repris dans divers simulateurs chirurgicaux [139, 144], dans l'anima-

tion de peau d'animaux [185]. Dans [39], le modèle est utilisé et amène à la conclusion
que la recherche de paramètrage des systèmes masses-ressorts par les paramètres bio-
mécaniques ( i.e. rhéologique ) est une voie qu'il faut explorer. Cette voie est d'ailleurs
suivie par Maciel [120] qui reprend l'idée mais avec des ressorts paramétrés di�é-
remment, et qui souhaite comparer les ressorts 3D de Van Gelder dans un système
moléculaire de Jansson [104].

2.3. Bilan : choix des systèmes masses-ressorts

Dans le premier chapitre, nous avons montré la nécessité d'un modèle volumique de
simulation des déformations dans le poumon directement reliable aux caractéristiques
géométriques et physiologiques des patients. C'est pour cela que, dans ce chapitre, nous
avons cherché un modèle d'objet déformable pouvant répondre à ces prérogatives. Pour
cela, nous avons d'abord exploré les représentations géométriques existantes et leur
rapport avec les lois de la mécanique. Dans cette étude, nous avons mis en évidence
que, pour contrôler mécaniquement la géométrie d'un volume, il était nécessaire de
choisir un maillage approprié pour imposer ou non une isotropie et prendre en compte
les grandes déformations.
Nous nous sommes alors intéressés aux objets déformables et à leur caractérisation

rhéologique. Du côté théorique, la MMC apporte beaucoup d'outils, une formalisation
précise des problèmes de déformation et permet le calcul précis des déplacements dans
un matériau continu. Pour ce qui est des caractéristiques des matériaux, nous avons
mis en évidence le module de Young, le coe�cient de Poisson, ainsi que les coe�-
cients de cisaillement et de compressibilité, qui peuvent se mesurer à l'aide de 3 types
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2.3. Bilan : choix des systèmes masses-ressorts

d'expériences. Nous avons pu constater que, pour des matériaux élastiques linéaires,
ces coe�cients sont tous liés. Dans une première approximation, les modèles de pou-
mons peuvent ainsi s'inspirer de l'application directe des lois de la mécanique, avec
pour paramètre, la compliance. Nous avons montré que la formulation par éléments
�nis des lois de comportement de tels matériaux prend directement en compte ces
caractéristiques, mais nous avons constaté que les modèles discrets pouvaient être une
alternative.
Nous avons ainsi étudié, plus en détail, les di�érents modèles de simulation de com-

portement des objets déformables a�n de déterminer ce qui semblait le plus judicieux
pour nous. Parmi ces modèles, nous avons exploré les modèles directement issus de
la MMC avec résolution par éléments �nis. Ces méthodes, bien que directement en
rapport avec la MMC et pouvant prendre en compte directement les caractéristiques
des matériaux, nécessitent une conception de calcul matriciel lourde à mettre en place.
Elles ont besoin d'une place mémoire importante, ainsi que de la dé�nition a priori des
contraintes en quasi-statique, ce qui rend di�cile l'introduction de nouvelles contraintes
pendant la résolution (i.e. interaction avec un outil, contact, découpes, résection, . . .).
Elles nécessitent la connaissance a priori des déformations auxquelles le modèle aura
à faire face pour employer le bon modèle de calcul (petites ou grandes déformations)
qui n'est utilisable que pour un domaine donné. Nous avons pu constater le nombre
important de recherches e�ectuées actuellement dans ce domaine pour l'accélération
des calculs et l'apport des grands déplacements dans un but de simuler des découpes
et des déformations volumiques dans des simulateurs chirurgicaux.
Nous avons aussi exploré les modèles discrets tels que les systèmes masses-ressorts.

Nous avons pu noter leur aspect intuitif. Leur implantation aisée consiste à appliquer
une loi mécanique simple sur un maillage donné. Ceci nous permet de visualiser simple-
ment les volumes. Nous avons aussi pu mettre en lumière que ces modèles pouvaient
décrire des objets volumiques complexes et qu'il existe des méthodes relativement
simples de paramétrage.
Face à la complexité des FEM, les masses-ressorts ont ainsi semblé être le meilleur

choix pour obtenir des simulations rapides et paramétrables directement avec les ca-
ractéristiques de la rhéologie grâce à un modèle tel que proposé par Van Gelder [88].
Notre choix fait, nous devons maintenant garantir la précision en véri�ant dans quel

domaine de déformations le paramétrage reste précis. C'est ce que nous explorons dans
la suite.
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2. Choix d'un modèle de simulation physique.
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3. Paramétrage des systèmes

masses-ressorts

Nous proposons, dans ce chapitre, d'introduire un paramétrage des systèmes masses-
ressorts pour y incorporer les caractéristiques en concordance avec la rhéologie.
Parmi les solutions présentées dans l'état de l'art, le modèle de Allen Van Gelder [88]

est celui qui ferait le mieux lien entre les modèles continus et les modèles discrets, en
2D. Nous étudions dans un premier temps ce modèle et montrons que cette approche
n'est malheureusement pas toujours juste. Nous dé�nissons, par conséquent, un nou-
veau modèle 2D basé sur des éléments masses-ressorts rectangulaires. Nous l'étendons
ensuite au cas 3D.

3.1. Approche de Allen Van Gelder

3.1.1. Dé�nition

Allen Van Gelder (VG) propose, dans le cas de petites déformations, une formulation
reliant les raideurs des ressorts d'un maillage triangulaire aux paramètres rhéologiques
[88].

Allen Van Gelder met en relation la
raideur des côtés d'un maillage tri-
angulaire d'épaisseur z0 négligeable
relativement à l'aire des triangles
connexes et aux dimensions des
autres côtés. Ainsi, la raideur du côté
de longueur c est dépendante des
aires des triangles T1 et T2 qui lui sont
connexes.

Fig. 3.1.: Raideurs dépendantes des triangles connexes dans le modèle de VG

Il se base sur un maillage constitué de membranes triangulaires d'épaisseur z0

connue, et en s'inspirant des lois de la mécanique des milieux continus pour un maté-
riau de Hooke, il arrive à caractériser la raideur de chacun des ressorts en fonction de
leur longueur, des aires des triangles qui lui sont connexes et des longueurs des autres
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

côtés de ces triangles. De plus, il incorpore le coe�cient de Poisson ν et le module de
Young surfacique, E2 (en Pa.m), dé�nit comme étant :

E2 = E z0 (3.1)

avec E (en Pa.), le module de Young et z0 (en m.), l'épaisseur de l'élément considéré.
Ainsi, pour un ressort dé�ni suivant une longueur de repos c connexe à n triangles Ti

d'autres côtés ai et bi (�g. 3.1), sa raideur kc est donnée par :

kc =
n∑

i=1

E2

1 + ν

Aire (Ti)
c2

+
E2ν

1− ν2

a2
i + b2

i − c2

8Aire (Ti)
(3.2)

Cette approche a permis à VG d'obtenir une animation de peau se déformant de
manière réaliste et qui suit les mouvements de l'animal. Cependant, il n'utilise son
modèle que pour un coe�cient de Poisson nul, et nous allons démontrer numériquement
et théoriquement que ce modèle ne permet pas d'obtenir des animations en cohérence
avec les coe�cients de Poisson et le module de Young dé�nis.

3.1.2. Véri�cation numérique.

Pour réaliser nos véri�cations, nous avons reproduit les expériences présentées dans
son article.

Un hexagone est triangulé
de manière non homogène.
On applique une pression
uniforme sur la surface.
L'expérience doit montrer
une déformation uniforme
quelque soient ν et E2.

Fig. 3.2.: Expérience d'un hexagone maillé et uniformément gon�é.

Ainsi, VG propose d'appliquer une pression uniforme sur un hexagone triangulé de
manière non uniforme (�g. 3.2). Le but de l'expérience est de montrer qu'il est ca-
pable de simuler les déformations d'un modèle multi-résolution. Nous proposons ainsi,
comme première véri�cation, de refaire cette expérience en appliquant les pressions
dynamiquement sous forme de forces allant du centre vers l'extérieur.
Un second test peut se déduire directement du mode de construction de son modèle.

En e�et, il se réfère à une autre expérience issue de la théorie des membranes qui
consiste à appliquer sur un côté d'un triangle deux forces opposées (�g. 3.3), provo-
quant un déplacement de δl de chaque sommet. D'après la théorie des membranes, le
point libre du triangle devrait se déplacer de νδl, avec ν, le coe�cient de Poisson et l
représentant la longueur du côté allongé.
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3.1. Approche de Allen Van Gelder

D'après la MMC, une mem-
brane triangulaire isocèle,
compressée symétriquement
suivant sa base de −2δl, se
déforme de νδl suivant sa
hauteur.

Fig. 3.3.: Expérience d'une membrane triangulaire étirée.

Une barre triangulée est étirée. Elle
devrait se comporter en accord avec
les dé�nitions du module de Young et
du coe�cient de Poisson.

Fig. 3.4.: Expérience d'une barre triangulée selon le modèle de Van Gelder, et étirée.

Ainsi, nous avons e�ectué ces deux expériences en quasi-statique avec les paramètres
de son modèle pour di�érentes valeurs de ν et de E2. Nous avons d'autre part, appliqué
des tests de traction et de cisaillement sur une barre maillée avec des triangles de son
modèle (�g. 3.4).
Tous nos tests ont été e�ectués avec des simulations en quasi-statique, en appli-

quant les contraintes et en laissant le processus dynamique agir jusqu'à un nouvel état
d'équilibre déterminé comme étant le moment où l'énergie cinétique totale du système
est proche de 0. Pour notre simulation, nous avons choisi une méthode d'intégration
explicite de Velocity Verlet que nous détaillons dans le chapitre suivant (p. ??), avec
une force de viscosité que nous imposons pour être toujours en régime critique a�n
d'éviter toute oscillation comme nous l'expliquons au chapitre suivant (p. ??).
A�n de véri�er si le comportement était cohérent avec la théorie, nous avons simulé

les mêmes expériences à l'aide d'un logiciel libre de simulation de la mécanique des
milieux continus par méthode des éléments �nis, développé par EDF, appelé Code
Aster [1].
Nous présentons, dans la suite, les résultats de ces expériences et des comparaisons

avec la théorie.

3.1.2.1. Expériences de l'hexagone.

Cette expérience (�g. 3.2) a surtout été un indicateur qualitatif du système de Van
Gelder. Ainsi, nous représentons la géométrie de l'état d'équilibre obtenu pour une
pression appliquée en surface de l'hexagone et pour di�érents paramètres (E2 et ν) de
VG imposés.
Nous avons d'abord e�ectué les tests pour ν = 0 comme VG l'avait expérimenté.

Nous avons fait varier les modules de Young surfaciques entre 1Pa. m et 10GPa.m
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

(a) Pour ν = 0 et di�érents E2 : un gon�ement quasi-homogène

(b) Pour E2 �xé et di�érents ν : gon�ements non homogènes.

Fig. 3.5.: Expériences de véri�cation du modèle de VG avec un hexagone gon�é uni-
formément

(pour le poumon, ce dernier est autour de 300 Pa soit pour une épaisseur de 1cm
de poumon, cela est de l'ordre de 3Pa.m, cf. Table 2.1, p. 58), et avons appliqué
des pressions uniformes en surface. La valeur des pressions appliquées variait suivant
le module de Young surfacique pour rester dans le même ordre de déformation. Les
résultats obtenus sont conformes à ceux obtenus par l'auteur (�g. 3.5(a)) : quelque
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3.1. Approche de Allen Van Gelder

Fig. 3.6.: Expériences de gon�ement d'un hexagone avec un logiciel d'élément �nis
pour ν = 0.3 : l'hexagone se déforme bien de manière uniforme.

soit le module de Young surfacique imposé, le comportement est bien celui attendu,
et l'hexagone se gon�e de manière quasiment homogène.

Nous avons ensuite e�ectué une deuxième expérience consistant, pour un même
module de Young, à gon�er l'hexagone avec la même pression mais en imposant des
coe�cients de Poisson di�érents. Nous observons que le modèle ne suit pas le gon-
�ement homogène qu'il devrait avoir, quelque soit le coe�cient de Poisson imposé
(�g. 3.5(b)).

Alors que nous obtenions des gon�ements qui préservaient la géométrie originelle
pour ν = 0, nous observons, au contraire, que le coe�cient de Poisson in�ue sur la
résistance à la déformation et amène à un comportement non homogène. Or, selon la
mécanique, l'hexagone devrait se gon�er de manière homogène quelque soit le coef-
�cient de Poisson imposé, comme nous l'avons véri�é dans des expériences similaires
avec le Code Aster, pour des éléments membranes triangulaires exposés aux mêmes
contraintes (�g. 3.6).
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

3.1.2.2. Expériences du triangle.

Cette deuxième expérience a aussi été un indicateur qualitatif. Nous avons e�ectué
la même expérience de compression d'une membrane en forme de triangle isocèle de
base 2mm et de hauteur 1mm pour di�érentes valeurs de ν. La compression était de
10% de la base du triangle isocèle. Tel que décrit �g. 3.3 (p. 71), pour di�érentes
valeurs de ν les résultats des expériences devraient être di�érents.
Dans la �gure 3.7, nous avons simulé la compression pour un modèle d'élasticité

linéaire caractérisé par un coe�cient de Poisson imposé à ν = 0, 5 et par un module
de Young 2D imposé à E = 1000 Pa.m. Nous avons e�ectué une simulation à l'aide
du Code Aster (en bandes de couleurs, sur la �gure) et une avec le modèle d'élasticité
de VG (en points et arêtes) et avons superposé les triangles déformés obtenus. Alors
que la simulation du Code Aster donne bien la déformation attendue (le sommet libre
doit se déplacer de 5% suivant la hauteur), la simulation obtenue avec le modèle de
VG montre une déformation inexacte (de 9% suivant la hauteur).

1,09
1,05

ha
ut

e
ur

 d
u 

tr
ia

ng
le

  e
n 

m
m

.

Fig. 3.7.: Expérience de compression de triangles avec ν = 0, 5 et un déplacement
imposé à 10% pour un modèle de VG et un modèle éléments �nis.

Dans la �gure 3.8, nous avons superposé les formes de membranes triangulaires
compressées de la même façon avec une élasticité dé�nie par VG, mais paramétrées avec
di�érents ν. Les points sont exagérément grossis a�n de distinguer les superpositions.
Les déformations obtenues ont toujours été les mêmes quelque soit ν.
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3.1. Approche de Allen Van Gelder

Fig. 3.8.: Résultats superposés des expérience de compression des triangles de Van
Gelder paramétrés avec di�érentes valeurs de ν : quelque soit la valeur de ν
les triangles réagissent de la même façon à la compression imposée.

Nous avons donc souhaité véri�er avec des expériences plus approfondies, si le modèle
de VG ne permettrait pas de prendre en compte un coe�cient de Poisson non nul.

3.1.2.3. Expériences de traction.

Cette expérience rhéologique de traction s'e�ectue sur une barre rectangulaire et en
accord avec le modèle de VG dé�ni par une géométrie triangulaire. Nous avons choisi
une triangulation symétrique pour être sûr du comportement homogène. La barre est
ainsi maillée avec 4 triangles de VG se rejoignant au centre de la barre (�g. 3.4, p.
71). Chaque triangle a un côté correspondant à un des côtés de la barre, les deux
autres arêtes correspondent aux demi-diagonales de la barre. Nous paramétrons ainsi
la hauteur et la largeur de la barre, ainsi que le coe�cient de Poisson et le module de
Young surfacique. Nous �xons deux côtés parallèles du rectangle en imposant que les
sommets ne peuvent se déplacer que dans le plan de �xation.
Pour chaque combinaison de paramètres, et donc pour chaque type de matériaux

obtenu pour les di�érentes caractéristiques, nous e�ectuons alors des tests de trac-
tions/compressions. Ceux-ci s'e�ectuent par pas quasi-statiques, où l'on impose un
déplacement d'une base par rapport à l'autre suivant la largeur, et où l'on attend la
stabilité du système en laissant se déformer les bases dans les plans ainsi �xés, avant

75

te
l-0

02
79

98
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ay
 2

00
8



3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

Fig. 3.9.: Algorithme d'indentation (i.e. étirement) d'une barre

de recommencer à allonger ou à compresser la barre.
À chaque itération, quand le système est stable, nous mesurons le module de Young
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3.1. Approche de Allen Van Gelder

et le coe�cient de Poisson sur le modèle comme dans les expériences de rhéologie que
nous avons dé�nies dans le paragraphe précédent, puis nous continuons à allonger. Cet
algorithme est illustré dans la �gure 3.9.
Nous présentons dans la suite des résultats des mesures des expériences d'étirement

(tab. 3.1, p. 82 et �g. 3.10 et 3.11) e�ectuées sur le modèle de Van Gelder paramétré
pour des E2 et ν di�érents. Nous remarquons que le module de Young mesuré, E2, est
fortement erroné par rapport à la valeur du module de Young imposé, EV G. Ainsi, pour
EV G = 100MPa.m, E2 mesuré dévie de 25% pour ν = 0. Nous observons, d'autre
part, que le module de Young et le coe�cient de Poisson imposés dans le modèle de
VG sont fortement liés, ce qui n'est en théorie pas le cas.

Fig. 3.10.: Mesures du module de Young E2 pour di�érentes valeurs de νV G imposées,
et pour EV G = 100MPa.m imposé. On observe une erreur du module de
Young e�ectif par rapport à celui imposé ainsi qu'une dépendance à νV G.

3.1.3. Exploration théorique de l'origine de l'erreur de VG.

La non conformité des résultats de ces expériences avec la théorie nous a amené à
e�ectuer une étude théorique a�n d'expliquer l'origine du problème.
Pour cette étude, nous nous sommes basés sur les formulations de Lagrange. Le
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

Fig. 3.11.: Mesures du coe�cient de Poisson ν, pour di�érentes valeurs de EV G im-
posées, et pour un νV G imposé. On observe une erreur du coe�cient de
Poisson e�ectif par rapport à celui imposé. Notamment pour une même
valeur de νV G, l'erreur sur ν est la même quelque soit EV G imposé.

modèle de Lagrange se dé�nit à partir de considérations énergétiques. Cela consiste à
trouver tous les déplacements compatibles avec la conservation de l'énergie. Il s'agit
d'une minimisation de la variation de l'énergie d'un système suivant le principe de
moindre action.
Pour cela, on suppose que les n variables ei dé�nissant ces déplacements sont in-

dépendantes l'une de l'autre, et que les forces engendrées sont toutes dérivables d'un
potentiel.
Le lagrangien d'un système s'écrit alors comme la somme des énergies cinétiques

auxquelles on retire les énergies potentielles imposées :

L = Ec − Ep (3.3)

Les déformations suivant les n dimensions ei solutions sont alors dé�nies en résolvant
le système composé des n équations :

∂L

∂ei
= 0 (3.4)
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3.1. Approche de Allen Van Gelder

Dans la suite, les expériences pour lesquelles nous souhaitons trouver les déforma-
tions compatibles avec la conservation de l'énergie s'e�ectuent en statique, avec le
maintien du système dans son état de déformation à l'équilibre ; ainsi, les vitesses n'in-
terviennent pas. Par conséquent, le lagrangien que nous utilisons ici ne dépend que des
énergies potentielles (cf. annexe A, p.182 pour la dé�nition des énergies potentielles).
La véri�cation du modèle consiste alors à se placer dans un rectangle triangulé

avec le modèle de VG de module de Young et coe�cient de Poisson respectivement
imposés à EV G et νV G, et à appliquer une force F suivant la hauteur de la barre de
telle façon que celle-ci s'allonge. La méthode de Lagrange nous permettant de trouver
les déplacements et contraintes engendrés, nous pourrons alors mesurer le module
de Young et le coe�cient de Poisson suivant les déformations mesurées et suivant
les dé�nitions vues dans le chapitre précédent. Le résultat doit montrer, comme les
expériences l'attestent, que le module de Young et le coe�cient de Poisson de VG sont
di�érents des valeurs théoriques.

Détermination de l'erreur du modèle de VG.

La barre de dimensions originelles
l0 × h0 et de raideurs K1 sur ses
2 bases, K2 sur ses 2 hauteurs et
K3 sur ses 4 demi-diagonales, est
étirée avec une force

−→
F mainte-

nue suivant la hauteur h0. Cela en-
gendre, à l'équilibre, un étirement
de η suivant la hauteur, et une
compression de 2δ suivant la base.

Fig. 3.12.: Test d'étirement sur une barre maillée avec des éléments triangulaires de
VG.

Soit un rectangle de dimension initiales l0 × h0 triangulé en 4 triangles symétriques
reliés au centre du rectangle. Après application d'une force F suivant la hauteur sur
l'une des bases (�g. 3.12), la barre a été étirée suivant sa hauteur de η, et s'est rétrécie
de 2δ suivant sa base. Nous souhaitons véri�er que cette barre suive bien la loi de
Hooke, c'est-à-dire que le coe�cient de Poisson et le module de Young soient dé�nis
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

comme dans les éq. 2.3 et 2.4. Nous devons ainsi déterminer δ et η pour une force F
imposée suivant la hauteur.
Par symétrie, nous distinguons ainsi 3 types de ressorts : (i) de K1 suivant l0, (ii)

K2 suivant h0, et (iii) K3 suivant la demi-diagonale du rectangle.
Les raideurs sont dé�nies en fonction des aires des 4 triangles qui sont identiques :

A =
l0h0

4

Elles sont aussi dé�nies d'après la dé�nition de VG (éq. 3.2, p. 70) suivant les côtés des
triangles qui sont fonctions de l0, h0 et de la demi-diagonale d0 =

√
l20 + h2

0/2. Ainsi,
en développant la dé�nition de VG (éq. 3.2) pour chacune des raideurs, on obtient :

K1 =
EV G

(
h0 − νV Gl20

)
4 (1− ν2

V G) l0h0

K2 =
EV G

(
l0 − νV Gh2

0

)
4 (1− ν2

V G) l0h0

K3 =
EV GνV G

(
l20 + h2

0

)
2l0h0 (1− ν2

V G)
+

2EV Gl0h0

(1 + νV G) (l20 + h2
0)

Les élongations ou compressions pour tous les ressorts d'une raideur donnée sont iden-
tiques par symétrie de la construction. Ainsi, les 2 ressorts de raideur K1 sont com-
pressés de −2δ, engendrant chacun l'énergie potentielle (cf. annexe A p. 181) :

VK1 =
1
2
K1 (−2δ)2 = 2K1δ

2

Les 2 ressorts de raideur K2 sont étirés de η, générant chacun l'énergie potentielle :

VK2 =
1
2
K2η

2

Les 4 ressorts de raideurs K3 sont déformés, pour η et δ petits, de ∆d :

∆d =
1
2

(√
(l0 − 2δ)2 + (h0 + η)2 −

√
l20 + h2

0

)
=

h0η − 2l0δ

2
√

l20 + h2
0

+ O
(
η2, δ2

)
Ces 4 ressorts engendrent ainsi, chacun l'énergie potentielle :

VK3 =
1
2
K3∆d2 =

1
2
K3

(h0η − 2l0δ)
2

l20 + h2
0

En�n, la force d'étirement dérive du potentiel :

VF = −Fη
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3.1. Approche de Allen Van Gelder

Des équations précédentes, on en déduit le lagrangien en statique, qui porte sur les
deux variables indépendantes η et δ :

L = −VF − 2VK1 − 2VK2 − 4VK3

En cherchant les valeurs de η et de δ qui minimisent la variation des énergies telles
qu'exprimées par le lagrangien, nous trouvons deux équations solvables avec une seule
solution :

∂L

∂η
= 0

∂L

∂δ
= 0

Les détails des calculs de cette démonstration peuvent être consultés dans l'annexe
B.1, p. 183.

Valeur de l'erreur.

Nous simpli�ons la démonstration en nous plaçant dans le cas où l0 = h0 = 1.
Nous appliquons alors la dé�nition du module de Young et du coe�cient de Poisson et
trouvons le rapport entre le module de Young imposé par VG (EV G) et la dé�nition
du module de Young (théorique), et de même pour le coe�cient de Poisson :

Ethéorique =
F
l0
η

h0
= 1

2
EV G(νV G−3)
ν2

V G−νV G−2

νthéorique =
2δ
l0
η

h0
= 1

2−νV G

(3.5)

Nous démontrons, ainsi, que le module de Young et le coe�cient de Poisson imposés
par VG dans le cas particulier ne dé�nissent, en général, pas le module de Young ni
le coe�cient de Poisson mesurés. Nous remarquons, d'autre part, que pour ν = 0,
l'erreur sur E est de l'ordre de 25%. En comparant au mesures e�ectuées sur une telle
barre, nous validons ces constatations (tab. 3.1).

Conclusion.

Nous avons démontré que le modèle de VG, contrairement à ce qui a été a�rmé dans
la littérature n'est pas correct. Il ne permet de contrôler ni le module de Young, ni le
coe�cient de Poisson. Dans la section suivante, nous développerons donc une nouvelle
démarche visant introduire ces coe�cients dans un maillage discret, en commençant
par le problème en 2D, puis dans le cas 3D.
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

Valeurs du Coe�cient de Poisson Valeurs du Module de Young
ν (sans unité) E2 (Pa. m)

νV G νmesuré νthéorique
imposé mesuré par calculé

l'expérience
0,25 0,57 0,57

0,5 0,66 0,66

EV G Emesuré Ethéorique
imposé mesuré par calculé

l'expérience
0 0 0
1 0,63 0,63
100 62,86 62,86
1000 628,57 628,57
0 0 0
1 0,56 0,56
100 55,56 55,56
1000 555,56 555,56

Tab. 3.1.: Comparaison entre les résultats théoriques, les mesures e�ectuées via l'ex-
périence et les valeurs théoriques

3.2. Introduction des paramètres rhéologiques en 2D.

En s'inspirant de la méthode utilisée pour mettre en évidence les problèmes du
modèle de VG, nous proposons une approche d'intégration des paramètres rhéologiques
dans notre système masses-ressorts. Une barre maillée avec notre modèle et paramétrée
avec le module de Young et le coe�cient de Poisson subissant les expériences type
de la rhéologie devra se comporter comme la théorie le dé�nit. Nous devons ainsi
obtenir un modèle mettant en évidence le module de Young, le coe�cient de Poisson,
le cisaillement et coe�cient de compressibilité.
Nous construisons l'élément rectangulaire (�g. 3.13) de dimensions l0×h0, avec l0 sa

longueur horizontale, et h0 sa longueur verticale (ou hauteur). Cet élément a en chaque
sommet une masse que nous dé�nirons plus tard, et un ressort en chaque arête ainsi
que sur ses deux diagonales. Ainsi, cet élément est constitué de (i) deux ressorts de
raideurs K1 suivant sa longueur, (ii) deux ressorts de raideurs K2 suivant sa hauteur,
et (iii) de deux ressorts de raideurs K3 suivant ses diagonales.
Nous devons trouver les raideurs K1, K2 et K3 paramétrées par le module de Young

2D E2 et le coe�cient de Poisson ν.
Ces raideurs doivent être telles qu'elles permettent de réaliser des expériences de

traction ou compression sur l'élément. Elles doivent permettre, d'autre part, de prendre
en compte le cisaillement qui est dé�nissable en 2D.
L'ordre dans lequel nous allons dé�nir ces raideurs n'est pas anodin. En e�et, si

pour l'expérience de l'étirement, toutes les raideurs de la barre interviennent, pour
l'expérience du cisaillement, en revanche, nous pouvons démontrer que ce sont princi-
palement les raideurs des diagonales qui interviennent.
Nous devons donc commencer la dé�nition du paramétrage du modèle par les dia-

gonales avec l'introduction du cisaillement, puis continuer avec l'introduction de l'ex-
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3.2. Introduction des paramètres rhéologiques en 2D.

Fig. 3.13.: Dé�nition d'un élément rectangulaire 2D de dimensions l0 × h0 et de rai-
deurs K1, K2 et K3.

périence d'étirement et de compression, pour obtenir les raideurs des côtés de la barre.

3.2.1. Paramétrage des ressorts diagonaux avec le cisaillement.

Un élément de dimensions l0×h0 a deux côtés
parallèles sur lesquels on applique des forces−→
F opposées entraînant son a�aissement avec
un déplacement de η d'un côté par rapport à
l'autre et une rotation d'angle γ de la hauteur.
Pour η → 0, on peut estimer que la hauteur
déformée h′0 ∼ h0, et la diagonale d′0 ∼ d0 ±

ηl0√
h2
0+l20

Fig. 3.14.: Expérience de cisaillement

Le cisaillement comme nous l'avons dé�ni dans l'éq. 2.5 garde sa signi�cation en
2D, et le rapport entre le cisaillement 2D (G2) et le cisaillement 3D (G) est le même
que celui entre le module de Young 2D (E2) et le module de Young 3D (E), en faisant
intervenir la troisième dimension z0 :

z0 G = z0 E
2 (1+ν) = E2

2 (1+ν) = G2

Le cisaillement 2D peut être mis en évidence comme en 3D, par une expérience ap-
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

pliquant en deux points diagonalement opposés deux forces de sens opposé de même
intensité et de même direction, parallèle à l'un des côtés adjacents au point. Ceci
engendre la déformation illustrée �gure 3.14 où un angle γ apparaît suite à un dépla-
cement η.
Pour une petite déformation (quand η → 0), les côtés conservent leur longueur

comme l'atteste l'expression de leur développement limité d'ordre 2 :

h′0 =
√

h2
0 + η2 ∼ h0 + O

(
η2
)

Ainsi, pour un petit déplacement, les diagonales sont les seules qui résistent à la dé-
formation : l'une des diagonales se comprime alors que l'autre s'étire.
La mesure du cisaillement G2 se fait alors par :

G2 =
τ

γ

où (i) τ est la contrainte de cisaillement qui peut être assimilée en 2D à F/l0 si on
tire suivant l0 (respectivement F/h0 pour h0), et (ii) γ est l'angle de la déviation
due au déplacement engendré par la contrainte, qui peut être assimilé à sa tangente
γ ∼ η/h0 si on tire suivant l0 (respectivement η/l0 pour h0). On peut alors exprimer
G2 autrement :

G2 =
F h0

l0 η
(3.6)

Comme nous venons de le décrire, l'expérience de cisaillement semble permettre de
dé�nir les ressorts diagonaux de notre modèle. Nous recherchons, ainsi, les valeurs
de K3 pour que notre modèle suive bien la dé�nition du cisaillement pour de petits
déplacements.
Le lagrangien du cisaillement est ainsi principalement dépendant des énergies po-

tentielles des deux ressorts des diagonales ainsi que de l'énergie potentielle amenant la
déformation par la force F .
Les déformations des ressorts diagonaux, l'un en étirement, l'autre en compression,

s'expriment par :

δd = d′0 − d0

=
√

(l0 ± η)2 + h2
0 −

√
l20 + h2

0

∼ ±ηl0√
l20 + h2

0

+ O
(
η2
)

Le lagrangien exprimant cette expérience est alors :

L = Fη −K3
η2l20

l20 + h2
0

La minimisation de l'énergie s'e�ectue pour :

∂L

∂η
= F −K3

2ηl20
l20 + h2

0
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3.2. Introduction des paramètres rhéologiques en 2D.

d'où :

η =
F
(
l20 + h2

0

)
2l20K3

Par dé�nition du cisaillement (éq. 3.6) et lien avec les autres paramètres rhéologiques
dans le cas de matériau linéaire élastique, homogène isotrope (éq. 2.7), on trouve K3 :

K3 =
E2

(
l20 + h2

0

)
4l0h0 (1 + ν)

(3.7)

Cette dé�nition introduit bien le cisaillement dans les diagonales. On remarque, en ef-
fet, que dans un carré (l0 = h0) K3 est totalement assimilée au cisaillement G2. D'autre
part cette rigidité reste symétrique, donc valide pour des expériences de cisaillement
dans les autres directions.
Nous devons donc maintenant introduire le comportement de l'expérience d'étire-

ment dans les ressorts latéraux, avec la prise en compte du cisaillement imposé sur les
ressorts des diagonales.

3.2.2. Étirement avec cisaillement imposé.

Notre problème d'étirement se réduit à trouver K2 et K1, connaissant K3 (éq. 3.7).
Comme dans l'expérience précédente (�g. 3.12), nous appliquons une force F , d'éti-

rement suivant la hauteur. Par symétrie de la barre, les diagonales se déforment iden-
tiquement en conservant le centre de la barre comme point de concours.
Ainsi, pour de petites déformations de la hauteur étirée de η et la largeur comprimée

de 2δ, la diagonale se déforme de δd :

δd =
√

(h0 + η)2 + (l0 − 2δ)2 −
√

l20 + h2
0 ∼ h0η−2δl0√

l20+h2
0

+ O
(
η2, δ2

)
Nous retrouvons quasiment les mêmes potentiels du système barre que dans la section
précédente (p. 79) provenant :
� des deux ressorts suivant la largeur, chacun de potentiel :

VK1 =
1
2
K1 (2δ)2

� des deux ressorts suivant la hauteur, chacun de potentiel :

VK2 =
1
2
K2η

2

� des deux ressorts K3 prédé�nis suivant les diagonales, chacun de potentiel :

VK3 =
1
2
K3δ

2
d

=
1
2

E2

(
l20 + h2

0

)
4l0h0 (1 + ν)

δ2
d
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

� de la force appliquée pour maintenir la barre en étirement :

VF = −F η

Le lagrangien en statique du système s'écrit alors :

L = −VF − 2VK1 − 2VK2 − 2VK3

Ainsi, d'après la dé�nition lagrangienne, nous devons trouver les déplacements qui
permettent d'obtenir des déformations avec le moins de perte d'énergie, ce qui se
traduit par trouver η et δ tels que :

∂L

∂η
= 0

∂L

∂δ
= 0

Les solutions du système sont :

η =
1
2

(4 K1 h0 + 4 K1 h0ν + E2l0) F l0

4 K2 l0K1 h0ν + 4 K2 l0K1 h0 + E2h0
2K1 + K2 l0

2E2

δ =
1
4

E2h0F l0

4 K2 l0K1 h0ν + 4 K2 l0K1 h0 + E2h0
2K1 + K2 l0

2E2

En�n, en appliquant les dé�nitions du module de Young et du coe�cient de Poisson
(éq. 2.3 et 2.4) sur notre système, nous obtenons :

E2 = F/l0
η/h0

= 2
h0(4 K2 l0K1 h0ν+4 K2 l0K1 h0+E2h0

2K1+K2 l0
2E2)

l02(4 K1 h0+4 K1 h0ν+E2l0)

ν = 2 δ/l0
η/h0

= E2h0
2

l0(4 K1 h0+4 K1 h0ν+E2l0)

Nous constatons que E2 et ν sont bien indépendants de la force d'étirement appliquée
et des déformations encourues et qu'ils dépendent des raideurs de la barre. À supposer
que l'on soit dans un matériau homogène isotrope, cela signi�e que si l'on tire dans
l'autre sens, E2 et ν sont inchangés. Nous pouvons e�ectuer le même raisonnement
avec l'expérience e�ectuée à 90�sur le même élément.
Ainsi, nous obtenons deux relations pour E2 et deux relations sur ν. De ces quatre

équations, nous recherchons à déterminer les deux raideurs a�n d'imposer un E2 et un
ν. Ce système d'équations n'a pas de solution générale, nous cherchons deux contraintes
complémentaires pour résoudre le système.
Ainsi, en résolvant ces équations, pour E2 et ν imposés suivant la direction h0, on

trouve :

K1 =
E2

(
h2

0 − l20ν
)

4l0h0ν (1 + ν)

K2 =
E2

(
l20 (3ν + 2)− h2

0

)
4l0h0(1 + ν)
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3.2. Introduction des paramètres rhéologiques en 2D.

Ces raideurs ne sont pas convenables car nous souhaitons le même comportement
pour le test d'étirement suivant l0, qui doit amener la symétrie des expressions, soit
K1 (l0, h0) = K2 (h0, l0) et K2 (l0, h0) = K1 (h0, l0), nous amenant aux équations sui-
vantes :

3ν2l20 + 2l20ν − l20 = 0
3ν2h2

0 + 2h2
0ν − h2

0 = 0

Ceci permet de trouver une solution, mais uniquement pour ν = 1/3. Or, nous
souhaitons utiliser notre modèle en n'étant pas contraint sur ν, nous recherchons donc
une nouvelle solution dans laquelle le système ne sera plus surcontraint. Pour cela, il
faudra un degré de liberté supplémentaire qui va apparaître avec l'introduction d'un
multiplicateur de Lagrange.

3.2.3. Introduction des contraintes de Lagrange pour imposer ν
quelconque.

Nous avons épuisé les possibilités de contraindre le système par les seuls ressorts,
nous rajoutons donc un potentiel qui agira pour corriger l'erreur pour un ν imposé, et
qui permettra d'obtenir un degré de liberté supplémentaire sur le système en réaction
à la force imposée, mais qui n'in�uencera pas sur le cisaillement.
On garde ainsi la raideur des diagonales de cisaillement que nous imposons de nou-

veau dans le calcul du lagrangien. On cherche encore des raideurs K1 et K2 symé-
triques. Mais, cette fois, on suppose que le système génère un nouveau potentiel du
fait des contraintes qu'il subit sur chacune de ses arêtes.

La barre soumise à une contrainte d'élongation
σ = F/h0 va voir ses raideurs aller à l'encontre
de l'étirement ainsi qu'un potentiel correcteur
interne qui aidera à la bonne dé�nition de ν.
Celui-ci agira en générant en chacun des som-
mets de l'élément une force orthogonale F⊥ à
la contrainte.

Fig. 3.15.: Description du potentiel correcteur.

Ce nouveau potentiel produit une force F⊥i (avec i ∈ {l0, h0}) qui traduit la correc-
tion du ressort orthogonal au sens de la déformation imposée suivant la direction i, a�n
d'imposer ν. Cette force orthogonale doit donc dépendre de la contrainte appliquée.
A�n d'obtenir une correction symétrique, nous l'appliquons en chacun des points de
l'élément (�g. 3.15). Par conséquent, il doit y avoir 4 potentiels correcteurs générés sur
chacun des 4 sommets.
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

Le lagrangien décrivant le système devient ainsi, dans le cas d'une contrainte Fh0

suivant la hauteur h0 :

L = Fh0 η − 4 F⊥h0 (2 δ)− 4 K1 δ2 −K2 η2 −K3

(
h0 η − 2 l0 δ√

h2
0 + l20

)2

En suivant le même cheminement que dans les sections précédentes, on trouve η
puis δ, puis en imposant la dé�nition du module de Young et du coe�cient de Poisson,
nous obtenons K1 et K2, mais en fonction de ce nouveau potentiel. En imposant la
symétrie de K1 avec K2, nous contraignons la force de potentiel et nous trouvons K1,
K2, et F⊥h0 . En e�ectuant l'expérience suivant l0, on retrouverait les mêmes valeurs
des raideurs et une force correctrice de la même forme. On peut retrouver en annexe
B.2 (p. 185) la feuille détaillant les calculs. Ainsi les solutions sont :

K1 =
E2

(
h2

0 (3 ν + 2)− l20
)

4 l0 h0 (1 + ν)
(3.8)

K2 =
E2

(
l20 (3 ν + 2)− h2

0

)
4 l0 h0 (1 + ν)

(3.9)

F⊥h0 =
h0Fh0 (1− 3 ν)

8 l0
(3.10)

F⊥l0 =
l0Fl0 (1− 3 ν)

8 h0
(3.11)

Fig. 3.16.: Contrainte sur l'angle de la diagonale à la base de l'élément en fonction
du coe�cient de Poisson imposé : les angles à la diagonales du domaine de
validité sont représentés grisés.

Ces solutions ne dépendent maintenant que du maillage initial (l0 et h0) et des
valeurs de E2 et de ν. Notons, cependant, qu'elles sont cohérentes avec la théorie sur
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3.2. Introduction des paramètres rhéologiques en 2D.

un domaine limité. En e�et, les raideurs ne peuvent pas avoir de valeurs négatives
sinon les forces qu'elles engendreraient à la réaction d'un allongement iraient dans le
sens de cet allongement et donc entraîneraient un allongement perpétuel de la barre
sans jamais trouver d'équilibre.
Dans notre cas, où ν ∈ [0, 3; 0, 5], les contraintes sont réduites car K3 et 1 + ν, qui

donne le signe du dénominateur de K1 et K2, sont toujours positifs. Ainsi, cela revient
à résoudre, � les numérateurs de K1 et de K2 sont positifs �, sachant que l0, h0, E2

et ν sont positifs, soient 2 inéquations :

h2
0 (3 ν + 2)− l20 > 0

l20 (3 ν + 2)− h2
0 > 0

En introduisant α, l'angle entre la diagonale de l'élément et la hauteur (�g. 3.16),
cette équation se réduit à :

arctan
(√

3 ν + 2
)

> α > arctan
(

1√
3 ν+2

)
Ainsi, pour une simulation d'un élément de coe�cient de Poisson ν = 0, 3 tel que

pour le poumon, l'élément devra avoir un angle entre la hauteur et sa diagonale compris
entre 30�et 60�(�g. 3.16). Ainsi, nous devrons savoir comment construire le maillage
de l'objet avec cette contrainte, sachant que celle-ci ne s'applique qu'à la construction
d'une brique élémentaire de l'objet et non pendant la déformation. À titre d'exemple,
si le maillage suit les données médicales données en voxels, l'angle α vaut 45�.
Nous remarquons, d'autre part, que le comportement de l'élément est intimement

lié à la force externe qui lui est appliquée. La force F⊥h0 est symétrisable en F⊥l0

en inversant l0 et h0. En petits déplacements, cette force ne va pas à l'encontre du
cisaillement.
En revanche, comment répartir ces forces supplémentaires quand la barre n'est pas

déformée suivant un axe de symétrie ? La réponse vient de l'hypothèse de comporte-
ment linéaire élastique, qui permet de sommer les déformations et contraintes des deux
directions principales indépendamment. Ainsi l'idée (�g. 3.17) est de décomposer la
force appliquée suivant les deux axes principaux de l'élément rectangulaire et d'appli-
quer indépendamment ces forces. La somme des réactions des deux composantes est
la réaction à la force appliquée. Ainsi, pour chaque sommet d'un élément, on connaît
les forces externes qui s'y appliquent, et c'est en fonction de ces forces externes que la
réponse va se faire.
Nous véri�ons que cela fonctionne très bien pour un étirement. Un étirement de force

F correspond, en e�et, à l'application en chaque point d'une force F suivant l'axe de
l'étirement, et de l'intérieur vers l'extérieur. Les forces de réaction étant les mêmes en
chaque point, celles-ci engendrent quatre fois les mêmes forces de réaction en accord
avec la dé�nition du lagrangien.
Nous pouvons cependant nous demander si cela ne peut pas avoir d'in�uence sur le

cisaillement, qui peut en e�et s'e�ectuer par l'application de deux forces linéiques sur
les points de deux bases opposées. En fait, cela revient à appliquer la même force à deux
points d'une même base. Comme l'une est une force de l'intérieur vers l'extérieur, il y

89

te
l-0

02
79

98
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ay
 2

00
8



3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

(a.) La force extérieure F appliquée en un point est projetée suivant les deux côtés adjacents
à ce point en Fx et Fy.
(b. et c.) Chacune des projections est traitée comme une force extérieure et amène à une force
correctrice de l'étirement suivant Fx et Fy.
(d.) La réaction à la force F est alors la somme des réactions à Fx/4 et Fy/4.

Fig. 3.17.: Dé�nition de la force de réaction

(a.) Le cisaillement s'e�ectue avec 2 forces−→
F1 =

−→
F2 dé�nies identiquement sur deux points

d'une même base et deux forces −−→F1 = −−→F2

sur les deux points de l'autre base.
(b.) En chaque base, on a ainsi une force d'éti-
rement et une force de compression, générant
chacune une force de réaction qui s'annulent
mutuellement.
(c.) Finalement, la dé�nition du cisaillement
par les diagonales est ainsi conservée.

Fig. 3.18.: Le cisaillement est conservé avec notre force correctrice de Lagrange.
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3.2. Introduction des paramètres rhéologiques en 2D.

a correction de cet étirement, mais en même temps l'autre est une force de l'extérieur
vers l'intérieur, donc une force de compression, il y a donc correction de cette force
qui annule la précédente correction. Finalement, le cisaillement (�g. 3.18), dé�ni par
les diagonales, reste inchangé.
Nous pouvons, d'autre part, caractériser l'état d'équilibre d'un élément comme étant

le fait que toutes les forces se compensent dans cet élément. Cela signi�e que les forces
internes dues aux ressorts, les forces correctrices et les forces externes s'annulent en
chaque point. Nous remarquons ainsi que, lors d'un étirement, l'équilibre est atteint
lorsque les forces appliquées sur le côté opposé à l'étirement sont opposées à la force
engendrant cet étirement.
Nous venons ainsi de dé�nir le comportement général d'un élément rectangulaire

2D, nous pouvons nous intéresser à la combinaison de ces éléments et à la répartition
des masses.

3.2.4. Passage d'un élément à une composition de n×m éléments.

L'intérêt de l'étude sur un élément est de stabiliser le comportement de cet élément
et d'en déterminer ses limites. Le passage à une géométrie plus complexe se fait en
assemblant les éléments et en appliquant sur leur composition les lois ainsi dé�nies. La
composition va alors consister à sommer les actions de chacun des éléments.

La composition des éléments consiste à accoler
les éléments les uns aux autres en dédoublant
le ressort au lieu de leur rencontre.
Ainsi l'élément 1 a en commun les points P2 et P3
avec l'élément 2, et le ressort entre P2 et P3 est
dédoublé.

Fig. 3.19.: Interface entre éléments dans une composition d'éléments.

Ainsi, on assemble deux éléments qui ont deux points en commun, ainsi que le
ressort qui relie ces deux points (�g. 3.19). Par conséquent, le ressort, interface de
ces deux éléments agissant indépendamment dans chaque élément, aura deux fois la
même action. Ceci se retrouve dans la loi de composition des ressorts en parallèle, qui
se comportent comme un ressort ayant pour raideur la somme des raideurs des ressorts
en parallèle.
Du point de vue énergétique, les déplacements de chaque élément suivent le principe

de moindre action et de conservation de l'énergie. L'énergie totale de l'objet modélisé
est la somme des énergies de chacun des éléments. Ainsi, la résolution du système
lagrangien décrivant le comportement de l'objet résulte de la superposition des sys-
tèmes lagrangiens de chacun des éléments. Il faut rajouter que les forces extérieures
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

appliquées à un élément proviennent (i) des forces internes des éléments qui lui sont
connexes, (ii) ou des forces externes au système qui lui sont directement appliquées.

Une barre constituée de n éléments (repos), tous paramétrés avec le même module
de Young et coe�cient de Poisson est étirée dans le sens de sa hauteur (étirement
1), puis dans le sens orthogonal (étirement 2). Les tests de traction doivent montrer
que le module de Young et le coe�cient de Poisson sont conservés.

Fig. 3.20.: Tests sur une barre de n éléments.

Ainsi, dans le cas d'une barre de dimensions l0×h0, constituée d'un assemblage de n
éléments ei de mêmes paramètres (�g. 3.20) et de dimensions l0 × hi (avec

∑n
i=1 hi =

h0), à laquelle on applique les tests de traction, nous devons démontrer que la dé�nition
du module de Young et du coe�cient de Poisson sont conservés.
Plaçons-nous dans le cas de l'étirement suivant le sens d'empilement des éléments

92

te
l-0

02
79

98
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ay
 2

00
8



3.2. Introduction des paramètres rhéologiques en 2D.

(étirement 1, �g. 3.20). On a appliqué une force Fh0 à une extrémité de la barre
alors que l'autre extrémité était contrainte à rester dans un plan. À l'équilibre du
système, tous les éléments sont à leur équilibre, et les forces dans chaque élément sont
nulles. Or, par construction de nos éléments, lors d'un étirement, la force appliquée en
une extrémité est compensée à son autre extrémité par une force qui lui est égale en
norme et direction, mais opposée en sens. De ce fait, le premier élément de la barre
qui subit cette force applique sur l'élément qui lui est connexe une force opposée à
l'étirement. Or, pour atteindre l'équilibre, cela signi�e que sur sa face commune avec
le premier élément, le second élément subit une force qui compense cette force contraire
à l'étirement. Cette force est donc aussi une force d'étirement. De ce fait, en propageant
le raisonnement, de proche en proche, on prouve ainsi, que tous les éléments subissent
un étirement de force appliquée Fh0 .
Or, chaque élément est en équilibre pour un étirement du à une contrainte identique

Ph0 = Fh0/l0 ( i.e. de force identique Fh0), et comme chaque élément a le même
module de Young et le même coe�cient de Poisson, la déformation ηi et 2δi induite
par cette force en un élément i de hauteur hi et de longueur l0 est conduite par :

E =
Fh0/l0
ηi/hi

ν =
2 δi/l0
ηi/hi

Soit,

ηi =
hi Fh0

E l0

et :
δi = ν l0

ηi

2hi
= ν Fh0

2 E

On note, ainsi, que δi est indépendant de l'élément. Or, si on considère l'assemblage
d'éléments comme un seul élément de hauteur h0 et de longueur l0, le comportement
devrait amener à la dé�nition du module de Young et du coe�cient de Poisson en
fonction des déformations η :

η =
∑n

i=1 ηi = Fh0
E l0

∑n
i=1 hi = Fh0 h0

E l0

et de δ :

δ = δi = ν Fh0
2 E

En appliquant la dé�nition du module de Young et du coe�cient de Poisson sur l'as-
semblage, on trouve :

Fh0/l0
η/h0

= Fh0/l0
Fh0/(E l0)

= E

et de même pour ν :
2 δ/l0
η/h0

= 2 ν Fh0/(2 E)

Fh0 h0/(E l0)
= ν
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

Nous prouvons ainsi la conservation de ces deux paramètres dans un tel assemblage
pour l'étirement dans le sens de l'entassement. Nous devons maintenant montrer la
conservation dans l'étirement orthogonal.
De la même façon, nous appliquons un étirement avec une � pression linéique � Pl0 ,

c'est à dire l'application d'une force par élément i de :

Fl0 ,i = hi Pl0

Ainsi chaque élément est en équilibre tout en ayant subi des déformations η′i et δ′i
dé�nies comme précédemment, mais en permuttant l et h, ainsi que Fh0 et Fl0 ,i :

η′i = l0 Fl0 ,i

E hi
= l0 Pl0

E

δ′i = ν hi ηi

2 l0
= ν hi Pl0

2 E

On note ainsi que η′i est constante, ce qui est cohérent avec ce qui devrait se passer
pour l'étirement de la barre équivalente, étirement sous l'e�et de la même pression.
En e�et, pour une traction engendrant une déformation η′ = η′i et une déformation
δ′ =

∑n
i=1 δ′i = ν h0 Pl0/ (2 E), l'application de la dé�nition du module de Young

amène à :
Pl0

η′/l0
= Pl0

l0 Pl0/(l0 E) = E

la dé�nition du coe�cient de Poisson amenant à :

2δ′/h0
η′/l0

= ν

Pour le cisaillement, nous montrons de manière analogue que ce dernier est conservé
dans les deux sens.
Ainsi, nous prouvons que dans les deux sens d'étirement et de cisaillement, le maté-

riau ainsi composé se comporte correctement, en conservant ses caractéristiques rhéo-
logiques.
Nous pouvons prouver de la même façon en assemblant m bandes de n×1 éléments,

que dans une barre constituée de n×m éléments (�g. 3.21), le comportement est dé�ni
par le dédoublement des ressorts à la frontière de deux éléments, et par la dé�nition
dans chaque élément des forces par contraintes de Lagrange sur chaque élément.
En résumé, nous avons, en 2D, un objet qui est bien représenté par un assemblage

d'éléments rectangulaires, caractérisés par les longueurs des mailles élémentaires, le
module de Young et le coe�cient de Poisson. Dans chaque élément, il y a une réaction
aux forces externes s'appliquant à lui par décomposition. Un élément est ainsi composé
de quatre masses, et de six ressorts. Une force interne dans un élément, devient une
force externe dans un élément voisin. L'algorithme va ainsi consister à propager les
réactions des forces de contraintes dans le système :

Pour tout les éléments ei de l'objet Faire
1- Calculer les forces internes dues à des déformations / contraintes externes
2- Propager les contraintes calculées à tous les éléments voisins, comme force externe
appliquée
3- Fin Pour

Nous devons encore dé�nir comment répartir les masses.
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3.2. Introduction des paramètres rhéologiques en 2D.

Fig. 3.21.: Passage à un maillage n × m éléments : les ressorts sont dédoublés à la
jointure des éléments.

3.2.5. Répartition des masses dans un élément.

La masse de l'ensemble des éléments va permettre de dé�nir l'inertie de l'objet
modélisé ainsi que sa densité volumique. La répartition doit donc se faire en fonction
du centre d'inertie GI et de la matrice d'inertie I de l'objet réel, ainsi que de sa densité
volumique ρ en chacun des points p.
Pour un objet réel, les propriétés sont données par les équations suivantes, avec M

la masse totale de l'objet, ρ sa densité volumique en un point p, dv un élément de
volume en ce point, et dm un élément de masse en la position p(x, y, z) dans l'objet
de volume total V :

GI =
1
M

∫ ∫ ∫
V

pρdv

I =

 ∫ ∫ ∫
V

(
y2 + z2

)
dm −

∫ ∫ ∫
V

xydm −
∫ ∫ ∫

V
xzdm

−
∫ ∫ ∫

V
xydm

∫ ∫ ∫
V

(
x2 + z2

)
dm −

∫ ∫ ∫
V

yzdm
−
∫ ∫ ∫

V
xzdm −

∫ ∫ ∫
V

yzdm
∫ ∫ ∫

V

(
x2 + y2

)
dm


Si l'on modélise par approche discrète, seuls les n n÷uds pi du modèle, de masses

respectives mi et de coordonnées respectives (xi, yi, zi), sont alors pris en compte et
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

les équations précédentes deviennent alors :

GI =
1
M

n∑
i=1

mipi

I =

 ∑
i

(
y2

i + z2
i

)
mi −

∑
i xiyimi −

∑
i xizimi

−
∑

i xiyimi

∑
i

(
x2

i + z2
i

)
mi −

∑
i yizimi

−
∑

i xizimi −
∑

i yizimi

∑
i

(
x2

i + y2
i

)
mi


Si l'on connaît les valeurs pour l'objet réel, il su�t alors d'identi�er les deux systèmes

d'équations. Ceci produit alors un système de 9 équations (identi�cation des éléments
dans la matrice symétrique I et coordonnées de GI), mais pour un nombre d'inconnues
(masses mi et positions des n÷uds pi) beaucoup plus élevé. En pratique, la position
des n÷uds est donnée par la reconstruction géométrique, il ne reste donc plus qu'à
calculer les masses en chacun des n÷uds.
Dans notre cas d'éléments rectangulaires, nous devons répartir la masse totale sur

chacun des éléments. Cela doit se faire en prenant en compte le volume de chaque
élément pour préserver la densité volumique de l'objet modélisé. Ainsi la masse en un
point du maillage sera dépendante de la masse de tous les éléments dont fait partie ce
point.
Ainsi, en 2D, pour un point pi appartenant à n éléments ej , d'aire chacun Aej

,
modélisant un objet de masse surfacique ρ, la masse mi en ce point est donnée par la
relation :

mi =
n∑

j=0

ρ Aej
/4

3.2.6. Détermination des limites du modèle 2D.

Nous venons de construire un modèle théorique 2D satisfaisant, pour de petits dépla-
cements, la conservation du module de Young, du coe�cient de Poisson et du cisaille-
ment. La construction de notre modèle s'est e�ectuée sur les dé�nitions des paramètres
rhéologiques.
Nous ne sommes plus dans le cas d'une géométrie triangulaire comme pour le modèle

de VG, aussi, nous ne faisons pas forcément les mêmes tests que ceux (spéci�ques aux
triangles) e�ectués sur son modèle, excepté pour la mesure de l'erreur sur le module
de Young et le coe�cient de Poisson.
La détermination des limites de notre modèle en 2D dépend de plusieurs paramètres,

dont le module de Young, le coe�cient de Poisson et les dimensions des mailles. Nous
ne remaillons pas notre modèle au cours des tests car nous restons dans une hypothèse
de linéarité du comportement. Comme ceci, nous déterminons les limites de con�ance
du modèle en petits et grands déplacements.
Ainsi, nous nous basons sur l'algorithme de mesure du module de Young et du

coe�cient de Poisson par tests d'étirement que nous avons déjà présenté (�g. 3.9, p.
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3.2. Introduction des paramètres rhéologiques en 2D.

76). Ce test nous permet de connaître à partir de quelle déformation notre modèle
ne permet plus de suivre ces deux caractéristiques. Pour compléter nos expériences,
nous e�ectuons ce test pour un carré, et une géométrie non carrée a�n de déterminer
comment évolue l'erreur. D'autre part, nous testons notre modèle dans le cas d'une
composition d'éléments pour valider qu'il reste stable.
La même méthode est appliquée pour la loi du cisaillement que notre modèle doit

suivre, et qui n'était pas suivie par VG. Nous proposons, ainsi, de véri�er que l'erreur
reste contrôlable sur une composition d'éléments. Pour cela, nous nous basons sur les
résultats obtenus lors d'une expérience de cisaillement sur une composition d'éléments
dont on a calculé les déplacements à l'aide d'une résolution par méthode des éléments
�nis e�ectuée avec le Code Aster.
Ensuite, nous nous intéressons à véri�er que les masses sont bien réparties et que le

modèle permet d'approcher de grandes déformations (au sens des rotations) dans un
test de �exion.
En�n, nous étudions si le comportement reste cohérent pour une forme un peu plus

quelconque, en comparant un test de contrainte sur un assemblage non symétrique
d'éléments.

Limites en traction.

Nous nous sommes limités à des étirement inférieurs à 20% pour un module de
Young E2 imposé à 100Pa.m et 1000 Pa.m, et pour des valeurs du coe�cient de
Poisson imposées entre 0,1 et 0,5. Nous avons e�ectué ce test sur un carré, puis sur
plusieurs rectangles de dimensions imposées par les limites d'angle entre la diagonale
et la hauteur pour obtenir les raideurs positives (�g. 3.16, p.88).
Ce test nous enseigne ainsi que le module de Young (�g. 3.22) et le coe�cient de

Poisson (�g. 3.23 et 3.24) de notre modèle ont tendance à dériver avec les déformations
appliquées. Ainsi, dans la �gure 3.22, le module de Young est erroné de plus de 5%
pour des déformations supérieures à 11%. Nous remarquons, de plus, que cette erreur
augmente inversement avec le coe�cient de Poisson imposé : pour une déformation
de 10%, l'erreur sur le module de Young est de 3, 5% pour ν = 0, 3, de 3, 1% pour
ν = 0, 4, et de 2, 8% pour ν = 0, 5. Pour le coe�cient de Poisson, l'erreur ne dépasse
pas les 5% pour ν ∈ [0, 3; 0, 5] et pour une déformation inférieure à 20% (�g. 3.24).
D'autre part, si nous répétons ces expériences avec des modules de Young di�érents,
nous retrouvons exactement les mêmes courbes.
Nous notons d'autre part qu'un changement de l'allure de l'erreur sur ν s'e�ectue

pour ν = 0, 3. En e�et, pour ν < 0, 3 les erreurs sont positives laissant apparaître une
sur-estimation des forces correctrices pour ces coe�cients de Poisson, alors qu'ensuite
elles sont négatives montrant ainsi une sous-estimation. Nous expliquons ce phéno-
mène par le fait que pour ν = 0, 3, il n'y a pas besoin de force correctrice de Lagrange
puisque nous nous trouvons dans le seul cas théorique de modèle qui puisse garan-
tir naturellement la caractéristique du module de Young et du coe�cient de Poisson
(démonstration p. 85-87).
Si on réitère ces expériences pour des éléments rectangulaires, nous constatons que

l'erreur augmente avec l'angle à la diagonale pour le module de Young. En d'autres
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts
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Fig. 3.22.: Mesures d'erreur sur le module de Young 2D d'un carré (les courbes sont
identiques quelle que soit la valeur de E2 imposée) : l'erreur est plus forte
avec la déformation imposée et augmente de manière inversement propor-
tionnelle avec le coe�cient de Poisson imposé.

termes, si on fait l'expérience de traction suivant le plus petit côté d'un rectangle, dans
les limites d'angle entre la diagonale et la hauteur pour les raideurs positives, nous
constatons que l'erreur est très petite. En revanche, en reprenant le test de traction
avec le côté le plus grand, l'erreur est plus grande. Cependant, nous trouvons des
erreurs inférieures à 5% pour ν ∈ [0, 3; 0, 5] et pour une déformation inférieure à 10%
pour le pire des cas. Il en va de même pour le coe�cient de Poisson pour lequel l'erreur
est inférieure à 5% pour les mêmes conditions et dans le pire des cas.

Ainsi, si l'on souhaite e�ectuer des déformations supérieures à 10%, le choix d'un
maillage carré est préconisé.

En�n, si nous e�ectuons les tests de traction sur une barre quelconque maillée avec
un seul type d'élément, nous obtenons la même erreur que celle de l'élément seul, ce
qui permet de valider le bon comportement d'une composition d'éléments et la conser-
vation des caractéristiques rhéologiques (module de Young et coe�cient de Poisson)
pour des éléments carrés.
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3.2. Introduction des paramètres rhéologiques en 2D.

% de déformation imposée (d)

%
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η

d= 100 η ν=0,1

ν=0,5
ν=0,4

ν=0,2

ν=0,3

ν

Fig. 3.23.: Mesures d'erreur en valeur absolue sur le coe�cient de Poisson d'un carré
(les courbes restent identiques quelles que soient la valeur de E2 imposée) :
l'erreur est plus forte avec la déformation imposée. Elle tend vers 0 pour de
petites déformations, mais elle �uctue avec le coe�cient de Poisson imposé,
en décroissant avant que ν n'atteigne une valeur comprise entre 0,3 et 0,4,
et en croissant après cette valeur.

Limites en cisaillement.

En remplaçant l'expérience de traction par l'expérience de cisaillement consistant à
faire glisser un côté par rapport à son parallèle, nous utilisons le même algorithme a�n
de mesurer les erreurs en cisaillement.
Nous remarquons que l'erreur de G2 n'est pas dépendante de E2 mais qu'elle aug-

mente (�g. 3.25) avec ν imposé. De plus, l'erreur sur le cisaillement reste inférieure à
5% pour un angle de cisaillement inférieur à 9�, dans le cas le pire (pour ν = 0, 5) pour
le carré.
Si on réitère ces expériences sur des éléments rectangulaires, nous observons que

l'erreur sur le cisaillement augmente avec l'angle à la diagonale. Ainsi, l'erreur reste
inférieure à 5% pour un cisaillement d'angle inférieur à 8�et pour un élément rectan-
gulaire d'angle à la diagonale de 60�, et, si on retourne l'élément dans l'expérience,
pour l'e�ectuer sur un élément rectangulaire d'angle à la diagonale de 30�, on obtient
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts
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Fig. 3.24.: Mesures d'erreur sur le coe�cient de Poisson d'un carré : détail pour ν
autour de 0,3 , 0,4.

seulement une erreur de 0, 1% pour un angle de cisaillement de 8�.
En�n, pour tester le bon comportement du cisaillement sur une composition d'élé-

ments, cela ne peut pas se faire de la même manière que pour un seul élément (la mesure
de l'angle de cisaillement ne peut s'e�ectuer sur plusieurs éléments). De ce fait, nous
avons e�ectué des tests de cisaillement avec notre modèle et les avons comparé avec
les résultats obtenus à l'aide du solver par éléments �nis Code Aster.

Nous avons e�ectué ces expériences sur une barre (�g. 3.26) de 100×300mm dont
on a �xé le côté supérieur dans son plan (en lui laissant ainsi la seule possibilité de se
déplacer suivant x) et dont on a totalement bloqué le côté inférieur. Nous avons ensuite
caractérisé ce matériau avec le module de Young valant 1000Pa.m et un coe�cient de
Poisson de 0,3. Nous avons ensuite appliqué une force de cisaillement de 2000N sur le
côté supérieur.

Comme la résolution par éléments �nis est meilleure pour un nombre important
d'éléments (�g. 3.27), nous avons d'abord cherché la résolution du maillage donnant
le meilleur résultat a�n de la prendre comme référence pour la comparer aux résultats
obtenus avec notre modèle. Dans la �gure 3.27, nous représentons le maillage d'origine
ainsi que le résultat des déformations obtenues avec le Code Aster. Plus la résolution
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3.2. Introduction des paramètres rhéologiques en 2D.

ν=0,1

ν=0,2
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ν=0,4

ν=0,5

α
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 d
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angle de cisaillement en degrés 

α

Fig. 3.25.: Erreur mesurée dans un carré sur le coe�cient de cisaillement en fonction
de l'angle de cisaillement imposé et du coe�cient de Poisson : l'erreur sur
le cisaillement est plus forte avec la déformation imposée. Elle augmente,
de plus, avec le coe�cient de Poisson imposé.

est �ne, plus le résultat est précis.
Après avoir e�ectué les mêmes expériences avec notre modèle, nous avons superposé

les résultats issus de nos simulations au résultat référence issu de Code Aster (�g. 3.28).
On observe que plus le maillage est �n, plus l'erreur augmente dans cette expérience.
Ceci s'explique par le fait que les éléments d'une faible résolution subissent de plus
grandes déformations que les éléments d'une résolution plus élevée. Or, comme nous
l'avons montré, les déformations simulées sont précises pour des élongations inférieures
à 10% et des cisaillements d'angle inférieur à 9�, ce qui n'est pas le cas pour certains
éléments qui font dévier la courbure de la poutre cisaillée. C'est pour cela que dans la
�gure 3.27, nous observons qu'il y a moins d'erreur vers les contraintes de points �xes
et plus d'erreur là où il y a des grandes déformations.
Cependant, cela ne veut pas dire que notre modèle est mauvais, mais qu'une di�culté

supplémentaire de choisir la résolution la plus adaptée aux déformations pour simuler
le comportement devra être pris en compte.
En revanche, dans le cas de petites déformations, nous obtenons le même ordre
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

se déplacer que
dans son plan

Côté ne pouvant 

Côté bloqué

Force de cisaillement

y
x

Fig. 3.26.: Description des expériences de cisaillement simulées : nous avons bloqué
complètement un côté et avons bloqué dans son plan son parallèle pour
des raisons de visualisation, mais, par réaction du côté bloqué, l'expérience
est équivalente à l'expérience classique de cisaillement où l'on applique 2
forces opposées.

d'erreur que pour les éléments �nis : plus le maillage est �n meilleure est la solution.
Ceci nous permet de valider le bon comportement d'une composition d'éléments

dans le cas de phénomène de cisaillement.
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3.2. Introduction des paramètres rhéologiques en 2D.

(a) Simulation pour un maillage 2×6 : le déplacement
maximal obtenu est de 46,5mm

(b) Simulation pour un maillage 32×96 : le déplace-
ment maximal obtenu est de 37,1mm

(c) Simulation pour un maillage 32×96 : le déplace-
ment maximal obtenu est de 37,1mm

(d) Simulation pour un maillage 200×600 : le dépla-
cement maximal obtenu est de 36,2mm

Fig. 3.27.: Recherche de référence élément �ni pour comparaison de l'expérience de
cisaillement avec notre modèle

Limites en �exion.

Le test de �exion d'une poutre est préconisé pour valider les modèles mécaniques. Il
permet notamment de valider la bonne répartition des masses et peut aussi montrer
le bon comportement en grandes déformations au sens des éléments �nis (à cause des
rotations).
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

..
(a) Simulation avec une composition de 1×3 élé-
ments.

..
(b) Simulation avec une composition de 2×6 élé-
ments.

..
(c) Simulation avec une composition de 4×12
éléments.

..
(d) Simulation avec une composition de 1×3 élé-
ments.

Fig. 3.28.: Superposition des résultats de l'expérience de cisaillement obtenus (i) avec
le Code Aster en dégradé de couleurs, avec (ii) ceux obtenus avec notre
modèle. Plus le modèle est �n plus on se rend compte de la propagation
des erreurs dues déformations trop grande par rapport au cadre théorique
de notre modèle (développement limité d'ordre 2 pour des déplacements
proches de 0).

Ce test consiste à dé�nir une poutre de dimensions L×H×T et de masse M que l'on
encastre à une extrémité, et à observer ses déformations sous l'action de son propre
poids. À l'équilibre, la poutre montre un �échissement, dont la �èche de l'axe médian
peut être calculée en s'aidant du moment d'inertie.

La théorie des poutres nous montre en e�et, que de par les moments �échissants
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3.2. Introduction des paramètres rhéologiques en 2D.

Fig. 3.29.: L'expérience de �exion consiste à laisser se déformer une poutre encastrée,
sous son propre poids. On peut alors exprimer la déviation de la �bre neutre
suivant la position dans la poutre.

s'exerçant sous l'e�et de son poids, la poutre va avoir tendance à se déformer : la
partie supérieure va s'allonger alors que la partie inférieure va avoir tendance à se
compresser. Au centre, une ligne va avoir sa longueur inchangée : il s'agit de la � �bre
neutre �.
La �èche (la déviation de cette �bre neutre) est donnée, dans le cas où le coe�cient

de Poisson est nul, par l'équation :

y (x) =
ρg

24EI

(
6L2x2 − 4Lx3 + x4

)
(3.12)

avec le moment d'inertie de la barre rectangulaire I = TH3/12, la densité linéique
ρ = M/L, et le module de Young, E = E2/T , soit,

y (x) =
Mg

2E2LH3

(
6L2x2 − 4Lx3 + x4

)
(3.13)
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

(a) Résultat pour une subdivision de 3×1 (b) Résultat pour une subdivision de 6×2

(c) Résultat pour une subdivision de 12×4 (d) Résultat pour une subdivision de 24×8

Fig. 3.30.: La poutre colorée est le résultat obtenu avec Code Aster. On a représenté
notre résultat avec un maillage rectangulaire. Nous notons que pour un
maillage grossier, comme les masses sont réparties sur les sommets des
éléments, et comme certains sommets sont �xés, une partie des masses
n'intervient pas, ce qui induit un résultat éloigné. En revanche, plus on
ra�ne, plus l'erreur est petite, jusqu'à ce que l'on ait atteint la limite des
déformations simulables avec précision pour un élément.

Nous devons ainsi obtenir la même �èche quelque soit le maillage, pour une barre
de dimension, de module de Young et de masse linéique donnés. En 2D, Code Aster,
même s'il produit des résultats dépendants de l'échantillonnage, véri�e cependant la
forme de cette équation. Nous devons ainsi comparer les résultats obtenus à l'aide de
notre modèle avec les résultats obtenus par Code Aster.
Nous montrons, dans la �gure 3.30, les résultats obtenus pour une poutre de dimen-

sions 300×100mm, de module de Young 1000Pa.mm, de coe�cient de Poisson 0,3 et
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3.2. Introduction des paramètres rhéologiques en 2D.

de masse totale de 0,5kg. Notre véri�cation consiste ainsi à faire les expériences avec
notre modèle pour di�érentes subdivisions et à comparer nos résultats avec un résultat
de référence obtenu à l'aide du Code Aster pour un maillage très �n.
Comme dans Code Aster, nous notons que notre modèle se comporte di�éremment

si on le modélise avec une plus grande �nesse (�g. 3.30), et qu'il est d'autant plus juste.
Par contre, nous observons bien qu'un échantillonnage de points sur la �bre neutre

suit bien une courbe quadratique de la forme de l'éq. 3.13. Nous discuterons de façon
plus détaillée pour le cas 3D de l'interprétation à donner à ces résultats.

Test sur une composition d'éléments quelconques.

Le dernier test que nous avons e�ectué avait pour but de montrer que le modèle se
comporte bien, même pour une géométrie non symétrique. Pour cela, nous avons choisi
d'e�ectuer un test montrant une forme non symétrique contrainte sur une direction.
Nous avons décidé d'un objet en forme de � L � retourné, contraint à sa base à une

encastration, et contraint sur l'un de ses côtés à subir une force suivant la direction x
(�g. 3.31).

Fig. 3.31.: Un objet quelconque contraint en encastration et subissant une force sui-
vant x.

Notre � L � se répartit sur un carré de 4000× 4000 mm qui peut être décomposé en
3 carrés principaux de 2000×2000 mm chacun. Chaque carré élémentaire est lui-même
décomposable en autres sous-maillages. Nous avons fait des tests pour un module de
Young 2D de 1000Pa.m et un coe�cient de Poisson de 0,3.
Les forces que nous avons appliquées aux points de la face contrainte avaient une

intensité dépendante de la résolution du maillage pour obtenir des déformations du
même ordre. Dans le tableau 3.2, nous avons recensé 2 exemples de forces appliquées
suivant la résolution du maillage.
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

Résolution et Représentation Forces appliquées
par point

1×1 1 500 N

sur 2 points
. . . . . . . . .

19×19 150 N

sur 20 points

Tab. 3.2.: Forces appliquées sur le L suivant la résolution du maillage
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3.2. Introduction des paramètres rhéologiques en 2D.

Fig. 3.32.: Superposition du résultat obtenu avec Code Aster pour un maillage �n
(en couleur) sur les résultats obtenus avec notre modèle (arêtes) pour les
résolutions 1×1 et 4×4
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

Fig. 3.33.: Superposition du résultat obtenu avec Code Aster pour un maillage �n
(en couleur) sur les résultats obtenus avec notre modèle (arêtes) pour les
résolutions 5×5 et 19×19.
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3.3. Incorporation des paramètres rhéologiques pour les éléments 3D.

Pour ce qui est de l'application de la contrainte d'encastration, cela a consisté à
imposer les points �xes de la base, et à y appliquer les forces de réaction annulant les
forces internes (nous détaillons cela dans le chapitre suivant).
Nous avons e�ectué ce test avec Code Aster pour des éléments plans équivalents,

de 0,008m d'épaisseur, soit de module de Young de 1000Pa.m/0,008m=125000Pa et
de même coe�cient de Poisson, subissant exactement les mêmes forces que dans notre
modèle. Nous représentons dans les illustrations suivantes (�g. 3.32 et 3.33) la super-
position des résultats obtenus avec le Code Aster en couleur et le résultat obtenu avec
notre modèle pour di�érentes résolutions.
Pour chaque expérience, nous avons mesuré les erreurs moyennes et écarts types

entre les déplacements obtenus avec notre modèle et les résultats de Code Aster. Ces
mesures, en milimètres, sont répertoriées dans le tableau 3.3.

Résolution Moyenne des erreurs Écart Type des erreurs
en déplacement (mm) en déplacement (mm)

1×1 236,63 62,47
2×2 83,78 14,08
3×3 47,54 6,35
4×4 29,17 3,52
5×5 23,57 2,39
9×9 17,41 1,04
19×19 14,36 0,39

Tab. 3.3.: Mesure des erreurs en déplacement par rapport au résultat obtenu avec
Code Aster

Nous constatons que plus nous augmentons la résolution, plus les résultats se rap-
prochent de notre référence. Cela nous permet de conclure, encore une fois, que notre
modèle permet une bonne approximation des éléments �nis pour une géométrie élé-
mentaire carré et pour un maillage de bonne résolution.

3.3. Incorporation des paramètres rhéologiques pour
les éléments 3D.

En 3D, nous souhaitons prendre en compte, en plus des comportements de l'étire-
ment (caractérisé par le module de Young et le coe�cient de Poisson) et du cisaillement
(caractérisé par le coe�cient de cisaillement), la compressibilité (caractérisée par le co-
e�cient de compressibilité). L'intégration des comportements précédemment décrits en
2D ne se fait pas de manière automatique car il faut rajouter une autre dimension d'éti-
rement et de cisaillement. Ainsi, il n'y a plus seulement 2 expériences de cisaillement
à intégrer, mais désormais six cisaillements di�érents (�g. 3.34) sont envisageables (3
plans de 2 directions principales chacun). On a cependant toujours les mêmes considé-
rations : quelqu'il soit, en petites déformations, le cisaillement entraîne principalement

111

te
l-0

02
79

98
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ay
 2

00
8



3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

(a) en x dans (x,y) (b) en y dans (y,z) (c) en z dans (x,z)

(d) en y dans (x,y) (e) en z dans (y,z) (f) en x dans (x,z)

Fig. 3.34.: 6 cisaillements possibles en 3D.

la déformation des diagonales internes du volume ainsi que des diagonales des 2 faces
orthogonales au plan déplacé et ayant un de ces vecteurs directeur, de même direction
que celui du déplacement.
Le choix du maillage de l'élément est aussi cause de discussion. Dans notre choix de

maillage, nous avions considéré que la stabilité d'un maillage dont les forces se répar-
tissaient sur ses arêtes était meilleure pour un maillage constitué de triangles. D'autre
part, pour un comportement homogène isotrope, il est nécessaire d'avoir une symétrie
dans le maillage. Nous ne remettons pas en doute ces hypothèses, mais après l'étude en
2D, nous nous demandons si les raideurs vont être su�santes pour caractériser correc-
tement le comportement rhéologique, et si nous n'aurons pas besoin d'utiliser d'autres
contraintes telles que des multiplicateurs de Lagrange. Nous avons en e�et fait appel,
en 2D, à des forces supplémentaires non produites directement par le maillage. De ce
fait, peut-être n'est-il plus totalement utile d'avoir autant de liens que de diagonales.
Faut-il conserver les ressorts des diagonales 2D sur les faces ? Les diagonales du paral-

lélépipède sont-elles su�santes pour répondre aux dé�nitions de toutes les constantes
(cisaillement, coe�cient de compressibilité, module de Young et coe�cient de Pois-
son) ? Bref, comment attribuer les raideurs les plus pertinentes (�g. 3.35) pour notre
modèle mécanique et quels multiplicateurs de Lagrange sont nécessaires ?
La solution nécessite certainement un recours à des contraintes de Lagrange, aussi

la solution la meilleure est certainement un compromis entre le choix d'un maillage
stable (M3) et un maillage réduit (M0), c'est-à-dire la solution qui consiste à prendre
des ressorts sur les arêtes des faces, ainsi que les ressorts des diagonales de l'intérieur du
cube (M2). En e�et, cette solution a l'avantage de garder une stabilité dans le maillage
en générant des triangles tout en allégeant le nombre de ressorts par la suppression de
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3.3. Incorporation des paramètres rhéologiques pour les éléments 3D.

Fig. 3.35.: Quelles raideurs pour la 3D et pour un comportement homogène isotrope ?
(M0) seulement sur les arêtes ? (M1) sur les les arêtes et diagonales des
faces ? (M2) sur les arêtes et diagonales du volumes ? ou bien (M3) sur
tous les liens symétriques possibles ?

ceux sur les diagonales des faces.
Pour justi�er ce choix d'élément, nous devons démontrer d'abord qu'il n'y a pas

de solution générale portée par les ressorts seuls et que les ressorts portés par les
diagonales des faces ne sont pas forcément nécessaires. Une fois cette démonstration
faite, nous devons imposer le cisaillement. Pour cela, nous introduisons ce phénomène
sur les diagonales internes et proposer une solution avec contrainte de Lagrange. Nous
devons en�n construire notre modèle en nous plaçant dans une barre de dimensions
x0 × y0 × z0 et en intégrant le comportement de l'étirement.
Nous utilisons la notation suivante dans la suite :

Ki les raideurs des arêtes de l'élément suivant leur direction i ∈ {x, y, z},
Ki j les raideurs des diagonales des faces du plan (i, j) ∈ {x, y, z}2, avec i 6= j.
Kd les raideurs des diagonales internes du cube.

3.3.1. Inexistence de solution générale portée par les ressorts
seuls.

Pour cette démonstration, plaçons-nous dans un élément cubique unité (x0 = y0 =
z0 = 1) et complètement maillé (modèle (M3)) auquel nous appliquons de petites
déformations. Les diagonales des faces ont alors comme longueur dface =

√
2, et celles

du cube dcube =
√

3 . Les raideurs des côtés sont identiques (Kx = Ky = Kz), et il en
est de même pour les raideurs des diagonales des faces (Kxy = Kxz = Kyz), que nous
notons Kxx.
Par symétrie dans le cube, les 6 cisaillements sont tous équivalents et on peut résumer

en une seule équation le fait que le cube suive les lois du cisaillement. Un cisaillement
dû à un glissement de η amène à la déformation des 4 diagonales du cube ainsi que des
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

4 diagonales des 2 faces latérales se déformant (�g. 3.36). Ces déformations obtenues
par développement limité en petits déplacements sont de ∆dcube

et ∆dface
: ∆dcube

=
√

(1 + η)2 + 2−
√

3 ∼
√

3
3 η + O

(
η2
)

∆dface
=

√
(1 + η)2 + 1−

√
2 ∼

√
2

2 η + O
(
η2
)

Fig. 3.36.: Le cisaillement dans le cube a pour conséquence la déformation des diago-
nales dface des 2 faces qui subissent un cisaillement 2D et des diagonales
dcube internes au cube

Comme en 2D, le cisaillement 3D ne met en jeu que les diagonales ; cela nous permet
de négliger un certain nombre de petites déformations (des arêtes et des diagonales des
4 autres faces non cisaillées), puisque justement nous nous sommes placés en petites
déformations. Le lagrangien en statique associé au cisaillement se calcule alors de la
façon suivante :

L = Fcisη −
4Kd

2
η2

3
− 4Kxx

2
η2

2
Après résolution et application de la dé�nition du cisaillement, on trouve l'équation
en Kxx et Kd :

4Kd + 6Kxx

3
=

E

2 (1 + ν)
(3.14)

A�n d'introduire la caractéristique de compressibilité, nous appliquons une pression
uniforme sur le cube, qui engendre une déformation de chaque côté uniforme de 2η
laissant sa forme cubique à l'objet. Cette déformation engendre aussi (�g. 3.37) la
déformation de toutes les diagonales, les diagonales des faces ayant toutes les mêmes
déformations : ∆dcube

=
√

3 (1 + 2η)2 −
√

3 ∼ 2
√

3η + O
(
η2
)

∆dface
=

√
2 (1 + 2η)2 −

√
2 ∼ 2

√
2η + O

(
η2
)

Les pressions s'appliquant en chacune des 6 faces sont toutes égales et impliquent
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3.3. Incorporation des paramètres rhéologiques pour les éléments 3D.

L'application d'une pression uniforme sur le cube (en
pointillé) engendre une déformation uniforme du cube
dans laquelle les diagonales dface des faces se déforment
identiquement. Il en va de même des diagonales internes
au cube dcube et de chacune des arêtes.

Fig. 3.37.: Déformations du cube lors de l'expérience pour la mesure du coe�cient de
compressibilité K

ainsi la même force surfacique Fface. On peut alors écrire le lagrangien :

L = 6Ffaceη −
12Kx

2
(2η)2 − 12Kxx

2
8η2 − 4Kd

2
12η2

Après résolution et application de la dé�nition du coe�cient de compressibilité K
(éq. 2.6 et 2.7, p. 60-60), on remplace η dans l'équation de compressibilité :

K = − ∆P

∆V/V0

=
Fface/ (1 + 2η)2(
(1 + 2η)3 − 1

)
/1
∼ Fface

6η
+ O

(
η2
)

=
E

3 (1− 2ν)

Soit,

4Kx + 8Kxx + 4Kd

3
=

E

3 (1− 2ν)
(3.15)

Il nous reste désormais à intégrer la loi de comportement en étirement pour valider
le module de Young et le coe�cient de Poisson. Dans le cas d'un étirement de η, les
autres directions se compressent de la même valeur 2δ par symétrie (�g. 3.40). Ainsi,
deux faces se compriment en gardant leur forme carrée, alors que les 4 faces parallèles
à l'allongement sont étirées. On note face1 les 4 faces étirées et face2 les 2 faces
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

Le cube étiré de η se déforme de façon homo-
gène en compressant les côtés orthogonaux à
l'étirement de 2δ.

Fig. 3.38.: Déformation du cube lors de l'expérience de traction

comprimées. Les diagonales se déforment ainsi :
∆dcube

=
√

(1 + η)2 + 2 (1− 2δ)2 −
√

3 ∼
√

3
3 η − 4

√
3

3 δ + O
(
η2, δ2

)
∆dface1

=
√

(1 + η)2 + (1− 2δ)2 −
√

2 ∼
√

2
2 η −

√
2δ + O

(
η2, δ2

)
∆dface2

=
√

2 (1− 2δ)2 −
√

2 ∼ −2
√

2δ + O
(
δ2
)

On peut alors exprimer le lagrangien associé à l'expérience de traction :

L = Fη−2Kxη2−16Kxδ2−16Kxxδ2−4Kxx

(√
2

2
η −

√
2δ

)2

−2Kd

(√
3

3
η − 4

√
3

3
δ

)2

Après résolution, la dé�nition du module de Young et du coe�cient de Poisson mène
aux équations : {

E = 12KdKxx+24K2
xx+24K2

x+60KxKxx+24KxKd

6Kx+9Kxx+4Kd

ν = 2Kd+3Kxx

6Kx+9Kxx+4Kd

(3.16)

Les équations (éq. 3.14, 3.15 et 3.16) obtenues sur les raideurs d'un système masses-
ressortsà partir des dé�nitions des caractéristiques des matériaux homogènes élastiques
ont une solution si et seulement si ν = 0, 25 avec Kxx quelconque, Kd = 0, 3.E +
1, 5.Kxx N.m−1 et Kx = 0, 25.E−0, 5.Kxx N.m−1. Ces solutions sont trop restrictives,
d'autres solutions doivent être explorées et les multiplicateurs de Lagrange sont sans
doute une réponse à notre problème.
Ces solutions mettent cependant en évidence le fait que les ressorts des faces peuvent

ne pas intervenir pour dé�nir le comportement (puisque on a une solution pour Kxx =
0). Par conséquent, dans la suite nous cherchons des solutions pour des mailles du type
(M2).
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3.3. Incorporation des paramètres rhéologiques pour les éléments 3D.

3.3.2. Cisaillement porté par les diagonales du parallélépipède.

L'étude du cisaillement porté par les seules diagonales internes d'un parallélépipède
quelconque amène à une di�culté. En e�et, en résolvant de la même manière que
précédemment en 2D, et en faisant en sorte que le cisaillement soit bien dé�ni, on
trouve une solution non symétrique de Kd pour un cisaillement dans le plan (x, y) :

Kd =
Ez0

(
x2

0 + y2
0 + z2

0

)
8 (1 + ν) x0y0

Si on réitérait cette expérience avec les 5 autres cisaillements possibles, on trou-
verait d'autres valeurs de Kd, par permutation des variables x0, y0 et z0. Ainsi, une
seule raideur Kd semble être insu�sante pour simuler tous les cisaillement, car elle
orienterait le comportement en faveur d'un type de cisaillement et ne permettrait pas
d'obtenir le bon comportement pour les autres cisaillement. On pourrait accepter de
modi�er Kd suivant une détection du cisaillement pendant la simulation, mais cela ne
nous convient pas car cela rajouterait des tests sur les diagonales du parallélépipède
qui complexi�erait les calculs. De ce fait, excepté pour un cube, cette raideur ne peut
pas convenir pour notre modèle.
Nous devons trouver un comportement symétrique, c'est-à-dire : quelque soit (i, j) ∈

{x, y, z}2 et i 6= j, donnant la direction du cisaillement dans le plan (i, j), la raideur
doit être la même.
La solution adoptée est de prendre comme raideur la moyenne des raideurs opti-

males :

Kd =
E
(
x2

0 + y2
0 + z2

0

)2
24x0y0z0 (1 + ν)

(3.17)

Cette solution n'est cependant pas satisfaisante pour tous les cisaillements, et on
peut donner une ébauche de solution alternative qu'il faudrait développer dans le
futur.En e�et, on pourrait essayer de corriger le comportement des cisaillements avec
une contrainte de Lagrange dans les cas non cubiques. Cela pourrait se faire par la

Le cisaillement dû à la force F devrait être cor-
rigé par une force correctrice Fc aidant ou al-
lant contre les forces générées par la déforma-
tion des diagonales.

Fig. 3.39.: Correction du cisaillement.

génération d'une force Fcis(i,j) tangentielle au cisaillement sur les faces coplanaires au
plan (i, j) et aidant ou contrant la force induite par la déformation des diagonales.
Cette force serait donc portée (�g. 3.39) par la direction du cisaillement η dans le sens
du déplacement d'un plan par rapport à l'autre et serait portée par les 8 points de
l'élément.
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

3.3.3. Expression de l'étirement et de la compressibilité.

Étirement

Fig. 3.40.: Étirement d'une barre (grise à l'état initial) suivant l'axe x0 : cela entraîne
la compression dans les 2 sens orthogonaux (état �nal en rouge).

Soit l'étirement suivant l'axe x0 (�g. 3.40) de η provoqué par une contrainte σx =
Fx/ (y0z0) suivant ce même axe. Les côtés orthogonaux à l'étirement doivent alors
s'amincir de 2ε suivant y0 et de 2ζ suivant z0. Cela entraîne la déformation des diago-
nales du parallélépipède de :

δd =
√

(x0 + η)2 + (y0 − 2ε)2 + (z0 − 2ζ)−
√

x2
0 + y2

0 + z2
0

∼ ηx0 − 2εy0 − 2ζz0√
x2

0 + y2
0 + z2

0

+ O
(
η2, ε2, ζ2

)
On associe aux forces provoquées par la déformation des ressorts Kx, Ky, Kz et
Kd(avec Kd imposée par éq. 3.17), et à la force provoquant la déformation Fx, 2
multiplicateurs de Lagrange venant en aide pour assurer la dé�nition des coe�cients
de Poisson sur les axes orthogonaux, de force Fxy

agissant suivant y0 et Fxz
suivant

z0. Ces forces sont générées par un potentiel correcteur venant des 8 points du paral-
lélépipède. Le lagrangien associé à cette expérience s'écrit alors :

L = Fxη − 8 Fxy
(2 ε)− 8Fxz

(2 ζ)− 4
2
Kxη2 − 4

2
Ky (2ε)2 − 4

2
Kz (2ζ)2 − 4

2
Kdδ

2
d

En résolvant suivant η, ε et ζ, nous pouvons écrire 3 équations (une venant de la
dé�nition du module de Young et deux de celles du coe�cient de Poisson). En réitérant
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3.3. Incorporation des paramètres rhéologiques pour les éléments 3D.

la dé�nition de ces équations pour l'étirement suivant y0 de force Fy et de forces
correctrices Fyx suivant x0 et Fyz suivant z0, ainsi que pour l'étirement suivant z0 de
force Fz et de forces correctrices Fzx suivant x0 et Fzy suivant y0, on obtient �nalement
9 équations à 9 inconnues (Kx, Ky, Kz, Fxy , Fxz , Fyx , Fyz , Fzx , Fzy ), les forces Fi

et la raideur Kd étant imposées. La résolution du système nous donne sous forme
généralisée avec (i, j, k) ∈ {x, y, z}3 avec i 6= j, i 6= k et j 6= k :

Ki =
E
(
6j2

0k2
0 (1 + ν) +

(
ν
(
j2
0 + k2

0

)
− i20

) (
x2

0 + y2
0 + z2

0

))
24x0y0z0 (1 + ν)

(3.18)

Fij = −
((

x2
0 + y2

0 + z2
0

) (
ν
(
k2
0 + i20

)
− i20

)
+ 6 i20 k2

0 ν
)
Fi

48i0j0k2
0

(3.19)

Comme en 2D, notre modèle est contraint sur les angles entre les diagonales des
faces qui n'ont pas de ressorts et les côtés. La démonstration quant à la détermination
des dimensions de l'élément pour que les raideurs soient positives est assez complexe,
mais nous pouvons garantir que, dans les mêmes limites qu'en 2D, l'élément a des
raideurs positives. D'autre part, nous pouvons, de la même façon que nous l'avons
fait en 2D, montrer que les potentiels correcteurs ne parasitent pas le phénomène du
cisaillement (cf. annexe ?? p.??), et de la même façon, les correcteurs du cisaillement
sont bien indépendants des correcteurs de l'étirement. Ces potentiels sont, de plus,
décomposables suivant les axes principaux de l'élément, et ainsi, l'application de ces
potentiels à une force quelconque se fait similairement qu'au même phénomène en 2D.

Compressibilité

Fig. 3.41.: L'expérience de mesure du coe�cient de compressibilité fait intervenir
toutes les rigidités de l'élément
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

Nous validons que notre modèle suit bien le module de compressibilité. Pour cela,
nous appliquons une pression uniforme P à la surface de notre objet (�g. 3.41). Cette
pression engendre, pour chaque paire de faces parallèles, une force proportionnelle à
cette pression. Ainsi, la force suivant la direction k ∈ {x, y, z} et donc orthogonale au
plan (i, j) ∈ {x, y, z}2 avec i 6= j, j 6= k et i 6= k :

Fk = P i j

Ces forces engendrent des déformations symétriques de 2 η suivant x, 2 ε suivant y et
de 2 ζ suivant z, et ainsi de δ suivant les diagonales. De ce fait, on a, en chaque point de
l'élément, une correction due à chacun des étirement qui intervient en plus de l'action
des ressorts. En conséquence le lagrangien exprimant cette expérience s'écrit :

L = 2ηP y z + 2εP x z + 2ζP x y

−8
(
2 η (Fyx + Fzx) + 2 ε

(
Fxy + Fzy

)
+ 2 ζ (Fxz + Fyz )

)
−4Kx (2η)2 /2− 4Ky (2ε)2 /2− 4Kz (2ζ)2 /2− 4Kdδ

2/2

Après résolution, nous obtenons η, ε et ζ qui minimisent l'énergie. Nous pouvons dé-
sormais appliquer la dé�nition du module de compressibilité (éq. 2.6 p. 60). Ce module
K, comme nous l'avons dé�ni, permet d'introduire une équation sur la compression :

∆P = K
∆V

V0

∆P = P1 − P0

∆V = V1 − V0

Avec V0 = x0y0z0 et V1 = (x0 + 2η) (y0 + 2ε) (z0 + 2ζ).
En remplaçant dans :

K = −∆PV0

∆V

Et en se plaçant pour ∆P → 0, on retrouve la dé�nition de K :

K =
E

3 (1− 2ν)

Nous prouvons ainsi que notre modèle permet aussi la conservation du coe�cient de
compressibilité.

3.3.4. Détermination des limites du modèle 3D.

L'extension à n×m× o éléments est similaire à la 2D. La détermination des limites
de notre modèle en 3D, se fait similairement à la détermination en 2D, de manière
expérimentale, excepté que nous devons multiplier par deux les tests à cause d'une
dimension supplémentaire. Nous e�ectuons ces test pour un cube, et une géométrie
non cubique a�n de déterminer comment évolue l'erreur.
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3.3. Incorporation des paramètres rhéologiques pour les éléments 3D.
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ν=0,1

ν=0,2

ν =0,3
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ν−>0,5

Fig. 3.42.: Erreur mesurée dans un cube sur le module de Young en fonction de la
déformation imposée et du coe�cient de Poisson. L'erreur est plus forte
avec la déformation imposée. Elle augmente aussi de manière inversement
proportionnelle avec le coe�cient de Poisson imposé. Les courbes sont les
mêmes quel que soit E imposé.

Limites en traction.

Nous nous sommes limités à des étirements <20% pour un module de Young E
compris entre 100Pa et 100kPa, et des valeurs du coe�cient de Poisson imposées
entre 0,1 et tendant vers 0,5. Nous avons e�ectué ce test sur un cube puis sur plusieurs
parallélépipèdes, tout en restant dans des dimensions permettant d'obtenir des raideurs
positives.
Comme en 2D, nous avons constaté que le module de Young n'a aucune in�uence sur

l'erreur commise sur celui-ci ni sur le coe�cient de Poisson. Mais, en revanche suivant
le coe�cient de Poisson, l'erreur est plus ou moins marquée pour ces deux coe�cients
(�g. 3.42 et 3.43).
Comme en 2D, les courbes d'erreurs obtenues grâce à ces tests nous permettent de

mettre en évidence les tendances des erreurs suivant le module de Young et le coe�cient
de Poisson imposés pour di�érentes déformations. Nous notons ainsi que le module de
Young (�g. 3.42) et le coe�cient de Poisson (�g. 3.43) de notre modèle ont tendance
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts
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Fig. 3.43.: Erreur mesurée dans un cube sur le coe�cient de Poisson en fonction de la
déformation imposée et du coe�cient de Poisson. L'erreur sur le coe�cient
de Poisson est plus forte avec la déformation imposée. Elle �uctue avec le
coe�cient de Poisson imposé. Les courbes sont les mêmes quel que soit E
imposé.

à dériver avec les déformations appliquées. Ainsi, le module de Young est erroné de
plus de 5% pour des déformations supérieures à 16%. Nous remarquons, de plus, que
cette erreur augmente inversement avec le coe�cient de Poisson imposé : pour une
déformation de 10%, l'erreur sur le module de Young est de 2, 75% pour ν = 0, 3, de
2% pour ν = 0, 4, et de 1, 75% pour ν → 0, 5.
Pour le coe�cient de Poisson, l'erreur dépasse les 5% pour une déformation supé-

rieure à 12%, et pour ν ∈ [0, 3; 0, 5[. D'autre part, si nous répétons ces expériences
avec des modules de Young di�érents, nous retrouvons exactement les mêmes courbes.

Si on réitère ces expériences pour des éléments parallélépipédiques, nous constatons
que l'erreur augmente avec l'angle à la diagonale pour le module de Young. En d'autres
termes, si on fait l'expérience de traction suivant le plus petit côté d'un rectangle,
dans les limites d'angle entre la diagonale et la hauteur pour obtenir des raideurs
positives, nous constatons que l'erreur est très petite, en revanche, en reprenant le
test de traction avec le côté le plus grand, l'erreur est plus grande. Nous trouvons,
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3.3. Incorporation des paramètres rhéologiques pour les éléments 3D.

cependant, des erreurs inférieures à 5% pour ν ∈ [0, 3; 0, 5] et pour une déformation
inférieure à 10% pour le pire des cas. Il en va de même pour le coe�cient de Poisson
pour lequel l'erreur est inférieure à 5% pour les mêmes conditions et dans le pire des
cas.
En�n, si nous e�ectuons les tests de traction sur une barre quelconque maillée avec

un assemblage d'un seul type d'élément, nous obtenons la même erreur que celle de
l'élément seul. Ceci montre que l'assemblage n'a pas d'in�uence en étirement.
Ainsi, si l'on souhaite e�ectuer des déformations supérieures à 10%, le choix d'un

maillage cubique est préconisé pour être sûr de conserver les caractéristiques rhéolo-
giques.

Limites en cisaillement.

ν=0,1

ν=0,2

ν=0,3

ν=0,4ν−>0,5

α

%
 d

’e
rr

eu
r 

su
r 

G

angle de cisaillement  en degrés α

Fig. 3.44.: Erreur mesurée dans un cube sur le coe�cient de cisaillement en fonction
de la déformation imposée et du coe�cient de Poisson. L'erreur sur le
cisaillement est plus forte avec la déformation imposée. Elle augmente, de
plus, avec le coe�cient de Poisson imposé.

Comme en 2D, nous remarquons que l'erreur mesurée sur le coe�cient de cisaillement
G n'est pas dépendante de E mais qu'elle augmente (�g. 3.44) avec ν imposé. Par
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

(a) Superposition pour une résolution de 1 ×
1× 3 éléments : M=45%, ET=0,25mm

(b) Superposition pour une résolution de 2 ×
2× 6 éléments : M=13%, ET=0,04mm

(c) Superposition pour une résolution de 4 ×
4× 12 éléments : M=6%, ET=0,01mm

(d) Superposition pour une résolution de
8×8×24 éléments : M=3%, ET=0,001mm

Fig. 3.45.: Superposition des résultats de cisaillement d'une poutre composées de plu-
sieurs éléments sur les résultats obtenus avec Code Aster ( ici E = 1000Pa
et ν = 0, 3 ). Pour chaque expérience, on a indiqué l'erreur moyenne (M) de
déplacement des points en mm par rapport au Code Aster, ainsi que l'écart
type (ET) des erreurs. Plus la résolution est �ne, moins il y a d'erreur.

contre, elle reste inférieure à 5% pour un angle de cisaillement inférieur à 10�, dans le
cas d'un cube et pour ν < 0, 3 (ce qui nous intéresse puisque le poumon a un coe�cient
de Poisson proche de 0,3).

Nous notons, de plus, que comme pour le cas de la traction, les éléments contrôlent
moins leur cisaillement quand leur forme s'éloigne de la géométrie cubique. En e�et,
nous n'avons pas encore mis en ÷uvre la correction lagrangienne pour obtenir une
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3.3. Incorporation des paramètres rhéologiques pour les éléments 3D.

bonne correction du cisaillement dans le cas d'une géométrie moins idéale et la moyenne
des raideurs optimales pour conserver les cisaillement n'est cohérente que quand on
prend des éléments proche du cube. Il serait intéressant de réaliser une étude plus
exhaustive sur des éléments non cubiques.

Pour la validation du bon comportement avec une combinaison d'éléments, nous
avons e�ectué des tests en cisaillement pour des combinaisons d'éléments cubiques
et, comme en 2D, nous avons comparé les résultats obtenus avec notre modèle aux
résultats obtenus avec la simulation e�ectuée à l'aide de Code Aster. Notre référence
était une barre de 100×100×300mm subdivisées en 8×8×24 éléments. Nous montrons,
�gure 3.45, les superpositions des résultats obtenus avec notre modèle pour di�érentes
résolutions sur le résultat référence. Notre maillage est symbolisé en cubes (sans les
diagonales, pour des raisons de clarté), alors que le résultats de Code Aster est en
dégradé de couleurs.

Pour donner un ordre d'idée, nous avons mesuré la moyenne des erreurs des dépla-
cements des points en mm entre le résultat que nous obtenons avec Code Aster et le
nôtre (�g. 3.45). Nous rendons compte dans la �gure 3.46 de la propagation des erreurs
suivant la résolution du maillage et la position des n÷uds par rapport aux contraintes.

(a) pour 2×2×6, Max = 33%,
Min = 0 mm

(b) pour 4 × 4 × 12, Max =
14%, Min = 0 mm

(c) pour 8×8×24, Max = 6%,
Min = 0 mm

Fig. 3.46.: Carte des erreurs des déplacements en cisaillement pour une même expé-
rience e�ectuée avec 3 résolutions de maillages di�érents : en chaque n÷ud
du maillage sont représentées des �èches indiquant suivant leur longueur
et leur couleur l'erreur de déplacement commises. On s'aperçoit que plus
le maillage est �n moins il y a d'erreur.

L'erreur diminue quand la résolution augmente, ce qui valide le bon comportement
de notre modèle pour cette expérience.

Ainsi, comme pour la traction, nous pouvons conclure que notre modèle permet
une meilleure conservation des caractéristiques de cisaillement pour une géométrique
cubique et pour des cisaillements < 10�.
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

Limites en �exion.

Comme en 2D, l'expérience consiste à montrer la bonne répartition des masses. Nous
montrons nos résultats sur une poutre de 400× 100× 100mm de module de Young de
1000Pa, de coe�cient de Poisson de 0,3 et de masse volumique 0,0125kg.m3.
Nous représentons la superposition des résultats obtenus avec notre modèle sur ceux

obtenus avec Code Aster, toujours avec la même symbolique.
Notre modèle permet d'obtenir des résultats proches de ceux obtenus avec le Code

Aster pour une résolution �ne (�g. 3.47 et 3.48). En e�et, le modèle fournit un résultat
proche de celui des éléments �nis. Par exemple, la barre de 4×4×16 permet une bonne
approximation des déformations car ses éléments n'ont encore chacun subit que des
petites déformations. Cependant, nous notons une limite en grands déplacements lors
de la simulation de la �exion de la poutre composée de 8×8×32 éléments, sans doute
à cause de la petite taille de chacun des éléments. On se rend compte que les éléments
situés près de la contrainte de �xité (en haut à gauche) subissent un écrasement et
sortent des limites d'acceptabilité de notre modèle qui reste cependant assez stable.
En e�et, bien que nous ayons développé notre modèle théorique pour de petites

déformations (développement limités en 0), celui-ci permet de simuler des grandes
déformations au sens des rotations, ce qui n'est pas le cas dans le Code Aster où il
est nécessaire de passer dans un modèle de grande déformations type Simo-Miehe. Si
nous e�ectuons la même expérience avec Code Aster en petites déformations et, si
nous superposons notre maillage le plus proche du bon résultat, nous constatons que
le Code Aster en petite déformation est plus éloigné de la solution exacte que notre
modèle en petites déformations (�g. 3.49), et présente même une modi�cation exagérée
de son volume.
Ainsi, on peut conclure que pour une résolution de maillage assez �ne, la répartition

des masses est correcte. Cependant, elle est sans doute plus problématique dans le cas
où l'on utilise très peu de points pour discrétiser le modèle, comme c'est le cas pour la
résolution 1× 1× 4. Nous véri�ons, par contre, que les résultats sont cohérents avec la
théorie des poutres, ce qui permet d'en déduire que ce problème n'est pas induit par
le type de forces mis en jeu, puisque nous observons une �èche qui suit une courbe de
degré 4 (cf. annexe ??), comme la théorie le prédit. La dé�nition de cette �nesse est du
même ordre que le Code Aster puisque si on compare les résultats obtenus avec le Code
Aster pour di�érentes résolutions, on obtient un faible taux d'erreur. À ceci prêt, que
dans le Code Aster, l'in�uence de la répartition des masses est moindre, puisqu'elle se
répartit sur le volume de chaque élément, alors que dans le cas du discret, elle se fait
sur les sommets. Dans l'expérience décrite ici, cela signi�e que 20% de la masse est
�xée et n'intervient pas dans la simulation dans le modèle discret 1 × 1 × 4, limitant
d'autant le �échissement. Dans le cas d'une discrétisation plus �ne, cela ne représente
plus que 3%.

Limites en compressibilité.

Nous avons e�ectué le test de compressibilité tel que précédemment décrit, en gon-
�ant puis dégon�ant un cube de façon progressive pour véri�er la conservation de la ca-
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3.3. Incorporation des paramètres rhéologiques pour les éléments 3D.

(a) Flexion pour une résolution de 1× 1× 4 :
M=64,53mm, ET=11,32mm

(b) Flexion pour une résolution de 2× 2× 8 :
M=28,31mm, ET=2,23mm

(c) Flexion pour une résolution de 4× 4× 16 :
M=2,72mm, ET=0,11mm

(d) Flexion pour une résolution de 8× 8×
32 : M=12,16mm, ET=0,12mm

Fig. 3.47.: Résultats de l'expérience de �exion en 3D : notre modèle reste bon tant que
les déformations ne sont pas trop grandes, et dans ce cas, plus le maillage est
�n, meilleurs sont les résultats comme en attestent l'évolution des moyennes
des erreurs en déplacement sur chacun des points (M) en mm, ainsi que leur
écart type (ET). Dans le cas du maillage �n, on remarque de grandes défor-
mations pour les éléments les plus proches de la contraintes d'encastration,
ce qui provoque un écrasement sur le haut de la barre.

ractéristique de compressibilité. Nous avons imposé les valeur de E ∈ [0, 1kPa; 100kPa]
et les valeurs de ν ∈ [0, 1; 0, 5[. Nous avons reporté les erreurs mesurées lors de ces ex-
périences dans le graphe de la �gure 3.50. Nous constatons que l'erreur sur K est
indépendante de E et de ν dans un cube. Cette erreur est inférieur à 5% pour une dé-
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

(a) Flexion pour une résolution de 1× 1× 4 :
MIN=0%, MAX=45%

(b) Flexion pour une résolution de 2× 2× 8 :
MIN=0%, MAX=20%

(c) Flexion pour une résolution de 4× 4× 16 :
MIN=0%, MAX=5%

(d) Flexion pour une résolution de 8× 8×
32 : MIN=0%, MAX=8%

Fig. 3.48.: Carte d'erreur des expériences de �exion en 3D : notre modèle reste bon
tant que les déformations ne sont pas trop grandes au niveau de chaque
élément en cisaillement et en étirement. Ainsi l'erreur a tendance à aug-
menter de nouveau quand il y a des cisaillements énormes au niveau des
contraintes.

formation en volume de 15% en compression et de 15% en gon�ement. La composition
conserve cette erreur.

Tests sur une composition d'éléments quelconque.

Nous avons adapté les expériences 2D sur un élément quelconque en 3D, et nos
résultats sont identiquement représentés. Nos expériences ont été e�ectuées sur un
objet en forme de � L � compris dans un cube de 4000× 4000× 4000mm, caractérisé
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3.3. Incorporation des paramètres rhéologiques pour les éléments 3D.

Fig. 3.49.: Superposition d'un résultat obtenu avec notre modèle et d'un résultat ob-
tenu avec Code Aster dans les conditions de petites déformations : notre
modèle bien que développé pour de petites déformations permet de simuler
des grandes déformations au sens des rotations, alors que dans Code As-
ter il est nécessaire de se placer en grande déformation ce qui signi�e une
connaissance a priori du cadre du modèle.

par un module de Young de 1000Pa, un coe�cient de Poisson de 0,3 et une force
appliquée de 3.108N.
Nous avons e�ectué ces tests sur une résolution de i×i×i cubes pour i ∈ {2, 4, 8, 16}.

La référence était la simulation par méthode de résolution par éléments �nis pour la
résolution 16× 16× 16.
A�n d'avoir une idée visuelle des erreurs se produisant, nous montrons di�érents

points de vue (�g. 3.52 et 3.53) et une carte des erreurs obtenues (�g. 3.51).
Nous remarquons, comme en 2D, que notre modèle a moins d'erreur pour une réso-

lution �ne. La moyenne des erreurs de déplacement en prenant les résultats de Code
Aster comme référence, est de l'ordre de 26 mm avec un écart type de 0,6 mm pour
la résolution la plus �ne (�g. 3.53), ce qui, rapporté aux dimensions de l'objet (4000
mm, donc de 0,65%) est un bon résultat, alors qu'elle est de l'ordre de 279,8 mm (soit
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

L'erreur sur le
coe�cient de
compressibilité
est indépen-
dante de ν et de
E.

Fig. 3.50.: Erreur mesurée dans un cube sur le coe�cient de compressibilité en fonction
de la diminution ou de l'augmentation du volume.

7%) avec un écart type de 37,8 mm pour la résolution la plus grossière (�g. 3.52).
Nous pouvons ainsi supposer que notre modèle reste précis pour de moyennes dé-

formations pour un élément quelconque.

3.4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons, dans un premier temps, étudié le modèle de Allen
Van Gelder qui était présenté dans la littérature comme un modèle prenant en compte
les caractéristiques de la rhéologie. Notre objectif était de déterminer la précision de
ce modèle. Nous avons mis en évidence que ce modèle ne permettait pas de prendre
en compte les paramètres rhéologiques et nous avons ainsi choisi de chercher une
alternative.
Nous avons développé notre solution à l'aide de la théorie lagrangienne. De cette

manière, nous avons proposé un modèle paramétrable avec les caractéristiques méca-
niques. Nous avons montré en 2D qu'il n'existait pas de solution générale portée par
les seuls ressorts dans un maillage régulier, et qu'il était ainsi nécessaire de faire appel
aux contraintes de Lagrange pour pouvoir imposer la conservation de la caractéristique
du cisaillement en plus du module de Young et du coe�cient de Poisson.
Nous avons ensuite exploré les limites du modèle et conclu que ce modèle était

utilisable avec une précision connue à 5% pour un maillage carré de bonne résolution
et pour des déformations par éléments ne dépassant pas les 10%.
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3.4. Conclusion

(a) 2× 2, MAX=18% (b) 4× 4, MAX=7%

(c) 8× 8, MAX=2% (d) 16× 16, MAX=1,6%

Fig. 3.51.: Cartographie des erreurs sur l'expérience du L pour di�érentes résolutions :
plus la résolution est �ne, moins l'erreur est grande.

Nous avons étendu notre construction en 3D avec, en plus, la caractéristique de
compressibilité. Nous avons montré qu'il était possible d'obtenir un modèle de précision
pour des déformations inférieures à 15% avec une précision connue à 5% pour un
maillage cubique.

De plus, nous avons montré, en 2D comme en 3D, le besoin d'une �nesse su�sante
pour obtenir une bonne répartition des masses. Nous avons expliqué ce phénomène
par le fait que nous répartissions les masses sur les sommets des éléments de manière
dé�nitive, sans prendre en compte le changement de volume au cours des déforma-
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts

tions. Nous pensons qu'une solution pourrait être un calcul du poids en fonction de
la répartition du volume dans les éléments, en chaque sommet, et au cours du temps
de la simulation. Nous avons, de plus, montré en même temps que notre modèle reste
robuste à des grandes déformations du style rotation.
Les poumons nécessitent, certes, un modèle de grande déformation (plus de 25%)

et nous n'en sommes pas à ce stade pour le moment, mais cela pourra se faire en
perspectives en recalculant les raideurs suivant les déformations en e�ectuant les déve-
loppement limités permettant leur calcul en d'autres limites que 0. On pourra s'inspirer
pour cela des travaux de Picinbono et al. [146] qui intègre le tenseur de grande défor-
mation de Piola Kircho�.
Nous devons encore montrer comment implanter ce modèle et le confronter à notre

application.
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Fig. 3.52.: Résultats des déformations du L en 3D pour di�érentes résolutions (×2
et ×4). On montre la moyenne (M) et l'écart type (ET) des erreurs en
déplacements par rapport aux déplacements obtenus avec la référence Code
Aster (×16).
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3. Paramétrage des systèmes masses-ressorts
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Fig. 3.53.: Résultats des déformations du L en 3D pour di�érentes résolutions (×8
et ×16). On montre la moyenne (M) et l'écart type (ET) des erreurs en
déplacement par rapport aux déplacements obtenus avec la référence Code
Aster (×16).
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4. Mise en ÷uvre et applications.

Nous avons dé�ni la théorie pour obtenir un modèle paramétrable avec les carac-
téristiques rhéologiques et nous avons exploré ses limites en statique. Notre but est
maintenant d'obtenir un modèle dynamique d'estimation des déformations intérieures
d'un modèle volumique se gon�ant et subissant des contraintes extérieures telles que
le glissement, le blocage . . .
Nous présentons ici comment nous implantons notre modèle en insistant sur ce que

la dynamique amène comme nouvelles considérations et sur le schéma d'intégration
dynamique que nous utilisons. En�n, nous détaillons l'application de notre modèle
dans un contexte médical concret.

4.1. Mise en ÷uvre

La mise en ÷uvre du modèle consiste à dé�nir la géométrie de l'objet à modéliser
comme un assemblage d'éléments cubiques, dans les limites de dé�nition de notre mo-
dèle (les raideurs doivent être positives), puis à appliquer des contraintes de forces, de
déplacements ou de blocage sur chacun de ces éléments. Une fois les contraintes dé�-
nies, il faut ensuite résoudre, soit de façon statique en cherchant la position d'équilibre,
soit de façon dynamique en cherchant le chemin parcouru au cours du temps suivant
l'évolution des contraintes.
Nous avons cherché, en statique, comment intégrer les paramètres rhéologiques, mais,

notre objectif étant une simulation dynamique, nous n'avons pas cherché à développer
un modèle de résolution qui soit uniquement statique. De ce fait, nous nous sommes
tout de suite penché sur la dynamique.
Cependant, le passage en dynamique amène à prendre en considération des phé-

nomènes qui ne s'expriment pas en statique, comme la viscosité et l'amortissement.
Ces phénomènes sont importants à prendre en considération, car ils in�uent sur les
déformations au cours du temps.
Nous présentons, ainsi, comment nous dé�nissons la géométrie de chacun des élé-

ments à partir d'un ensemble de points structurés donnés (ce qui est l'hypothèse de nos
données). Nous donnons ensuite la dé�nition des contraintes et ce que cela implique au
niveau simulation. En�n, nous montrons les résolutions possibles en dynamique avec
les nouvelles contraintes liées à la viscosité.

4.1.1. Dé�nition de la géométrie des éléments du modèle

Notre modèle doit être constitué d'éléments à raideurs positives. Comme nous l'avons
montré au chapitre précédent, cela signi�e que chaque élément doit être le plus proche
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4. Mise en ÷uvre et applications.

d'une géométrie cubique. Dès lors, la question qui se pose est de savoir s'il est toujours
possible d'avoir un maillage constitué de tels éléments.
Notre modèle repose sur des données voxelisées issues de l'imagerie scanner. Ces

voxels sont en général des parallélépipèdes qu'il su�t de subdivisé pour obtenir un
maillage cubique. Nous sommes conscient qu'une telle subdivision engendrera une mul-
tiplication du nombre de données et par conséquent du nombre de traitement associés.
Il faudra ainsi prévoir, plus tard, soit l'accélération des calculs par une considération
multi-échelle ou une simpli�cation du maillage pour ne conserver de la précision qu'aux
endroits pertinents. La deuxième solution nécessitera l'étude d'éléments de géométries
di�érentes (pyramides, tétraèdres,. . .).
Ensuite, on peut rajouter une surface par lissage e�ectué, en général par une méthode

du type marching tetrahedron ou marching cube. Il faudra alors dé�nir les raideurs des
arêtes des triangles. Mais dans cette thèse, pour première approximation, nous avons
considéré ces raideurs comme étant nulle, la mécanique étant portée par les éléments
cubiques.

4.1.2. Application des contraintes

Une fois la géométrie dé�nie, nous devons dé�nir les contraintes.
Nous avons dé�ni deux types de contraintes : (i) les contraintes de points �xes, (ii)

les contraintes de forces. Il est important de bien prendre en compte ces contraintes
car elles vont dé�nir les forces externes qui s'appliquent au système. Il est à noter,
de plus, que par construction de notre modèle, les forces de corrections nécessitent la
dé�nition des contraintes externes.

Contraintes de points �xes et de déplacements

Fig. 4.1.: Contrainte de glissement d'une masse sur une surface : la masse subissant les
forces internes et externes du systèmes

−→
Fin est collée à la surface, ce qui se

traduit par l'annulation de la composante normale de l'ensemble des forces
par application d'une force externe

−→
Fex. On obtient ainsi la contrainte de

glissement.

Ces contraintes permettent de �xer certains degré de liberté tout en assurant le
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4.1. Mise en ÷uvre

principe d'action/réaction qui est important pour notre considération énergétique et
l'application des forces correctrices lagrangiennes que nous avons dé�nies dans le cha-
pitre précédent.
Ainsi, �xer le degré de liberté suivant la direction (−→u ) sur un n÷ud i, cela consiste

à appliquer une force externe supplémentaire suivant cette direction (
−−→
Fexi), telle que

la projection du bilan des forces (
−−→
Ftoti) en ce n÷ud suivant cette même direction soit

exactement à son opposé : −−→
Fexi .−→u = −−−→Ftoti .−→u (4.1)

Par conséquent, en déplaçant des n÷uds à une position donnée, et en �xant tous les
dégrés de libertés, nous pouvons contraindre notre objet à une déformation locale.
In extenso, en modi�ant le degré de liberté �xé suivant la position dans l'espace,

nous pouvons réussir à �xer les points sur une surface (�g. 4.1) quelconque et obtenir
de cette façon, des contraintes de glissements.

Contraintes de forces externes

Les contraintes de forces sont plus simples à dé�nir. Il s'agit d'appliquer une force
extérieure connue en un lieu donné du maillage. Il peut aussi s'agir de l'application d'un
champ de forces sur la totalité des points ou un ensemble de points. C'est ainsi que,
pour simuler le problème de la poutre encastrée, nous avons appliqué un phénomène
de points �xes sur une face et une contrainte de champ de force de pesanteur en chaque
élément.
Une autre contrainte particulière a été dé�nie pour les objets gon�ables. Cette

contrainte consiste à savoir comment appliquer une pression ou dépression sur l'objet.
Elle se déduit directement de la dé�nition de la pression P en fonction de la force F
appliquée en une surface d'aire S :

P = F/S

Dans le cas de gon�ements, cela consiste à appliquer un changement de pression en
surface de l'objet et, donc, il est nécessaire de connaître les éléments surfaciques de
l'objet et les faces externes de chacun de ses éléments. Ces faces externes sont les
éléments surfaciques (par exemple, dans un élément cubique, il s'agit de d'une face
d'un cube) n'appartenant qu'à un seul élément composant l'objet (i.e. qui n'est pas
collé à une autre maille). L'application consiste, ensuite, à partir de la surface initiale
et du vecteur normal initial, en chaque surface, à appliquer les forces d'intensité PS
en chacun des points de la surface concernée.

4.1.3. Résolution dynamique

En dynamique, nous devons considérer les phénomènes de viscosité qui s'opposent
à la vitesse. Ceux-ci imposent des forces supplémentaires dans les équations fonda-
mentales de la dynamique. Nous devons ensuite intégrer l'équation fondamentale de
la dynamique (cf. annexe p.181). Nous présentons, ainsi, le phénomène de viscosité en
insistant sur les modèles développés pour simuler ce phénomène dans les tissus vivants,
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4. Mise en ÷uvre et applications.

puis nous présentons les modèles d'intégration que nous avons implantés en discutant
de leur stabilité et de la dé�nition du pas de temps.

4.1.3.1. Lois de viscosité

La viscosité est un phénomène qui s'oppose à la vitesse d'un déplacement. De ce fait,
elle in�uence le parcours au cours du temps de chaque élément. Cela ne signi�e pas
que la viscosité modi�e forcément le point d'équilibre. Au contraire, si on e�ectue une
expérience d'application de contraintes, où l'on néglige les frottements (par exemple
avec des vitesses faibles), et qu'on attend l'équilibre, en dynamique on devrait retrouver
le même point d'équilibre qu'en statique. Cependant, nous pouvons trouver plusieurs
dynamiques, en ce sens que le chemin permettant d'aller d'un point d'équilibre à
un autre n'est pas le même suivant le facteur de viscosité. D'autre part, dans un
système résolu pas de temps après pas de temps, les erreurs s'accumulent, et la position
théorique n'est pas atteinte.
Ainsi, les principales caractéristiques des matériaux sont mesurées pour des expé-

riences statiques, où les déformations sont toujours e�ectuées avec de faibles accé-
lérations. Nous observons ces conditions dans les principales mesures rhéologiques
(présentées dans le chapitre 2), mais aussi dans les mesures physiologiques comme
la compliance (introduite dans le chapitre 1). La mesure de viscosité, au contraire, se
calcule dans le temps. Par exemple, cela va consister à mesurer l'a�aissement d'un
cube de matière sous son propre poids en fonction du temps, ou bien à mesurer le
temps de réaction sous l'application de stimuli sinusoïdaux.
Nous dé�nissons, ainsi, le modèle mécanique de viscosité avant de présenter les

modèles viscoélastiques les plus proches des tissus vivants. Nous saurons alors comment
intégrer la viscosité dans notre modèle.

Dé�nition de la viscosité

Fig. 4.2.: La viscosité est représentée comme une force d'amortissement dans un piston
du fait des propriétés de l'huile dans laquelle elle baigne.

Le phénomène de viscosité peut être représenté comme l'amortissement des mouve-
ments d'un piston baignant dans de l'huile, dû aux propriétés lubri�catrices de cette
huile. La viscosité se caractérise par un coe�cient de viscosité (damping) kd. La force
de viscosité Fd1 s'appliquant sur une masse P1 reliée à une masse P2 de vitesses res-
pectives

−→
V2 et

−→
V1 portées par un piston visqueux de coe�cient de viscosité kd et de

direction portée par le vecteur
−−−→
P2P1 normalisé (

−−→
N12), est dé�nie telle que (�g. 4.2) :

−→
Fd1 = −kd

((−→
V1 −

−→
V2

)
.
−−→
N12

)−−→
N12 (4.2)
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4.1. Mise en ÷uvre

Modèles viscoélastiques

Ainsi, si les matériaux purement élastiques montrent une loi linéaire simple entre
la déformation et la contrainte (loi constitutive du matériau), les propriétés viscoélas-
tiques donnent un comportement qui est totalement dépendant du temps, résultant en
trois phénomènes de (i) �uage, (ii) relaxation et (iii) hystérésis.
Le �uage est l'augmentation de la déformation dans le temps pour une contrainte

constante. La relaxation de contrainte est une diminution de la contrainte dans le
temps, nécessaire pour maintenir une déformation constante. L'hystérésis apparaît
après un test d'étirement et la relâche de ce test, provoquant ainsi un chemin de �uage
et un chemin de relaxation qui ne sont pas forcément identiques.

(a) Modèle de Maxwell (b) Modèle de Voigt

(c) Modèle de Kelvin Voigt

Fig. 4.3.: Trois modèles de rhéologie d'analyse de la viscosité

Plusieurs modèles rhéologiques ont été utilisés pour décrire le comportement des
tissus vivants. Parmi ces modèles, des objets mécaniques discrets ont été employés tels
que les ressorts et les modèles de viscosité qui s'opposent à la vitesse.
On distingue trois types de modèles conventionnels mettant en place des comporte-

ments viscoélastiques (�g. 4.3).
Le modèle de Maxwell (�g. 4.3(a)) se caractérise par la mise en évidence de la

caractéristique de relaxation, puisque le ressort hookéen va s'étendre jusqu'à un cer-
tain point avant d'entraîner le piston qui lui est relié et qui s'oppose à la vitesse de
la contrainte de déformation imposée. Il est plus utilisé pour les modèles de �uides
visqueux puisque sa déformation est pratiquement illimitée.
Sa mise en équation consiste à se placer au niveau des déformations du ressort γr, de

raideur k et du piston γp, de viscosité kd , la déformation du système étant γ = γr +γp.
Les forces (i.e. les contraintes) appliquées au niveau du piston et du ressort sont égales
et valent F . Ainsi, on peut trouver deux relations reliant la force aux déformations
d'après les équations 4.2 et 2.8 (k12 = k) :{

γr = F
k

γ̇p = F
kd

(4.3)
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4. Mise en ÷uvre et applications.

Soit en passant aux vitesses des déformations, ceci donne l'équation di�érentielle rap-
portée à ce système :

1
k

∂F

∂t
+

F

kd
= γ̇ (4.4)

Ainsi, si on applique une déformation jusqu'à un certain point, puis que l'on maintient
cette déformation, il s'ensuit que la contrainte va évoluer avec le temps :

1
k

∂F

∂t
+

F

kd
= 0 ↔ F = F0e

− k
kd

t (4.5)

où, kd

k est le temps de relaxation, caractéristique du modèle de Maxwell.
Le modèle de Voigt (�g. 4.3(b)) se caractérise par la mise en évidence du phénomène

de �uage, puisqu'il faut augmenter la contrainte avec le temps a�n d'obtenir une
déformation constante. La mise en équation se fait sur la force totale qui s'applique
au ressort Fr en parallèle de la force qui s'applique au piston Fp, ces deux forces étant
reliées à la même déformation γ. {

Fr = kγ
Fp = kdγ̇

(4.6)

Ainsi, la contrainte est dé�nie par :

F = kγ + kdγ̇ (4.7)

Ce qui fait que pour une contrainte maintenue constante F0, l'évolution de la défor-
mation évolue suivant :

γ =
F0

k

(
1− e

− k
kd

t
)

(4.8)

où kd

k est le temps de retard.
Ces modèles peuvent être assemblés en d'autres modèles tels que le modèle de Kelvin

Voigt (�g. 4.3(c)) et de Birgham,. . . Cependant, dans notre cas de modèle de tissus
plutôt solides, nous avons choisi d'implanter le modèle de Voigt.
Une fois que l'on a ces modèles, tout le problème reste la simulation, ou comment

calculer l'évolution d'un système dans le temps.

4.1.3.2. Lois temporelles

Pour interagir à tout moment sur le système, il faut intégrer le temps et ainsi s'in-
téresser à la dynamique. On cherche ainsi à résoudre l'équation fondamentale de la
dynamique qui est une équation di�érentielle du second ordre reliant les déplacements
U à leurs vitesses U̇ et leurs accélérations Ü :

MÜ + CU̇ + KU = F (4.9)

où M est liée à la masse, C à l'amortissement ou la viscosité, K à la rigidité, et F à
l'ensemble des forces externes appliquées à l'objet.
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4.1. Mise en ÷uvre

Si on se replace au niveau de la position d'un point P , on peut relier sa position en
un instant t + h à sa position à un instant 0 après déplacement de U (t + h) :

P (t + h) = P (0) + U (t + h) (4.10)

De cette façon, on peut exprimer la vitesse d'un point :

Ṗ (P, t) =
P (t + h)− P (t)

h
=

U (t + h)− U (t)
h

= U̇ (P, t) (4.11)

Ainsi, résoudre l'équation 4.9 revient à résoudre le problème à chaque pas de temps,
en partant d'un instant initial où les dérivées premières et secondes sont supposées
connues : ce sont les conditions initiales. Cela s'exprime par l'application de :

P (t + h) = P (t) +
∫ t+h

t

Ṗ (P, t) (4.12)

Il existe beaucoup de schémas d'intégrations [188, 189], tous sont approximatifs, car
on ne sait pas calculer l'intégrale de cette formulation dans le cas général. Cependant,
on peut distinguer deux grandes classes de méthodes :
� Les méthodes explicites, utilisent les dérivées premières et secondes déduites de
l'état courant pour calculer la valeur suivante du champ connu. La stabilité de
ces intégrations demande un pas de temps petit. Ce sont des méthodes dites
locales car elles prennent en compte le lieu de l'intégration. Exemple : Schéma
d'Euler (la vitesse ne varie pas au cours d'un pas de temps), méthode de Stöermer-
Verlet/leapfrog, . . .

� Les méthodes implicites utilisent les dérivées premières et secondes en �n de pas
de temps pour calculer la valeur suivante. La stabilité est meilleure, mais la ré-
solution de chaque pas de temps exige, en général, un calcul itératif et nécessite
des paramètres algorithmiques et le choix des critères d'arrêt. D'autre part, elles
nécessitent une dérivée des contraintes par rapport au temps pas toujours évidente
à avoir. Ce sont des méthodes globales car elles prennent en compte le système
entier. Exemple : Méthode d'Euler implicite, Rosenbrock. . .

Nous présentons les principales méthodes qui ont souvent été utilisées en animation.

(a) Méthode d'Euler explicite (b) Méthode de Newton Cotes explicite

Fig. 4.4.: Deux méthodes d'intégration classiques
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4. Mise en ÷uvre et applications.

Méthode d'Euler explicite

La méthode d'Euler est la plus simple et la plus employée. Elle consiste à déduire
l'accélération en t, à partir des forces d'après la loi fondamentale de la dynamique
(éq. 4.9). Elle déduit ensuite, par approximation linéaire, la vitesse au pas t + h en
fonction de cette accélération et de la vitesse à l'instant t. En�n, elle conclut sur
l'approximation de la nouvelle position en fonction de la vitesse et de la position au
pas t. {

Ṗ (t + h) = P̈ (t) h + Ṗ (t)
P (t + h) = Ṗ (t) h + P (t)

avec P̈ (t) =
F (t)
M

(4.13)

Cette méthode est exacte quand la force F (t) est constante sur [t, t + h].

Méthode de Newton-Cotes explicite

La méthode de Newton-Cotes est une méthode un peu plus évoluée. Elle consiste à
approximer la vitesse dirigeant le déplacement du point, par l'intermédiaire du moyen-
nage des vitesses de l'instant t et t + h.{

Ṗ (t + h) = Ṗ (t) + F (t)
M h

P (t + h) = P (t) +
(
Ṗ (t) + Ṗ (t + h)

)
h
2

(4.14)

Méthode de Runge-Kutta explicite

Euler et Newton-Cotes, ne sont rien d'autre que des réécritures des développements
de Taylor à l'ordre 1 et 2. Pour obtenir plus de �nesse dans l'intégration, on peut
réaliser des développements d'ordre supérieur :

y (t0 + h) = y (t0) +
n∑

i=1

y(i) (t0)
i!

(t0 − h)i + O(hn) (4.15)

Cependant, pour réaliser des intégrations d'ordre supérieur à l'aide de l'équation de
Taylor, il faut des informations supplémentaires au-delà de la vitesse et de l'accéléra-
tion, dont nous ne disposons pas. La méthode de Runge-Kutta propose d'approximer
ces informations manquantes en se plaçant à des pas intermédiaires entre t et t + h.
Ainsi, pour la résolution d'un problème du type :

Ṗ = f (P, t) avec P0 = P (t0) (4.16)

les méthodes de Runge-Kutta d'ordre n sont dé�nies par :

P (t0 + h) = P (t0) + h (
∑n

i=1 biki) avec,
k1 = f (P0, t0)
k2 = f (P0 + ha2,1k1, t0 + c2h)
k3 = f (P0 + h (a3,1k1 + a3,2k2) , t0 + c3h)
. . .
kn = f (P0 + h (an,1k1 + . . . + an,n−1kn−1) , t0 + cnh)

(4.17)
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4.1. Mise en ÷uvre

Avec ai,j , ci, bi dé�nis tels que l'expression P (t0 + h) = P0 + . . . coïncide avec le
développement de Taylor d'ordre n. Ces schémas sont explicites et de précision d'ordre
n en temps.
À noter, de plus, que pour un ordre, il n'existe pas d'unique solution car les m coef-

�cients sont inférieurs au nombre d'équations pouvant être écrites sur ces coe�cients,
nécessitant ainsi d'imposer certaines de ces constantes.
Ainsi, on peut voir un schéma de Runge-Kutta d'ordre 2 équivalent à la méthode

d'Euler : {
k1 = f (P0, t0)
k2 = f (P0 + hk1, t0 + h)

P (t0 + h) = P0 + h
2 (k1 + k2)

(4.18)

Le schéma le plus employé en animation est en général le modèle de Runge-Kutta
d'ordre 4 : 

k1 = f (P0, t0)
k2 = f

(
P0 + h

2 k1, t0 + h
2

)
k3 = f

(
P0 + h

2 k2, t0 + h
2

)
k4 = f (P0 + hk3, t0 + h)

P (t0 + h) = P0 + h
6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

(4.19)

Méthode d'Euler Implicite

La méthode d'Euler implicite consiste à chercher de manière implicite la position
au temps t + h. Pour cela, elle consiste à réexprimer l'approximation de la dérivée à
l'instant t + h :

P (t + h)− P (t)
h

∼ Ṗ (t + h) = f (t + h, P (t + h)) (4.20)

permettant d'en déduire la formule d'intégration d'Euler implicite :

P (t + h) = P (t) + hf (t + h, P (t + h)) (4.21)

En notant v (t) la vitesse à l'instant du point de position x (t), la résolution consiste
alors à considérer les deux équations de la dynamique suivantes :{

(v (t))′ = M−1F (t, x (t) , v (t))
(x (t))′ = v (t)

(4.22)

On considére la notation suivante :{
∆v = v (t + h)− v (t)
∆x = x (t + h)− x (t) (4.23)

En appliquant le schéma d'Euler implicite (éq. 4.21) à (éq. 4.22), on obtient :{
∆v = hM−1F (x (t) + ∆x, v (t) + ∆v)
∆x = h (v (t) + ∆v) (4.24)
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4. Mise en ÷uvre et applications.

Soit, en utilisant les séries de Taylor appliquées à F pour l'approximation du premier
degré,

F (x (t) + ∆x, v (t) + ∆v) = F (t) +
∂F

∂x
∆x +

∂F

∂v
∆v (4.25)

Ce qui ramène �nalement [199] au système à résoudre :
(
M − h∂f

∂v − h2 ∂f
∂x

)
∆v = h

(
f (t) + h∂f

∂xv (t)
)

v (t + h) = v (t) + ∆v
x (t + h) = x (t) + hv (t + h)

(4.26)

Erreur et stabilité

Les méthodes d'intégration implicites sont en général plus stables que les méthodes
explicites mais elles nécessitent un plus grand nombre de calculs.
Dans les méthodes d'intégration explicites, le pas de temps est déterminant (plus

le pas de temps est petit, plus l'erreur commise est petite). D'après le théorème de
Shannon, pour éviter toute divergence d'un système, il faut au moins échantillonner
le pas de temps à deux fois la fréquence la plus haute du système.
Quoiqu'il en soit, l'erreur commise est di�cile à évaluer au cours d'une simulation.

C'est pour cela que Joukhadar propose dans sa thèse [106] de calculer l'état énergétique
des objets et d'utiliser cette grandeur pour faire varier le pas de temps. Comme cette
hypothèse n'est bonne que dans le cas de systèmes clos non dissipatifs, il considère
qu'un bon critère consiste à faire en sorte que le pas de temps n'implique pas une plus
grande variation de l'énergie mécanique qu'un certain seuil. Si le seuil est franchi, le
pas de temps est divisé par deux, sinon, il est multiplié par deux.

Fig. 4.5.: Phénomène de résonance sur le pont de Tacoma (États Unis)
qui entraîna sa destruction en 1940 (d'après http ://www.ac-
nice.fr/physique/Oscillateur/pont.html)
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4.1. Mise en ÷uvre

Cependant, le pas de temps ne peut pas être modi�é de façon aléatoire, notamment
dans les systèmes oscillants tels que les systèmes masses-ressorts où des phénomènes de
résonance sont à craindre (�g. 4.5). Là encore, la physique, avec l'étude des phénomènes
vibratoires, nous donne des clefs pour ne pas déstabiliser le système.
En e�et, dans le cas d'oscillateurs amortis, chaque ressort-amortisseur (de raideur

k et de viscosité kd) est assimilable à un système du second ordre de pulsation propre

ω0 =
√

k
m pouvant exprimer trois types de comportements dans le temps suivant le

coe�cient d'amortissement kd et un coe�cient qui lui est associé τ = 2m
kd
. En étudiant

la fonction ∆ = 1/τ2 − ω2
0 , le système pourra être en régime apériodique si ∆ > 0

(�g. 4.6(a)), critique si ∆ = 0 (�g. 4.6(b)), ou pseudo-périodique oscillant autour d'une
position d'équilibre si ∆ < 0 (�g. 4.6(c)) avec une pseudo-période de T = 2Π√

ω2
0−1/τ2

.

(a) Régime apériodique (b) Régime critique (c) Régime pseudo-périodique

Fig. 4.6.: 3 régimes possibles quant au changement de position suivant l'amortissement
exercé

Parmi les trois solutions pour arriver à l'équilibre, la plus lente est certainement
le régime apériodique. Dans le cas du régime pseudo-périodique, nous notons en tout
cas que le pas de temps d'intégration doit permettre de discrétiser su�samment la
pseudo-sinusoïde, donc être plus petit que T . D'autre part, comme l'intégration du
mouvement se fait à partir de la vitesse par l'intermédiaire du calcul de l'accélération
et des forces, le système s'auto-alimente jusqu'à ce que toutes les forces s'équilibrent.
Ainsi, il s'agit d'un régime forcé où l'entrée constante au départ va se transformer en
entrée oscillante suivant la vitesse que prend le système. Il ne faut donc pas que le pas
de temps augmente trop la vitesse ou l'amène à une oscillation en résonance.
Comme chaque masse est stimulée par toutes ses voisines qui lui sont liées, la di�-

culté augmente d'autant.

4.1.3.3. Schéma d'intégration retenu pour la simulation.

Pour des raisons de rapidité et de stabilité, nous avons retenu le schéma explicite
d'intégration du Velocity Verlet, moins stable que les schémas implicites, mais parmi
les modèles les plus stables dans les schémas explicites [199].
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4. Mise en ÷uvre et applications.

Ce schéma consiste à faire une approximation d'ordre deux de la position au pas
t+h suivant la vitesse et l'accélération au pas t, puis de caluler la vitesse au pas t+h/2
par approximation linéaire. Ensuite la préparation du pas suivant, consiste à calculer
la vitesse au pas t + h en fonction de la vitesse à t + h/2 et de l'accélération à t + h
i.e. le bilan des forces.


P (t + h) = P (t) Ṗ (t) h + P̈ (t) h2/2
Ṗ (t + h/2) = Ṗ (t) h + P̈ (t) h/2
P̈ (t + h) = 1/M F (t + h)
Ṗ (t + h) = Ṗ (t + h/2) + P̈ (t + h) h/2

avec P̈ (t) =
F (t)
M

(4.27)

Nous avons e�ectué les expériences avec ce schéma en appliquant un coe�cient de
viscosité qui permet de se placer en régime critique a�n d'éviter les oscillations du
système.
Pour ce qui est du pas de temps, nous avons, par expérience, trouvé que s'il était

supérieur à 2% de la pseudo-période sans la viscosité, en régime pseudo-périodique, le
système arrivait à un état de résonance, et était fortement instable. En revanche, s'il
se trouve à cette valeur, le système peut évoluer normalement.

4.1.3.4. Implantation.

Nous savons, maintenant, comment simuler et avec quelle structure de données
puisque nous nécessitons un bilan des forces en chaque n÷ud du maillage de l'objet.
Désormais, nous pouvons décrire les objets nécessaires pour simuler le comportement
d'un objet avec notre modèle 2D, l'implantation 3D se déduisant de celle-ci (�g. 4.7).
Comme décrit dans le chapitre précédent, nous pouvons décomposer ainsi notre

modèle en tableau de points et en tableau d'éléments, un élément étant relié à 4 points
distincts (8 en 3D). Chaque point doit informer de sa position, vitesse, accélération,
masse, force qui s'y applique ainsi que de la liste des éléments auxquels il appartient.
L'élément est paramétré par un module de Young E, un coe�cient de Poisson ν,

une hauteur initiale h0, et une largeur initiale l0 (on rajoute l'épaisseur initiale en
3D). De ces 4 paramètres, il est possible d'en déduire 4 autres : la longueur initiale des
deux diagonales d0, et les trois raideurs des ressorts K1 de longueur de repos l0, K2 de
longueur de repos h0, et K3 de longueur de repos d0 (K1, K2, K3 et KD en 3D). La
formule des raideurs est donnée dans les équations 3.8 et 3.9. Nous rajoutons, d'autre
part, un paramètre de viscosité du milieu pour la dynamique.
Comme nous l'avons déjà fait remarquer (�g. 3.16, p. 88), ces raideurs doivent être

positives, et si elles ne le sont pas, l'élément doit être décomposé en sous-éléments.
En�n, l'élément informe dans un tableau des forces externes qu'il subit en chaque

point et qui permettront de calculer les forces correctrices.
Cependant, comme l'évolution de chaque élément s'e�ectue par le principe itératif

d'intégration du Velocity Verlet, nous devons pouvoir mettre à jour ce récapitulatif
des forces externes s'exerçant dans l'élément entre chaque itération. Nous devons donc
recueillir les forces externes pour l'état de l'intégration et les forces externes en cours
de calcul pour l'intégration suivante.
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4.1. Mise en ÷uvre

Fig. 4.7.: Description objet du modèle élément 2D : un élément est composé de points
massiques qui contiennent les informations sur leur position, vitesse, accélé-
ration et les éléments auxquels ils appartiennent ; les éléments informent sur
les dimensions au repos, les caractéristiques mécaniques, les points massiques
dont ils sont composés ainsi que les forces externes à l'élément appliqués en
chaque point.

Ainsi, pour chaque point de l'élément, on e�ectue un bilan des forces dans lequel
on calcule les forces internes et les forces externes à chaque élément du système. Les
forces internes sont dues aux ressorts et forces correctrices de Lagrange. Les forces
externes proviennent en partie des forces internes de l'élément voisin et pour autre
partie des contraintes appliquées au système. Ainsi, nous rajoutons les forces dues
aux contraintes, qui sont (i) dans le cas de contraintes de forces, les forces externes
exercées, et (ii) dans le cas des contraintes de déplacements ou de points �xes, les
forces de réaction, c'est-à-dire les forces qui sont opposées aux forces exercées par le
système en ces points.

Une fois que le bilan des forces est e�ectué, on se ramène en chaque point à l'équation
fondamentale de la dynamique (éq. 4.9, p.140). Et ainsi, en chaque point décrivant l'ob-
jet, par intégration successive de l'accélération puis de la vitesse, on obtient l'évolution
du système et donc a fortiori les déplacements pour chaque élément du volume.

Maintenant que nous savons comment mettre en ÷uvre notre modèle, nous revenons
à notre application.
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4. Mise en ÷uvre et applications.

4.2. Application

Depuis plusieurs années, le LIRIS e�ectue des coopérations avec des centres hospi-
taliers et d'autres laboratoires spécialisés dans l'imagerie médicale et la modélisation
pour le médical.

Dans le cadre du projet ADEMO [17, 19], e�ectué entre les laboratoires ERIC de
Lyon 2, LIGIM1 de Lyon 1 et TIMC de Grenoble, il avait été proposé d'aider au
repositionnement du patient, pour les cancers de la prostate, à l'aide de données par-
tielles issues de l'échographie. La prostate, en e�et, bouge sous l'e�et du gon�ement
du rectum et du remplissage de la vessie. Elle peut se déformer (les glandes séminales
pouvant bouger de façon di�érente que la prostate elle-même). Nous avions donc pro-
posé une méthode de mise à jour d'un modèle connu à l'aide de données moins précises.
Le modèle provenait des données de l'imagerie scanner, alors que les données de mise
à jour étaient issues des nuages de points obtenus de l'analyse, moins précise, d'un
examen échographique. Le but était de montrer qu'il était possible de mettre à jour
les modèles servant au plan de traitement avant chaque début de séance [20].

Les projets européens BIOMED2 (INFOCUS et ARROW) rassemblaient aussi le LI-
GIM, avec comme partenaires des centres hospitaliers britanniques et allemands, pour
essayer de prendre en considération des organes en mouvement, à l'aide de modèles à
base de surfaces implicites et de particules. Ces projets ont permis de développer des
modèles hybrides pour simuler les déformations pour des organes tels que les poumons
et la prostate. Cependant, aucune mesure d'erreur n'avait été e�ectuée sur ces modèles.

C'est en�n avec le projet ETOILE et le projet MARC (devenu OPTIM et RE-
SPI2000) mettant en relation les physiciens de Lyon 1, les centres anticancéreux du
centre Léon Bérard et du CHU de Lyon Sud, que le LIRIS s'est intéressé à introduire
une mesure réaliste de ses modèles et à s'orienter vers des méthodes à éléments �nis
et des méthodes discrètes de précision. En e�et, dans le cadre de la radiothérapie et
de l'hadronthérapie, les médecins sont demandeurs, dans ces projets, d'outils leur per-
mettant de garantir la localisation de l'irradiation, ainsi que d'e�ectuer des mesures
de risques.

Des études e�ectuées au LIRIS, par Muller puis Amrani, ont tenté d'introduire un
paramétrage permettant un contrôle rhéologique des systèmes de particules. Mais les
résultats ont montré une grande complexité pour l'adaptation de ces modèles. C'est
ainsi que deux nouveaux modèles ont été explorés, dont le modèle proposé dans cette
thèse. Dans nos modèles, nous avons souhaité intégrer les paramètres physiologiques et
nous avons ainsi obtenu un prototype permettant de simuler, avec une erreur connue,
la respiration au niveau du poumon, que l'on peut assimiler au gon�ement d'un objet
3D fermé.

Nous présentons, ainsi, dans une première partie, le projet avec les données fournies,
puis nous expliquons notre proposition. En�n nous montrons un résultat préliminaire.

1Le LIGIM et ERIC étaient deux unités d'accueil, faisant maintenant partie du LIRIS.
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4.2. Application

4.2.1. Les Projets OPTIM / RESPI2000

Au CLB, deux projets d'étude pour une meilleure prise en compte des mouvements
respiratoires dans la RTC, approuvés par le CCPPRB2, sont en place depuis 5 ans avec
l'utilisation de l'ABC (cf. p. 17). Le projet OPTIM a pour but de faire béné�cier les
patients d'une radiothérapie conformationnelle à visée curative en travaillant sur deux
paramètres : (i) l'immobilisation de la tumeur pendant une phase du cycle respiratoire
prédéterminée (inspiration bloquée), et (ii) l'irradiation à pleine dose. Le projet RE-
SPI2000 a pour objectif d'optimiser et de personnaliser l'irradiation conformationnelle
de patients pour lesquels la radiothérapie avec respiration autonome et la chirurgie
sont contre-indiqués. Cette seconde étude consiste à bloquer le patient en inspiration à
75% de sa capacité vitale pendant quelques secondes, a�n de toucher le moins possible
de tissu sain, grâce à l'extension de ce dernier, et à l'irradier pendant ce temps.
Dans le premier projet, trois acquisitions scanners 3D sont systématiquement e�ec-

tuées sur le même patient, pour trois volumes respiratoires bloqués distincts. L'un de
ces blocages se situe autour des 30% de la capacité vitale, ce qui correspond à l'état
d'équilibre entre l'e�ort exercé par la cage thoracique sur le poumon et l'élasticité
propre du poumon. D'autre part, une mesure de compliance est e�ectuée dans cette
première étude.
L'idée de cette étude est d'utiliser ces 3 acquisitions pour pouvoir proposer un modèle

de simulation des déplacements et des déformations tumorales en fonction du volume
respiratoire du patient, au cours du temps. Cette première étude pourrait permettre la
génération de modèles de simulation pour tous les patients et en faire ainsi béné�cier
les patients de la seconde étude.
Ma thèse s'est inscrite dès le départ en relation avec ces deux projets, et dans l'op-

tique d'explorer la possibilité de dé�nir un simulateur permettant de prévoir les dépla-
cements pulmonaires, sur les bases de l'hypothèse de reproductibilité de la géométrie
du poumon suivant l'état volumique respiratoire.

4.2.2. Proposition

Nous avons vu, dans le premier chapitre, qu'à l'échelle du poumon des modèles
ont été réalisés pour comprendre l'élasticité du poumon, les mouvements internes ou
le �ux de l'air dans les bronches, tandis que d'autres modèles ont pour objectif une
vision globale du système respiratoire. Ces modèles ne permettaient pas d'avoir une
considération des mouvements internes lors des déformations dues à la respiration. Au
chapitre 3, nous avons donc développé un modèle discret permettant de mesurer les
déformations internes en utilisant les modèles biomécaniques.
La méthode de simulation que nous proposons [21] reprend en partie le modèle de

Kaye, mais avec une considération plus active des poumons. Celui-ci devient moteur
dans le modèle et va se gon�er suivant la respiration du patient, par pas quasi-statiques
(dans le sens où les déformations se font de telle sorte que les états intermédiaires soient
des états d'équilibre) pour éviter les e�ets dynamiques de la respiration.

2Comité Consultatif de Protection des Personnes dans la Recherche Biomédicale
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4. Mise en ÷uvre et applications.

Nos hypothèses, quant aux contraintes mécaniques, consistent à imposer une contrainte
de point �xe au niveau du hile ainsi qu'une contrainte de glissement pour la partie
médiastinale et thoracique.
Notre simulation se base sur la respiration du patient et les données issues des

explorations fonctionnelles respiratoires de la compliance quasi-statique.
Nous présentons ici comment obtenir la géométrie des organes, et les verrous scien-

ti�ques dans ce domaine. Nous présentons ensuite comment relier les paramètres rhéo-
logiques aux paramètres physiologiques fournis. En�n nous présentons le cheminement
que nous souhaitons développer.

4.2.2.1. Données géométriques

La géométrie est obtenue de la segmentation des données scanners3 du thorax. Les
acquisitions scanners permettent d'obtenir des coupes parallèles du thorax du patient.
Dans le projet OPTIM, ces acquisitions permettent de donner l'état des poumons

Coupe scanner au niveau du bas des
omoplates et du haut du c÷ur d'un
thorax de patient en contention dans
une coque de mousse thermoformée.
Cette coupe permet de montrer la
géométrie des poumons.

Fig. 4.8.: Coupe scanner d'un patient

entiers (avec très peu d'artefacts) pour un volume donné. Les données qui nous sont
fournies contiennent 512×512 pixels par coupe de dimension 0, 9×0, 9mm. Les coupes
ont une épaisseur de 5mm, avec en général une soixantaine de coupes.
L'extraction du modèle géométrique par simple segmentation des données n'est pas

évidente à réaliser. Au CLB, une première étude avait été faite par Vongphouthone
[183] qui se basait sur les travaux de Ho�man et Reinhardt [98] pour une segmentation
par seuillage du poumon, puis qui, par érosion et dilatation, fermait les trous qui
pouvaient se créer lors de la segmentation. Cependant des di�cultés surviennent pour
séparer les deux poumons et parfois des artefacts amènent d'autres morceaux d'organes

3Le format des scanners est en DICOM (Digital Imaging and COmmunication in Medicine)
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4.2. Application

dans la géométrie du poumon, ce qui requiert une correction manuelle. Nous avons,
d'autre part, continué cette étude avec le travail de Gaillard et Michoud [127], qui
nous permet d'extraire, en plus des poumons, l'enveloppe du c÷ur qui est un obstacle
constamment en contact avec les poumons (�g. 4.9).

Fig. 4.9.: À partir des coupes scanners, nous extrayons un modèle géométrique de
poumons.

Pour décrire les poumons d'un volume de 5l avec un tel scanner, nous pouvons
obtenir plus de 1 million de parallélépipèdes de 0, 9× 0, 9× 5mm.
Or, notre modèle nécessite plutôt une géométrie cubique, ce qui ramène à plus de

5 millions d'éléments soit un nombre considérable en occupation mémoire (rien que
pour les poumons) si on veut rester à la même précision géométrique que les scanners.
Notre objectif étant l'obtention d'un modèle mécanique réaliste, nous ne nous sommes

pas vraiment intéressé à ce problème géométrique en projetant que l'utilisation de mo-
dèles de multirésolution pourra en perspective permettre de s'a�ranchir de tant de
données. Aussi, nous avons pris la résolution de réduire la quantité de données en aug-
mentant la taille des briques élémentaires par 16 suivant les plans de coupe, permettant
de diviser ainsi par 256 le nombre d'éléments, soit à se ramener à un problème sur 20
000 éléments (10 000 par poumon).
Notre maillage se base sur le maillage utilisé par le logiciel libre de résolution par

éléments �nis Code Aster, nous permettant ainsi de tester et de comparer les résultats.
Il s'agit du format msh qui consiste à indiquer (i) la liste des n÷uds (ou points) dont
est constitué l'objet avec dans l'ordre : un identi�ant et la liste des coordonnées (x,y,z),
(ii) l'énumération des éléments en indiquant leur identi�ant, la liste des n÷uds dont
ils sont constitués et le groupe auquel ils appartiennent. C'est ce groupe qui nous
permet, lors du chargement du maillage dans notre application, de savoir quel type de
contrainte ou d'action l'élément devra éventuellement subir.
Pour l'application des contraintes de points �xes et la dé�nition des zones de glis-
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4. Mise en ÷uvre et applications.

sement, nous avons ainsi développé une application simple permettant de dé�nir les
zones du maillage devant subir les di�érentes contraintes, coupe par coupe.
Maintenant que nous savons comment dé�nir la géométrie et les lieux de contraintes,

nous expliquons comment dé�nir la loi de comportement du poumon.

4.2.2.2. Liens des données biomécaniques aux paramètres du modèle

Comme nous l'avons en partie expliqué dans le premier chapitre, les tissus vivants
sont composés en part importante d'élastine et de collagène. Dans le corps humain,
l'élastine est dominant dans les ligaments, on le retrouve aussi dans les veines, l'aorte,
les artères, la peau et les poumons. Cette élastine présente une propriété élastique
pure bien que l'on puisse distinguer la faible présence d'hystérésis dans les courbes
contraintes/déformations. Le collagène est plus un tissu connectif qui est présent dans
les éléments structurels des organes humains. On le retrouve acteur pour la majorité
du comportement des tendons. Il existe aussi dans les os, les cartilages et la peau.
Le module de Young du collagène est 1000 fois plus grand que celui de l'élastine,

rendant donc les structures le contenant d'autant plus rigides que celles constituées en
majorité d'élastine.
Pour de petites déformations, les tissus humains sont souvent approximés comme

des tissus viscoélastiques [49]. Ils expriment un comportement élastique et visqueux
à la fois quand ils sont déformés, même s'ils ont des propriétés mécaniques bien plus
compliquées encore, telles que l'élasticité non-linéaire, l'anisotropie, la plasticité, la
compressibilité ou l'inhomogénéité suivant leur structure.
La biomécanique permet de trouver des caractéristiques de modèles simpli�és des

matériaux biologiques, comme le module de Young et le coe�cient de Poisson. Cela
se fait par l'intermédiaire de mesures e�ectuées par tests (étirement, indentation,. . .)
sur des animaux ou cadavres [61], bien que cela pose des problèmes du point de vue
éthique et du point de vue de la �abilité de ces mesures car les tissus morts perdent
de leur propriétés élastiques.
Pour le poumon, la littérature semble s'accorder sur le coe�cient de Poisson se

situant entre 0,3 [92] et 0,4 [87]. Le module de Young se situe autour de 0,39kPa [87]
pour l'état de repos du poumon.
Notons, cependant, que la mesure e�ectuée sur des tissus morts ne re�ète quasiment

jamais les propriétés du tissu vivant, rendant ces mesures très di�ciles à réaliser.
Aussi, en collaboration avec le pneumologue Jean-Yves Bayle, nous avons proposé de
réintroduire la mesure de compliance (cf. chapitre 1, p. 22-26), qui selon lui, est le
meilleur indicateur sur l'élasticité d'un poumon.
On observe, en e�et, que la compliance C (éq. 1.2, p. 26) s'apparente à la caracté-

ristique de compressibilité (éq. 2.6, p. 60), et plus particulièrement à son inverse qui
est le coe�cient de dilatation isothermique :

C =
V0

K
(4.28)

En rapprochant les équations ( 4.28 ) et ( 2.7, p. 60), et en faisant l'hypothèse simpli�-
catrice que le poumon est un milieu élastique homogène isotrope, nous pouvons arriver
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4.2. Application

à estimer la compliance à partir du module de Young et du coe�cient de Poisson et
vice versa :

C = 3
V0 (1− 2ν)

E
(4.29)

Une évaluation numérique rapide, en prenant V0 = 2, 75l (moitié de la capacité totale
des deux poumons), E = 0, 39× 103Pa. (d'après la littérature) et ν = 0, 3, on obtient
une compliance pour les deux poumons de 5 × 10−3l.Pa−1, soit, de 2, 5l.kPa−1 pour
un poumon, ce qui correspond à la littérature. Ainsi, compliance, module de Young et
coe�cient de Poisson sont mis en relation, et il su�t d'en connaître 2 pour en déduire
le troisième, dans le cas linéaire.
Nous pouvons ainsi approximer des caractéristiques élastiques grâce aux données

physiologiques de compliance. Cette mesure est quasiment constante pour de faibles
amplitudes respiratoires, en quasi-statique, et permet, d'autre part, de déduire les
changements de pression transpulmonaire du volume respiré. Or, justement, nous
connaissons en permanence les changements de volume respiratoire du patient par
l'intermédiaire de l'ABC.
Sachant récupérer la géométrie, dé�nir les contraintes et obtenir les caractéristiques

biomécaniques des modèles, nous pouvons désormais élaborer comment nous pensons
mettre en place notre simulation dans le cas de la respiration.

4.2.2.3. Bilan : Plan de notre proposition de simulation

La �gure 4.10 résume le protocole que nous souhaitons mettre en place.
Dans le cadre du projet RESPI2000, les données scanner ségmentées permettront

d'obtenir la géométrie du poumon. Ainsi, on pourra appliquer aux endroits nécessaires
les di�érentes contraintes mécaniques (point �xe aux hiles, glissement au niveau des
côtes, . . .). Une fois ces études préliminaires e�ectuées, nous proposons de construire
le modèle mécanique avec les paramètres de compliance pour un coe�cient de Poisson
imposé autour de 0,3.
Le point de départ du modèle devrait être pris lorsque les contraintes entre les

actions des muscles de la cage thoracique et les actions de l'élasticité interne du poumon
s'annulent, car à ce moment là la pression transpulmonaire est nulle et nous sommes
au 0 de la courbe pression-volume (�g. 1.12, p. 24). Cela correspond à l'acquisition
scanner du protocole RESPI2000, pour un volume bloqué à 30% de la capacité vitale.
À partir de là et d'un enregistrement de courbe respiratoire d'un patient, il devrait

être possible de simuler les déplacements pouvant survenir, en suivant la respiration
pendant le traitement. Cela se ferait en augmentant le volume des poumons par ap-
plication de pression calculée à partir des variations de volume mesurées et de la
compliance. Ainsi le poumon évoluera suivant les contraintes appliquées (glissement
dans la cage thoracique, �xation au niveau des hiles et de l'apex). Bien entendu, il
faudra aussi ajouter l'apport d'information externe tels que la position de certaines
côtes pouvant donner la forme de la cage thoracique au court du traitement.
Ensuite, cela pourrait permettre au médecin de détecter les meilleurs états de blocage

pour le traitement, ou bien ,si le blocage n'est pas possible, à quel moment de la
respiration l'envoi de la dose est le plus pro�table.
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4. Mise en ÷uvre et applications.

Fig. 4.10.: Résumé de la méthode que nous proposons : des données scanners nous
pouvons extraire la géométrie des structures à traiter. Nous pouvons alors
dé�nir les lieux de contraintes de ces structures et appliquer des propriétés
mécaniques aux di�érents éléments de la géométrie. En�n la courbe de
respiration permettra de conduire la simulation.
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4.2. Application

Nous discutons dans la section suivante d'une méthode de validation de notre modèle
qui permettrait de démontrer sa validité ainsi qu'un premier résultat sur les poumons.

4.2.3. Validation

Nous avons déjà ré�échi à une méthode de validation de notre modèle. Celle-ci se
base sur les données fournies dans le cadre des protocoles RESPI2000 et OPTIM.
En e�et, nous pouvons comparer des états géométriques réels, issus de l'acquisition
scanner pour des volumes connus, à des simulations d'obtention de ces volumes.
L'idée consiste (i) à initialiser la géométrie de notre modèle à l'instant respiratoire,

de volume V0, correspondant à l'équilibre transpulmonaire (∆P = 0), (ii) à choisir
une autre géométrie connue à un volume respiratoire Vi, (iii) à calculer la di�érence
de volume ∆V = V0 − Vi entre ces deux états, (iv) par application directe de la loi
de compliance (éq. 1.2, p. 26), on devrait être capable de déduire de ∆P , la pression
transpulmonaire que l'on doit appliquer dans notre modèle pour obtenir la simulation
de l'état à Vi.
Ainsi une première mesure d'erreur sur le modèle pourra être la mesure du volume

du résultat de la simulation et la comparaison avec le volume sensé être simulé.
Une autre mesure viendra de la recherche des transformations rigides permettant de

passer d'un repère de poumon à un autre. L'idée est de recaler dans le même repère
la géométrie obtenue par simulation et la géométrie réelle sensée être simulée. Cela se
fait en calculant la translation qui permet d'amener le centre de gravité du poumon
simulé en superposition avec le centre de gravité du poumon réel. Ensuite, il s'agit
de trouver les rotations amenant les axes médians des deux poumons à se confondre.
Translation et rotation permettront ainsi d'obtenir une seconde indication d'erreur.
Pour l'instant le modèle ne permet pas de prendre en compte l'environnement, puis-

qu'il considère des contraintes �xes (�xité au niveau du hile et glissement partout
ailleurs), il faudra ajouter l'information sur les côtes pour avoir un suivi des change-
ments géométriques de la cage thoracique.
En�n, après avoir positionné notre modèle dans les mêmes référentiels que les images

scanners, on pourra obtenir une simulation d'image scanner de notre résultat avec la
méthode proposée par Villard et al. [182]. Puis par opérations logiques entre le scanner
réel et le scanner simulé, il devra être possible de déterminer les zones d'erreurs.
Avant de pouvoir utiliser ce modèle de validation, on devra pouvoir intégrer les

e�ets de l�environnement du poumon (côtes, c÷ur, . . .). Nous montrons cependant un
résultat de gon�ement de poumon en prémice.

4.2.4. Gon�ement de poumon

Le développement de notre modèle et son étude ont permis de dé�nir ses limites
actuelles. Ainsi, nous pouvons simuler des déformations telles que le cisaillement, le
gon�ement, ou l'étirement, avec précision pour de petites déformations par éléments.
Nous devons encore intégrer les grandes déformations, et il sera nécessaire d'intégrer
l'environement du poumon pour obtenir les résultats cohérents avec la réalité. D'autre
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4. Mise en ÷uvre et applications.

part, il faudra contrôler que les éléments soient toujours dans leur limite de déformation
pertinente.
Aussi, la prochaine étape pour valider sera certainement la comparaison d'un gon-

�ement de poumon e�ectué avec notre modèle avec le même gon�ement simulé en
éléments �nis.
Voici un exemple pris avec un maillage voxelique d'un poumon droit dans lequel nous

avons appliqué plusieurs contraintes (�g. 4.11). Une première contrainte a consisté à
�xer les points à l'apex (en haut) du poumon, pour simuler la limite supérieure de la
cage thoracique. Nous avons aussi �xé les voxels du hile (entrées de la bronche primaire
et des artères dans le poumon) et avons bloqué dans le plan du médiastin les points
qui sont en son contact pour simuler les glissements possibles s'y produisant.

Apex fixe

Hile fixe

dans le médiastin
Glissement 

Fig. 4.11.: Vue du plan médiastinal du poumon et des lieux d'applications des
contraintes.

Dans les �gures 4.12, nous montrons les déformations obtenues au cours de la simu-
lation quasi-statique, pendant laquelle on applique une pression uniforme en surface
du poumon.
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4.2. Application

Point de vue du médiastin Point de vue des côtes

(a) t0 BE(184× 136× 195mm) (b) t0

(c) t400 BE(200× 144× 201) (d) t400

(e) t800 BE(210× 150× 196) (f) t800

Fig. 4.12.: Simulation de Poumon se gon�ant. BE(x× y× y× z) représente les dimen-
sions des boîtes englobantes.
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4. Mise en ÷uvre et applications.

Nous montrons une simulation de gon�ement d'un poumon. Comme nous n'avons
pas bloqué au niveau des côtes, le poumon simulé a tendance à gon�er sur la plus
grande surface libre qui est justement au niveau des côtes (�g. 4.12(c) à 4.12(f)).

4.3. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit comment nous mettons en ÷uvre notre mo-
dèle, notamment, comment nous l'implantons informatiquement, et comment nous
gérons les contraintes de points �xes ou de déplacements suivant des surfaces données.
Nous avons montré les di�cultés de la dynamique, avec les phénomènes de viscosités
dans les tissus vivants et avons indiqué que nous prenions pour l'instant une viscosité
permettant un régime proche du régime critique pour éviter les oscillations. De plus,
nous avons choisi un modèle d'intégration explicite permettant une bonne stabilité, et
avons, par nos expériences, pu véri�er que le pas de temps d'intégration devait être
inférieur à une valeur dépendante de la période propre du système.
Après développement de notre mise en ÷uvre nous avons détaillé les protocoles mé-

dicaux dans lequel notre application doit pouvoir s'intégrer. Nous avons montré la
di�culté d'obtenir des données su�samment propres (modèles sans trous, bien dé�-
nis, maillé avec des éléments le plus proche d'un cube) pour pouvoir être exploitées
avec notre modèle. Nous avons observé le lien entre la compliance et le module de
compressibilité des objets linéaires élastiques. Nous avons, aussi, détaillé l'intégration
de la simulation des déplacements dans le poumon dans les protocoles, ainsi que les
liens entre les données médicales et les prétraitements nécessaires à la simulation.
En�n, nous avons expérimenté une simulation sur un modèle complexe. Ceci a per-

mis de mettre en lumière un comportement cohérent et les di�cultés qu'il reste à
prendre en compte, notamment dans le choix d'expériences simples permettant de va-
lider la precision de ce modèle pour le poumon. Pour cela nous pourrons nous �er aux
enregistrements du protocole OPTIM en partant de l'état du poumon à 30% de sa
capacité vitale et en essayant de simuler les déformations obtenues pour les 2 autres
volumes. Cela nécessitera, avant tout, le développement de l'environnement, sous forme
de contraintes de points ne pouvant se déplacer que sur des surfaces implicites (par
exemple, pour les points du maillage du poumon qui sont en contact avec les côtes, le
diaphragme ou le c÷ur).
Rajoutons qu'il sera possible en perspective de comparer le test de gon�ement sur

un poumon élément �nis avec le même test avec notre modèle.
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Conclusions et perspectives

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à rechercher un modèle de simulation
des déformations des poumons induits par la respiration, pour améliorer la qualité du
traitement des cancers par rayons ionisants.
Dans le premier chapitre, nous avons alors montré que la recherche de simulation

pour l'aide au traitement ionisant des tumeurs nécessite un modèle volumique de pré-
cision, et plus particulièrement dans le cas des cancers pulmonaires où les tumeurs
ont une grande mobilité. L'étude des di�cultés liées au traitement a conduit les thé-
rapeutes à employer des solutions, telles que les systèmes de contention pour tenter
de réduire les déplacements. Cependant, ces techniques de contention ont des limites,
surtout quand le patient ne peut pas y avoir accès (par exemple pour cause de respira-
tion réduite). Nous avons ainsi mis en évidence la nécessité de proposer des techniques
de prévision des déplacements des organes concernés.
Le choix que nous avons fait avec les médecins a été la recherche d'un modèle de

simulation des déplacements des tumeurs dans le poumon au cours de la respiration.
Pour ce faire, nous nous sommes alors intéressés plus en détails aux organes de la

respiration. Nous avons ainsi étudié un modèle biomécanique, décrivant l'appareil res-
piratoire, ainsi que ses paramètres caractéristiques, à savoir la pression, le volume et
la compliance. Dans l'état de l'art, nous avons plus particulièrement cherché les mo-
dèles de déformation des poumons, et avons pu distinguer trois catégories d'approches
basées sur : des modèles géométriques, des modèles biomécaniques continus et des mo-
dèles discrets. La première catégorie de modèle permet une bonne visualisation des
mouvements et, associée à l'analyse d'image, donne la possibilité de connaître les dé-
formations à des instants respiratoires connus. Elle s'appuie sur un recalage d'images
obtenues au cours d'un cycle respiratoire, et les états intermédiaires sont obtenus
par interpolation. Cependant, la non reproductibilité du cycle respiratoire fait que les
résultats obtenus ne sont pas entièrement �able. La seconde catégorie recherche un
modèle directement issu de la mécanique des milieux continus et essaie d'y intégrer les
caractéristiques physiologiques. Cette modélisation a été utilisée pour simuler des com-
portements microscopiques tels que les déformations dans les alvéoles. Par contre, sa
résolution nécessite un temps de calcul considérable. La troisième catégorie a surtout
été utilisée pour sa rapidité et sa facilité de mise en place, pour montrer les défor-
mations en surface du poumon, mais n'a pas intégré explicitement les caractéristiques
physiologiques.
Ainsi, nous avons conclu que la modélisation à mettre en place doit être volumique,

rapide, précise, avec une possibilité de gérer les interactions et une prise en compte
explicite des paramètres physiologiques.
Dans le deuxième chapitre, nous avons ainsi cherché, plus en détails, comment

construire notre modèle. À cette occasion, nous avons brièvement étudié, dans un état
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Conclusions et perspectives

de l'art, la géométrie et la reconstruction, ainsi que les di�érents types de maillages et
les problèmes liés. Nous avons présenté les solutions de multirésolution ou d'adapta-
tion présentes dans la littérature. Notre choix s'est fait sur un maillage volumique soit
tétraédrique soit héxaédrique. Ensuite, nous avons détaillé la théorie de la mécanique
des milieux continus, les caractéristiques rhéologiques permettant de décrire les maté-
riaux, et l'impact de ces paramètres sur les lois de comportement d'objets linéairement
élastiques homogènes et isotropes. Nous avons alors étudié les modèles de simulation
paramétrables. Dans cet état de l'art sont aparus deux choix possibles : les systèmes
masses-ressorts et des modèles continus. L'étude de ces deux possbilités nous a amené
à la conclusion que, bien que les modèles continus sont précis et prennent directe-
ment en compte les paramètres rhéologiques a fortiori les paramètres physiologiques
et biomécaniques, les masses-ressorts permettent des calculs plus rapides et une prise
en compte plus facile des conditions limites lors de l'interaction de plusieurs objets
déformables.
D'après l'état de l'art, l'approche de Van Gelder [88], permettait l'intégration directe

des paramètres et des caractéristiques de la mécanique pour une simulation rapide et
réaliste. Dans un premier temps, nous avons tout naturellement choisi cette approche.
Dans le chapitre 3, nous avons fait une étude approfondie de ce modèle. Malheureu-

sement, bien que très largement cité dans la littérature, ce modèle s'est avéré erroné et
ne permettait pas de conserver avec précision les paramètres rhéologiques. Nous avons
donc cherché une autre solution en nous appuyant sur une étude lagrangienne en petits
déplacements. Nous avons, ainsi pu démontrer qu'il n'y avait pas de solution générale
portée par les systèmes masses-ressorts seuls, et qu'il était nécessaire, pour conser-
ver cisaillement, module de Young et coe�cient de Poisson, d'appliquer des forces de
correction. Nous avons ensuite déterminé les limites en précision de nos modèles, en
2D comme en 3D. Nous avons ensuite, utilisé notre modèle pour simuler des petites
déformations. Nous avons constaté une conservation des caractéristiques des milieux
élastiques linéaires homogènes isotropes dont la marge d'erreur est inférieure à 5%
pour des petites déformations (moins de 20%).
Notre principale contribution a été, ainsi, de paramétrer un système masses-ressorts

par le module de Young, le coe�cient de Poisson avec la conservation de ces caracté-
ristiques, et des caractéristiques de cisaillement et de compressibilité.
Dans le chapitre 4, nous avons étudié la dynamique de notre modèle pour mettre

en évidence les phénomènes de viscosité s'exprimant en dynamique et pour choisir un
modèle biomécanique de viscosité. Nous avons aussi dé�ni les réactions du modèle aux
applications avec des contraintes de points �xes et de déplacements.
Nous avons aussi employé notre modèle dans la simulation du mouvement pulmo-

naire. À cette occasion, nous avons présenté les projets OPTIM et RESPI2000 dans
lesquels nos travaux se situent. Nous avons montré comment utiliser les données mé-
dicales à notre disposition pour construire un modèle de poumon paramétré. Pour
approximer les paramètres d'élasticité, nous avons établi un lien entre le paramètre
de compliance et les paramètres rhéologiques intégrés dans notre modèle. L'utilisation
de celui-ci pour simuler la respiration d'un poumon, en l'état actuel, est envisageable,
pour une respiration spontannée si on ajoute l'environnement. Nous savons comment
relier la compliance au coe�cient de compressibilité avec des hypothèses de linéarité,
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et nous avons mis en évidence la mécanique du poumon dans une étude préliminaire.

Perspectives

Nous savons comment obtenir la géométrie des structures anatomiques du patient
par l'imagerie. Nous nous sommes intéressés au développement de simulation quasi-
statique qui aparaissait comme le seul moyen d'obtenir la reproductibilité de la courbe
de compliance. Le traitement s'e�ectue, d'ailleurs quand cela est possible sur cette
hypothèse de reproductibilité, ainsi que dans l'hypothèse de reproductibilité du volume
en statique. Cependant cette hypothèse n'est pas toujours valable.
Nous cherchons donc un modèle dynamique. La dynamique, ou la recherche des

déplacements internes par pas de respiration, est propre à chaque patient, c'est pour
cela que nous nous sommes intéressés à des modèles biomécaniques, personalisables.
Nous avons choisi comme état initiale, l'état à l'équilibre mécanique qui se situe à

30% de la capacité vitale. La géométrie de l'état initial est ainsi donnée par les scanners
acquis à ce volume. Comme indiqué dans le chapitre 4, nous proposons alors de simuler
les autres états, en augmentant les pressions suivant le volume souhaité.
Rajoutons que la compliance des poumons change au cours de la respiration, dans le

cas d'une mesure dynamique, et que nous avons développé un modèle qui conserve les
caractéristiques pour la statique. Une solution simple consisterait à modi�er au cours
de la simulation ce paramètre suivant des palliers prédé�nis.
De plus, nous aurons à rajouter les contraintes de glissement et de frottement vis-

queux entre organes pour le contact avec les organes in�uançant la dynamique du
poumon (côtes, c÷ur, diaphragme, . . .). Les phénomènes de glissement de la plèvre le
long de la cavité thoracique devraient être envisagés par l'adaptation des modèles de
cage thoracique et de diaphragme tels que décrits par Promayon [152] et Zordan [204].
Ces phénomènes de glissement ne devrait pas être trop complexe à implanter.
Cela met en jeu la simulation des déplacements du diaphragme, de la cage thoracique

et l'élasticité des poumons. C'est ce qu'a commencé d'étudier en continu, Anne-Laure
Didier qui est actuellement en première année de thèse dans notre groupe de travail,
au LIRIS.
Ainsi, l'utilisation d'un tel modèle pour la radiothérapie conformationnelle consis-

tera à simuler les déformations dans le poumon suivant le volume respiratoire, les
informations issues des acquisitions externes, et suivant di�érents scénari de respira-
tion du patient, et à indexer ces di�érentes possibilités. Cela permettra d'appliquer
un � treatment planning 4D � pour observer les meilleurs instants respiratoires suivant
l'historique respiratoire.
Ainsi, la validation de nos modèles devrait pouvoir se faire par comparaison des

simulations des déplacements obtenus suivant le volume d'air imposé par rapport aux
scanners de 3 états volumiques pris par patient. Cela consistera à simuler à partir
de l'état le plus proche de l'état d'équilibre transpulmonaire les deux autres états en
appliquant la pression correspondante à la di�érence de volume à atteindre d'après la
loi de compliance. Ensuite, après recalage rigide du résultat de l'état réel, on devrait
pouvoir e�ectuer une di�érence voxelique qui permettra de mesurer l'erreur de la

161

te
l-0

02
79

98
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ay
 2

00
8



Conclusions et perspectives

simulation.
Comme nous souhaitions avoir une information sur les déformations internes du

poumon, il nous a semblé important de conserver tous les voxels. Cela amène à un
volume énorme d'information avec, dans notre cas un accroissement lié au fait que le
modèle est plus précis pour une géométrie cubique.
Plusieurs études sont alors à envisager.
La première provient de l'observation que le poumon subit des grandes déforma-

tions, et que le nombre de voxels de deux acquisitions scanners, de même résolution,
décrivant le même poumon, pour deux instants volumiques di�érents, peut subir une
forte variation. Aussi l'idée serait de remailler le modèle au cours de la simulation.
Dans le même ordre d'idée, une grande augmentation du volume ou les grandes

déformations de quelques éléments peut amener à des artefacts importants. De ce fait,
il semble important de pouvoir caractériser les grands déplacements dans notre modèle
et d'obtenir une multirésolution, localement, suivant les éléments les plus déformés. Cet
ajout nécessitera une étude approfondie sur le pas de temps nécessaire à la simulation,
sur la dynamique interne, ainsi que sur l'extension de notre modèle à une géométrie
non parallélélipipédique.
Il serait, donc nécessaire d'étendre ce modèle en d'autres géométries (tétraédrique

par exemple). Cela pourrait s'e�ectuer à la manière des FFD, en utilisant notre modèle
comme cube de contrôle de l'objet et en décrivant l'objet par interpolation linéaire des
points des parallélépipèdes le composant. De ce fait, par linéarité, la dynamique de
l'élément parallélépipédique serait la dynamique de l'élément qu'il décrit.
Nous devrons encore faire une étude pour intégrer les grandes déformations en s'ins-

pirant de l'étude de Picinbono par exemple qui introduit de l'élasticité non linéaire,
avec une contrainte d'incompressibilité.
Nous pouvons encore rajouter que notre simulation reste encore lente et qu'une

étude de parallélisation serait nécessaire avec l'application d'un modèle d'intégration
implicite permettant des grands pas de temps, du type Euler implicite.
En�n, notons que nous souhaitons étendre l'utilisation de notre modèle dans d'autres

applications, telles que dans le projet de simulateur d'accouchement. Dans ce projet,
il serait nécessaire de reproduire de manière réaliste le comportement des organes
humains lors de l'accouchement (ventre de la mère, f÷tus), ainsi que les contacts
produits avec l'utilisation d'éventuels outils utilisés lors de l'accouchement (forceps,
ventouses). Notre modèle pourrait, par l'intégration des paramètres rhéologiques des
di�érentes structures en interaction être utilisé pour simuler les déformations encourues
lors de l'accouchement.
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A. Rappels fondamentaux de

mécanique

Nous présentons les notations utilisées. Le modéle géométrique discret consiste à
avoir un ensemble de points reliés entre eux. Mécaniquement, chaque point va être
caractérisé par di�érentes valeurs physiques que sont :
� sa masse (M) ;
� sa position (P ) ;
� son vecteur déplacement

−→
U ;

� son vecteur vitesse
−→
V = ∂

−→
U
∂t ;

� son vecteur accélération
−→Γ = ∂

−→
V
∂t ;

� les forces extérieurs qui s'appliquent sur lui
−−→
Fexi

;
� son énergie potentielle Ep = −

∫ P+dP

P

∑
i Fexi

dP ;
� son énergie cinétique Ec = 1

2MV 2 ;
� son énergie mécanique totale Em = Ec + Ep.
Ainsi, modéliser un objet en discret consiste à savoir (i) comment relier physique-

ment les points entre eux de façon à ce que le comportement du matériau soit bien
suivi, (ii) comment lui appliquer les forces externes.

A.1. Forces

Sous l'action de contraintes (forces externes ou action propres au matériau), un corps
rigide réagi en se déformant grâce aux forces internes reliant ses points. On peut dé�nir
la position initiale de chaque point à l'intérieur de ce corps par son vecteur position P0.
Lorsque le corps est déformé, chacun de ses points se retrouve à une position di�érente
P . Le déplacement correspondant est alors le vecteur amenant une particule de son

état au repos à son nouvel état :
−→
U (P ) = P − P0 =

 ux

uy

uz



A.2. Lois élémentaires

Première loi de Newton (loi d'inertie) Dans certains référentiels, appelés réfé-
rentiels Galiléens, si la somme des forces extérieures appliquées à un solide est nulle
alors le centre d'inertie de ce solide est soit au repos, soit en mouvement rectiligne
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A. Rappels fondamentaux de mécanique

uniforme, et réciproquement.
∑−→

Fex = 0 ↔ −→
VG reste constant en direction, sens et

norme
Deuxième loi de Newton (loi fondamentale de la dynamique) Dans un

référentiel Galiléen, la somme des forces extérieures appliquées à un solide est égale
au produit de la masse M du solide par l'accélération de son centre d'inertie :

M.
−→Γ =

n∑
i=0

−−−→
Fi→j (A.1)

Troisième loi de Newton (loi d'interaction) Les forces sont réciproques :

−−−→
Fj→i = −−−−→Fi→j (A.2)

Conservation de l'énergie dans un système clos Dans un système fermé, tout
mouvement ou application de forces se fait avec conservation de l'énergie :

∂Em

∂t
= 0 (A.3)

Principe des travaux virtuels (de D'Alambert) La variation de l'énergie po-
tentielle de Fi appliquée en Pi, par rapport au temps est appelée le travail de cette
force. Dans un système en équilibre, la variation de l'énergie cinétique est nulle. Dans
ce cas le théorème des travaux virtuels s'applique. La somme algébrique des travaux
virtuels des forces extérieures Wext et des travaux virtuels Wint est nulle :

Wint + Wext = 0 (A.4)

A.3. Énergie potentielles

On dit qu'un champ de forces f dérive d'un potentiel s'il existe une fonction U
telle qu'en chaque point f = −gradU . La fonction U est appelée potentiel ou énergie
potentielle du point dans le champ.
Ainsi, une force engendrée par un ressort de raideur kc déformé de δ dérive d'une

énergie potentielle dé�nie par :

Ep =
1
2
kcδ

2 (A.5)

L'énergie potentielle d'une force de potentiel f imposée qui engendre un déplacement
de η dérive d'une énergie potentielle :

Ep = −fη (A.6)
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B. Détails des calculs

B.1. Démonstration détaillée de l'erreur du modèle
de Van Gelder

Nous nous plaçons dans un rectangle de dimensions l0 × h0 triangulé de manière
symétrique étiré avec la force F de η suivant sa hauteur, ce qui engendre une défor-
mation de 2δ suivant les directions orthogonales. Avant étirement, l'aire des triangles
est la même et vaut :

A = 1/4 l0h0

La demi-diagonale du rectangle se trouve directement par Pythagore :

d0 = 1/2
√

l0
2 + h0

2

D'après la dé�nition des raideurs donnée par Allen Van Gelder (éq. 3.2 p. 70), on
trouve que les 2 ressorts suivant le côté de dimension h0 ont une raideur K2 qui est
dépendante des dimensions d'un seul triangle :

K2 = 1/4

(
h0

2ν − l0
2
)
E

(−1 + ν2) l0h0

De la même façon pour les 2 ressorts de raideur K1 portés par le côté de dimension
l0 :

K1 = 1/4
h0E

l0 (1 + ν)
+ 1/2

Eν
(
−1/2 l0

2 + 1/2 h0
2
)

(1− ν2) l0h0

En revanche, les raideurs des ressorts portés par les demi-diagonales sont dépen-
dantes de deux triangles connexes :

K3 = 2
El0h0

(1 + ν)
(
l0

2 + h0
2
) + 1/2

Eν
(
l0

2 + h0
2
)

(1− ν2) l0h0

Les énergies potentielles associées à ces raideurs sont alors V Ki pour chaque raideur
Ki déformée de dli, avec i ∈ {1, 2, 3} :

VKi = 1/2Ki dl2i
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B. Détails des calculs

Soit, pour les raideurs K1, compressée de 2δ, et K2, étirée de η :

VK2 = 1/8

(
h0

2ν − l0
2
)
Eη2

(−1 + ν2) l0h0

VK1 = 2

(
1/4

Eh0

l0 (1 + ν)
+ 1/2

Eν
(
−1/2 l0

2 + 1/2 h0
2
)

(1− ν2) l0h0

)
δ2

Le potentiel associé à la diagonale est dépendant des déformations (∆d) de cette
diagonale :

∆d = 1/2
√

l0
2 − 4 l0δ + 4 δ2 + h0

2 + 2 h0η + η2 − 1/2
√

l0
2 + h0

2

Le potentiel associé à la diagonale est alors, en se plaçant pour de petits déplacements
η et δ, par développement limité d'ordre 2, en ces 2 déplacements :

VK3 = −1/16

(
h0

2η2 − 4 l0h0δ η + 4 l0
2δ2
) (
−2 l0

2h0
2ν + l0

4ν + h0
4ν + 4 l0

2h0
2
)
E

h0l0 (−1 + ν2)
(
l0

2 + h0
2
)2 + O

(
η2, δ2

)
Le Lagrangien associé à l'expérience de traction peut se déduire ainsi, pour de petits

déplacements, et étant donné que l'on a 2 actions des raideurs K1, 2 des raideurs K2

et 4 des ressorts de raideurs K3 :

L = Fη − 2V K1 − 2V K2 − 4V K3

= Fη − 4

(
1/4

Eh0

l0 (1 + ν)
+ 1/2

Eν
(
−1/2 l0

2 + 1/2 h0
2
)

(1− ν2) l0h0

)
δ2 − 1/4

(
h0

2ν − l0
2
)
Eη2

(−1 + ν2) l0h0

+1/4

(
h0

2η2 − 4 l0h0δ η + 4 l0
2δ2
) (
−2 l0

2h0
2ν + l0

4ν + h0
4ν + 4 l0

2h0
2
)
E

h0l0 (−1 + ν2)
(
l0

2 + h0
2
)2

En appliquant la dé�nition Lagrangienne des déplacements minimisant l'énergie, on
doit résoudre :

∂L

∂η
= 0

∂L

∂δ
= 0

Or :

∂L

∂η
= F + 1/2

(
−h0

2ν + l0
2
)
Eη

(−1 + ν2) l0h0

+1/4

(
2 h0

2η − 4 l0h0δ
) (
−2 l0

2h0
2ν + l0

4ν + h0
4ν + 4 l0

2h0
2
)
E

h0l0 (−1 + ν2)
(
l0

2 + h0
2
)2
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B.2. Recherche de K2, K1 et des forces correctrices de Lagrange pour le cas 2D.

∂L

∂δ
= −8

(
1/4

Eh0

l0 (1 + ν)
+ 1/2

Eν
(
−1/2 l0

2 + 1/2 h0
2
)

(1− ν2) l0h0

)
δ

+1/4

(
−4 l0h0η + 8 l0

2δ
) (
−2 l0

2h0
2ν + l0

4ν + h0
4ν + 4 l0

2h0
2
)
E

h0l0 (−1 + ν2)
(
l0

2 + h0
2
)2

On trouve alors les déformations dues à la force d'élongation :

η = −2
Fh0

(
4 l0

4ν2 − l0
4ν − 2 l0

2h0
2ν − h0

4ν − 5 l0
4 − 2 l0

2h0
2 − h0

4
)

El0
(
l0

4ν − 6 l0
2h0

2ν + h0
4ν + 5 l0

4 + 2 l0
2h0

2 + 5 h0
4
)

δ =
(1 + ν) F

(
−2 l0

2h0
2ν + l0

4ν + h0
4ν + 4 l0

2h0
2
)(

l0
4ν − 6 l0

2h0
2ν + h0

4ν + 5 l0
4 + 2 l0

2h0
2 + 5 h0

4
)
E

Ainsi, en appliquant la dé�nition du module de Young, on trouve que, pour ce
modèle, le module de Young vaut :

Emes =
F/l0
η/h0

= −1/2

(
l0

4ν − 6 l0
2h0

2ν + h0
4ν + 5 l0

4 + 2 l0
2h0

2 + 5 h0
4
)
E

4 l0
4ν2 − l0

4ν − 2 l0
2h0

2ν − h0
4ν − 5 l0

4 − 2 l0
2h0

2 − h0
4

De la même façon, en mesurant le coe�cient de Poisson :

νmes =
2δ/l0
η/h0

= −−2 l0
2h0

2ν + l0
4ν + h0

4ν + 4 l0
2h0

2

4 l0
4ν − 5 l0

4 − 2 l0
2h0

2 − h0
4

Soit, dans un carré de dimension 1× 1, on obtient :

Emes = 1/2
E (ν − 3)
ν2 − ν − 2

νmes =
1

(2− ν)

Ainsi, le module de Young E imposé et le coe�cient de Poisson ν imposé dans le
modèle de Van Gelder ne sont pas identi�ables aux module de Young et coe�cient de
Poisson de la rhéologie.

B.2. Recherche de K2, K1 et des forces correctrices
de Lagrange pour le cas 2D.

> restart;
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B. Détails des calculs

Démonstration qu'il n'y a pas de solutions directement portée
par les raideurs pour imposer les caractéristiques
module de Young, coe�cient de Poisson et Cisaillement.
1- Recherche des caractéristiques en étirement
Calcul des déformations des diagonales en étirement

> dd:=mtaylor(sqrt((l-2*delta)^2+(h+eta)^2)-sqrt(l^2+h^2),eta=0,delta=0,2);

dd := −2 lδ√
l2+h2 + hη√

l2+h2

Expression des énergies potentielles des ressorts
> vk1:=K1/2*(2*delta)^2;

vk1 := 2K1 δ2

> vk2:=K2/2*eta^2;

vk2 := 1/2K2 η2

> vk3:=K3/2*dd^2;

vk3 := 1/2K3
(
−2 lδ√

l2+h2 + hη√
l2+h2

)2

Lagrangien d'un étirement :
> L:=F*eta-2*vk1-2*vk2-2*vk3;

L := Fη − 4K1 δ2 −K2 η2 −K3
(
−2 lδ√

l2+h2 + hη√
l2+h2

)2

Recherche des déplacements eta et delta minimisant le changement d'énergie :
> assign(solve(diff(L,eta)=0,diff(L,delta)=0,eta,delta));

> eta;

1/2 (K1 l2+K1 h2+K3 l2)F

l2K2 K1+l2K2 K3+K2 K1 h2+K3 h2K1

> delta;

1/4 K3 hFl
l2K2 K1+l2K2 K3+K2 K1 h2+K3 h2K1

Expression du module de Young et du coe�cient de Poisson dans le sens de l'étire-
ment imposé pour le Lagrangien

> E1:=F*h/(eta*l);

E1 := 2
h(l2K2 K1+l2K2 K3+K2 K1 h2+K3 h2K1)

(K1 l2+K1 h2+K3 l2) l

> nu1:=(2*delta*h/(l*eta));

nu1 := K3 h2

K1 l2+K1 h2+K3 l2

Écriture directe par symétrie du module de Young et coe�cient de Poisson mesuré
pour l'étirement symétrique

> E2:=eval(E1,l=h,h=l,K1=K2,K2=K1);

E2 := 2
l(l2K2 K1+l2K2 K3+K2 K1 h2+K3 h2K1)

(l2K2+K2 h2+K3 h2) h

> nu2:=eval(nu1,l=h,h=l,K1=K2,K2=K1);

nu2 := K3 l2

l2K2+K2 h2+K3 h2
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B.2. Recherche de K2, K1 et des forces correctrices de Lagrange pour le cas 2D.

Résolution pour obtenir un comportement homogène isotrope (E1=E2 et nu1=nu2)
> solve(E1=E2,nu1=nu2,nu1=nu,E1=E,K1,K2,K3);{

K1 = 1/2
E(−h2+ν l2)
hl(−1+ν2) ,K2 = −1/2

E(l2−ν h2)
hl(−1+ν2) ,K3 = −1/2

Eν (l2+h2)
hl(−1+ν2)

}
2- Véri�cation que la raideur trouvée en diagonale est bien la même qui permettrait

de caractériser le cisaillement.
> restart;

Déformation des diagonales en cisaillement
> dd:=mtaylor(sqrt((l+eta)^2+h^2)-sqrt(l^2+h^2),eta=0,2);

dd := lη√
l2+h2

Expression des énergies potentielles de cisaillement
> VK3:=K3*dd^2/2;

VK3 := 1/2 K3 l2η2

l2+h2

> VF:=-F*eta;

VF := −Fη

Lagrangien associé au cisaillement (en petits déplacements)
> L:=-VF-2*VK3;

L := Fη − K3 l2η2

l2+h2

Recherche des déplacements engendrant le moins de �uctuation énergétique
> assign(solve(diff(L,eta)=0,eta));

> eta;

1/2
F(l2+h2)

K3 l2

Expression de la contrainte ayant amené au cisaillement
> tau:=F/l;

τ := F
l

Expression de l'angle induit par le cisaillement
> gamma2:=eta/h;

gamma2 := 1/2
F(l2+h2)
K3 l2h

Expression de la caractéristique de cisaillement et résolution pour obtenir la raideur
imposant le cisaillement

> tau/gamma2;

2 lK3 h
l2+h2

> G:=E/(2*(1+nu));

G := E
2+2 ν

> assign(solve(G=tau/gamma2,K3));

> K3;
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B. Détails des calculs

1/4
E(l2+h2)
(1+ν)lh

La raideur trouvée n'est pas celle trouvée en élongation, est-ce que cela a de l'in-
�uence sur les deux autres raideurs (même démonstration qu'en étirement mais en
imposant K3)

> #K1?K2?

> unassign('eta');

> VK1:=K1*(2*delta)^2/2;

VK1 := 2K1 δ2

> VK2:=K2*eta^2/2;

VK2 := 1/2K2 η2

> dd:=mtaylor(sqrt((l-2*delta)^2+(h+eta)^2)-sqrt(l^2+h^2),eta=0,delta=0,2);

dd := hη√
l2+h2 − 2 lδ√

l2+h2

> VK3:=K3*dd^2/2;

VK3 := 1/8 E
(
l2 + h2

) (
hη√

l2+h2 − 2 lδ√
l2+h2

)2

(1 + ν)−1
l−1h−1

> VF:=-F*eta;

VF := −Fη

> L:=-VF-2*VK1-2*VK2-2*VK3;

L := Fη − 4K1 δ2 −K2 η2 − 1/4 E
(
l2 + h2

) (
hη√

l2+h2 − 2 lδ√
l2+h2

)2

(1 + ν)−1
l−1h−1

> assign(solve(diff(L,eta)=0,diff(L,delta)=0,eta,delta));

> eta1=eta;

eta1 = 1/2 (4K1 h+4K1 hν+El)Fl
4K2 lK1 hν+4K2 lK1 h+Eh2K1+K2 l2E

> delta1=delta;

delta1 = 1/4 EhFl
4K2 lK1 hν+4K2 lK1 h+Eh2K1+K2 l2E

> F*h/(l*eta);

2
h(4K2 lK1 hν+4K2 lK1 h+Eh2K1+K2 l2E)

l2(4K1 h+4K1 hν+El)

> 2*delta*h/(l*eta);

Eh2

l(4K1 h+4K1 hν+El)

> solve(F*h/(l*eta)=E,nu=2*delta*h/(l*eta),K1,K2);{
K2 = 1/4

E(3 ν l2−h2+2 l2)
lh(1+ν) ,K1 = −1/4

E(ν l2−h2)
ν lh(1+ν)

}
On trouve une solution non symétrique, on doit trouver des raideurs suivant les côtés

symétrique pour obtenir le même comportement dans 2 étirements orthogonaux :
> solve(E=F*h/(l*eta),E=F*l/(h*eval(eta,K1=K2,K2=K1,l=h,h=l)),nu=2*delta*h/(l*eta),nu=eval(2*delta*h/(l*eta),K1=K2,K2=K1,l=h,h=l),K1,K2,nu);{

ν = 1/3,K1 = −3/16
E(l2−3 h2)

lh ,K2 = 3/16
E(−h2+3 l2)

lh

}
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B.2. Recherche de K2, K1 et des forces correctrices de Lagrange pour le cas 2D.

On a une solution pour nu=1/3, or on aurait aimé avoir une solution pour nu
quelconque.
C'est ce que nous cherchons dans la suite en introduisant un multiplicateur de La-

grange :
Recherche des raideurs avec apport de forces de cor-

rections
> #Multiplicateurs de lagrange

> unassign('eta','delta','VK1','VK2','L','VK3','G','tau','gamma2');

> K3;

1/4
E(l2+h2)
lh(1+ν)

> dd:=mtaylor(sqrt((l-2*delta)^2+(h+eta)^2)-sqrt(l^2+h^2),eta=0,delta=0,2);

dd := hη√
l2+h2 − 2 lδ√

l2+h2

> VK1:=1/2*K1*(2*delta)^2;

VK1 := 2K1 δ2

> VK2:=1/2*K2*eta^2;

VK2 := 1/2K2 η2

> VK3:=1/2*K3*dd^2;

VK3 := 1/8 E
(
l2 + h2

) (
hη√

l2+h2 − 2 lδ√
l2+h2

)2

l−1h−1 (1 + ν)−1

> VF:=-F*eta;

VF := −Fη

Introduction d'une force correctrice :
> Vm:=Fm*2*delta;

Vm := 2Fm δ

> L:=-VF-4*Vm-2*VK1-2*VK2-2*VK3;

L := Fη − 8Fm δ − 4K1 δ2 −K2 η2 − 1/4 E
(
l2 + h2

) (
hη√

l2+h2 − 2 lδ√
l2+h2

)2

l−1h−1 (1 + ν)−1

> assign(solve(diff(L,eta)=0,diff(L,delta)=0,eta,delta));

> eta;

1/2 l(4K1 hFν−4 EFm h+4K1 hF+ElF )
4K2 lK1 hν+4K2 lK1 h+Eh2K1+K2 l2E

> delta;

1/4 h(−16K2 lFm−16K2 lν Fm−4 EFm h+ElF )
4K2 lK1 hν+4K2 lK1 h+Eh2K1 +K2 l2E

Résolution pour l'étirement dans un sens et dans le sens orthogonal (avec une force
correctrice par sens (Fm et Fm2))

> E1:=F*h/(l*eta);

E1 := 2
Fh(4K2 lK1 hν+4K2 lK1 h+Eh2K1+K2 l2E)

l2(4K1 hFν−4 EFm h+4K1 hF+ElF )

> nu1:=(2*delta*h/(l*eta));
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B. Détails des calculs

nu1 := h2(−16K2 lFm−16K2 lν Fm−4 EFm h+ElF )
l2(4K1 hFν−4 EFm h+4K1 hF+ElF )

> E2:=eval(E1,h=l,l=h,K1=K2,K2=K1,Fm=Fm2,F=F2);

E2 := 2
F2 l(4K2 lK1 hν+4K2 lK1 h+Eh2K1+K2 l2E)

h2(4K2 lF2 ν−4 EFm2 l+4K2 lF2+EhF2)

> nu2:=eval(nu1,h=l,l=h,K1=K2,K2=K1,Fm=Fm2,F=F2);

nu2 := l2(−16K1 hFm2−16K1 hν Fm2−4 EFm2 l+EhF2)
h2(4K2 lF2 ν−4 EFm2 l+4K2 lF2+EhF2)

Résolution
> assign(solve(E1=E2,nu1=nu2,E1=E,nu1=nu,K1,K2,Fm,Fm2));

> K1;

−1/4
E(l2−3 ν h2−2 h2)

lh(1+ν)

> K2;

1/4
E(3 l2ν−h2+2 l2)

lh(1+ν)

> K3;

1/4
E(l2+h2)
lh(1+ν)

> Fm;

−1/8 (3 ν−1)hF
l

> Fm2;

−1/8 (3 ν−1)F2 l
h

On obtient bien des solutions symétriques !

190

te
l-0

02
79

98
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ay
 2

00
8



C. Liste des publications

C.1. Revue internationale
[1 ] V. Baudet, F. Jaillet et B. Shariat, Fitting a 3D particle system to a non-dense

dataset in medical application. Journal for geometry and graphics, vol. 7 , n. 1,
p. 65-73, 2003.

C.2. Conférences internationales
[2 ] V. Baudet, F. Jaillet et B. Shariat,Fitting a 3D particle system to a non-dense

dataset in medical application. 10th Conference in Geometry and Graphics,
Proceedings vol. 1 pp. 258-262, Kiew Ukraine, july 2001.

[3 ] V. Baudet, F. Jaillet, B. Shariat, P.F. Villard, M. Beuve et al. Approach to
simulate tumour displacements in lungs with mass spring system. Poster in 9th
HCPBM Workshop, Octobre 2003.

[4 ] V. Baudet, P.F. Villard, M. Beuve, F. Jaillet et B. Shariat, Towards accurate
tumours tracking in lungs. 2003 IEEE Conference on Information and
Visualization, pp. 338-343, London, UK, july 2003.

[5 ] P. F. Villard, M. Beuve, V. Baudet, F. Jaillet et B. Shariat, Lung mesh
generation to simulate breathing motion with �nite element method. 2004 IEEE
Conference on Information Visualisation, London, UK, july 2004.

[6 ] P. F. Villard, M. Beuve, B. Shariat, V. Baudet et F. Jaillet, Simulation of Lung
Tumour Behaviour with Finite Element In�uence of Bio-Mechanical Parameters.
2005 IEEE Conference on Information Visualisation, Greenwish, UK, july 2005.

[7 ] P. F. Villard, M. Beuve, B. Shariat, V. Baudet et F. Jaillet, Resolution of non-
linear problems in realistic lung-in�ating-simulation with Finite Element Method.
Poster in 10th HCPBM Workshop, june 2005.

C.3. Conférences nationales
[8 ] V. Baudet F. Jaillet et B.Shariat, L'imagerie médicale ou comment observer le

vivant par transparence. 7ème e2phi, Lyon septembre 2002.
[9 ] P. F. Villard et V. Baudet, Modélisation comportementale du poumon pour

l'amélioration des traitements oncologiques. Journée recherche et des jeunes
chercheurs en Imagerie Médicale. Nantes 2003, pp. 338-343.

191

te
l-0

02
79

98
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ay
 2

00
8



te
l-0

02
79

98
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ay
 2

00
8



Résumé

Les traitements curatifs des cancers par irradiation avec des rayons ionisants tels que la radiothérapie
conformationnelle et l'hadronthérapie sont planni�és avec des marges d'erreur qui prennent en compte,
entre autres, les statistiques de mouvements des tumeurs.
En partenariat avec le Centre anticancéreux Léon Bérard de Lyon et dans le projet ETOILE, nous propo-
sons de rechercher des modèles de simulations des objets déformables qui prendraient en considération, en
plus de la géométrie issue directement de l'imagerie médicale, les paramètres physiologiques mesurés sur
les patients a�n de pouvoir garantir de meilleures marges d'erreur, dans le cas des tumeurs pulmonaires.
Dans cette thèse, nous avons choisi de modéliser les poumons avec des systèmes masses-ressorts qui
sont généralement utilisés dans le monde de l'animation pour le réalisme et la rapidité. Pour rendre
le système précis et directement paramétré par les données mécaniques du patient, nous nous sommes
inspirés des travaux de Van Gelder qui introduit un contrôle par les caractéristiques rhéologiques d'un
matériaux � 2D �linéaire élastique homogène isotrope. Cependant, après véri�cation et étude théorique de
ce modèle, il est apparut que celui-ci bien que donnant des animations réalistes était erroné. Nous avons
donc entrepris une étude lagrangienne qui nous a permis de rendre ce modèle 2D rectangulaire, puis 3D
à base de brique élémentaire cubique, paramétrable. Nous avons d'autre part déterminer la robustesse de
notre système à l'aide de tests d'étirement, gon�ement, �échissement et cisaillement et par comparaison
à des tests e�ectués sur des modèles éléments �nis.
Cette thèse explique ainsi comment ce modèle paramétrable a été obtenu, et comment il pourra être relié
avec les données physiologiques et dans quelle précision.
Mots clés : Objets déformables, système masses-ressorts, module de Young, coe�cient de Poisson, la-
grangien, radiothérapie, poumon, cancer.

Abstract

Ionising treatment against cancers such as conformal radiotherapy and hadrontherapy are plani�ed with
error margins that take into account statistics of tumour motions, for instance.
With the Centre against cancers Léon Bérard de Lyon partnership and within the ETOILE project, we
are looking for reducing these margins by searching deformable models that would simulate displacements
occuring in lungs during a treatment. It must be personalized with the geometry obtained from CT scans
of the patient and also it must be parameterized with physiological measures of the patient.
In this Ph. D. thesis, we decided to use a mass-spring system to model lungs because of its fast and
physically realist deformations obtained in animation. As a starting point, we chose the model proposed
by Van Gelder in order to parameterize a mass-spring system with rheological characteristics of an ho-
mogeneous, linear elastic isotrop material in 2D. However, we tested this model and prouved it was false.
Hence we did a lagrangian study in order to obtain a parametric model with rectangular in 2D (cubic
in 3D) elements. We also determinated the robustness by testing with stretching, in�ating, shearing and
bending experiments and also by comparing results with other �nite element method.
Thus, in this Ph.D. thesis, we eplain how to obtain this parametric model, and how it will be linked to
physiological data and in which accuracy.
Keywords : Deformable models, mass-spring system, Young Modulus, Poisson coe�cient, lagrangian,
radiotherapy, lung, cancer.
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