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Résumé

Dans ce rapport sont proposées les extensions des lois uniformes et normales aux espaces de
chaines discrétes. Ces notions permettent la manipulation statistique d’ensembles de chaines dis-
crétes, via des algorithmes génératifs et prédictifs. Nous proposons également une nouvelle méthode
d’estimation de parametres de distributions de chaines discretes, appliquée dans ce rapport a l'es-
timation d’écart-type de la loi normale, et donnant des résultats encourageants. Ce rapport n’est
qu’une premiere avancée dans 'objectif de reconnaissance statistique de formes structurées.

Mots clef

Chaines discretes, loi uniforme, loi normale, estimation de parametres.

Abstract

In this report are proposed the extensions of the uniform and normal laws to spaces of discrete
strings. These concepts allow statistical handling of sets of discrete strings, via generative and
predictive algorithms. We also propose a new method of estimation of parameters of distributions
of discrete strings, applied in this report to the estimation of standard deviation of the normal law,
and giving encouraging results. This report is only one first advanced in the objective of statistical
recognition of structured patterns.

Keywords

Discrete strings, uniform law, normal law, parameters estimation.

1 Introduction

1.1 Contexte et motivations

Depuis quelques années, plusieurs équipes de recherche tentent de fusionner les deux approches
principales de la reconnaissance de formes, a savoir I’approche statistique et I’approche structurelle.
Ce choix est motivé par I'envie de pouvoir a la fois profiter des avantages indéniables des deux
méthodes tout en se détachant de leurs inconvénients respectifs.

La reconnaissance de formes statistique se base sur un codage des données sous forme de vecteurs
numériques, incapable bien souvent de reproduire fidelement la complexité des données brutes
(images. ..). Cependant ce choix est justifié par la palette tres large des outils et algorithmes
statistiques parus dans la littératures et reconnus comme performant pour la manipulation de
données numériques.

Le probléme est exactement l'inverse pour la reconnaissance de formes structurelle, ou la partie
codage est tres riche car s’appuyant sur des structures de données de grande expressivité (graphes,
chaines, arbres...), permettant notamment de représenter de maniére adéquate toute sorte de re-
lations intra/inter formes (réflexivité, séquentialité, hiérarchie...). Par contre, les outils liés a la
manipulation de structures sont souvent bien trop restrictifs (isomorphisme de graphes, distance
d’édition [Lev66, WET4]...) et pas assez robustes pour les applications spécifiques & la reconnais-
sance de formes. Une autre limitation vient de ’absence de formalisme structurel pour le traitement
d’ensembles de données, en ce sens ou les outils classiquement utilisés sont le plus souvent basés
sur des opérateurs seulement unaires ou binaires. Enfin, ’association entre d’une part la taille des
structures de données utilisées, et d’autre part la complexité des algorithmes mis en ceuvre, tend a
rejeter cette approche pour le traitement de grands volumes de données.

Pour pouvoir réconcilier ces deux approches, il est au préalable nécessaire de définir une carac-
térisation statistique des espaces de structures discretes. Le premier concept statistique proposé
dans cette optique est celui de médiane d’ensemble de chaines [Koh85, JBCO04], généralisé dans
[Jol03] par la notion de moments d’ensemble de chaines, et généralisé dans [JMBO1] aux ensembles
de graphes. Ces études traduisent une volonté d’approche directe du probleme, en opposition avec
I’approche indirecte qui consiste & transformer implicitement la représentation structurelle des



données, via I'utilisation de fonctions noyaux [Vap98], dans le but de caractériser statistiquement
les ensembles de données dans I’espace vectoriel numérique implicite associé au noyau utilisé. Ces
méthodes indirectes permettent certes d’utiliser certains outils statistiques dans ’espace implicite,
mais restent fortement limitées, et induisent, de plus, une nouvelle perte d’information sur les don-
nées brutes, due a une seconde phase de transformation de celles-ci, en plus de la phase initiale
de transformation sous forme structurelle. Un exemple d’une telle approche, s’appuyant sur des
noyaux basés sur des distances d’édition & des chaines de références, est proposé dans [NB06]. Cet
exemple illustre assez bien le probleme de I'approche indirecte, a savoir que dans ce cas la seule in-
formation utilisée pour chaque chaine X est sa distance d’édition aux chaines choisies initialement
comme références, les chemins d’éditions permettant de transformer X en les chaines de références
étant quant a eux totalement ignorés. Or ces chemins représentent un gros volume d’information
utile, mais malheureusement incompatible avec la représentation vectorielle numérique imposée par
le fait qu’un noyau est avant tout un produit scalaire.

L’objectif de notre travail est de contribuer a la caractérisation statistique “directe” d’ensembles
de structures discretes, plus particulierement par la notion générale de distribution statistique.
Nous nous focalisons dans ce rapport sur les lois uniformes et normales de structures de type
chaine. Apres avoir posé les notations utilisées tout au long de ce rapport, nous faisons un bref
rappel des descripteurs statistiques, ou apparentés comme tels, proposés dans la littérature pour
caractériser des ensembles de chaines discretes (section 2). Puis nous introduisons nos définitions
des lois uniformes et normales de chaines discretes (section 3), munies toutes deux d’algorithmes
permettant de générer des chaines sous controle statistique, et de prédire la probabilité de toute
chaine. Enfin nous proposons 'application d’une méthode de recherche d’estimation d’écart-type
de la loi normale, basée sur la minimisation de la distance entre la loi proposée comme estimation
et un échantillon généré sous controle statistique de la loi & estimer (section 4).

1.2 Notations et définitions préliminaires

Soit A un alphabet fini, i.e. un ensemble fini non vide, dont les éléments sont appelés lettres’.
Une chaine (définie) sur A est une séquence de lettres de A. Notons :

e | X]| la longueur de la chaine X

e X, la i-eme lettre de X

e |A| le nombre de lettres de A

e A™ I'’ensemble des chaines de longueur n sur A

e A* I'ensemble des chalnes de longueur finie sur A
e )\ la lettre ou la chaine vide (|A| = 0)

Pour remarque, une chaine définie sur A est définie sur tout sur-alphabet de A (alphabet sur-
ensemble de A), et A est défini sur tous les alphabets.

Une sous-séquence X’ d’une chaine X est une chaine obtenue en supprimant des lettres a X,
tout en préservant l'ordre relatif dans X des lettres restantes : X' = X; ... X, aveci; < -+ < i,
et m < |X|. Siéj41 =14; + 1 pour tout j € {1,...,m — 1}, alors X’ est une sous-chaine de X. Si
en plus i; = X (resp. 4, = X|x|), alors X' est le préfixe (resp. suffixe) de longueur m de X.

Nous supposons l'existence de 'opérateur de concaténation entre chaines ou lettres (chaines de
longueur 1), noté par un point, souvent omis par souci d’allégement des notations, et défini comme
suit : pour tout couple (X,Y’) de chaines, X.Y =potation XY = Z ssi Z = X1... X|xY1... V]y|-
Des lors Z est défini sur 'alphabet formé de I'union des alphabets sur lesquels sont respectivement
définis X et Y, et la longueur de Z est égale a la somme des longueurs respectives de X et Y. Pour
remarque, AX = X\ = X pour toute chaine X.

Une opération d’édition sur A est un couple (a, b) de lettres de AU{A}, noté a — b. Nous disons
qu’une telle opération transforme a en b, ou consomme a pour produire b. Si a = X (resp. b = \), il
s’agit de l'insertion de b (resp. la suppression de a), et si a # A et b # A, il s’agit de la substitution
de a par b.

Soit ¢() une fonction de cotit d’édition sur A : V(a,b) € (AU{A})?, a#b:

ILa notion de lettre est & comprendre au sens large, et nous I'utilisons aussi bien pour désigner un élément de
type symbolique ou numérique



e cla—a)=0
e c(a—b)>0

Une chaine d’édition (ou chemin d’édition) sur A est une chaine d’opérations d’édition sur A.
Soit Z = X; — Y1...X,, — Y, une telle chaine. Nous disons que Z consomme (resp. produit)
la chaine formée de la concaténation des lettres consommées (resp. produites) par ses opérations,
ie. X =X7...X,, (resp. Y =Y7...Y,). Le colit de Z par (extension de) ¢() est défini comme la
somme des colits de ses opérations d’édition :

La distance d’édition (de Levenshtein) associée a ¢(), d(X,Y), entre deux chaines X et Y sur
A, est définie comme le coiit minimal d’une chaine d’édition transformant X en Y [Lev66] :

d(X,Y) = min{c(Z)|Z est une chaine d’édition transformant X en Y}

Une chaine d’édition est dite optimale ssi son colt est égal a la distance d’édition entre sa
chaine consommée et sa chaine produite. L’algorithme classiquement utilisé pour calculer la dis-
tance d’édition entre deux chaines X et Y, et le chemin d’édition optimal associé, repose sur une
méthode de programmation dynamique de complexité temporelle et spatiale O(| X | x |Y|), proposée
initialement dans [WF74]. 11 est & noter qu’il existe généralement plus d’un chemin optimal entre
XetY.

2 Descripteurs statistiques d’ensembles de chaines discretes

2.1 Moyenne

Le terme “moyenne” est souvent ambigu de part son association a plusieurs concepts. Il peut
étre utilisé pour désigner, entre autres, celui de moyenne arithmétique d’un ensemble de données,
ou celui d’espérance mathématique (moyenne théorique) d’une loi de probabilité.

Le seul concept clairement traduit de maniere a pouvoir étre utilisé dans le domaine des chaines
est celui de moyenne pondérée de deux chaines, proposé dans [BJAKO02], et défini comme suit : une
moyenne pondérée de deux chaines X et Y est une chaine Z vérifiant cette équation : d(X, Z) +
d(Z,Y) =d(X,Y). Dans ce cas, plus d(X, Z) est grand (resp. petit), et plus d(Z,Y) est petit (resp.
grand), et alors plus le poids de Y (resp. X)) est important dans Z. La méthode de construction de
Z peut étre résumée de la maniere suivante :

1. calculer un chemin d’édition optimal O transformant X en Y (¢(O) = d(X,Y))
2. choisir une sous-séquence O’ de O

3. appliquer O’ & X (en veillant & respecter les positions des opérations de O’ dans O), pour
produire Z

Dans ce cas, le poids de X dans Z est égal & [d(X,Y) — ¢(O")]/d(X,Y), et celui de YV égal a
c(ON/d(X,Y).

Cependant, le concept qui nous intéresse ici est celui d’espérance mathématique (ou simplement
espérance) d’une distribution. Il n’existe pour le moment aucune procédure permettant de calculer
cette moyenne dans le domaine des chaines, car ceci nécessite au préalable de préciser ce que sont
les probabilités et donc la notion de distribution dans ce domaine, ce qui est ’objet de cette étude.

2.2 Meédiane

Sous acceptation d’une analogie géométrique, la médiane d’un ensemble fini S de chaines est
définie dans [Koh85] comme la chaine de A* minimisant la somme de ses distances d’édition aux
chaines de S :

médiane(S) = arg minpg 4. Z d(P,Q)
Qes



Cette approche se substitue le plus souvent a ’approche probabiliste en ’absence de notion de
distribution. Pour remarque, toujours selon ’analogie géométrique, on obtient une définition équi-
valente de la chaine moyenne comme étant celle minimisant la somme des carrés de ses distances
aux chaines de S. Cependant certains préferent toujours employer le terme de chaine médiane, avec
simplement un changement de distance, passant de la distance d’édition traditionnelle de Leven-
shtein a une distance correspondant au carré de cette derniére, et semblant donner de légerement
meilleurs résultats en terme de classification [MJCO1].

Dans tous les cas, le calcul d’une telle médiane se heurte a de plus ou moins séveres problemes.
D’une part, il a été prouvé comme étant un probleme NP-difficile [dIHCO00, SP03], et d’autre part,
il nécessite le recours a des calculs de distances entre chaines de A* et donc a la mise en place de
la fonction de colt ¢() sur A.

Pour réduire la complexité des calculs, des méthodes de résolution s’appuyant sur une réduction
de l'espace de recherche (I’espace complet étant A*) ont été proposées, avec plus ou moins de succes :
recherche gloutonne [CdA97, Kru99], locale [MHJC00, Koh85], dynamique [JABCO03], génétique
[JBCO4].

Pour ce qui est de la mise en place de ¢(), il existe trois solutions. La premiére consiste a fixer le
colit de transformation d’une lettre en une autre (différente) & une constante, généralement 1, cette
méthode étant utilisée des qu’il n’y a aucune connaissance a prior: quant a la dissimilarité entre les
lettres. La deuxieme solution consiste a s’appuyer cette fois-ci sur une connaissance a priori relative
a la dissimilarité entre les lettres, connaissance pouvant étre fournie par un expert du domaine,
ou simplement déduite de maniére ad hoc (distance “géographique” sur un clavier de caractéres,
alphabet numérique. ..). Enfin, la derniére solution est celle de Papprentissage automatique de ¢(),
comme effectué dans [0S06].

2.3 Ecart-type

L’écart-type d’une distribution L est défini comme I’espérance des écarts a I’espérance de L. Pour
le cas spécifique des chalnes, un écart a I’espérance est traduit par une chaine d’édition consommant
I'espérance (chaine définie sur I'alphabet (A U{A})?). Comme nous I’avons vu, le concept de chaine
espérance n’est pas encore utilisable, et il est par conséquent d’usage d’approximer ’écart-type
d’un ensemble S de chaines par la médiane des écarts a sa médiane, toujours sous acceptation
d’une analogie géométrique, et tel qu’initialement proposé dans [Jol03]. Cependant, méme dans les
situtations o ’analogie géométrique pourrait étre supposée valable, I’approximation de ’espérance
par la médiane d’un ensemble n’est pertinente que dans le cas ol ’ensemble est supposé étre un
échantillon généré sous controle d’une distribution symétrique et unimodale, ou du moins une
distribution ayant une espérance supposée tres proche de sa médiane.

3 Lois statistiques de chaines discretes

3.1 Loi uniforme

La loi uniforme sur un ensemble fini S d’éléments est celle qui associe la méme probabilité |S|~*
a tout élément de S. Nous proposons ici une définition de la loi uniforme sur ’ensemble A™, pour
tout n donné.

Proposition 1 (Loi uniforme de chaines)
Une chaine X est dite réalisation d’une loi uniforme sur A™ ssi chacune de ses lettres est indépen-
damment réalisation d’une loi uniforme sur A.

Preuve
La probabilité de toute lettre de X étant indépendamment fizée selon une loi uniforme sur A, nous
avons :

VX0, p(Xi) = |A]7!

Deés lors, nous avons :
n

p(X) = [[p(x) = [[ 1417 = 141

i=1



Or [A"7h = (JA]") = = |A] ™.

Cette définition donne aisément lieu a la mise en place de processus génératifs et prédictifs,
respectivement détaillés par les algorithmes 1 et 2. L’algorithme génératif applique simplement le
processus itératif sous-entendu par la proposition 1, de complexité linéaire en le parametre n.

Données : Un entier positif n
Reésultat : Une chaine X générée selon une loi uniforme sur A"
début
X — )\
pour i «—— 1 a n faire
| «— tirage aléatoire uniforme d’une lettre de A;
X — X.I;
fin
retourner X;
fin

Algorithme 1 — Génération d’'une chaine sous controle d’une loi uniforme

Données : Une chaine X sur A, un entier positif n
Résultat : La probabilité de X suivant une loi uniforme sur A™
début

si |X| =n alors retourner |A|™";

retourner 0.0;
fin

Algorithme 2 — Prédiction de la probabilité d’une chaine selon une loi uniforme

3.2 Loi normale

Il n’est pas inapproprié de rapprocher les deux concepts mathématiques de chaine et de vec-
teur. En effet ceux-ci partagent un grand nombre de points communs, comme par exemple leur
considération vis a vis des notions treés importantes d’ordre et de duplication. Si I'on échange la
position de deux lettres dans une chaine, on obtient une chaine différente, et il est possible d’avoir
deux lettres égales a deux positions différentes d’une chaine. Or ces deux faits se retrouvent dans
le cas des coordonnées de vecteurs. La seule réelle différence entres chaine et vecteur réside dans
I'utilisation que l'on en fait. En effet, le concept de vecteur s’adresse plus classiquement aux es-
paces numériques, discrets ou continus, avec lesquels il est muni de la définition d’un grand nombre
d’opérateurs particuliers (addition, soustraction, angle, produit scalaire, produit vectoriel. . .). D’un
autre coté, en insérant autant de lettres A que voulu a n’importe quelles positions ou il est possible
de le faire dans une chaine X (impossible aux éventuelles positions supérieures & | X |+1), on obtient
X. Suivant ce raisonnement, nous proposons de définir une loi normale de chaines sur A U {\}, et
donc sur A, par une loi normale multivariée de vecteurs constitués de lettres de A U {A}.

Or la loi normale multivariée est paramétrée par son espérance mathématique et sa matrice de
covariance, et le concept de covariance nous est pour le moment inconnu dans I’espace des chaines.
Cependant, nous connaissons la traduction du concept d’écart-type dans ce domaine (cf. 2.3 : chaine
d’opérations d’édition consommant I’espérance). Dans le cas précis ou est supposé connue I'unique
donnée de 'écart-type (et par la méme de I'espérance), et en supposant par conséquent 1'indépen-
dance deux-a-deux de chaque lettre composant une chaine, nous proposons cette traduction du
concept de loi normale au domaine des chaines :

Proposition 2 (Loi normale de chaines)
Une chaine X est dite réalisation d’une loi normale sur A*, d’écart-type 0 = My — Dy ... M, —
D,, (d’espérance M = My ... M, ), ssi X est égale a la concaténation den lettres X; respectivement



et indépendamment réalisation d’une loi normale sur AU {\}, d’écart-type M; — D, (d’espérance

Preuve

Soient x1,...,x,, n variables aléatoires normales, respectivement d’espérance p; et écart-type o,
et indépendantes deux-a-deuzr. D’apres la théorie statistique multivariée, nous savons que le vecteur
[1,...,2n] suit une loi normale (multivariée) d’espérance [u1,. .., ], et de matrice de covariance
diagonale (i.e. une matrice d’indépendance) avec vecteur d’écart-type [o1, ..., 04).

Néanmoins nous ne pouvons pas utiliser cette définition telle quelle. En effet, une fois donnés
Pespérance et de 'écart-type d’une loi normale (univariée), sa densité de probabilité en tout point
x dépend de la valeur de I'écart de x a I’espérance, écart étant traduit par exemple dans le domaine
classique numérique par la valeur absolue de la soustraction de x a ’espérance. C’est ici que nous
avons recours a la fonction de cotit ¢() sur A, ¢(a — b) traduisant effectivement une notion d’écart
de b & a, en tant que coiit de la tranformation de a en b ((a,b) € (AU {A})?). Ce raisonnement
nous permet ainsi d’affiner notre définition de la maniere suivante :

Proposition 3 (Loi normale de chaines sous considération d’une fonction de cott)

Une chaine X est dite réalisation d’une loi normale sur A*, d’écart-type 0 = My — D1 ... M, —
D,, (d’espérance M = M ... M, ), ssi X est égale a la concaténation de n lettres X; respectivement
et indépendamment réalisation d’une distribution L;, telle que la densité de probabilité de X; selon
L; soit égale a la densité de probabilité de c(M; — X;) selon une loi normale sur ’ensemble des
cotts d’édition de M; par une lettre de AU {\}, d’espérance c¢(M; — M;) = 0 et d’écart-type

Par I'expression “loi normale sur I’ensemble des couts d’édition”, nous sous-entendons le recours
a une distribution discrete, a savoir L;, instanciée de maniére a respecter un processus gaussien
sur I’ensemble considéré. Dans notre cas cette discrétisation, car il s’agit de cela, est aisément
productible. En effet, A (et donc AU {A}) étant fini, L; correspond simplement & la distribution
associant une probabilité & toute lettre | € AU {\} comme étant égale & la densité de probabilité
de ¢(M; — 1) selon la loi normale associée, normalisée par la somme de ces densités sur 'ensemble
des ¢(M; — b), pour tout b € AU {\}.

Les processus génératifs et prédictifs sont respectivement détaillés par les algorithmes 3 et 4.
L’algorithme génératif applique simplement le processus itératif sous-entendu par la proposition
3, de complexité linéaire en la longueur de la chaine écart-type o. Pour ce qui est de I'algorithme
prédictif, la difficulté est autrement plus élevée. En effet, une chaine X étant inchangée avec l'in-
sertion d’autant de A que voulu a n’importe quelles positions ou il est possible de le faire, le nombre
de possibilités de production de X est égal au nombre de combinaisons de | X| objets parmi |o|.
Pour résoudre ce probleme, nous avons recours a une méthode de programmation dynamique de
complexité temporelle O(|X| x |o|?) et spatiale O(|o|). A chaque itération j de la boucle centrale
principale, le tableau PP[i] contient la probabilité de production du préfixe de longueur j de X,
selon une loi normale d’écart-type le préfixe de longueur ¢ de o. L’initialisation est effectuée de
maniere a prendre en considération le fait qu’il est improbable que la premiere lettre de X soit pro-
duite par la loi normale d’écart-type o; avec i > |o|—|X|+1. En effet, dans ce cas, il est improbable
de produire les | X| — 1 lettres restantes de |X|, différentes de A, avec la succession d’exécutions
unitaires de |o| — i < | X| — 1 lois normales de lettres (utilisation de l’algorithme 6). La finalisation
est effectuée de maniere a tenir compte de toutes les possibilités de fin de production de X, i.e. les
probabilités de fin de production de X pour chaque position de o, eventuellement complétées par
des successions de production de A. Enfin la boucle ¢ contenue dans la boucle j principale met a
jour la probabilité de production de X; en position ¢ de o, de maniere a tenir compte de ’ensemble
des possibilités de production de X;_; en position k inférieure a ¢, eventuellement complétées par
des successions de production de A entre les positions supérieures a k et inférieures a i. Le cas
spécial ou X = X ne rentre pas dans ce schéma, et est donc traité a part.

3.3 Validation

Nous souhaitons pouvoir mesurer la qualité de nos modeles de lois présentés, en terme de
controle statistique de génération d’ensembles de chaines. Pour ce faire, nous mettons en place le



Données : Une chalne d’édition 0 = My — Dy ... M, — D,, sur A

Résultat : Une chaine X générée selon une loi normale sur A*, d’écart-type o
début

X — )\

pour i «—— 1 a n faire

g < loi normale d’espérance 0 et d’écart-type c¢(M; — D;);

I «— tirage aléatoire d’une lettre de A U {\} selon la distribution suivante :

Vb e AU{A}, p(b) = %”_’b))

avec :

Z= Y glc(M;—b)

be AU{A}
coefficient de normalisation tel que :

> pb) =1

beAU{N}

X — Xl
fin
retourner X;

fin

Algorithme 3 — Génération d’une chaine sous contréle d’une loi normale

protocole expérimental suivant : des échantillons de chaines sont créés wvia 1'utilisation des algo-
rithmes génératifs 1 et 3, et nous mesurons la qualité des algorithmes prédictifs 2 et 4 quant a la
modélisation de la distribution sous-jacente a chaque échantillon.

Ces mesures de qualité de modélisation sont effectuées via des calculs de distance du x2. La
distance du y? permet de mesurer I’'adéquation statistique entre un échantillon S de données et une
distribution L proposée comme hypothese de distribution génératrice de S. Plus cette distance est
faible, et plus L est supposée statibtiquement proche de la distribution L réellement sous-jacente a
S. En théorie, la distance du x? entre L et S tend vers 0 avec la taille de S, tandis que la distance
entre toute L # L et S diverge avec la taille de S, ceci plus ou moins rapidement selon que L
est statistiquement trés ou peu éloignée de L. La distance du x2 est obtenue par comparaison des
effectifs observés et théoriques (i.e. qui devraient étre en théorie observés dans le cas ot L = L) de
S regroupé au sein de k classes, I'union de ces classes devant constituer une partition du domaine
d’existence de L. Dans notre cas nous devons redéfinir ce que constituent ces classes pour ’espace
des chaines. Le processus de regroupement des chaines d’un échantillon en 2 < k < | A| classes est
effectué de la maniere suivante :

1. A est indicé par V'intervalle T = [1;|A]], ceci étant possible vu Iaspect fini de A. L’indexation
en elle-méme n’est pas importante et on peut tout a fait ’envisager de maniere aléatoire ou
par rapport & tout ordre applicable aux lettres de A.

2. I est divisé en k sous-intervalles de méme taille (quotient de la division entiere de |A| par k),
modulo le dernier intervalle, contenant éventuellement plus de lettres (quotient + reste de la
division entiére de |A| par k).

3. toute chaine X de longueur strictement positive est classée en fonction de I'indice ¢ dans I de
sa premiére lettre, lui-méme étant associé & un indice j dans la division de I (j € {1,...,k}),
j définissant la classe de X. A est toujours classée 1.

Ce processus est totalement neutre, i.e. indépendant a la fois de la distribution génératrice de
I’échantillon et de la distribution proposée comme hypothese. Il est aisément notable que ’espérance
de toute classe j, selon la distribution proposée comme hypothese, est donnée par la probabilité,
selon cette méme distribution, qu’une chaine commence par une des lettres indicées j par le pro-
cessus (exception faite de la classe 1 pour laquelle il faut ajouter la probabilité de la chaine vide



Données : Une chaine X sur A, une chaine d’édition 0 = My — Dy ... M,, — D,, sur A
Reésultat : La probabilité de X suivant une loi normale sur A*, d’écart-type o
début

fin

// Cas spécial X = A
si X = A alors retourner p()\); // algorithme 5
// Initialisation : production de la premiere lettre de X
pour { «— 1 & |o| — | X| + 1 faire
// Production de X7 & la position ¢ de o
PP[i] «— p(X; a la position 4); // algorithme 6
// Complétion avec la production de A en positions 1...(i — 1) de o
pour [ < 1 ai— 1 faire
| PP[i] «— PP[i] x p(\ & la position 1) ; // algorithme 6
fin
fin
pour i «— |o| — | X| 4+ 2 & |o| faire
// Impossible de commencer la production & cette position i de o
PP[i] «— 0.0;

fin
// Ttérations : production des autres lettres de X
pour j < 2 a | X| faire
// Possibilités de production de X; en position i de o;
pour i < |o| a 1 faire
PP[i] «— 0; // initialisation
pour k «—— 1 a ¢ — 1 faire
// Production de X;_1 & la position k de o
PLUS «— PP[k];
// Complétion avec la production de A en positions (k+1)... (i — 1);
pour | «—— k+ 1 ai— 1 faire
| PLUS «— PLUS X p(\ a la position 1) ; // algorithme 6
fin
// Sommation des probabilités de production de X;_;
PP[i] «— PP[i] + PLUS;

fin
// Production de X; en position ¢ de o;
PP[i] <« PP[i] x p(X; a la position ) ; // algorithme 6

fin
fin
// Finalisation des possibilités de production de X
P «— 0.0;
pour i < 1 a |o| faire
// La production de X s’est stoppée a cette position i
PLUS «— PP[i];
pour [ «— i+ 1 a |o| faire
// Complétion & droite avec la production de A
PLUS «— p(A a la position 1) ; // algorithme 6
fin
// Sommation des probabilités de production de X
P — P + PLUS;

fin
retourner P;

Algorithme 4 — Prédiction de la probabilité d’une chaine selon une loi normale
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Données : Une chaine d’édition o0 = My — Dq... M, — D,, sur A
Résultat : La probabilité de A\ suivant une loi normale sur A*, d’écart-type o
début
P «— 1.0;
pour i —— 1 a n faire P «—— Px p(\ & la position i); // algorithme 6
retourner P;

fin

Algorithme 5 — Prédiction de la probabilité de A\ selon une loi normale

Données : Une lettre [ € AU {A}, une opération d’édition o = m — d sur A
Résultat : La probabilité de [ suivant une loi normale sur A U {\}, d’écart-type o
début

g «— loi normale d’espérance 0 et d’écart-type c(0);

p «— probabilité de [ selon la distribution suivante :

Vb e AU{N},p(b) = w

avec :

Z= % glem—1b)

bEAU{A}
coefficient de normalisation tel que :

> opk)=1

bEAU{N}

retourner p;
fin

Algorithme 6 — Prédiction de la probabilité d’une lettre selon une loi normale
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F1G. 1 - Evolution de la distance du x2 en fonction de la taille de I’échantillon généré selon une loi
uniforme (algorithme 1)

A).

Les figures 1 et 2 présentent les évolutions des qualités des modeles en fonction du nombre
de chaines générées (la qualité est décroissante en fonction de la croissance de la distance du x?).
L’alphabet A et la fonction de colt d’édition ¢() utilisés sont décrits en annexe, les chaines générées
sont de longueur 100, et le nombre de classes est fixé a 10.

Les résultats sont ceux attendus : le meilleur modele est celui associé au processus génératif
des données, et sa distance tends (lentement) vers 0 avec la taille de I’échantillon, tandis que celle
de lautre modele diverge (rapidement). Il nous est donc effectivement possible de controler la
distribution statistique d’un ensemble de chaines.

4 Estimation d’écart-type d’une loi normale

La loi uniforme présentée en 3.1 étant non paramétrée, cette partie ne concerne effectivement
que la loi normale présentée en 3.2.

Nous estimons 1’écart-type d’une loi normale N par une chaine d’édition D impliquant la mini-
misation de la distance du x2 entre la loi normale N d’écart-type D et un échantillon S de chaines
généré selon N. Il s’agit donc d’une méthode d’optimisation, devant étre associée a un espace de
recherche, celui-ci pouvant étre par exemple ’ensemble des chemins d’édition optimaux consom-
mant et produisant une chaine de S (recherche simple), ((A U {\})2)* (recherche complete), ou
tout sous-ensemble particulier de ((A U {A})?)* (recherche génétique, locale, gloutone, par colonie
de fourmis. . .).

Deux types d’expérimentations sont menées, correspondant a deux niveaux d’estimation :

1. Estimation d’écart-type avec espérance connue

2. Estimation d’écart-type avec espérance inconnue
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F1G. 2 - Evolution de la distance du x2 en fonction de la taille de 'échantillon généré selon une loi
normale (algorithme 3)

Dans le premier cas seule la chaine produite par I’écart-type est a estimer, la chaine consommée
étant bien entendue fixée a ’espérance. Par contre dans le deuxiéme cas la chaine consommée
par D’écart-type est également a estimer, constituant par la méme une estimation de ’espérance.
Dans toutes les expérimentations suivantes, la recherche de 1’écart-type est limitée a I’ensemble des
chemins d’édition optimaux consommant et produisant une chaine de S (recherche simple), ce qui
signifie que dans le deuxiéme cas, ’estimation de 1’espérance est limitée a une recherche dans S.

La figure 3 présente les évolutions des qualités des modeles estimés en fonction du nombre de
chaines générées (la qualité est décroissante en fonction de la croissance de la distance du x?).
Ces évolutions sont également comparées avec celles des qualités de ces deux modeles, utilisés ici
comme reperes :

— le modele sous-jacent & la génération de I’échantillon (celui que l'on cherche & estimer)

— un modele de loi normale dont 1’écart-type a été généré totalement aléatoirement

L’alphabet A et la fonction de coiit d’édition c() utilisés sont décrits en annexe, les chaines
générées sont de longueur 100, et le nombre de classes est fixé & 10 (le processus de regroupement
est le méme que celui décrit en 3.3).

Les résultats sont positifs, a savoir qu’espérance connue ou inconnue, la loi estimée est au moins
aussi proche de ’échantillon que celle 'ayant généré. Le fait qu’elle y soit méme parfois plus proche
peut paraitre douteux, mais est simplement du au fait que notre méthode d’estimation s’appuie
sur une optimisation de l'adéquation a 1’échantillon, et que ce dernier est généré sous controle
d’un processus aléatoire, pour lequel il ne peut donc pas assurer une parfaite représentativité,
surtout lorsque sa taille est faible. En tous cas, nous pouvons affirmer que les estimations proposées
sont tres proches du parametre réel, sans besoin de mesurer cette proximité par une quelconque
distance d’édition entre chaines d’édition, processus qui aurait nécessité 'instanciation et donc la
justification d’une fonction de cofit d’édition sur (AU {A})2. De plus cette méthode est totalement
déterministe pour un échantillon donné. Enfin, I'estimation aléatoire divergeante témoigne de la
difficulté de la tache et donc également de la qualité des estimations fournies.
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F1c. 3 — Evolution de la distance du x? en fonction de la taille de I’échantillon

5 Conclusion

Nous avons proposé dans ce rapport le moyen de controler statistiquement la synthese d’en-
sembles de chaines discretes par des lois normales ou uniformes, ainsi qu'une méthode d’estimation
de parametres de distributions de chaines s’appuyant sur une recherche optimisant la distance d’un
échantillon a la loi proposée. Cette méthode n’est pour le moment appliquée qu’a l’estimation de
I’écart-type d’une loi normale, avec des résultats encourageants, et pourrait assez aisément étre
étendue a d’autres lois paramétrées, nécessitant la formalisation préalable de ’extension de ces
lois au domaine des chaines discretes. Ce travail ne constitue donc qu’une premiere avancée et de
nombreuses perspectives en découlent, parmi lesquelles :

1. la formalisation d’autres lois statistiques de chaines discretes
2. Pextension de la méthode d’estimation de parametres aux autres lois paramétrées
3. lestimation de la loi statistique génératrice d’un échantillon :
(a) pour chaque loi non paramétrée : sélectionner cette loi comme estimation candidate

(b) pour chaque loi paramétrée : chercher le(s) parametre(s) minimisant la distance de la loi
a I’échantillon et sélectionner cette loi, munis de ce(s) parametre(s), comme estimation
candidate

(c) parmi toutes les lois sélectionnées en 3a et 3b, proposer comme estimation finale celle
minimisant sa distance a 1’échantillon
4. Dapplication & la classification de données réelles (images. . .) codées par des chaines discretes

5. la généralisation aux graphes discrets
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U+ o [ 1t [ 2 [ 3 [ 4 ] 5 [ 6 | 17 |

000 || [NUL] | [SOH] | [STX] | [ETX] | [EOT] | [ENQ] | [ACK] | [BEL]
001 || [DLE] | [DC1] | [DC2] | [DC3] | [DC4] | [NAK] | [SYN] | [ETB]
002 [SP] ! " # $ % & ’
003 0 1 2 3 4 5 6 7
004 @ A B C D E F G
005 P Q R S T U A% W
006 ‘ a b ¢ d e f g
007 P q r S t u v w
[+ 8 [ 9 | A [ B [ ¢ [ D | E [ F |

000 [BS] [HT] [LF] [VT] [FF] [CR] [SO] [ST]
001 || [CAN] | [EM] | [SUB] | [ESC] [FS] [GS] [RS] [US]
002 ( ) * + , - . /
003 8 9 : ; < = > ?
004 H I J K L M N (0]
005 X Y 7 [ \ ] ) _
006 h i j k 1 m n 0
007 X y z { | } } [DEL)]

TaB. 1 — Alphabet latin basique (ASCII), indicé selon la norme Unicode. Les caracteres spéciaux (&
ne pas interpréter tels quels) apparaissent entre crochets. Les caracteres de controle CO apparaissent
en gras, et n’appartiennent pas & ’alphabet A utilisé pour les expérimentations

Annexe : alphabet et fonction de coiit utilisés pour les expé-
rimentations

L’alphabet A correspond & un sous-ensemble de I'alphabet latin basique (ou ASCII, intervalle
[U40000 ; U4+-007F] dans la norme Unicode), dans lequel ont été retirés les caracteres de controle CO
(intervalle [U4-0000 ; U4001F], ainsi que U4007F, dans la norme Unicode). Tous les caractéres de
A sont donc accessibles par n’importe quel clavier utilisant ’alphabet latin. A contient finalement
95 lettres de type caractere, exposées dans le tableau 1.

Quant & la fonction de cofit ¢(), elle est purement visuelle : V(a,b) € A2, c¢(a — b) = ¢(b — a),
et il s’agit de la distance de Hamming [Hamb50] entre les codages visuels respectifs de a et b selon
une matrice binaire de dimensions 7 x 7. Un exemple de tel codage visuel est donné dans le tableau
2. Cette méthode de codage peut étre appliquée a tout alphabet de lettres traduites sous forme de
matrices binaires, comme c’est le cas par exemple pour des symboles codés par des matrices 3 X 3,
proposé dans [SJ05] pour le codage d’images & base de contraste, et donnant de bons résultats en
indexation et recherche dans des bases d’images naturelles. Les cotits des insertions et suppressions
sont quant a eux tous fixés & +oo, résultant en le fait que la probabilité de toute chaine X selon
une loi normale d’écart-type o (voir 3.2) est nulle dans le cas ol | X| # |o|. Ce choix est motivé par
le désir de forcer notre processus de génération de chaines gaussiennes (algorithme 3) & ne produire
que des chaines de méme longueur (fixée par celle de I’écart-type), ce qui est toujours le cas pour
la loi uniforme (voir 3.1). De ce fait, les mesures d’adéquations entre échantillons et lois (voir 3.3)
ne s’effectuent que sur des échantillons de chalnes de méme longueur. Le contraire aurait été tres
pénalisant pour ce qui est de ’adéquation de la loi uniforme a 1’échantillon gaussien, et les mesures
n’auraient donc pas été d’'une grande fiabilité. Ce choix implique également un aspect positif en
terme de performance en prédiction de probabilité d’une chaine selon la loi normale. Le processus
général (algorithme 4) est dans ce cas simplifié & un processus itératif, détaillé dans 1’algorithme
7, aligné sur celui de Palgorithme génératif (algorithme 3), et de complexité linéaire en la longueur
de la chaine écart-type o. En effet, il est dans ce cas inutile de conserver la méthode dynamique
proposée par l’algorithme général, car il n’y a qu’une seule combinaison possible de | X| = |o| objets
parmi |o|.
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[ ] ° [ ]
[ [ ]
[ ] [ ]
L] [ ]
L] [ ]
L] [ ]
° ] o

TAB. 2 — Codage visuel du caractére O par une matrice binaire de dimensions 7 x 7

Données : Une chaine X sur A, une chaine de substitutions o = My — D; ... M, — D,, sur
A
Reésultat : La probabilité de X suivant une loi normale sur A*, d’écart-type o
début
si |X| =n alors
P «— 1.0;
pour i «—— 1 a n faire
g «— loi normale d’espérance 0 et d’écart-type ¢(M; — D;);
p «— probabilité de X; selon la distribution suivante :
c(M; — b
Wb A, p(p) = L= ) ~ )

avec :

Z=7 g(c(M;— b))

beA

coefficient de normalisation tel que :

> pb) =1

beA

P+«—— P xp;
fin
retourner P;

fin
retourner 0.0;

fin

Algorithme 7 — Prédiction de la probabilité d’une chaine selon une loi normale, dans le cas
spécifique ou la fonction de cout interdit les insertions et suppressions
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