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Introdution1 ContexteLes apaités de stokage de douments informatiques augmentant, le nombre de doumentséletroniques manipulés roît de façon exponentielle dans de nombreux domaines d'appliation.Il est néessaire de disposer d'outils informatiques permettant de retrouver es douments ou delassi�er un ensemble de douments. Ces tâhes néessitent de pouvoir mesurer la similarité oula distane entre les douments manipulés, .-à-d. de pouvoir quanti�er les points ommuns et lesdi�érenes entre deux douments a�n de retrouver les douments les plus similaires à un autre.Mesurer la distane entre deux douments permet également de aluler la moyenne et l'éarttype d'un ensemble de douments, deux opérations indispensables pour lassi�er les douments,.-à-d. onstruire des lasses de douments jugés similaires au sens de l'appliation onsidérée.Il est également parfois néessaire de pouvoir non seulement quanti�er les di�érenes entre deuxdouments mais aussi de les quali�er, .-à-d. identi�er en quoi deux douments sont similaires eten quoi ils di�èrent. Ces informations permettent d'expliquer à l'utilisateur les hoix du systèmede reherhe.Mesurer la distane entre deux douments néessite de modéliser de façon formelle les do-uments à omparer et de dé�nir une distane entre les modèles. Une première étape pour laoneption d'un système de reherhe d'information onsiste don à hoisir une modélisation for-melle des douments, .-à-d. une modélisation pouvant être exploitée de façon automatique. Lehoix de ette modélisation in�ue énormément sur les performanes du système. En e�et, ettemodélisation doit ontenir le maximum d'informations pertinentes sur les douments (.-à-d. lesinformations sémantiquement signi�atives lorsque les douments devront être omparés entreeux) tout en ne gardant que les informations pouvant être traitées e�aement de façon auto-matique. Ces informations peuvent être extraites automatiquement des douments manipulés ouprovenir d'annotations manuelles. De façon générale, plus la modélisation des douments serasophistiquée et plus la omparaison des douments sera pertinente mais di�ile.Les veteurs numériques, les haînes, les arbres et les graphes sont des strutures de donnéesouramment utilisées pour modéliser les douments.Les veteurs numériques. La modélisation la plus souvent utilisée en reherhe d'informationsest la modélisation en veteurs numériques. Un ensemble d'attributs ou de aratéristiques jugéspertinents par rapport aux besoins de l'appliation est retenu. La valeur de haune de esaratéristiques est estimée pour haque doument de la base et un doument est alors représentépar un veteur représentant toutes les valeurs pour e doument. Les tâhes d'indexation et dereherhe de douments se font alors par l'intermédiaire des veteurs qui les représentent.Les veteurs numériques sont très souvent utilisés en reherhe d'informations textuelles où leveteur représente l'histogramme des fréquenes d'apparition des mots dans un doument textuel(voir par exemple la mesure tf ∗ idf de Jones [Jon72℄). En reonnaissane d'images, le veteurpeut par exemple représenter un histogramme des ouleurs de l'image (voir par exemple Swainvii



Introdutionet Ballard [SB91℄).L'avantage de la représentation en veteur est que les distanes entre veteurs numériquessont failement et rapidement alulables et les notions de moyenne et d'éart-type d'un ensemblede veteurs numériques sont lairement dé�nies. Les tâhes de lassi�ation et de reherhe deveteurs similaires sont don aisées. En ontrepartie de ette simpliité et de ette rapidité,les veteurs ont un pouvoir d'expression assez pauvre. En partiulier, ils ne permettent pasd'exprimer la struture d'un doument, .-à-d. le fait qu'un doument puisse se déomposer enplusieurs éléments et qu'il puisse exister des relations entre es éléments qu'il est intéressant deprendre en ompte lors d'une omparaison des douments.Les haînes. Les haînes permettent d'établir un ordre total entre des éléments et par onséquentde représenter une séquentialité entre les omposants d'un doument. Elles sont don utilisées enreherhe d'information lorsqu'il devient pertinent d'ordonner des éléments. C'est par exemplele as pour la reherhe d'information textuelle où un texte n'est alors plus onsidéré ommeun ensemble de mots ou de termes (omme dans le as des veteurs) mais omme une listeordonnée de mots. En omparaison d'images, les haînes ont par exemple été utilisées par Ros etal. [RLJS05℄. Étant donnée une image, les auteurs extraient automatiquement un ensemble depixels �pereptuellement� signi�atifs (.-à-d. des points de l'image sur lesquels un observateurhumain aura tendane à se onentrer). Ces points d'intérêts sont ordonnés par ordre de saillanedéroissante, et ordre tentant de reproduire le parours visuel d'un observateur humain de etteimage. Chaque image est alors représentée par une haîne de blos de pixels (en général longuede quelques entaines de blos).La distane entre deux haînes est souvent dé�nie par la distane d'édition de haînes deLevenshtein [Lev65℄. Cette distane est failement et rapidement alulable et la moyenne etl'éart-type d'un ensemble de haînes, bien que longs à aluler, sont bien dé�nies [Jol04℄.Les arbres. Les arbres sont fréquemment utilisés pour représenter des douments. Ils permettentde représenter haque doument omme une liste (ordonnée ou non) de sous-douments eux-mêmes déomposables en sous-douments plus petits. La granularité de la représentation dépendde la profondeur de l'arbre. Un doument (.-à-d. un n÷ud de l'arbre) est alors jugé d'autantplus similaire à un autre doument que leurs déompositions en sous-douments sont similaires.Les arbres sont très utilisés en reherhe d'information sur le Web (par exemple [dBSL04℄) :en e�et, les douments sont de plus en plus souvent dérits en XML et un doument XMLest un arbre sur lequel une sémantique est assoiée à haque n÷ud. L'essentiel de l'informationutilisable pour omparer deux douments réside alors dans la struture de l'arbre XML qui déritles douments. La distane d'édition d'arbres [Sel77℄ est failement alulable.Les graphes. Les arbres ne permettent pas de représenter toutes les relations possibles entre lesomposants. Bien souvent, la sémantique assoiée à un ar (.-à-d. à une relation �ls-père) estlimitée à une relation de typage (la relation �est de type�) où d'appartenane (la relation �appar-tient à�). Les graphes orientés sont une généralisation des arbres. Il permettent une modélisationtrès rihe des douments et de leurs strutures. Un doument est représenté omme un ensemblede omposants (les sommets du graphe) et un ensemble de relations binaires entre es omposants(les ars du graphe). Composants et relations peuvent être étiquetés, .-à-d. qu'il est possibled'assoier une ou plusieurs valeurs (symboliques ou numériques) sur haque sommet et haquear a�n de di�érenier les di�érents types de omposants et les di�érents types de relations. Leurtrès forte expressivité fait que les graphes sont utilisés dans de nombreuses appliations. Notonsque les haînes et les arbres sont des graphes partiuliers.viii



2 MotivationsOn s'intéresse dans e mémoire à la omparaison automatique de graphes, .-à-d. à quanti�eret à quali�er les di�érenes et les points ommuns de deux graphes.Les mesures de similarité ou de distane de graphes existantes n'ont pas toutes la mêmetolérane aux dissimilarités pouvant exister entre les deux graphes à omparer. Par exemple, lamesure de similarité de graphes basée sur le problème de l'isomorphisme de graphes n'admetauune di�érene dans la struture des deux graphes : deux graphes sont jugés soit identiques(si les deux graphes ont exatement la même struture) soit di�érents (si leur struture di�èrene serait e que d'un seul ar ou sommet). A ontrario, la mesure de similarité basée sur ladistane d'édition de deux graphes permet une tolérane plus grande aux erreurs et admet quedeux graphes puissent être similaires sans pour autant avoir une struture identique.Toutes les mesures de la distane de deux graphes sont dé�nies par rapport à un appariementdes sommets de es deux graphes, .-à-d. une relation entre leurs sommets. Les mesures proposéesse basent généralement sur un appariement univoque des sommets, .-à-d. une relation où haquesommet d'un graphe est lié à au plus un autre sommet de l'autre graphe. Néanmoins, dans denombreuses appliations, ette restrition aux appariement univoques ne permet pas d'exprimerde façon satisfaisante la distane entre les douments représentés par les graphes et il est né-essaire de dé�nir des mesures de distane de graphes basées sur des appariements multivoques,.-à-d. des appariements où haque sommet d'un graphe peut être apparié à un ensemble desommets de l'autre graphe.Les mesures de similarité ou de distane de graphes existantes admettent des formulationstrès di�érentes les unes des autres. Par exemple, la mesure basée sur l'isomorphisme de grapheest dé�nie par rapport à l'existene d'une fontion d'isomorphisme entre deux graphes alors quela distane d'édition de graphes est basée sur la reherhe d'un plus ourt hemin d'édition entredeux graphes.Un premier objetif de ette thèse a été de mettre en évidene les point ommuns à touteses mesures : haune de es mesures est basée sur un problème de reherhe d'un meilleurappariement entre deux graphes, .-à-d. une meilleure mise en orrespondane des sommets desdeux graphes permettant d'identi�er les similarités de es graphes. Selon les ontraintes imposéessur l'appariement reherhé, la mesure sera plus ou moins tolérante à ertaines dissimilaritésentre les deux graphes. Nous avons alors été amené à proposer une nouvelle dé�nition de ladistane entre deux graphes (permettant également de dé�nir de nouvelles mesures de similaritéde graphes). Nous montrons que ette nouvelle distane est générique dans le sens où elle peutêtre paramétrée de façon à devenir équivalente à haune des mesures de similarité existantes.Un seond objetif de ette thèse a été de proposer des algorithmes e�aes pour aluler lasimilarité ou la distane entre deux graphes. En e�et, dans le as général, omparer deux graphesest un problème di�ile et, bien que de nombreuses tehniques aient déjà été proposées, auunene permet de aluler e�aement la similarité de deux graphes ayant plus d'une dizaine desommets.3 Plan du mémoireOn s'intéresse dans la première partie de e mémoire aux mesures de la distane ou de lasimilarité de deux graphes. Le hapitre 1 présente les dé�nitions et les notations utiles pour laleture de e doument.Nous proposons au hapitre 2 un état de l'art des mesures de distane/similarité de graphes.ix



IntrodutionNous itons quelques appliations utilisant la représentation d'objets en graphes a�n de reher-her ou de lassi�er es objets. Nous présentons ensuite les mesures de distane/similarité degraphes existantes dans la littérature. Nous verrons que es mesures se basent toutes sur lareherhe d'un appariement des deux graphes à omparer. Nous disutons ensuite des pointsommuns et des di�érenes entre es mesures. Nous onentrons ensuite notre attention sur leas partiulier de la mesure de similarité de graphes de Champin et Solnon [CS03℄. Nous avonsen e�et montré dans [SS05a, SS05b℄ que ette mesure était générique dans le sens où elle peutêtre paramétrée a�n de la rendre équivalente à toutes les mesures existantes. Nous montronsependant que ette mesure, bien que générique, est di�ile à utiliser dans ertains ontextes.Nous terminons le hapitre 2 par une disussion sur la néessité de proposer une nouvelle mesuregénérique de la distane de deux graphes.Nous dérivons ette nouvelle mesure générique au hapitre 3. Cette mesure est basée sur lareherhe d'un meilleur appariement multivoque de deux graphes. Elle est paramétrée par desfontions de distane de sommets et d'ars exprimant les ontraintes et les préférenes sur l'appa-riement reherhé. Nous montrons que notre mesure est générique. En paramétrant orretementles fontions de distane de sommets et d'ars de ette mesure, elle peut être rendue équivalenteà toutes les mesures existantes. Ce hapitre reprend en partie les résultats publiés dans [SSJ06a℄.La seonde partie de e mémoire s'intéresse au alul de notre mesure générique de la distanede deux graphes. Caluler notre mesure onsiste à trouver un meilleur appariement parmi tousles appariements possibles des deux graphes à omparer. Le hapitre 4 présente la omplexitéde e problème ainsi qu'un état de l'art des approhes existantes pour résoudre es problèmes.Nous distinguons d'une part les approhes omplètes et d'autre part les approhes inomplètes.Les résultats que nous avons présentés dans [SCS03℄ montrent que, dans le as général, lesapprohes omplètes peuvent aluler la distane que de très petits graphes (quelques sommetsseulement). Nous proposons don au hapitre 5 une reherhe loale taboue réative pour lealul de notre distane générique de deux graphes. La génériité de notre approhe nous permetde donner des résultats expérimentaux sur 4 lasses de problèmes d'appariements de graphesdi�érents. Ce hapitre reprend en partie les résultats publiés dans [SSJ06b, SSJ06a, SSSG06b,SSSG06a℄.Au hapitre 6, nous nous intéressons à la résolution du problème de l'isomorphisme de graphespar la programmation par ontraintes, un as partiulier de la mesure de la similarité de deuxgraphes. Nous proposons une ontrainte globale dédiée à e problème, nous dé�nissons une onsis-tane partielle pour ette ontrainte (la d-IDL-onsistane) et un algorithme permettant de l'éta-blir. Cette onsistane est une généralisation de deux onsistanes que nous avons préédemmentproposées : la label-onsistane [SS04a, SS04b℄ et l'ILL-onsistane [SS06℄. Nous montrons en-suite que l'utilisation de ette onsistane rend la programmation par ontraintes ompétitivepar rapport au meilleur algorithme onnu dédié au problème de l'isomorphisme de graphes.
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Première partieMesurer la distane de deux graphes

1





1Dé�nitions et notationsCe hapitre ontient toutes les dé�nitions et notations utilisées dans la suite de e doument.1.1 Graphes1.1.1 Graphes orientésGraphe orienté. Un graphe orienté est dé�ni par un ouple G = (V,E) tel que :� V est un ensemble �ni de sommets ;� E ⊆ V × V est un ensemble de ouples de sommets appelés ars.Extrémités d'un ar. É donné un ar (u, v) ∈ E, les sommets u et v sont appelés les extrémitésde l'ar (u, v).Ars sortants, ars entrants. Étant donné un sommet u ∈ V , les ars (u, v) ∈ E sont appelésles ars sortants du sommet u et les ars (v, u) ∈ E sont appelés les ars entrants du sommet u.1.1.2 Graphe non-orientéGraphe non-orienté. Un graphe G = (V,E) est dit non-orienté si les ars (u, v) et (v, u) sontonsidérés omme identiques. Les ars d'un graphe non-orienté sont appelés arêtes.Arêtes inidentes. Étant donné un sommet u ∈ V , les arêtes (u, v) ∈ E sont appelées les arêtesinidentes du sommet u.1.1.3 Graphe étiquetéGraphe étiqueté. Un graphe étiqueté est dé�ni par un tuple G = (V,E,LV , α, LE , β) où :� (V,E) est un graphe ;� LV est un ensemble d'étiquettes de sommets ;� α : V → LV est une appliation attribuant une étiquette à haque sommet du graphe ;� LE est un ensemble d'étiquettes d'ars ;� β : E → LE est une appliation attribuant une étiquette à haque ar du graphe.Notons que sans perte de généralité, tout graphe non-étiqueté peut être représenté par ungraphe étiqueté. Il su�t pour ela d'assoier la même étiquette de sommets à tous les sommetset la même étiquette d'ars à tous les ars.Graphe multi-étiqueté. Un graphe multi-étiqueté G est dé�ni par un tuple G = (V,LV , rV ,
LE, rE) où :� V est un ensemble de sommets ; 3



Chapitre 1. Dé�nitions et notations� LV est un ensemble d'étiquettes de sommets ;� rV ⊆ V ×LV est une relation assoiant les sommets à leurs étiquettes, i.e., rV est l'ensembledes ouples (v, l) tels que le sommet v a pour étiquette l ;� LE est un ensemble d'étiquettes d'ars ;� rE ⊆ V ×V ×LE est une relation assoiant les ars à leurs étiquettes, i.e., rE est l'ensembledes triplets (v, v′, l) tels que l'ar (v, v′) a pour étiquette l. Sans perte de généralité, onsupposera que haque ar possède au moins une étiquette. Par onséquent, l'ensemble Edes ars est dé�ni par E = {(v, v′)|∃l, (v, v′, l) ∈ rE}.1.1.4 Sous-grapheSous-graphe partiel. Un graphe G′ = (V ′, E′) est un sous-graphe partiel d'un graphe G =
(V,E) (et on note G′ ⊆p G) si et seulement si V ′ ⊆ V et E′ ⊆ E ∩ (V ′ × V ′).Sous-graphe induit. Un graphe G′ = (V ′, E′) est un sous-graphe induit d'un graphe G = (V,E)(et on note G′ ⊆i G) si et seulement si V ′ ⊆ V et E′ = E ∩ (V ′ × V ′). Un sous-graphe induit
G′ = (V ′, E′) d'un graphe G = (V,E) est le graphe qui ontient tous les ars de G ayant leursdeux extrémités dans V ′. Par onséquent, un sous-graphe induit d'un graphe G est égalementun sous-graphe partiel de G.Les notions de sous-graphe partiel et de sous-graphe induit peuvent être généralisées auxgraphes étiquetés, les sommets et les ars du sous-graphe G′ de G devant alors avoir les mêmesétiquettes que dans G.1.2 Appariements de graphesA�n de omparer deux graphes, il est néessaire de mettre en orrespondane leurs sommets,.-à-d. de dé�nir un appariement (ou mathing) entre es graphes. Les dé�nitions suivantes sontdonnées pour des graphes non-étiquetés mais sont les mêmes pour les graphes étiquetés.Appariement de graphes. Étant donnés deux graphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E′), unappariement multivoque m entre G et G′ est une relation entre V et V ′, .-à-d. m ⊆ V ×V ′. Sansperte de généralité, nous supposerons que les ensembles de sommets de G et de G′ sont disjoints,.-à-d. V ∩ V ′ = ∅.Sommets appariés à un sommet. Étant donné un appariement m de deux graphes G =
(V,E) et G′ = (V ′, E′), nous notons m(v) l'ensemble des sommets appariés au sommet v. Plusformellement, nous dé�nissons :

∀v ∈ V,m(v) =̇ {v′ ∈ V ′|(v, v′) ∈ m}

∀v′ ∈ V ′,m(v′) =̇ {v ∈ V |(v, v′) ∈ m}Par extension, quand l'ensemble des sommets appariés au sommet v est un singleton (.-à-d.quand |m(v)| = 1), nous utiliserons m(v) pour dénoter l'unique élément de m(v).Quand auune ontrainte n'est ajoutée à l'appariement, .-à-d. quand haque sommet peutêtre apparié à 0, 1 ou plusieurs sommets, l'appariement est dit multivoque.Cependant, il est possible d'ajouter des ontraintes sur le nombre de sommets ave lesquels unsommet peut être apparié. Cela nous amène à dé�nir les appariements fontionnels, appliatifs,univoques (ou surjetifs), injetifs et bijetifs. Étant donnés deux graphes G = (V,E) et G′ =
(V ′, E′), un appariement m ⊆ V × V ′ est :4



1.2. Appariements de graphes� un appariement fontionnel de G dans G′ si m apparie haque sommet du graphe G à auplus un sommet du graphe G′ :
∀v ∈ V , |m(v)| ≤ 1� un appariement appliatif de G dans G′ si m apparie haque sommet de G à exatementun sommet de G′ :
∀v ∈ V , |m(v)| = 1� un appariement univoque (ou surjetif) entre G et G′ si m apparie haque sommet de G etde G′ à au plus un sommet :
∀v ∈ V , |m(v)| ≤ 1 ∧

∀v′ ∈ V ′ , |m(v′)| ≤ 1� un appariement injetif de G dans G′ si m apparie haque sommet de G à un sommetdi�érent de G′ :
∀v ∈ V , |m(v)| = 1 ∧

∀(u, v) ∈ V × V , u 6= v ⇒ m(u) 6= m(v)Une autre dé�nition possible d'un appariement injetif de G dans G′ est un appariement
m tel que :

∀v ∈ V , |m(v)| = 1 ∧

∀v′ ∈ V ′ , |m(v′)| ≤ 1� un appariement bijetif entre G et G′ si m apparie haque sommet de G (resp. de G′) àun sommet di�érent de G′ (resp. de G) :
∀v ∈ V , |m(v)| = 1 ∧

∀v′ ∈ V ′ , |m(v′)| = 1Ars appariés lors d'un appariement. Étant donné un appariement m des sommets de deuxgraphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E′), un ar (u, v) ∈ E est dit apparié à un autre ar (u′, v′) ∈ E′si et seulement si {(u, u′), (v, v′)} ⊆ m. Comme pour les sommets, par extension, nous notons
m(u, v) l'ensemble des ars appariés à l'ar (u, v) par l'appariement m :

∀(u, v) ∈ E,m(u, v) =̇ {(u′, v′) ∈ E′|u′ ∈ m(u), v′ ∈ m(v)}

∀(u′, v′) ∈ E′,m(u′, v′) =̇ {(u, v) ∈ E|u ∈ m(u′), v ∈ m(v′)}Notons qu'un appariement de graphe est une relation entre les sommets de deux graphes etque de ette relation, on en déduit un appariement des ars.Sous-graphe induit par un appariement. Étant donné un appariement m de deux graphes
G = (V,E) et G′ = (V ′, E′), le sous-graphe de G (resp. G′) induit par l'appariement m estnoté G↓m = (V↓m, E↓m) (resp. G′

↓m = (V ′
↓m, E′

↓m)) où V↓m et E↓m (resp. V ′
↓m et E′

↓m) sont lesensembles de sommets et d'ars de G (resp. G′) appariés à au moins un sommet ou un ar de G′(resp. G) :
V↓m = {v ∈ V |m(v) 6= ∅} , E↓m = {(u, v) ∈ E|m(u, v) 6= ∅}

V ′
↓m = {v′ ∈ V ′|m(v′) 6= ∅} , E′

↓m = {(u′, v′) ∈ E′|m(u′, v′) 6= ∅} 5



Chapitre 1. Dé�nitions et notationsÉtant donné un appariement m de deux graphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E′), si le sous-graphe
G↓m de G induit par l'appariement m est identique à G (.-à-d. quand V↓m = V et E↓m = E),l'appariement m dé�nit un homomorphisme de G dans G′. Si m est en plus un appariementinjetif, m dé�nit un monomorphisme (ou un isomorphisme de sous-graphe partiel) de G dans
G′.
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2Mesures existantesCe hapitre a pour but de sensibiliser le leteur à l'intérêt de l'utilisation des graphes pour lamodélisation puis la omparaison automatique d'objets. La setion 1 montre en quoi et dans quelontexte les graphes sont intéressants pour modéliser des objets. Des exemples d'appliations quiutilisent la modélisation des objets en graphes sont donnés.La setion 2 dresse l'état de l'art des mesures de similarité ou de distane de graphes exis-tantes. Ces mesures di�èrent les unes des autres par les ontraintes et les préférenes qu'ellesposent sur l'appariement reherhé entre les deux graphes à omparer. Nous avons hoisi de lesregrouper et de les ordonner des plus restritives aux plus souples.2.1 Représentation d'objets ave des graphesLes graphes orientés sont une façon très rihe de modéliser des douments et leurs strutures.Un doument est représenté omme un ensemble de omposants (les sommets du graphe) et unensemble de relations binaires entre es omposants (les ars du graphe). Composants et relationspeuvent être étiquetés, .-à-d. qu'il est possible d'assoier une ou plusieurs valeurs (symboliquesou numériques) sur haque sommet et haque ar a�n de di�érenier les di�érents types deomposants et les di�érents types de relations. Leur très forte expressivité fait que les graphessont utilisés dans de nombreuses appliations.Chimie organique et moléules. Dans [Rég95℄, l'auteur s'intéresse à la himie organiqueet à la façon de synthétiser des moléules et a besoin pour ela de tester si une moléule entredans la omposition d'une autre. Pour la synthèse de moléules, la façon dont les atomes sontassemblés est essentielle et représenter une moléule uniquement par la quantité de haque typed'atomes qui la omposent est insu�sant. Par onséquent, l'auteur représente des moléules pardes graphes : haque sommet représente un atome et haque ar représente une liaison entre deuxatomes. Les sommets sont étiquetés par le type d'atome qu'ils représentent (par exemple �O� pouroxygène, �C� pour arbone...) et les ars sont étiquetés par le type de liaison qu'ils représentent(liaison simple, liaison double...). La �gure 2.1 représente le benzène (C6H6). Comme on peut levoir, la représentation �lassique� par attribut-valeur C6H6 (.-à-d. type d'atomes - nombre dees atomes) ne permet pas de re�éter la struture de la moléule alors que la représentation engraphe le permet. 7



Chapitre 2. Mesures existantes

Fig. 2.1 � Exemple de représentation en graphe du benzène C6H6. Chaque sommet représente unatome de la moléule. Les arêtes représentent des liaisons simples ou doubles entre deux atomes.Biologie et réseaux biohimiques Dans [DDD05a℄, Dooms et al. s'intéressent au problèmede la déouverte d'interations dans des réseaux biohimiques. Ils modélisent pour ela les ré-seaux par des graphes (haque sommet orrespond à des omposants d'une ellule ; haque arorrespond à une interation entre des omposants lors d'une réation biohimique) et omparentes graphes (ou herhent des hemins ontraints) a�n de déouvrir de nouvelles interations.L'analyse de es réseaux biohimiques permet, entre autres, de déouvrir des liens de parenté(au sens évolutionniste) entre di�érentes protéines ou de trouver des protéines jouant un r�lesimilaire.Reherhe d'informations et douments HTML. Les graphes ont également été utiliséspar Shenker et al [SLBK04℄ pour omparer des douments Web au format HTML. Chaquedoument est représenté par un graphe où haque mot présent dans le doument est représentépar un sommet (si le mot apparaît plusieurs fois, un seul sommet représente l'ensemble desourrenes du mot) et où haque ar entre deux sommets représente le fait qu'il existe au moinsune ourrene de la suession des deux mots orrespondants dans le texte. Trois étiquettesd'ars existent : (TX) pour indiquer que la suession des deux mots est présente dans le textede la page, (L) pour indiquer sa présene dans un lien HTML et (TI) pour indiquer sa présenedans le titre de la page. La �gure 2.2 montre une représentation partielle d'une page exprimantle fait que le doument ontient le texte �REUTERS NEWS SERVICE REPORTS�, qu'il a pourtitre �YAHOO NEWS� et un lien sur le texte �MORE NEWS�.
Fig. 2.2 � Exemple de représentation (partielle) d'une page Web en graphe (exemple issu de[SLBK04℄). Chaque sommet représente un mot du doument. Un ar est ajouté entre deux motslorsque eux-i se suivent. Les ars sont typés par TX, L ou TI selon si l'ourrene du ouplede mots est présent dans du texte, dans un lien ou dans le titre de la page.8



2.1. Représentation d'objets ave des graphesNotons que, ontrairement à l'exemple de la himie organique, la représentation des pages Weben graphes réduit fortement la quantité d'informations ontenue dans la page. Par onséquent,plusieurs douments Web di�érents peuvent être représentés par le même graphe. Néanmoins,les auteurs supposent que deux pages Web étant représentées par le même graphe seront nées-sairement sémantiquement orrélées : elles auront des titres similaires, des hyperliens similaires...L'objetif des auteurs étant de retrouver des pages Web traitant du même sujet, ette rédutionde l'information n'est pas un problème : deux pages sont représentées par le même graphe quesi es deux pages traitent du même sujet.CAO et objets de oneption. Champin [Cha02℄ présente une appliation de raisonnementà partir de as sur des objets de oneption assistée par ordinateur. Dans e ontexte, l'au-teur herhe à identi�er de façon automatique tous les objets déjà onçus similaires à un objetà onevoir. Les objets de oneption sont dérits en termes de omposants (murs, boulons,poutres...) et de relations entre es omposants (une poutre est sur un mur, une poutre est à �téd'une autre poutre...). Par onséquent, a�n de omparer es objets, l'auteur les modélise par desgraphes multi-étiquetés. Chaque sommet du graphe modélise un omposant de l'objet et haquear une relation binaire entre es omposants. Un ensemble d'étiquettes est assoié à haque aret haque sommet a�n de distinguer les di�érents types de relations et de omposants.

Fig. 2.3 � Exemple de représentation d'un objet de oneption (à gauhe de la �gure) en graphemulti-étiqueté (à droite de la �gure) [Cha02℄. Chaque sommet représente un omposant de l'objet.Di�érentes relations binaires peuvent exister entre les omposants (�être sur�, �être à �té de�...).Chaque omposant (ou relation) peut avoir plusieurs étiquettes. Ii, les objets a, b, c et d sontdes �poutres� ayant une forme en �I�.Vision arti�ielle et images. Les graphes sont également très fréquemment utilisés en re-onnaissane d'images. Les images sont généralement segmentées en régions. Chaque sommetdu graphe représente alors une région de l'image et les ars représentent les di�érentes rela-tions possibles entre les régions (onnetivité, distane...). De nombreuses aratéristiques sontgénéralement assoiées aux sommets a�n de dérire la taille des régions assoiées, leur forme,leur ouleur... Un exemple de modélisation d'une image par un graphe est donné en �gure 2.4.L'intérêt prinipal de l'utilisation des graphes pour la représentation d'images est l'intégrationd'informations spatiales dans la modélisation. En e�et, les représentations lassiques telles queles histogrammes de ouleurs, les desripteurs de textures, et... ne donnent auune informationsur la façon dont les régions d'intérêt de l'image sont agenées. A ontrario, la représentation par9



Chapitre 2. Mesures existantesgraphes permet de dérire la struture de l'image, .-à-d. la façon dont les régions sont disposéesles unes par rapport aux autres. En outre, selon les types de relations hoisies, ette représenta-tion en graphe peut être invariante à ertaines transformations telles que les rotations de l'imageou les translations de ertaines parties de l'image.

Fig. 2.4 � Exemple de représentation d'une image (à gauhe) en graphe (à droite) issue de[AFB03℄. L'image est segmentée en région puis haque région de l'image est représentée par unsommet. Une arête est présente entre deux régions si es régions sont adjaentes.Les graphes sont également utilisés dans des ontextes plus spéi�ques de la reonnaissaned'images. Citons par exemple la modélisation et la reonnaissane d'empreintes digitales parNeuhaus et Bunke [NB04℄ ou une appliation de raisonnement à partir de as de Le Ber et al[LNML03℄ où les as sont des artes représentant des environnements agrioles (.-à-d. des artessituant une ferme, les forêts alentours, les points d'eau...).Coneption logiielle et patrons de oneption. Les patrons de oneption [GHJV95℄sont utilisés en génie logiiel pour dérire des méthodes génériques de résolution de problèmesréurrents en programmation orientée objets. L'utilisation des patrons de oneption est forte-ment onseillée ar ils dé�nissent des arhitetures e�aes, élégantes et de qualité issues denombreuses années d'expériene. Ils permettent une maintenane plus simple du ode et demeilleures garanties de qualité, deux enjeux importants pour l'industrie du logiiel. Néanmoins,érire du ode respetant un patron de oneption n'est pas aisé : ela néessite que le dévelop-peur ait une vue globale de la tâhe à réaliser et une onnaissane parfaite de tous les patronsexistants.Dans [AFC98℄, Antoniol et al. présentent une appliation apable de retrouver, dans un odeorienté objet existant, des ourrenes (exates ou dégradées) de miro-arhitetures dé�niesdans des patrons de oneptions. À partir du ode, un graphe est généré automatiquement :haque sommet de e graphe représente une lasse et les ars représentent les liens entre eslasses modélisant des relations d'instaniation, d'héritage ou de omposition entre es lasses.Il s'agit ensuite de retrouver des ourrenes d'un graphe modélisant un patron de oneption àl'intérieur du graphe modélisant le ode.Albin-Amiot et al. [AACGJ01℄ proposent également d'identi�er de façon automatique despatrons de oneption. Le problème est modélisé en problème de satisfation de ontraintes.Néanmoins, omme les variables et les ontraintes de e CSP modélisent le diagramme UML dupatron à reonnaître et que le domaine de es variables représente les entités existantes dans le10



2.2. Comparaison de graphesode orienté objet existant, e CSP peut être vu omme un problème d'appariement de deuxgraphes.Les graphes sont également utilisés pour la oneption de bases de données. Les diagrammesentités-assoiations de la méthode Merise ou les diagrammes UML sont des graphes. Melnik etal. [MGMR02℄ utilisent la omparaison de graphes pour la omparaison de shémas de basesde données. L'intérêt d'une telle appliation est de pouvoir fusionner de façon automatique desdonnées provenant de soures di�érentes.2.2 Comparaison de graphesToutes les appliations itées dans la setion préédente représentent des objets par desgraphes dans le but de les omparer. Plus préisément, l'objetif est :� de trouver, parmi un ensemble d'objets, le ou les objets les plus similaires à un autre (asde la reherhe de douments HTML, d'objets de oneption ou d'images similaires) ;� de trouver une ourrene (dégradée ou non) d'un objet dans un autre objet plus omplexe(as de l'analyse de la omposition d'une moléule en himie organique ou de la reherhede patrons de oneption) ;� d'identi�er, étant donnés deux objets, leurs points ommuns (as des réseaux biohimiquesou de la fusion de bases de données).Toutes es opérations de omparaison néessitent de dé�nir formellement une mesure desimilarité ou de distane entre deux objets. Lorsque les objets sont modélisés par des graphes,il est don néessaire de dé�nir une mesure de similarité (ou de distane) entre tout ouple degraphes. Comparer deux graphes onsiste à omparer leur struture, .-à-d. la répartition deleurs ars sur leurs sommets. Les sommets des deux graphes sont mis en orrespondane et lasimilarité des strutures dépend du nombre d'ars que ette mise en orrespondane des sommetspermet de �retrouver�.Nous avons vu dans la setion préédente que dans de nombreuses appliations les sommetset les ars des graphes sont valués a�n de quali�er les di�érents omposants et les di�érentesrelations entre es omposants. Par onséquent, dans es appliations, la distane entre deuxgraphes dépendra de leur struture mais également des di�érenes entre les valeurs portées parles sommets et les ars mis en orrespondane.Cette setion dresse un état de l'art des mesures de similarité ou de distane de graphesexistantes. Ces mesures di�èrent les unes des autres par les ontraintes et les préférenes qu'ellesposent sur l'appariement reherhé entre les deux graphes à omparer. Nous avons hoisi de lesregrouper et de les ordonner des plus restritives aux plus souples :� la première atégorie est omposée des méthodes basées sur la reherhe d'un appariementunivoque respetant un ensemble de ontraintes dures ;� la seonde atégorie regroupe les méthodes basées sur la reherhe d'un appariement uni-voque respetant un ensemble de ontraintes dures et satisfaisant au maximum un ensemblede ontraintes souples ;� la troisième atégorie regroupe les méthodes basées sur des appariements multivoques dessommets des deux graphes : haque sommet peut ette fois-i être mis en orrespondaneave un ensemble quelonque de sommets de l'autre graphe ; un ensemble de ontraintesdures et de ontraintes souples sur les appariements possibles sont ajoutées.Nous nous intéressons dans un premier temps à l'expressivité des mesures existantes et nonpas à la omplexité de leur alul que nous introduisons au hapitre 4. Néanmoins, de façon trèsgénérale, il est possible de dire que le alul de la majorité des mesures que nous présentons est11



Chapitre 2. Mesures existantesun problème NP-Complet ou NP-Di�ile et, qu'en pratique, le alul d'une mesure est d'autantplus di�ile que la mesure est expressive.Les mesures de distane ou de similarité de graphes que nous présentons ii ont souvent étéinitialement proposées pour des graphes non-étiquetés. Néanmoins, elles admettent toutes desgénéralisations aux graphes étiquetés. Nous onsidérons don qu'un graphe non-étiqueté est ungraphe où haque sommet et haque ar a la même étiquette et nous dé�nissons es mesurespour les graphes étiquetés uniquement.La majorité des mesures de similarité/distane de graphes que nous présentons ont été ini-tialement dé�nies par rapport à une fontion des sommets d'un graphe vers les sommets d'unautre graphe. Cependant, par soui d'homogénéité, nous avons hoisi, lorsque 'était possible,de redé�nir es mesures par rapport à un appariement (fontionnel, injetif, bijetif...) des som-mets des deux graphes (voir le hapitre 1 pour un rappel de la dé�nition des es di�érent typesd'appariements).2.2.1 Appariements univoques sous ontraintes duresDans ertaines appliations, deux objets seront jugés omparables si leurs strutures et/oule type de leurs omposants et relations sont identiques. Par onséquent, des méthodes qui netolèrent auune di�érene entre la struture de deux graphes ont été introduites. Ces problèmessont des problèmes de déision. Étant donnés deux graphes, le problème onsiste à déider si lesdeux graphes ont des strutures totalement identiques ou si la struture d'un des deux graphesest identique à une sous partie de la struture de l'autre graphe.Tous es problèmes reposent sur la reherhe d'un appariement univoque des sommets desdeux graphes respetant un ensemble de ontraintes dures.Isomorphisme de graphesLe problème de l'isomorphisme de deux graphes onsiste à prouver que deux graphes sontisomorphes, .-à-d. que les deux graphes sont identiques à un renommage de leurs sommets près.Dé�nition (Isomorphisme de graphes). Étant donnés deux graphes étiquetés G = (V,E,
LV , α, LE , β) et G′ = (V ′, E′, LV , α′, LE , β′) tels que |V | = |V ′|, G et G′ sont isomorphes si etseulement s'il existe un appariement bijetif m ⊆ V × V ′ tel que ∀(u, v) ∈ V 2, (u, v) ∈ E ⇔
(m(u),m(v)) ∈ E′ et ∀u ∈ V, α(u) = α′(m(u)) et ∀(u, v) ∈ E, β((u, v)) = β′((m(u),m(v))).1Isomorphisme de sous-graphe (induit)Dans ertaines appliations, il est intéressant de savoir si un objet ontient un autre objet. Parexemple, en reherhe de douments, une requête peut être vue omme un objet et les doumentsqui répondent à ette requête omme des objets plus omplexes ontenant l'objet requête. Enreonnaissane d'images, il est parfois néessaire de reherher un objet partiulier à l'intérieurd'une sène (.-à-d. une image omposée de plusieurs objets). En himie organique [Rég95℄, ilpeut être utile de véri�er la présene d'une moléule dans la omposition d'une autre moléuleplus omplexe.1Rappelons que pour les appariements univoques (et a fortiori les appariements bijetifs), quand l'ensemble dessommets appariés à un sommet v est un singleton, .-à-d. quand |m(v)| = 1, nous notons m(v) l'unique sommetélément de m(v).12



2.2. Comparaison de graphes

Fig. 2.5 � Exemple de deux graphes isomorphes. Un appariement d'isomorphisme possible entrees graphes est m = {(1, A), (2, B), (3, C), (4, D), (5, E)}.Le problème de l'isomorphisme de sous-graphe (induit) onsiste à prouver qu'un graphe estisomorphe à une sous-partie d'un autre graphe, autrement dit, que le graphe est �inlus� dansl'autre graphe. Par onséquent, lorsque des objets sont modélisés par des graphes, ela permetde savoir si un objet est une partie d'un autre objet.Dé�nition (Isomorphisme de sous-graphe induit). Étant donnés deux graphes étiquetés
G = (V,E,LV , α, LE , β) et G′ = (V ′, E′, L′

V , α′, L′
E , β′) tels que |V | ≤ |V ′|, le graphe étiqueté

G est isomorphe à un sous-graphe (induit) du graphe étiqueté G′ si et seulement s'il existe unappariement injetif m ⊆ V × V ′ tel que ∀(u, v) ∈ V 2, (u, v) ∈ E ⇔ (m(u),m(v)) ∈ E′ et
∀u ∈ V, α(u) = α′(m(u)) et ∀(u, v) ∈ E, β((u, v)) = β′((m(u),m(v))). L'appariement m est alorsappelé relation d'isomorphisme de sous-graphe induit.

Fig. 2.6 � Exemple d'isomorphisme de sous-graphe (induit). Un appariement d'isomorphisme desous-graphe induit possible entre es graphes est m = {(A, 1), (B, 2), (C, 3)}.Isomorphisme de sous-graphe partielDans une relation d'isomorphisme de sous-graphe induit entre un graphe G et un graphe G′,tous les ars entre les sommets de G′ appariés à un sommet de G doivent être appariés à un arde G. La struture de G doit don être préservée au sens strit, .-à-d. que tous les ouples desommets de G qui ne sont pas reliés par un ar doivent être appariés à un ouple de sommets de
G′ qui ne sont pas reliés par un ar. Les relations d'isomorphisme de sous-graphe partiel entredeux graphes G et G′ n'ont pas ette ontrainte. 13



Chapitre 2. Mesures existantesDé�nition (Isomorphisme de sous-graphe partiel). Étant donnés deux graphes étiquetés
G = (V,E,LV , α, LE , β) et G′ = (V ′, E′, LV , α, LE , β) tels que |V | ≤ |V ′|, le graphe G est unsous-graphe partiel du graphe G′ si et seulement s'il existe un appariement injetif m ⊆ V × V ′tel que ∀(u, v) ∈ E, (m(u),m(v)) ∈ E′,∀v ∈ V, α(v) = α(m(v)) et ∀(u, v) ∈ E, β((u, v)) =
β′((m(u),m(v))). L'appariement m est alors appelé relation d'isomorphisme de sous-graphe par-tiel (ou relation de monomorphisme de G dans G′). Notons que, étant donnée ette dé�nition,toute relation d'isomorphisme de sous-graphe induit est également une relation d'isomorphismede sous-graphe partiel. La �gure 2.7 donne un exemple d'une telle relation.

Fig. 2.7 � Exemple d'isomorphisme de sous-graphe partiel. Un appariement d'isomorphisme desous-graphe partiel m possible est m : {(A, 1), (B, 2), (C, 3)}. L'appariement m n'est par ontrepas une relation d'isomorphisme de sous-graphe induit : les sommets 1 et 3 du graphe G′ sontreliés par un ar alors que leur antéédents par ette appariement injetif ne sont pas reliés parun ar.Généralisation de l'isomorphisme de sous-grapheZampelli et al. [ZDD05℄ proposent une généralisation du problème de l'isomorphisme desous-graphe (appelée �approximate subgraph mathing problem�) pour analyser des réseaux bio-himiques. Ce problème onsiste à reherher l'ourrene d'un modèle de graphe dans un grapheible. La spéi�ité de e problème est que le graphe modèle est omposé de sommets et d'ars�obligatoires� (.-à-d. des sommets et des ars qui doivent néessairement être retrouvés dans legraphe ible), des sommets �faultatifs� (.-à-d. des sommets qui ne doivent pas néessairementêtre retrouvés dans le graphe ible2) et des ars �interdits� (.-à-d. des ars qui ne doivent êtreappariés à auun ar du graphe ible).Dé�nition (Isomorphisme de sous-graphe généralisé). Étant donnés un graphe étiquetémodèle Gp = (Vp, Ep, LV , αp, LE , βp), un ensemble de sommets optionnels Op ⊆ Vp, un ensembled'ars interdits Fp ⊆ (Vp × Vp) − Ep et un graphe étiqueté ible Gt = (Vt, Et, LV , αt, LE , βt) leproblème de l'isomorphisme de sous-graphe généralisé onsiste à trouver un appariement3 entrele graphe modèle et le graphe ible qui respete toutes les ontraintes du problème, .-à-d. unappariement m ⊆ Vp × Vt tel que :1. m est univalent ;2Lorsqu'un sommet �optionnel� est apparié, tous ses ars doivent être retrouvés. Notons �nalement que ettenotion de sommets optionnels n'a de sens que si le problème est sujet à d'autres ontraintes ar si ça n'est pas leas, il su�t d'enlever les sommets optionnels et leurs ars du graphe modèle pour obtenir le même résultat.3Par soui de larté et d'homogénéité, nous avons pris la liberté de hanger la notation proposée dans [ZDD05℄.14



2.2. Comparaison de graphes2. ∀u ∈ (Vp\Op), |m(u)| = 1 ;3. ∀u ∈ Vp,m(u) 6= ∅ ⇒ αp(u) = αt(m(u)) ;4. ∀(u, v) ∈ Ep,m(u) 6= ∅ ∧m(v) 6= ∅ ⇒ (m(u),m(v)) ∈ Et ∧ βp((u, v)) = βt((m(u),m(v))) ;5. ∀(u, v) ∈ Fp,m(u) 6= ∅ ∧m(v) 6= ∅ ⇒ (m(u),m(v)) 6∈ Et.La ontrainte 1 garantit que haque sommet des deux graphes est apparié à au plus unsommet de l'autre graphe. La ontrainte 2 garantit qu'au moins haque sommet non optionneldu graphe modèle est apparié à un sommet du graphe ible. La ontrainte 3 implique que tous lessommets du graphe modèle sont appariés à des sommets du graphe ible ayant la même étiquette.La ontrainte 4 implique que tous les ars du graphe modèle dont les extrémités sont appariéessont appariés à un ar du graphe ible ayant la même étiquette. En�n, la ontrainte 5 garantitque les ars interdits ne sont appariés à auun ar du graphe ible.Ce problème peut être vu omme une généralisation du problème de l'isomorphisme de sous-graphe et de sous-graphe partiel. Un problème d'isomorphisme de sous-graphe induit entre ungraphe G = (V,E,LV , α, LE , β) et un graphe G′ = (V ′, E′, LV , α′, LE , β′) peut être expriméomme un problème d'isomorphisme de graphe généralisé entre G et G′ ave Op = ∅ (auunsommet de G n'est optionnel) et Fp = (V × V )\E (les ouples de sommets de G qui ne sont pasdes ars ne doivent pas être appariés à des ars de G′). Un problème d'isomorphisme de sous-graphe partiel entre un graphe G = (V,E,LV , α, LE , β) et un graphe G′ = (V ′, E′, LV , α, LE , β)peut également être exprimé omme un problème d'isomorphisme de sous-graphe généralisé entre
G et G′ ave Op = ∅ et Fp = ∅ (auune ontrainte entre les ouples de sommets de G qui ne sontpas des ars n'est ajoutée).2.2.2 Appariements univoques sous ontraintes dures et souplesLes omparaisons de graphes itées préédemment s'appuient toutes sur des appariements degraphes exats, .-à-d. des appariements mettant en évidene que les strutures des deux graphesomparés sont identiques ou respetent des ontraintes dures sur l'existene ou l'inexistene d'unar ou d'un sommet. Par onséquent, deux graphes ayant des strutures similaires sans pourautant être exatement identiques sont jugés inomparables par es mesures : la similarité entreles deux graphes sera jugée nulle et leur distane in�nie. Dans de nombreuses appliations, laomparaison des objets se fait en fontion de leurs similarités struturelles e qui rend les mesuresde similarité de graphes basées sur des appariements exats inutilisables.Dans [Tve77, Lin98℄, il est montré que deux objets sont d'autant plus similaires que l'interse-tion de leurs aratéristiques est grande. La similarité de deux objets a et b respetivement déritspar des ensembles A et B de aratéristiques est dé�nie omme taille(A ∩B)/taille(A ∪B).Cette sous-setion présente des problèmes de reherhe d'un meilleur appariement univoqueentre deux graphes. Des préférenes, .-à-d. des ontraintes souples, sont exprimées sur le typed'appariement reherhé mais une ontrainte dure impose à es appariements d'être univoques.Ces problèmes permettent d'identi�er et de quanti�er les points ommuns et les di�érenes entreles strutures de deux graphes. Le but n'est plus de montrer que deux graphes sont struturel-lement identiques (ou qu'un graphe est une sous-partie d'un autre) mais d'évaluer à quel pointleurs strutures sont semblables. Ces mesures permettent don de s'inspirer de la mesure deTversky [Tve77℄ pour dé�nir des mesures de similarité ou de distane de graphes.Plus grand sous-graphe (induit) ommunDé�nition (Plus grand sous-graphe induit ommun). Un sous-graphe ommun à deuxgraphes étiquetés G et G′ (noté mcs(G,G′) pour maximum ommon subgraph) est un graphe15



Chapitre 2. Mesures existantes
G′′ tel qu'il existe un isomorphisme de sous-graphe induit entre G′′ et G et entre G′′ et G′. Unplus grand sous-graphe ommun à deux graphes G et G′ est un sous-graphe ommun ayant unnombre de sommets et/ou d'ars maximum.

Fig. 2.8 � Exemple de plus grand sous-graphe induit ommun. G′′ est un plus grand (en termede nombre de sommets) sous-graphe induit ommun à G et G′.Dans [BS98, Bun00℄, Bunke propose de dé�nir la taille de l'intersetion de deux graphesomme la taille de leur plus grand sous-graphe ommun. Il s'appuie don sur la mesure deTversky [Tve77℄ pour proposer une dé�nition de la distane d(G,G′) entre deux graphes G et
G′ :

d(G,G′) = 1−
|mcs(G,G′)|

max(|G|, |G′|)où |G| est la taille du graphe G (.-à-d. son nombre de sommets et/ou d'ars).Dans [BS98℄, Bunke et Shearer montrent que, lorsque la taille d'un graphe est dé�nie ommeson nombre de sommets (quand |G = (V,E)| = |V |) ette distane est une métrique, .-à-d. quequels que soient les graphes G, G′ et G′′ :1. d(G,G′) = 0⇔ G est isomorphe à G′ (séparation) ;2. d(G,G′) = d(G′, G) (symétrie) ;3. d(G,G′) + d(G′, G′′) ≥ d(G,G′′) (inégalité triangulaire).Le fait que la distane soit une métrique est une propriété intéressante : ela permet parexemple d'indexer des bases de graphes pour aélérer l'opération de reherhe du graphe leplus similaire à un autre graphe [SBV00℄. Cependant, si les propriétés d'une métrique sontalgorithmiquement intéressantes, elle sont parfois inadaptées au domaine d'appliation [BS98℄.C'est par exemple le as de la symétrie en reonnaissane d'images : lorsqu'une image shématiqued'un visage est présentée omme requête à un système de reherhe d'images similaires, il estgénéralement souhaitable que le système retourne toutes les photographies de visages de la based'images. A ontrario, si la photographie d'un visage est soumise au système de reherhe, iln'est généralement pas souhaitable d'obtenir l'image shématique d'un visage.Plus grand sous-graphe partiel ommunLes dé�nitions de distane (ou de similarité) s'appuyant sur le plus grand sous-graphe ommunà deux graphes peuvent être aussi étendues à la notion de plus grand sous-graphe partiel ommunà deux graphes. Comme pour l'isomorphisme de sous-graphe partiel, la ontrainte imposant quetous les ouples de sommets n'étant pas reliés par un ar doivent être reliés à des ouples desommets qui ne forment pas un ar est enlevée.16



2.2. Comparaison de graphesDé�nition (Plus grand sous-graphe partiel ommun). Un sous-graphe partiel ommunà deux graphes étiquetés G et G′ est un graphe G′′ tel qu'il existe un isomorphisme de sous-graphe partiel entre G′′ et G et entre G′′ et G′. Un plus grand sous-graphe partiel ommun àdeux graphes G et G′ est un sous-graphe partiel ommun ayant un nombre de sommets et/oud'ars maximum. Notons qu'ii, dé�nir la taille d'un graphe omme uniquement son nombre desommets n'a pas de sens ar auune ontrainte sur les ars n'est imposée pour le hoix du graphe
G′′.

Fig. 2.9 � Exemple de plus grand sous-graphe partiel ommun. G′′ est un plus grand (en termede nombre d'ars) sous-graphe partiel ommun à G et G′.La distane de [BS98℄ peut être adaptée à la dé�nition du plus grand sous-graphe partielommun. La taille |G| d'un graphe G doit alors être redé�nie omme une ombinaison linéaire deson nombre de sommets et d'ars. La distane obtenue ne sera alors pas forément une métrique(elle ne respete pas forément l'inégalité triangulaire).Distane d'édition de graphesLa distane d'édition de graphes proposée par Bunke et Jiang dans [BJ00, Bun97℄ est unemesure de distane inspirée de la distane d'édition de haînes de aratères ou distane deLevenshtein [Lev65℄. Étant donnés deux graphes étiquetés G et G′, la distane d'édition degraphe (ged pour graph edit distane) entre G est G′ est dé�nie omme l'ensemble le moinsoûteux d'opérations néessaires pour rendre le graphe G isomorphe au graphe G′. Les opérationsonsidérées sont l'insertion, la substitution (.-à-d. le réétiquetage) et la suppression de sommetset d'ars.Dé�nition (Distane d'édition de graphes). Étant donnés deux graphes étiquetés G =
(V,E,LV , α, LE , β) et G′ = (V ′, E′, LV , α′, LE, β′), un appariement à tolérane d'erreurs est unappariement univalent m ⊆ V × V ′. Le sommet u est substitué par le sommet v si m(u) = v. Si
α(u) = α′(m(u)), la substitution est dite �identique�, sinon, elle est dite �non-identique�. Tous lessommets u ∈ V tels que m(u) = ∅ sont dits supprimés par m. Tous les sommets v ∈ V ′ tels que
m(v) = ∅ sont dits insérés par m. La même terminologie est utilisée pour les ars des graphes.Un oût est assoié à haque opération de substitution non-identique, d'insertion ou de sup-pression d'un sommet ou d'un ar. Le oût d'un appariement à tolérane d'erreurs m est alorsdé�ni omme la somme des oûts des opérations induites par m. En�n, la distane d'édition degraphe entre deux graphes est dé�nie omme le oût de l'appariement à tolérane d'erreurs lemoins oûteux. 17



Chapitre 2. Mesures existantesBunke montre dans [Bun97℄ que, selon omment sont dé�nis les oûts des opérations d'édition,la distane d'édition de graphe peut être égale à la distane basée sur le plus grand sous-graphe(induit ou partiel) ommun à deux graphes (se référer à l'artile [Bun97℄ pour plus de détails surette équivalene).Petrovi et al. [PKY02℄ proposent d'utiliser un as partiulier de la distane d'édition (unedistane d'édition où les poids des opérations d'édition sont �xés) pour la omparaison de asdans un système de raisonnement à partir de as.2.2.3 Appariements multivoquesLes mesures de distane de graphes présentées jusqu'ii reposent toutes sur des appariementsunivoques de sommets. Chaque sommet d'un graphe est mis en orrespondane ave au plusun sommet de l'autre graphe. Cette ontrainte dure ne onvient ependant pas à toutes lesappliations : selon la granularité de desription des objets, le omposant d'un objet (.-à-d. lesommet d'un graphe) peut jouer le même �r�le� qu'un ensemble de omposants d'un autre objet(.-à-d. un ensemble de sommets).Réemment, quatre artiles se sont intéressés à des mesures de distane ou de similarité degraphes basées sur des appariements multivoques de sommets :� Ambauen et al. [AFB03℄ proposent une distane d'édition de graphe étendue pour la om-paraison d'images sur-segmentées autorisant des opérations de fusion et d'élatement desommets ;� Boeres et al. [BRB04℄ et Deruyver et al. [DHLJ05℄ proposent des mesures de similaritéde graphes basées sur un appariement fontionnel non-injetif a�n de omparer une imagesur-segmentée à son modèle shématique ;� Champin et Solnon [CS03℄ proposent une mesure de similarité de graphes basée sur unappariement multivoque des sommets des graphes a�n de omparer des objets de oneptiondérits à di�érents niveaux de granularité.Cette sous-setion présente es problèmes de reherhe d'un meilleur appariement multivoqueentre deux graphes.Distane d'édition de graphe étendueDans [AFB03℄, Ambauen et al. s'intéressent à la dé�nition d'une distane entre des imagessegmentées représentées par des graphes dans lesquels un ar relie deux sommets si les deuxrégions orrespondantes sont adjaentes. Les auteurs soulignent que le problème de ette approheest que la segmentation des images en régions est une tâhe di�ile et que les images sont biensouvent sur ou sous-segmentées, .-à-d. que le déoupage automatique d'une image en régions�sémantiquement� ohérentes génère trop ou pas su�samment de régions. Par onséquent, lesommet d'un graphe orrespondant à une région d'une image sous-segmentée peut orrespondreà plusieurs sommets d'un graphe orrespondant à des régions d'une image sur-segmentée.La �gure 2.10 reprend l'exemple proposé par [AFB03℄ pour montrer (sous forme shéma-tique) l'intérêt d'ajouter les opérations de fusion et d'élatement de sommets dans le adre de laomparaison d'images représentées par des graphes. Lors du proessus de segmentation, la jambegauhe du personnage représenté à gauhe a été sur-segmentée alors que elle du personnage dedroite ne l'a pas été. De la même façon, le ventre du personnage de droite a été oupé en deuxrégions alors que ça n'est pas le as pour le personnage de gauhe. Par onséquent, si on utilisela distane d'édition de graphe (non-étendue) pour omparer les graphes obtenus à partir de es18



2.2. Comparaison de graphes

Fig. 2.10 � Exemple (issu de [AFB03℄) de l'utilité de la distane d'édition de graphes étenduepour la omparaison d'images sur-segmentées. En haut, les images segmentées, en bas, les graphesorrespondant à es images.segmentations, il faudra un grand nombre d'opérations d'édition pour rendre les deux graphesidentiques et la distane entre es deux images pourtant très similaires sera élevée.Pour prendre en ompte es problèmes de sur et de sous-segmentation des images, les auteursproposent une distane d'édition de graphes étendue permettant de mettre en orrespondaneun sommet d'un graphe à plusieurs sommets d'un autre graphe. Comme la distane d'éditionde graphes, la distane d'édition de graphes étendue évalue la distane entre deux graphes enfontion du oût de l'ensemble des opérations néessaires à rendre le premier graphe isomorpheau seond graphe. En plus des 6 opérations de suppression, substitution et insertion de sommetset d'ars, deux nouvelles opérations sur les graphes sont introduites pour prendre en ompte lesproblèmes de segmentation : la fusion de sommets et l'élatement de sommets.Notons que omme un sommet peut être apparié à plusieurs sommets, l'appariement entre lesdeux graphes ne peut plus (omme pour la distane d'édition de graphe lassique) être présentéomme une fontion injetive des sommets d'un graphe dans les sommets de l'autre graphe.Le problème est don formalisé omme la reherhe d'une séquene d'opérations d'édition. Ladistane d'édition de graphes étendue est alors dé�nie omme le oût de la séquene d'opérationsd'édition la moins oûteuse permettant de rendre le premier graphe isomorphe au seond graphe.Si on utilise la distane d'édition de graphes étendue pour omparer les graphes de la �gure2.10, seules deux opérations d'édition (à l'exeption des substitutions identiques) sont nées-saires : les fusions des sommets d1 et d2 et des sommets 7a et 7b. Sans pouvoir fusionner lessommets, il aurait fallu au moins 9 opérations, par exemple, supprimer les ars (3, 4), (4, 6) et
(7a, 7b), supprimer le sommet 7b, insérer un sommet 4a et ajouter les ars (3, 4a), (2, 4a), (4, 4a)et (4a, 6). 19



Chapitre 2. Mesures existantesComparaison d'images sur-segmentées à des modèlesDans [BRB04℄, Boeres et al. s'intéressent au problème de la omparaison d'une image réelled'un erveau au modèle d'une image d'un erveau. Chaune des deux images est segmentée enrégions puis modélisée par un graphe où haque sommet orrespond à une région de l'image ethaque ar orrespond à l'adjaene des deux régions orrespondant aux extrémités de l'ar.Dans ette appliation, une omparaison des sommets et des ars deux à deux ne onvientpas. En e�et, les deux objets à omparer sont de natures di�érentes et n'ont don pas la mêmegranularité de desription. L'image modèle à un aspet shématique faile à segmenter automa-tiquement (ou ayant été segmenté à la main par un spéialiste du domaine) alors que l'imageréelle du erveau, généralement bruitée, est di�ilement segmentable de façon automatique etsera don généralement sur-segmentée. Par onséquent, une région du modèle orrespond souventà plusieurs régions de l'image.

Fig. 2.11 � Exemple d'une image d'un erveau et d'un modèle du erveau (issu de [BRB04℄).L'image réelle (à gauhe) est bruitée et don di�ile a segmentée (elle sera sans doute sur-segmentée) alors que le modèle (à droite) est net, shématique et don faile à segmenter.Le problème de la mesure de la similarité des deux images est don dé�ni omme la reherhed'un meilleur appariement multivoque entre les deux graphes. L'appariement reherhé doitrespeter de nombreuses ontraintes propres à l'appliation onsidérée et le problème onsiste àtrouver un meilleur appariement, .-à-d. elui qui respete toutes les ontraintes et qui maximiseune fontion de similarité alulée à partir de matries de similarité de sommets et d'ars.Plus formellement, deux graphes sont onsidérés pour e problème : le graphe modèle G1 =
(V1, E1) et le graphe image G2 = (V2, E2) (ave |V1| ≤ |V2|). Une solution de e problème est unappariement m ⊆ V1 × V2 entre les graphes G1 et G2 tel que :1. haque sommet de G1 est apparié à un ensemble onneté non-vide de sommets de G2(.-à-d. que ∀v ∈ V1, |m(v)| ≥ 1 et que les sommets de m(v) sont onnetés par des ars de

E2) a�n de ne fusionner que des régions adjaentes de l'image ;2. haque sommet de G2 est apparié à exatement un sommet de G1 (.-à-d. que ∀v ∈
V2, |m(v)| = 1) ;3. ertains ouples de sommets sont �interdits� et ne peuvent don pas être appariés les unsaux autres.Étant donné un appariement qui respete es ontraintes, une mesure de similarité sim[Boeres]mest alulée par rapport à des matries de similarité de sommets et d'ars smv : V1 × V2 → [0, 1]20



2.2. Comparaison de grapheset sme : E1 × E2 → [0, 1] omme ei :
sim[Boeres]m =

∑

(u,v)∈m

smv(u, v)

|V1|.|V2|
+

∑

(u,v)∈(V1×V2)−m

1− smv(u, v)

|V1|.|V2|
+

∑

((u,u′),(v,v′))∈E1×E2|{(u,v),(u′,v′)}⊆m

sme((u, u′), (v, v′))

|E1|.|E2|
+

∑

((u,u′),(v,v′))∈E1×E2|{(u,v),(u′,v′)}6⊆m

1− sme((u, u′), (v, v′))

|E1|.|E2|Dans [DHLJ05℄, Deruyver et al. utilisent la omparaison de graphes pour obtenir une seg-mentation sémantique des images. L'image est initialement déoupée en (petites) régions par uneméthode de segmentation basée sur des ritères de bas niveaux. Les régions obtenues sont alorsfusionnées tant que l'image peut être appariée au graphe modèle.Bien que l'objetif et la méthode de résolution proposée soient totalement di�érents, le pro-blème d'appariement de graphes utilisé par Deruyver et al. [DHLJ05℄ est très similaire à eluiutilisé par Boeres et al. [BRB04℄. Le problème onsiste dans les deux as à trouver un meilleur ap-pariement des sommets d'une image modèle à un ou plusieurs sommets d'une image réelle. Dansles deux as, l'appariement reherhé doit respeter des ontraintes entre les n÷uds fusionnés etentre les n÷uds non fusionnés.Raisonnement à partir de as en CAODans [CS03℄, Champin et Solnon s'intéressent à une appliation de raisonnement à partir deas (RàPC) pour des objets de oneption par ordinateur [Cha02℄. Dans ette appliation, lesobjets sont représentés par des graphes. Chaque sommet du graphe orrespond à la omposanted'un objet (par exemple, un mur, une poutre...) et les ars orrespondent aux relations binairesexistant entre es omposantes (par exemple des relations topologiques telles que �a �té de�,�sur�...). Le paradigme du raisonnement à partir e as s'appuie sur le fait que des problèmessimilaires admettent des solutions similaires. Dans ette appliation il est don néessaire deretrouver parmi une base de problèmes (appelés as), le problème le plus similaire à elui àrésoudre, .-à-d., dans e as partiulier, l'objet de oneption le plus similaire à un objet deoneption existant.Chaque omposant et haque relation peut avoir plusieurs aratéristiques. Par exemple,une poutre peut être aratérisée d'une part par le fait d'être une �poutre� et d'autre partpar le fait d'avoir une forme en �U�. Par onséquent, les objets sont modélisés par des graphesmulti-étiquetés où haque sommet et haque relation sont aratérisés par un ensemble non vided'étiquettes (voir le hapitre 1 pour la dé�nition d'un graphe multi-étiqueté).Par exemple, étant donnés l'ensemble d'étiquettes de sommets LV = {poutre,mur, I, U} etl'ensemble d'étiquettes d'ars LE = {sur, a_cote}, les objets de oneption de la �gure 2.12peuvent être représentés par les graphes de la �gure 2.13.L'exemple de la �gure 2.12 montre que pour ette appliation, la omposante d'un objet peutjouer le même r�le que plusieurs omposantes d'un autre objet. Le mur de l'objet de droite jouele même r�le que les deux murs de l'objet de gauhe. Par onséquent, pour omparer les graphesreprésentant es deux objets, il est néessaire de s'appuyer sur un appariement multivoque de21



Chapitre 2. Mesures existantes
 a  b  c  d

 e
 fObjet 1

 1  2  3  4

 5Objet 2Fig. 2.12 � Deux objets de oneption similaires.
G1 = 〈 V1 = { a, b, c, d, e, f }

rV1
= { (a, poutre), (b, poutre), (c, poutre), (d, poutre),

(a, I), (b, I), (c, I), (d, I),
(e,mur), (f,mur) }

rE1
= { (a, b, a_cote), (b, c, a_cote), (c, d, a_cote),

(a, e, sur), (b, e, sur), (c, f, sur), (d, f, sur) } 〉

G2 = 〈 V2 = { 1, 2, 3, 4, 5 }
rV2

= { (1, poutre), (2, poutre), (3, poutre), (4, poutre),
(1, U), (2, U), (3, U), (4, U),
(5,mur) }

rE2
= { (1, 2, a_cote), (2, 3, a_cote), (3, 4, a_cote),

(1, 5, sur), (2, 5, sur), (3, 5, sur), (4, 5, sur) } 〉Fig. 2.13 � Les deux graphes permettant de représenter les deux objets de oneption de la�gure 2.12 : à gauhe la représentation graphique des graphes multi-étiquetés, à droite leurreprésentation relationnelleleurs sommets : haque sommet pourra être mis en orrespondane ave un ou plusieurs sommetsde l'autre graphe.Étant donné un appariement multivoque m ⊆ V ×V ′, la similarité dépend de l'ensemble desétiquettes de sommets et d'ars ommunes aux deux graphes par rapport à m. Cet ensembleontient toutes les étiquettes des sommets (resp. ars) de G et de G′ appariés dans m à aumoins un sommet (resp. ar) ayant la même étiquette. Plus formellement, l'ensemble G ⊓m G′des étiquettes ommunes à G = (V, rV , rE) et G′ = (V ′, r′V , r′E) par rapport à l'appariement mest dé�ni par :
G ⊓m G′ =̇ {(v, l) ∈ rV | ∃(v, v′) ∈ m, (v′, l) ∈ rV ′}

∪ {(v′, l) ∈ rV ′ | ∃(v, v′) ∈ m, (v, l) ∈ rV }

∪ {(vi, vj , l) ∈ rE| ∃(vi, v
′
i) ∈ m,∃(vj , v

′
j) ∈ m, (v′i, v

′
j , l) ∈ rE′}

∪ {(v′i, v
′
j , l) ∈ rE′ | ∃(vi, v

′
i) ∈ m,∃(vj , v

′
j) ∈ m, (vi, vj , l) ∈ rE}Exemple : Considérons les deux graphes étiquetés de la �gure 2.13 et les deux appariement22



2.2. Comparaison de graphessuivants :
mA = {(a, 1), (b, 2), (c, 3), (d, 4), (e, 5), (f, 5)}
mB = {(a, 1), (b, 2), (a, 3), (b, 4)), (e, 5)}Les étiquettes ommunes à es deux graphes par rapport aux appariements mA et mB pro-posés i-avant sont :

G ⊓mA
G′ = rV ∪ rE ∪ r′V ∪ r′E

− { (a, I), (b, I), (c, I), (d, I), (1, U), (2, U ), (3, U), (4, U) }
G ⊓mB

G′ = {(a, poutre), (b, poutre), (e,mur),
(1, poutre), (2, poutre), (3, poutre), (4, poutre), (5, mur),
(a, b, a_cote), (1, 2, a_cote), (3, 4, a_cote), (a, e, sur),
(b, e, sur), (1, 5, sur), (2, 5, sur), (3, 5, sur), (4, 5, sur) }Étant donné un appariement multivoque m, la similarité dépend aussi de l'ensemble dessommets élatés (les splits), .-à-d. l'ensemble des sommets appariés à plus d'un sommet. Chaquesommet élaté v est assoié à l'ensemble sv des sommets auquel il est apparié :

splits(m) = {(v, sv) | v ∈ V, sv = {v′ ∈ V ′|(v, v′) ∈ m}, |sv| ≥ 2}
∪ {(v′, sv′) | v

′ ∈ V ′, sv′ = {v ∈ V |(v, v′) ∈ m}, |sv′ | ≥ 2}Par exemple, les appariements mA et mB de l'exemple préédent génèrent les splits suivants :
splits(mA) = { (5, {e, f}) } et splits(mB) = { (a, {1, 3}), (b, {2, 4}) }.La similarité de deux graphes G et G′ par rapport à un appariement m est alors dé�niepar :

simm(G,G′) =
f(G ⊓m G′)− g(splits(m))

f(rV ∪ rE ∪ r′V ∪ r′E)
(2.1)où f et g sont deux fontions dépendantes de l'appliation onsidérée. Par exemple, si f estla fontion ardinalité et g la fontion nulle, la similarité est alors proportionnelle au nombred'étiquettes ommunes aux deux graphes par rapport au nombre total de aratéristiques. Si gest une fontion de ardinalité, alors la similarité déroîtra proportionnellement au nombre desommets élatés.Finalement, la similarité sim(G,G′) de deux graphes G et G′ est dé�nie omme la plus grandesimilarité possible, .-à-d. elle obtenue par le meilleur appariement :

sim(G,G′) = max
m⊆V ×V ′

f(G ⊓m G′)− g(splits(m))

f(rV ∪ rE ∪ r′V ∪ r′E)
(2.2)Prenons l'exemple de la �gure 2.13 et supposons que les fontions f et g soient des fontionsde ardinalité. Le meilleur appariement entre es deux graphes onsiste à apparier les poutresentre elles et les deux murs de l'objet de gauhe ave le mur de l'objet de droite : 'est donl'appariement mA. En e�et, et appariement permet de retrouver 25 étiquettes de sommets etd'ars sur les 33 présentes en ne générant qu'un seul élatement de sommet. La similarité entrees deux graphes par rapport à et appariement est don de 24/33. Comme il n'existe pas demeilleur appariement de es deux graphes, la similarité de es deux graphes est don de 24/33.23



Chapitre 2. Mesures existantes2.3 DisussionBien qu'elles aient été généralement initialement dé�nies dans un autre formalisme, nousavons vu que toutes les mesures de distane/similarité de graphes présentées dans la setionpréédente reposent sur la reherhe d'un �meilleur� appariement de deux graphes. Néanmoins,es mesures di�èrent sur les ontraintes et les préférenes qu'elles imposent à l'appariementreherhé.2.3.1 Struture des graphesLes mesures de distane/similarité de graphes existantes n'ont pas la même tolérane auxvariations existantes dans la struture des graphes à omparer. Par exemple, le problème del'isomorphisme de graphes (resp. de sous-graphe) se base sur un appariement mettant en évidenele fait qu'un graphe a une struture rigoureusement identique à elle d'un autre graphe (resp.d'une partie d'un autre graphe). Retrouver tous les sommets et tous les ars d'un ou des deuxgraphes omparés est une ontrainte dure et l'appariement reherhé est une appliation injetive(resp. bijetive dans le as de l'isomorphisme de graphe) devant retrouver tous les ars d'un graphe(resp. des deux graphes).A ontrario, d'autres mesures, omme par exemple elles basées sur la reherhe d'un plusgrand sous-graphe ommun, sont plus souples vis-à-vis de la struture. Les graphes omparés nesont pas néessairement identiques dans leur globalité. L'appariement reherhé met en évideneles parties de graphes identiques : seuls les sous-ensembles des sommets et des ars des deuxgraphes appariés doivent avoir une struture identique. L'appariement n'est don pas néessaire-ment une appliation mais il est néessairement univalent et fait en sorte de maximiser le nombrede sommets et/ou d'ars retrouvés dans les deux graphes.Les mesures les plus souples vis-à-vis de la struture des graphes reposent sur des apparie-ments multivoques [CS03, AFB03℄. Même les parties des graphes mis en orrespondane n'ontplus néessairement une struture identique : plusieurs sommets (resp. ars) peuvent être mis enorrespondane ave un même sommet (resp. ar). A�n de maximiser tout de même la similaritéstruturelle, les mesures basées sur des appariements multivoques tentent de limiter es misesen orrespondane multiples en les pondérant (par un oût de fusion et d'élatement pour ladistane d'édition de graphes étendue ou par la fontion g pour la mesure de Champin et Sorlin).2.3.2 Similarité des sommets et des ars appariésNous avons vu que les graphes manipulés par les mesures de distane/similarité que nousavons présentées étaient souvent étiquetés ou multi-étiquetés. Les ontraintes et les préférenesposées sur l'appariement reherhé peuvent également porter sur es étiquettes.Certaines mesures imposent aux appariements de n'apparier que des éléments rigoureusementidentiques. C'est notamment le as de l'isomorphisme de graphe ou de sous-graphe ou des mesuresbasées sur la reherhe d'un plus grand sous-graphe ommun aux deux graphes.D'autres mesures, omme par exemple la distane d'édition de graphes, autorise les apparie-ments de sommets et d'ars n'ayant pas la même étiquette ('est une substitution non-identique).A�n de minimiser tout de même les di�érenes entre les graphes, un oût est assoié à es sub-stitutions d'étiquettes.Lorsque les éléments sont multi-étiquetés (as de la mesure de Champin et Solnon), l'appa-riement reherhé tente de maximiser le nombre d'étiquettes retrouvées dans les deux graphes.24



2.3. DisussionDe façon plus générale, omme dans le as de la similarité de [BRB04℄, la qualité d'unappariement peut être évaluée à l'aide de matries de similarité des sommets et des ars desdeux graphes. L'appariement reherhé doit don maximiser la similarité des éléments appariésentre eux. Les sommets et les ars peuvent également être aratérisés par tout autre type devaleurs (nombres réels, veteurs...), l'appariement reherhé devant alors minimiser une fontionde omparaison des valeurs des éléments mis en orrespondane.Dans le as des appariements multivoques, la mesure doit être apable de omparer un en-semble de sommets (resp. d'ars) à un autre ensemble de sommets (resp. d'ars). Dans la mesurede Champin et Solnon où il faut maximiser le nombre d'étiquettes de sommets et d'ars retrou-vées, ette omparaison se fait en faisant l'intersetion des unions des étiquettes des élémentsfusionnés.2.3.3 La mesure de Champin et SolnonSorlin et al. montrent dans [SS05a, SS05b℄ que la mesure de Champin et Solnon [CS03℄ estgénérique. En e�et, ette mesure est paramétrée par les fontions de similarité f et g et toutesles autres mesures de similarité proposées dans la littérature peuvent être vues omme un aspartiulier de ette mesure en instaniant es fontions de façon adéquate.Cependant, bien qu'elle soit générique, la mesure de Champin et Solnon [CS03℄ est di�ile àutiliser dans ertains ontextes. En e�et, ette mesure s'applique à des graphes multi-étiquetés etla similarité de deux graphes est évaluée par rapport à l'ensemble des étiquettes qu'un �meilleur�appariement des deux graphes permet de retrouver. Or, ertaines ontraintes ou préférenes surl'appariement reherhé ne peuvent être exprimées �diretement� en termes d'étiquettes retrou-vées. Il est don souvent néessaire d'introduire des étiquettes de sommets �arti�ielles� permet-tant de �realuler� l'appariement réalisé dans la fontion f et de déléguer entièrement le alulde la qualité d'un appariement à ette fontion.
Fig. 2.14 � Deux graphes G et G′ dont les sommets sont valués. On reherhe un appariementunivoque entre G et G′ qui minimise l'éart entre les valeurs des sommets appariés.Exemple. Prenons les deux graphes G et G′ de la �gure 2.14. Des nombres réels sont assoiés àhaque sommet de es graphes. Supposons que l'on veuille trouver un appariement univoque dees deux graphes qui minimise l'éart entre les valeurs des sommets appariés. Cette ontrainte nepeut pas s'exprimer diretement en termes d'étiquettes retrouvées. En e�et, si les sommets sontétiquetés par leur valeur, seules les étiquettes des sommets appariés ayant une valeur rigoureu-sement identique sont retrouvées par un appariement et il n'est pas possible de mesurer l'éartentre les valeurs de es sommets. Il faut don ajouter des étiquettes arti�ielles permettant deretrouver l'appariement dans la fontion f .Les étiquettes de sommet vv′ que nous proposons d'ajouter sont retrouvées par un apparie-ment m si et seulement si (v, v′) ∈ m. De façon plus formelle, étant donnés les deux graphes25



Chapitre 2. Mesures existantes
G = (V,E) et G′ = (V ′, E′), il faut ajouter à haque sommet v de V (resp. v′ ∈ V ′), l'ensembledes étiquettes vv′ telles que v′ ∈ V ′ (resp. v ∈ V ).

Fig. 2.15 � Des étiquettes �arti�ielles� doivent être ajoutées aux sommets des graphes G et G′a�n de pouvoir retrouver l'appariement réalisé dans la fontion f .La �gure 2.15 montre omment il faut étiqueter les sommets des graphes G et G′ de la �gure2.14 a�n de pouvoir retrouver l'appariement réalisé dans la fontion f . Il est faile de montrerqu'une étiquette (v, vv′) appartient à l'ensemble G ⊓m G′ si et seulement si (v, v′) ∈ m.Une fois les graphes arti�iellement étiquetés, il est possible de dé�nir la fontion f a�n deminimiser l'éart entre les valeurs des sommets appariés 4.
f(S) =

∑

(v,vv′)∈S|v∈V

val(v) + val(v′)− |val(v) − val(v′)|La fontion g doit être dé�nie de façon à interdire les appariements non-bijetifs :
g(∅) = 0

g(S) = +∞ si S 6= ∅Résoudre e problème d'appariement ave la mesure de Champin et Solnon est possible maisfastidieux à mettre en ÷uvre : il est néessaire d'utiliser de nombreuses étiquettes �arti�ielles�à seule �n de pouvoir aluler l'éart des valeurs de deux sommets appariés entre eux. D'autresontraintes �lassiques� sont également di�iles à exprimer : par exemple, imposer un apparie-ment �bijetif� (et non plus simplement univoque) néessite également l'introdution d'étiquettesde sommets arti�ielles.Cette di�ulté réside dans le fait que la qualité d'un appariement est évaluée en fontiondes étiquettes de sommets et d'ars que et appariement permet de retrouver. Cette approhe adeux onséquenes néfastes :� La omparaison de deux sommets (ou ars) est réalisée par rapport à l'intersetion deleurs ensembles d'étiquettes. Deux étiquettes �similaires� mais non-identiques ne peuventdon pas �diretement� être prises en ompte dans la mesure de distane/similarité del'appariement de es deux sommets (voir l'exemple i-dessus) ;� Lorsque deux sommets (resp. ars) sont fusionnés, l'agrégation de leurs ensembles d'éti-quettes se fait par l'opérateur ensembliste d'union et il n'est pas possible d'utiliser �dire-tement� un autre opérateur. La fusion de deux sommets ayant une étiquette �Taille=1� nepermet pas de retrouver l'étiquette �Taille=2� du sommet auxquels ils sont appariés.4Nous supposerons que les valeurs assoiées aux sommets sont stritement supérieures à 0.26



2.3. Disussion2.3.4 SynthèseLa distane ou la similarité de deux graphes est un problème réurrent en reherhe d'infor-mations et de nombreuses mesures de distane ou de similarité de graphes ont été proposées dansla littérature. Cependant, dans le ontexte général de la omparaison de deux graphes, auunedes mesures existantes ne nous a paru satisfaisante. Chaque mesure a été dé�nie dans un ontextepartiulier et ne peut pas être réutilisée failement dans un autre ontexte. Seule la mesure deChampin et Solnon [CS03℄ est générique [SS05a, SS05b℄ dans le sens où elle permet d'exprimerles autres mesures de similarité de graphes. Néanmoins, ette mesure est di�ile à utiliser dansertains ontextes : elle ompare des graphes multi-étiquetés et la omparaison des sommets etdes ars entre eux est limitée à une opération d'intersetion de l'union de leurs ensembles d'éti-quettes (limitant l'expressivité de ette mesure). Il nous est don apparu néessaire de proposerune nouvelle mesure générique de la distane de deux graphes.La mesure que nous proposons est apable d'approximer à la fois la struture des deux grapheset les propriétés (les étiquettes, les valeurs numériques ou tout autre type d'objets) portées surles sommets et les ars de es graphes : elle est paramétrée par des fontions de distane desommets et d'ars exprimant les préférenes et les ontraintes sur l'appariement reherhé. Ceparamétrage rend notre mesure générique : elle permet de aluler toutes les mesures de similaritéet de distane de graphes présentées en première partie de e doument (nous le verrons à lasetion 3.2 de e mémoire).Notre mesure repose sur la reherhe d'un meilleur appariement multivoque des sommets desdeux graphes à omparer. Néanmoins, des ontraintes (introduites dans des fontions de distanesde sommets et d'ars) peuvent être ajoutées a�n de limiter la omparaison des graphes à ertainstypes d'appariements. Contrairement à la mesure de Champin et Solnon [CS03℄, notre mesurede distane de graphes ne présume pas de la façon de omparer et de fusionner les étiquettes oules valeurs portées par les sommets et les ars des graphes.Notre mesure permet d'exprimer simplement et de façon homogène toutes les façons deomparer deux graphes. Homogénéiser les dé�nitions des mesures de distane de graphes présentedeux avantages : omparer les mesures entre elles devient plus simple et un algorithme apablede aluler notre mesure générique permet également de aluler toutes les mesures de distanesde graphes existantes.Nous présentons notre nouvelle mesure de la distane de deux graphes dans le hapitre suivant.Nous montrons ensuite que ette mesure est générique dans le sens où elle permet de modéliserde nombreux problèmes d'appariement de graphes et don de aluler les mesures de distane oude similarité de graphes existantes.
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Chapitre 2. Mesures existantes
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3Une nouvelle mesure générique3.1 Dé�nition de la mesureDans ette setion, nous introduisons une nouvelle mesure de distane entre deux graphes.Cette distane est générique dans le sens où elle est paramétrée par des fontions de distane desommets et d'ars. Ces fontions permettent d'introduire des onnaissanes propres au domained'appliation de la mesure. Notre mesure permet la omparaison de graphes où les sommets etles ars possèdent un ou plusieurs attributs (tels que des étiquettes, des valeurs numériques...).3.1.1 Fontions de distane de sommets et d'arsLa première étape lorsqu'on souhaite aluler la distane entre deux graphes est d'apparierleurs sommets a�n d'identi�er leurs points ommuns. Nous onsidérons ii des appariements mul-tivoques, .-à-d. que haque sommet d'un graphe peut être apparié à un ensemble (éventuellementvide) de sommets de l'autre graphe.Étant donné un appariement m, il est néessaire de savoir pour haque sommet et haquear des deux graphes à quel point les propriétés du sommet ou de l'ar sont retrouvées parl'appariement m. Dès lors, nous supposons l'existene d'une fontion δv (resp. δe) de distane desommets (resp. d'ars) retournant pour haque sommet v (resp. ar (u, v)) des deux graphes ethaque ensemble de sommets sv (resp. d'ars se) de l'autre graphe un nombre réel dans l'intervalle
[0,+∞[ exprimant la distane entre le sommet v (resp. l'ar (u, v)) et l'ensemble sv (resp. se).De façon plus formelle, nous supposons l'existene des deux appliations suivantes :

δv : (V, ℘(V ′)) ∪ (V ′, ℘(V ))→ R
+

δe : (E,℘(E′)) ∪ (E′, ℘(E))→ R
+Généralement, la distane sera égale à +∞ si le sommet v (resp. l'ar (u, v)) n'est pas �om-parable� ave l'ensemble de sommets sv (resp. d'ars se), .-à-d. quand et appariement viole uneontrainte dure du problème. A ontrario, la distane sera égale à 0 quand toutes les propriétésde v (resp. de (u, v)) sont retrouvées par l'ensemble sv (resp. se).Les fontions δv et δe expriment les préférenes loales sur la façon dont les sommets et lesars doivent être appariés. Ces fontions dépendent de l'appliation onsidérée et sont utiliséespour exprimer les onnaissanes de similarité propres au domaine ainsi que les ontraintes quel'appariement doit respeter.Par exemple, si l'appariement reherhé est un appariement univoque (.-à-d. que haquesommet doit être apparié à au plus un sommet de l'autre graphe) qui préserve le plus grand29



Chapitre 3. Une nouvelle mesure génériquenombre de sommets et d'ars, les fontions δv et δe doivent être dé�nies omme ei :
∀v ∈ V ∪ V ′,∀sv ∈ ℘(V ) ∪ ℘(V ′), δv(v, sv) = 1 si sv = ∅

= 0 si |sv| = 1

= +∞ sinon
∀(u, v) ∈ E ∪ E′,∀se ∈ ℘(E) ∪ ℘(E′), δe((u, v), se) = 1 si se = ∅

= 0 si |se| = 1

= +∞ sinonChaune de es fontions retourne +∞ si un élément est apparié à plus d'un autre élément (equi violerait la ontrainte d'appariement univoque), 0 s'il est apparié à exatement un élément,
1 s'il est apparié à auun élément (a�n d'�enourager� les sommets et les ars à être appariés).3.1.2 Distane de graphesÉtant donnés un appariement m ⊆ V × V ′ de deux graphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E′)et les deux fontions de distane δv et δe, la distane entre les graphes G et G′ par rapportà l'appariement m dépend de la distane entre haque sommet (resp. ar) et l'ensemble dessommets (resp. ars) auxquels il est apparié :

δm(G,G′) = ⊗(Sv, Se) (3.1)
Sv = {(v, δv(v,m(v)))|v ∈ V ∪ V ′}

Se = {((u, v), δe((u, v),m(u, v)))|(u, v) ∈ E ∪E′}où ⊗ : ℘(V ∪ V ′ × R
+) × ℘(E ∪ E′ × R

+) → R
+ est une fontion dépendant du domained'appliation. Cette fontion est introduite pour agréger les aluls de distane de sommets etd'ars. Elle permet d'exprimer les préférenes globales sur les distanes entre les sommets et lesars des deux graphes. La fontion ⊗ est dé�nie de façon à e que la distane minimale entre deuxgraphes par rapport à un appariement soit égale à 0. La distane par rapport à un appariement

m de deux graphes G et G′ est égale à +∞ si et seulement si l'appariement m n'est pas unappariement valide par rapport à l'appliation onsidérée, .-à-d. quand m viole une ontraintedure du problème.Le plus souvent, la fontion ⊗ est dé�nie omme une somme ou une somme pondérée dela distane de haun des ars et des sommets. Cependant, a�n d'exprimer des distanes plussophistiquées, nous ne nous restreignons pas à e as partiulier. Par exemple, la fontion ⊗peut être hoisie de façon à rendre la distane entre deux graphes proportionnelle au nombre desommets ayant au moins un ar entrant ou sortant ave une distane supérieure à un ertainseuil.La formule (3.1) dé�nit la distane entre deux graphes par rapport à un appariement m entreles sommets de es graphes. Nous dé�nissons la distane entre deux graphes G et G′ omme ladistane induite par le meilleur appariement, .-à-d. elui qui induit une distane minimale :
δ(G,G′) = min

m⊆V ×V ′
δm(G,G′) (3.2)Finalement, étant donnés deux graphes G et G′, une mesure de distane entre G et G′ estdé�nie omme un triplet δ =< δv , δe,⊗ > où δv est la fontion de distane de sommets, δe est la30



3.1. Dé�nition de la mesurefontion de distane d'ars et ⊗ est la fontion agrégeant les distanes des sommets et des arsdes deux graphes.Notons que le terme �distane� est utilisé ii dans son sens ommun : la distane entre deuxgraphes est faible lorsque les deux graphes partagent de nombreuses propriétés et est égale à 0(le minimum) quand un appariement parfait des deux graphes peut être trouvé (par rapport àl'appliation onsidérée). Dans le as général, notre mesure de distane n'a pas les propriétésmathématiques d'une distane �lassique� et n'est pas une métrique. Par exemple, la distaneentre deux graphes peut être in�nie ; elle peut ne pas respeter l'inégalité triangulaire et ne pasêtre symétrique et la distane entre un graphe et lui même peut ne pas être égale à 0. Cependant,selon les dé�nitions des fontions δv, δe et ⊗, notre distane peut devenir une métrique.3.1.3 Similarité de graphesNous avons hoisi de dé�nir une distane entre deux graphes. Cependant, distane et similaritésont deux onepts duaux et notre mesure de distane peut être utilisée pour dé�nir une mesurede similarité entre deux graphes.Par exemple, dans de nombreuses appliations, la distane entre deux graphes G et G′ esttoujours inférieure ou égale à la somme des distanes entre haun des deux graphes et le graphevide G∅ (G∅ = (∅, ∅)). Par onséquent, ette propriété peut être utilisée pour normaliser ladistane entre deux graphes et ainsi dé�nir la mesure de similarité suivante :
sim(G,G′) = 1−

δ(G,G′)

δ(G,G∅) + δ(G′, G∅)3.1.4 Analyse et ritiqueNotre distane de graphe alule la distane entre haque élément (sommets et ars) desgraphes et l'ensemble des éléments auquel il est apparié puis agrège es distanes ave la fontion
⊗ pour en déduire la distane entre les deux graphes. Cette façon de faire présuppose que lesdistanes entre les éléments des graphes sont indépendantes les unes des autres et peuvent donêtre évaluées loalement. Par onséquent, notre mesure ne permet pas d'exprimer simplementdes ontraintes ou des préférenes portant sur plusieurs éléments à la fois. Par exemple, il n'estpas possible d'exprimer simplement la ontrainte : �es deux sommets doivent être appariés aumême nombre de sommets�.Déomposer la distane entre deux graphes en une agrégation de la distane de haun deleurs éléments peut don paraître d'une part arbitraire et d'autre part une limitation de notremodèle. Néanmoins, nous justi�ons notre hoix par les trois raisons suivantes :� Nous verrons dans le hapitre suivant que la majorité des problèmes d'appariement peuventêtre exprimés simplement ave notre mesure. Exepté pour la distane d'édition de graphesétendue, toutes les ontraintes et les préférenes sur les appariements reherhés peuventêtre exprimés de façon loale et l'opérateur d'agrégation des distanes est tout simplementune somme des distanes ;� Cette façon de faire permet d'exprimer simplement les onnaissanes de similarité d'undomaine d'appliation. Le problème de la distane de deux graphes n'a pas à être exprimédans sa globalité : l'utilisateur dé�nit juste ses préférenes pour haque omposant ethaque relation entre es omposants ;� Nous verrons que dans tous les as, il est toujours possible de dé�nir des fontions de dis-tanes des sommets et des ars de façon à e que les arguments de la fontion ⊗ ontiennentl'information néessaire pour reonstituer l'appariement onsidéré. Par onséquent, toute31



Chapitre 3. Une nouvelle mesure génériquedistane de deux graphes dépendant d'un appariement des deux graphes pourra tout demême être exprimée dans notre formalisme.3.2 Équivalene ave d'autres mesuresDans e hapitre, nous montrons que notre mesure de la distane entre deux graphes peutêtre utilisée pour résoudre de nombreux problèmes d'appariement de graphes et peut don êtrerendue équivalente aux mesures de distane et de similarité de graphes présentées au hapitre 1.Pour haque problème présenté auparavant, nous donnons une formulation de e problèmeen terme de reherhe d'un appariement (ou d'un �meilleur� appariement) et nous proposons unedé�nition de notre mesure de distane de graphe telle que le alul de ette mesure permette larésolution du problème.Dans e hapitre, la fontion ⊗ de nos mesures de distane de graphes est toujours dé�nieomme la fontion ⊗P faisant la somme des distanes de haun des éléments des deux graphes.De façon plus formelle, la fontion ⊗P : ℘(V ∪ V ′ × [0,+∞[) × (E ∪ E′ × [0,+∞[) → [0,+∞[est dé�nie par :
⊗P(Sv, Se) =

∑

(u,d)∈Sv

d +
∑

((u,v),d)∈Se

d3.2.1 Appariements exats de graphesNous montrons dans ette setion omment instanier notre distane générique de deuxgraphes pour résoudre des problèmes d'appariement exat de deux graphes. Dans tous es pro-blèmes, nous reherhons un appariement univoque des sommets des deux graphes. Par onsé-quent, les fontions de distane de sommets et d'ars sont dé�nies de telle façon qu'un ap-pariement multivoque induise toujours une distane in�nie. En outre, es problèmes étant desproblèmes de satisfation, l'objetif est toujours de trouver un appariement m qui induit unedistane nulle (.-à-d. tel que δm(G,G′) = 0).Isomorphisme de grapheDé�nition du problème (Rappel). Deux graphes étiquetés G = (V,E,LV , α, LE , β) et
G′ = (V ′, E′, LV , α′, LE , β′) tels que |V | = |V ′| sont isomorphes si et seulement s'il existe unappariement bijetif m ⊆ V × V ′ tel que ∀(u, v) ∈ V 2, (u, v) ∈ E ⇔ (m(u),m(v)) ∈ E′ et
∀u ∈ V, α(u) = α′(m(u)) et ∀(u, v) ∈ E, β((u, v)) = β′((m(u),m(v))).Dé�nition de notre mesure. Pour résoudre le problème de l'isomorphisme de deux graphesen utilisant notre mesure de distane, il faut dé�nir les fontions de distane de sommets etd'ars de telle façon qu'elles retournent 0 si le sommet où l'ar est apparié à exatement unélément ayant la même étiquette et +∞ sinon (a�n d'éviter les appariements non bijetifs). Plus32



3.2. Équivalene ave d'autres mesuresformellement, nous dé�nissons la distane δiso =< δiso
v , δiso

e ,⊗P > :
∀v ∈ V,∀sv ⊆ V ′, δiso

v (v, sv) = 0 si sv = {v′} ∧ α(v) = α′(v′)

= +∞ sinon
∀(u, v) ∈ E,∀se ⊆ E′, δiso

e (u, v, se) = 0 si se = {(u′, v′)} ∧ β((u, v)) = β′((u′, v′))

= +∞ sinon
∀v′ ∈ V ′,∀sv ⊆ V, δiso

v (v′, sv) = 0 si sv = {v} ∧ α(v) = α′(v′)

= +∞ sinon
∀(u′, v′) ∈ E′,∀se ⊆ E, δiso

e (u′, v′, se) = 0 si se = {(u, v)} ∧ β((u, v)) = β′((u′, v′))

= +∞ sinonThéorème 1. Étant donnés deux graphes étiquetés G et G′, les deux propriétés suivantes sontéquivalentes :1. G et G′ sont des graphes isomorphes ;2. la distane δiso =< δiso
v , δiso

e ,⊗P > entre G et G′ est égale à 0.Démonstration. (1)⇒ (2). Par dé�nition de l'isomorphisme de deux graphes, si les deux graphessont isomorphes, il existe un appariement bijetifm ⊆ V×V ′ tel que (u, v) ∈ E ⇔ (m(u),m(v)) ∈
E′ et ∀u ∈ V, α(u) = α′(m(u)) et ∀(u, v) ∈ E, β((u, v)) = β′((m(u),m(v))). Par onséquent,
∀v ∈ V,m(v) = {v′} ∧ α(v) = α′(v′), ∀v′ ∈ V ′,m(v′) = {v} ∧ α(v) = α′(v′). En outre, ∀(u, v) ∈
E,m(u, v) = {(u′, v′)}∧β((u, v)) = β′((u′, v′)) et ∀(u′, v′) ∈ E′,m(u′, v′) = {(u, v)}∧β((u, v)) =
β′((u′, v′)) (ar ∀(u, v) ∈ V × V, (u, v) ∈ E ⇔ (m(u),m(v)) ∈ E′ et que ∀(u, v) ∈ E, β((u, v)) =
β′((m(u),m(v)))). Don, étant données les dé�nitions de δiso

v et de δiso
e , la distane entre G et

G′ par rapport à m est égale à 0 et la distane entre G et G′ est don égale à 0.(2) ⇒ (1). Si la distane entre G et G′ est égale à 0, alors, étant donnée la dé�nition de
δiso
v , il existe un appariement m tel que ∀v ∈ V ∪ V ′, |m(v)| = 1. Par onséquent, l'appariement

m est un appariement bijetif. En outre, si m implique une distane égale à 0, alors, ∀(u, v) ∈
E ∪E′, |m(u, v)| = 1. Par onséquent, haque ar des deux graphes est apparié à exatement unar de l'autre graphe et (u, v) ∈ E ⇔ (m(u),m(v)) ∈ E′. En outre, ∀v ∈ V, α(v) = α′(m(v))et ∀(u, v) ∈ E, β((u, v)) = β′((u′, v′)). m dé�nit don un appariement d'isomorphisme entre lesdeux graphes et G et G′ sont isomorphes.Isomorphisme de sous-graphe partielDé�nition du problème (Rappel). Étant donnés deux graphes étiquetés G = (V,E,LV , α,
LE, β) et G′ = (V ′, E′, LV , α, LE , β) tels que |V | ≤ |V ′|, le graphe G est un sous-graphe partieldu graphe G′ si et seulement s'il existe un appariement injetif m ⊆ V × V ′ tel que ∀(u, v) ∈
E, (m(u),m(v)) ∈ E′,∀v ∈ V, α(v) = α(m(v)) et ∀(u, v) ∈ E, β((u, v)) = β′((m(u),m(v))).Dé�nition de notre mesure. Pour résoudre le problème de l'isomorphisme de sous-graphepartiel en utilisant notre mesure de distane, il faut dé�nir les fontions de distane de sommets etd'ars de telle façon qu'elles retournent 0 si un sommet où un ar de G est apparié à exatementun élément ayant la même étiquette et +∞ sinon (a�n d'éviter les appariements non bijetifset de préserver les sommets et les ars de G). Les fontions de distane des sommets et desars de G′ doivent uniquement éviter les appariements non univoques. Plus formellement, nousdé�nissons la distane δpsub =< δpsub

v , δpsub
e ,⊗P > : 33



Chapitre 3. Une nouvelle mesure générique
G















∀v ∈ V,∀sv ⊆ V ′, δpsub
v (v, sv) = 0 si sv = {v′} ∧ α(v) = α′(v′)

= +∞ sinon
∀(u, v) ∈ E,∀se ⊆ E′, δpsub

e (u, v, se) = 0 si se = {(u′, v′)} ∧ β((u, v)) = β′((u′, v′))
= +∞ sinon

G′















∀v′ ∈ V ′,∀sv ⊆ V, δpsub
v (v′, sv) = 0 si |sv| ≤ 1

= +∞ sinon
∀(u′, v′) ∈ E′,∀se ⊆ E, δpsub

e (u′, v′, se) = 0 si |se| ≤ 1
= +∞ sinonThéorème 2. Étant donnés deux graphes étiquetés G et G′, les deux propriétés suivantes sontéquivalentes :1. le graphe G est un sous-graphe partiel du graphe G′ ;2. la distane δpsub =< δpsub

v , δpsub
e ,⊗P > entre G et G′ est égale à 0.Démonstration. (1) ⇒ (2). Par dé�nition, si G est un sous-graphe partiel de G′, il existe unappariement injetif m ⊆ V × V ′ tel que ∀(u, v) ∈ V × V, (u, v) ∈ E ⇒ (m(u),m(v)) ∈ E′ ∧

β((u, v)) = β′((m(u),m(v))) et ∀v ∈ V, α(v) = α′(m(v)). Par onséquent, ∀v ∈ V,m(v) =
{v′} ∧ α(v) = α′(v′), ∀v′ ∈ V ′, |m(v′)| ≤ 1 et ∀(u′, v′) ∈ E′, |m(u′, v′)| ≤ 1 (ar m est unappariement injetif). En outre, ∀(u, v) ∈ E,m(u, v) = {(u′, v′)} ∧ β((u, v)) = β′((u′, v′)) (ar
(u, v) ∈ E ⇒ (m(u),m(v)) ∈ E′ ∧ β((u, v)) = β′((m(u),m(v)))). Don, étant données lesdé�nitions de δpsub

v et δpsub
e , la distane de G et G′ par rapport à m est égale à 0 et la distaneentre G et G′ est égale à 0.(2)⇒ (1). Si la distane entre G et G′ est égale à 0, alors, étant donnée la dé�nition de δpsub

v , ilexiste un appariement m tel que ∀v ∈ V,m(v) = {v′}∧α(v) = α′(v′) et ∀v ∈ V ′, |m(v)| ≤ 1. Paronséquent, m est un appariement injetif qui onserve les étiquettes de sommets du graphe G.En outre, si m induit une distane égale à 0, alors, ∀(u, v) ∈ E,m(u, v) = {(u′, v′)} ∧β((u, v)) =
β′((u′, v′)). Par onséquent, haque ar de G est apparié à exatement un ar de G′ ayant lamême étiquette et (u, v) ∈ E ⇒ (m(u),m(v)) ∈ E′ ∧ β((u, v)) = β′((m(u),m(v))). Don, ilexiste un appariement injetif m ⊆ V × V ′ qui préserve tous les ars de G et, par dé�nition, Gest un sous-graphe partiel de G′.Isomorphisme de sous-graphe induitDé�nition du problème (Rappel). Étant donnés deux graphes étiquetés G = (V,E,LV , α,
LE , β) et G′ = (V ′, E′, L′

V , α′, L′
E , β′) tels que |V | ≤ |V ′|, le graphe étiqueté G est isomorphe àun sous-graphe (induit) du graphe étiqueté G′ si et seulement s'il existe un appariement injetif

m ⊆ V ×V ′ tel que ∀(u, v) ∈ V 2, (u, v) ∈ E ⇔ (m(u),m(v)) ∈ E′ et ∀u ∈ V, α(u) = α′(m(u)) et
∀(u, v) ∈ E, β((u, v)) = β′((m(u),m(v))).Dé�nition de notre mesure. Le problème de l'isomorphisme de sous-graphe induit entre Get G′ ajoute une ontrainte sur haque ouple de sommets de V (être ou ne pas être apparié àun ar de G′). A�n de véri�er ette ontrainte, la fontion de distane des ars de G doit êtredé�nie pour haque ouple de sommets (u, v) ∈ V × V de G (et non pas seulement pour haquear de G) et pour haque sous-ensemble se ⊆ E′ d'ars de G′. Par onséquent, il est néessairede omparer le graphe omplet G′′ de G (G′′ = (V, V ×V )) au graphe G′ = (V ′, E′). La fontionde distane de sommets doit retourner +∞ si l'appariement n'est pas injetif (1, 3 et 4) ou qu'unsommet de G n'est pas apparié à un sommet de G′ ayant la même étiquette (1) et 0 sinon. La34



3.2. Équivalene ave d'autres mesuresfontion de distane d'ars doit retourner +∞ si un ar de G n'est pas apparié à un ar de G′ayant la même étiquette (2.1) ou si un ouple (u, v) de sommets de G qui ne forme pas un ar estapparié à un ar de G′ (2.2) et 0 sinon. Plus formellement, étant donnés un graphe G = (V,E)et un graphe G′ = (V ′, E′), il faut omparer les graphes G′′ = (V, V × V ) et G′ ave la distane
δsub
G =< δsub

v , δsub
eG ,⊗P > dé�nie par :

G′′































1 ∀v ∈ V,∀sv ⊆ V ′, δsub
v (v, sv) = 0 si sv = {v′} ∧ α(v) = α′(v′)

= +∞ sinon
2.1 ∀(u, v) ∈ V 2,∀se ⊆ E′, δsub

eG (u, v, se) = 0 si (u, v) ∈ E
∧se = {(u′, v′)} ∧ β((u, v)) = β′((u′, v′))

2.2 = 0 si (u, v) 6∈ E ∧ se = ∅
= +∞ sinon

G′















3 ∀v′ ∈ V ′,∀sv ⊆ V, δsub
v (v′, sv) = 0 si |sv| ≤ 1

= +∞ sinon
4 ∀(u′, v′) ∈ E′,∀se ⊆ E, δsub

eG (u′, v′, se) = 0 si |se| ≤ 1
= +∞ sinonThéorème 3. Étant donnés deux graphes étiquetés G = (V,E,LV , α, LE , β) et G′ = (V ′, E′,

L′
V , α′, L′

E , β′), les deux propriétés suivantes sont équivalentes :1. le graphe G est un sous-graphe induit de G′ ;2. la distane δsub
G =< δsub

v , δsub
eG ,⊗P > entre G′′ = (V, V × V ) et G′ est égale à 0 .Démonstration. (1) ⇒ (2). Par dé�nition, si G est un sous-graphe induit de G′, il existe un ap-pariement injetif m ⊆ V × V ′ tel que ∀(u, v) ∈ V × V, (u, v) ∈ E ⇔ (m(u),m(v)) ∈ E′ et ∀u ∈

V, α(u) = α′(m(u)) et ∀(u, v) ∈ E, β((u, v)) = β′((m(u),m(v))). Par onséquent, ∀v ∈ V,m(v) =
{v′}∧α(v) = α′(v′), ∀v′ ∈ V ′, |m(v′)| ≤ 1 et ∀(u′, v′) ∈ E′, |m(u′, v′)| ≤ 1 (ar m est un apparie-ment injetif). En outre, ∀(u, v) ∈ E,m(u, v) = {(u′, v′)} ∧ β((u, v)) = β′((u′, v′)) (ar ∀(u, v) ∈
V × V, (u, v) ∈ E ⇒ (m(u),m(v)) ∈ E′ et que ∀(u, v) ∈ E, β((u, v)) = β′((m(u),m(v)))) et
∀(u, v) ∈ (V ×V )−E,m(u, v) = ∅ (ar ∀(u, v) ∈ V ×V, (u, v) 6∈ E ⇒ (m(u),m(v)) 6∈ E′). Don,étant données les dé�nitions des δsub

v et δsub
eG , la distane entre G′′ et G′ par rapport à m est égaleà 0 et la distane entre G′′ et G′ est égale à 0.(2)⇒ (1). Si la distane entre G′′ et G′ est égale à 0, alors, étant donnée la dé�nition de δsub

v ,il existe un appariement m tel que ∀v ∈ V,m(v) = {v′} ∧ α(v) = α′(v′) et ∀v′ ∈ V ′, |m(v′)| ≤ 1.Par onséquent, m est un appariement injetif tel que ∀v ∈ V, α(v) = α′(m(v)). En outre, si minduit une distane égale à 0, alors, ∀(u, v) ∈ E,m(u, v) = {(u′, v′)} ∧ β((u, v) = β′((u′, v′)). Paronséquent, haque ar de G est apparié à exatement un ar de G′ ayant la même étiquette.De plus, ∀(u, v) ∈ (V × V ) − E,m(u, v) = ∅, et haque ouple de sommets de G qui ne formepas un ar de G est apparié à un ouple de sommets de G′ qui ne forme pas non plus un arde G′. Par onséquent, m est un appariement injetif tel que ∀(u, v) ∈ V × V, (u, v) ∈ E ⇔
(m(u),m(v)) ∈ E′, ∀u ∈ V, α(u) = α′(m(u)) et ∀(u, v) ∈ E, β((u, v)) = β′((m(u),m(v))) et Gest don un sous-graphe induit de G′.Généralisation de l'isomorphisme de sous-grapheDé�nition du problème (Rappel). Étant donnés un graphe étiqueté modèle Gp = (Vp, Ep,
LV , αp, LE , βp), un ensemble de sommets optionnels Op ⊆ Vp, un ensemble d'ars interdits
Fp ⊆ (Vp × Vp) − Ep et un graphe étiqueté ible Gt = (Vt, Et, LV , αt, LE , βt) le problème de35



Chapitre 3. Une nouvelle mesure génériquel'isomorphisme de sous-graphe généralisé onsiste à trouver un appariement entre le graphe mo-dèle et le graphe ible qui respete toutes les ontraintes du problème, .-à-d. un appariement
m ⊆ Vp × Vt tel que :1. m est univalent ;2. ∀u ∈ (Vp\Op), |m(u)| = 1 ;3. ∀u ∈ Vp,m(u) 6= ∅ ⇒ αp(u) = αt(m(u)) ;4. ∀(u, v) ∈ Ep,m(u) 6= ∅ ∧m(v) 6= ∅ ⇒ (m(u),m(v)) ∈ Et ∧ βp((u, v)) = βt((m(u),m(v))) ;5. ∀(u, v) ∈ Fp,m(u) 6= ∅ ∧m(v) 6= ∅ ⇒ (m(u),m(v)) 6∈ Et.Dé�nition de notre mesure. Résoudre un problème d'appariement approximatif de sous-graphe onsiste à trouver un appariement univalent m entre le graphe Gp et le graphe omplet(issu de Gt) G′ = (Vt, Vt × Vt) tel que haque sommet obligatoire est apparié à exatement unsommet ayant la même étiquette (1), haque sommet faultatif est apparié à au plus un sommetayant la même étiquette (2.1 et 2.2), haque ar (u, v) est apparié à un ouple de sommets (u′, v′)de G′ qui forme un ar de Gt ayant la même étiquette (3.2) ou, si une de ses extrémités estfaultative, n'est apparié à auun ouple de sommets (3.1), haque ar interdit n'est pas apparié(4). Finalement, l'appariement reherhé doit être univoque (1, 5 et 6). Plus formellement, ilfaut aluler la distane δagm

Gt
=< δagm

v , δagm
eGt

,⊗P > entre les graphes G = (Vp, Ep ∪ Fp) et
G′ = (Vt, E

′ = Vt × Vt) dé�nie par :
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1 ∀v ∈ Vp −Op,∀sv ⊆ Vt, δ
agm
v (v, sv) = 0 si sv = {v′} ∧ αp(v) = αt(v

′)
= +∞ sinon

2.1 ∀v ∈ Op,∀sv ⊆ Vt, δ
agm
v (v, sv) = 0 si sv = {v′} ∧ αp(v) = αt(v

′)
2.2 = 0 si sv = ∅

= +∞ sinon
3.1 ∀(u, v) ∈ Ep,∀se ⊆ Vt × Vt, δ

agm
eGt

(u, v, se) = 0 si se = ∅
3.2 = 0 si se = {(u′, v′)} ∧ (u′, v′) ∈ Et

∧βp((u, v)) = βt((u
′, v′))

= +∞ sinon
4 ∀(u, v) ∈ Fp,∀se ⊆ E′, δagm

eGt
(u, v, se) = 0 si se = {(u′, v′)} ∧ (u′, v′) 6∈ Et

= +∞ sinon
G′















5 ∀v′ ∈ Vt,∀sv ⊆ Vp, δ
agm
v (v′, sv) = 0 si |sv| ≤ 1

= +∞ sinon
6 ∀(u′, v′) ∈ E′,∀se ⊆ Ep ∪ Fp, δ

agm
eGt

(u′, v′, se) = 0 si |se| ≤ 1

= +∞ sinonThéorème 4. Étant donnés un graphe étiqueté modèle Gp = (Vp, Ep, LV , αp, LE , βp), un en-semble de sommets optionnels Op ⊆ Vp, un ensemble d'ars interdits Fp ⊆ (Vp × Vp) − Ep,un graphe étiqueté ible Gt = (Vt, Et, LV , αt, LE , βt) et un appariement m ⊆ V × V ′, les deuxpropriétés suivantes sont équivalentes :1. m est un solution du problème de l'appariement approximatif de sous-graphe entre le graphemodèle Gp et le graphe ible Gt ;2. la distane δagm
Gt

=< δagm
v , δagm

eGt
,⊗P > induite par l'appariement m entre les graphes G =

(Vp, Ep ∪ Fp) et G′ = (Vt, Vt × Vt) est égale à 0.Démonstration. (1) ⇒ (2). Si m est une solution du problème de l'appariement approximatif desous-graphe alors ∀v ∈ Vp −Op,m(v) = {v′} ∧ αp(v) = αt(v
′) (ondition 2 et 3). En outre, ∀v ∈36



3.2. Équivalene ave d'autres mesures
Op, (m(v) = {v′}∧αp(v) = αt(v

′))∨m(v) = ∅ (ondition 1 et 3). De plus, ∀(u, v) ∈ Ep,m(u, v) =
∅ ∨ (m(u, v) = {(u′, v′)} ∧ βp((u, v)) = βt((u

′, v′))) (ondition 1 et 4). En outre, ∀(u, v) ∈
Fp, (m(u),m(v)) 6∈ Et (ondition 5). Finalement, omme m est univalent, ∀v′ ∈ Vt, |m(v′)| ≤ 1et ∀(u′, v′) ∈ Vt × Vt, |m(u′, v′)| ≤ 1. Par onséquent, étant données les dé�nitions des distanesde sommets et d'ars, la distane δagm

Gt
=< δagm

v , δagm
eGt

,⊗P > induite par l'appariement m entreles graphes G = (Vp, Ep ∪ Fp) et G′ = (Vt, Vt × Vt) est égale à 0.(2) ⇒ (1). Si la distane δagm
eGt

=< δagm
v , δagm

eGt
,⊗P > induite par l'appariement m entreles graphes G = (Vp, Ep ∪ Fp) et G′ = (Vt, Vt × Vt) est égale à 0, alors, l'appariement m estunivoque (ondition 1) ar, étant données les fontions de distane de sommets et d'ars, tous lesappariements non-univoques de sommets engendrent une distane in�nie (1,2 et 5). En outre, sila distane induite par m est égale à 0, alors ∀v ∈ Vp−Op, |m(v)| = 1 et m respete la ondition2. De plus si la distane est nulle, ∀u ∈ Vp,m(v) 6= ∅ ⇒ αp(v) = αt(m(v)) (1, 2.1 et 2.2) et mrespete la ondition 3. Si la distane des ars est nulle, ∀(u, v) ∈ Ep,m(u, v) 6= ∅ ⇒ βp((u, v)) =

βt((m(u),m(v))) (3.2) et m respete don la ondition 4. Finalement, pour que la distane soitnulle, m est tel que ∀(u, v) ∈ Fp, (m(u),m(v)) 6∈ Et (4) et m respete don la ondition 5. m estdon une solution du problème de l'appariement approximatif de sous-graphe.
3.2.2 Appariements de graphes à tolérane d'erreursDans ette setion, nous montrons omment modéliser des problèmes d'appariement degraphes à tolérane d'erreurs en mesure de distane de graphes. Pour haun de es problèmes,nous reherhons un appariement univoque des sommets de deux graphes. Par onséquent, lesfontions de distane de sommets et d'ars sont dé�nies de telle façon à e qu'un appariement non-univoque des sommets engendre toujours une distane in�nie. En outre, omme es problèmessont des problèmes d'optimisation, l'objetif est toujours de trouver un meilleur appariement,.-à-d. elui engendrant la distane la plus faible.Plus grand sous-graphe partiel ommunDé�nition du problème (Rappel). Étant donnés deux graphes G et G′, le problème duplus grand sous-graphe partiel ommun à deux graphes onsiste à trouver la taille du plus grandsous-graphe partiel G′′ de G isomorphe à un graphe partiel de G′. Pour e problème, la taille d'ungraphe G = (V,E) est dé�nie omme la somme de son nombre de sommets et de son nombred'ars, .-à-d. |G| = |V |+ |E|.Dé�nition de notre mesure. Les fontions de distane de sommets et d'ars à utiliser doiventinterdire les appariements non-univoques tout en �enourageant� les sommets et les ars de Get de G′ ayant le même étiquette a être appariés. Par onséquent, les fontions de distane desommets et d'ars doivent retourner +∞ si l'élément est apparié à plus d'un élément, 1 s'il n'estapparié à auun élément et 0 s'il est apparié à exatement un élément ayant la même étiquette.37



Chapitre 3. Une nouvelle mesure génériquePlus formellement, la distane δmcps =< δmcps
v , δmcps

e ,⊗P > à utiliser est dé�nie par :
∀v ∈ V,∀sv ⊆ V ′, δmcps

v (v, sv) = 1 si sv = ∅

= 0 si sv = {v′} ∧ α(v) = α(v′)

= +∞ sinon
∀(u, v) ∈ E,∀se ⊆ E′, δmcps

e (u, v, se) = 1 si se = ∅

= 0 si se = {(u′, v′)} ∧ β((u, v)) = β((u′, v′))

= +∞ sinon
∀v′ ∈ V ′,∀sv ⊆ V, δmcps

v (v′, sv) = 1 si sv = ∅

= 0 si sv = {v} ∧ α(v) = α(v′)

= +∞ sinon
∀(u′, v′) ∈ E′,∀se ⊆ E, δmcps

e (u′, v′, se) = 1 si se = ∅

= 0 si se = {(u, v)} ∧ β((u, v)) = β((u′, v′))

= +∞ sinonThéorème 5. Étant donnés deux graphes étiquetés G et G′ et un appariement m ⊆ V × V ′, lesdeux propriétés suivantes sont équivalentes :1. m est un appariement qui minimise la distane δmcps =< δmcps
v , δmcps

e ,⊗P > ;2. le sous-graphe G↓m de G induit par l'appariement m est un plus grand sous-graphe partielommun à G et G′.Démonstration. La preuve est déomposée en deux étapes. Nous montrons d'abord que pourhaque appariement m ⊆ V × V ′ tel que δmcps
m (G,G′) = d 6= +∞, le sous-graphe G↓m de Ginduit par m est un sous-graphe partiel ommun de G et G′ et que |G↓m| = (|G| + |G′| − d)/2.Dans une seonde étape, nous montrons que, s'il existe un sous-graphe partiel G′′ de G isomorpheà un sous-graphe partiel de G′, alors, il est possible de trouver un appariement m engendrantune distane d égale à |G| + |G′| − 2 ∗ |G′′| et telle que G′′ = G↓m, le sous-graphe de G induitpar l'appariement m. Dès lors, omme nous montrons que haque sous-graphe partiel ommun

G′′ orrespond à un appariement induisant une distane non-in�nie inversement proportionnelleà la taille de G′′ (et inversement), la propriété est valide.
δmcps
m (G,G′) = d < +∞ ⇒ Gm est un sous-graphe partiel ommun de G et de G′ tel que

|G↓m| = (|G| + |G′| − d)/2. Étant données les dé�nitions des fontions de distanes de sommetset d'ars, si δmcps
m (G,G′) < +∞, alors m est univoque (ar tous les appariements non-univoquesengendrent une distane in�nie). Par dé�nition, le sous-graphe G↓m = (V↓m, E↓m, LV , α, LE , β)de G induit par l'appariement m est un sous-graphe partiel de G et le sous-graphe G′

↓m =
(V ′

↓m, E′
↓m, LV , α′, LE , β′) de G′ induit par l'appariement m est un sous-graphe partiel de G′.Étant donnée la dé�nition d'un sous-graphe induit par un appariement et sahant que l'apparie-ment m est univoque, l'appariement m est un appariement bijetif entre les sommets des graphes

G↓m et G′
↓m tel que (u, v) ∈ E↓m ⇔ (m(u),m(v)) ∈ E′

↓m. Par onséquent, et omme m préserveles étiquettes de sommets et d'ars, G↓m et G′
↓m sont isomorphes et G↓m est un sous-graphepartiel ommun à G et de G′. Étant données les dé�nitions des distanes de sommets et d'ars,si δmcps

m (G,G′) = d < +∞ alors d = |G| + |G′| − |G↓m| − |G
′
↓m|. Comme G↓m et G′

↓m sontisomorphes, alors |G↓m| = |G
′
↓m|. Par onséquent, |G↓m| = (|G| + |G′| − d)/2 et la propriété estvalide.

G′′ est un sous-graphe partiel ommun à G et G′ ⇒ il existe un appariement m tel que
δmcps
m (G,G′) = |G| + |G′| − 2 ∗ |G′′| et G′′ = G↓m. S'il existe un sous-graphe partiel G′′ =38



3.2. Équivalene ave d'autres mesures
(V ′′, E′′, L′′

V , α′′, L′′
E , β′′) ommun à G = (V,E,LV , α, LE , β) et G′ = (V ′, E′, L′

V , α, L′
E , β), alors,par dé�nition d'un sous-graphe partiel ommun, il existe au moins un graphe G′′′ = (V ′′′ ⊆

V ′, E′′′ ⊆ E′, L′′′
V , α′′′, L′′′

E , β′′′) et un appariement bijetif m ⊆ V ′′ × V ′′′ tel que (u, v) ∈ E′′ ⇔
(m(u),m(v)) ∈ E′′′ et qui préserve les étiquettes de sommets et d'ars. Par onséquent, l'ap-pariement m est tel que ∀v ∈ V ′′ ∪ V ′′′, |m(v)| = 1 (ar m est un appariement bijetif) et
m préserve les étiquettes de sommets, ∀(u, v) ∈ E′′ ∪ E′′′, |m(u, v)| = 1 (ar m est tel que
(u, v) ∈ E′′ ⇔ (m(u),m(v)) ∈ E′′′) et m préserve les étiquettes d'ars. En outre, par dé�nition,
m est tel que ∀v ∈ V − V ′′,m(v) = ∅, ∀v ∈ V ′ − V ′′′,m(v) = ∅, ∀(u, v) ∈ E −E′′,m(u, v) = ∅ et
∀(u, v) ∈ E′ − E′′′,m(u, v) = ∅. Par onséquent, δmcps

m (G,G′) = |G| + |G′| − |G′′| − |G′′′|. G′′ et
G′′′ étant isomorphes, |G′′| = |G′′′| et don δmcps

m (G,G′) = |G|+ |G′| − 2 ∗ |G′′|. La propriété estvalide.Plus grand sous-graphe induit ommunDé�nition du problème (Rappel). Étant donnés deux graphes G et G′, le problème duplus grand sous-graphe induit ommun onsiste à trouver le plus grand sous-graphe induit G′′de G qui est isomorphe à un sous-graphe induit de G′. Pour e problème, la taille d'un graphe
G = (V,E) est dé�nie par son nombre de sommets, .-à-d. |G| = |V |.Dé�nition de notre mesure. A�n de résoudre le problème du plus grand sous-graphe in-duit ommun à deux graphes, il faut utiliser des fontions de distane de sommets et d'arsenourageant les sommets de G à être appariés tout en interdisant les appariements qui neorrespondent pas à des sous-graphes induits ommuns. Dès lors, tout omme pour le pro-blème de l'isomorphisme de sous-graphe induit, la fontion de distanes d'ars doit véri�er uneontrainte entre (et don être dé�nie pour) haque ouple de sommets des deux graphes. Paronséquent, des graphes omplets doivent être omparés. La fontion de distanes de sommetsenourage les sommets de G à être appariés à des sommets ayant la même étiquette (1) etla fontion de distanes d'ars retourne +∞ quand un ouple de sommets (u, v) de G (resp.
(u′, v′) de G′) est apparié à un ouple de sommets (u′, v′) de G′ (resp. (u, v) de G) tel que
(u, v) ∈ E 6⇔ (u′, v′) ∈ E′ ou que (u, v) et (u′, v′) n'ont pas la même étiquette (2). Finalement,l'appariement doit être univoque (1 et 3). Plus formellement, il faut aluler la distane entreles graphes G2 = (V, V × V,LV , α, LE ∪ {l∅}, β2) et G′

2 = (V ′, V ′ × V ′, L′
V , α′, L′

E ∪ {l∅}, β
′
2)

5où ∀(u, v) ∈ V × V, ((u, v) ∈ E ⇒ β2((u, v)) = β((u, v))) ∧ ((u, v) 6∈ E ⇒ β2((u, v)) = l∅ et
∀(u′, v′) ∈ V ′ × V ′, ((u′, v′) ∈ E′ ⇒ β′

2((u
′, v′)) = β′((u′, v′))) ∧ ((u′, v′) 6∈ E′ ⇒ β′

2((u
′, v′)) = l∅en utilisant la distane δmcs =< δmcs

v , δmcs
e ,⊗P > dé�nie par :

G2































1 ∀v ∈ V,∀sv ⊆ V ′, δmcs
v (v, sv) = 1 si sv = ∅

= 0 si sv = {v′} ∧ α(v) = α′(v′)
= +∞ sinon

2 ∀(u, v) ∈ V 2,∀se ⊆ V ′2, δmcs
eGG′(u, v, se) = 0 si se = ∅

= 0 si se = {(u′, v′)} ∧ β2((u, v)) = β′
2((u

′, v′))
= +∞ sinon

G′
2















3 ∀v′ ∈ V ′,∀sv ⊆ V, δmcs
v (v′, sv) = 0 si |sv| ≤ 1

= +∞ sinon
4 ∀(u′, v′) ∈ V ′2,∀se ⊆ V 2, δmcs

eGG′(u′, v′, se) = 0 si |se| ≤ 1
= +∞ sinon5Nous supposerons que l'étiquette l∅ n'appartient pas aux ensembles LE et L′

E . 39



Chapitre 3. Une nouvelle mesure génériqueThéorème 6. Étant donnés deux graphes étiquetés G = (V,E,LV , α, LE , β) et G′ = (V ′, E′,
LV , α′, L′

E , β′), et un appariement m ⊆ V × V ′, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :1. m est un appariement qui minimise la distane δmcs =< δmcs
v , δmcs

e ,⊗P > entre G2 =
(V, V × V,LV , α, LE ∪ {l∅}, β2) et G′

2 = (V ′, V ′ × V ′, L′
V , α′, L′

E ∪ {l∅}, β
′
2)) ;2. le sous-graphe G↓m de G induit par l'appariement m est un plus grand sous-graphe induitommun aux deux graphes G et G′.Démonstration. La preuve de orretion est déomposée en deux étapes. Nous montrons d'abordque, pour haque appariement m ⊆ V × V ′ tel que δmcs

mGG′ = d 6= +∞, le sous-graphe G↓m de
G induit par l'appariement m est un sous-graphe induit ommun à G et G′ tel que |G↓m| =
|G| − d. Dans une seonde étape, nous montrons que, s'il existe un sous-graphe induit G′′ de
G isomorphe à un sous-graphe induit de G′, alors, il est possible de trouver un appariement
m induisant une distane d égale à |G| − |G′′| et telle que G′′ = G↓m, le sous-graphe de Ginduit par l'appariement m. Nous aurons alors prouvé que haque sous-graphe induit ommun
G′′ orrespond à un appariement induisant une distane non-in�nie inversement proportionnelleà la taille de G′′ (et inversement) et que don, la propriété est valide.

δmcs
mGG′(G2, G

′
2) = d < +∞ ⇒ G↓m est un sous-graphe induit ommun à G et G′ tel que

|G↓m| = |G| − d. Étant données les dé�nitions des fontions de distanes de sommets et d'ars,si δmGG′(G2, G
′
2) < +∞, alors m est un appariement univoque (ar tous les appariementsnon-univoques engendrent une distane égale à +∞). Par dé�nition, le sous-graphe G2↓m =

(V2↓m, E2↓m) de G2 induit par l'appariement m est un sous-graphe partiel de G2 et de G. Enoutre, étant donnée la dé�nition de la fontion de distanes d'ars et l'étiquetage des ars de G2et G′
2, (u, v) ∈ E2↓m ⇒ (u, v) ∈ E et (u, v) 6∈ E2↓m ⇒ (u, v) 6∈ E. Par onséquent et omme

m préserve les étiquettes de sommets et d'ars, G2↓m est un sous-graphe induit (.-à-d. nonpartiel) de G et G2↓m = G↓m. De la même façon, il est possible de montrer que le sous-graphe
G′

2↓m = (V ′
2↓m, E′

2↓m) de G′
2 induit par l'appariement m est un sous-graphe induit de G′ et que

G′
2↓m = G′

m. Finalement, m est un appariement univoque et, étant données les dé�nitions desfontions de distanes de sommets et d'ars, m est tel que (u, v) ∈ E↓m ⇔ (m(u),m(v)) ∈ E′
↓met m est un appariement montrant que les graphes G↓m et G′

↓m sont isomorphes ar m préserveles étiquettes. Par onséquent, G↓m est un sous-graphe induit de G et de G′. Finalement, ommeseul le nombre de sommets non-appariés in�ue (positivement) la distane, |G↓m| = |G| − d.
G′′ est un sous-graphe induit de G et G′ ⇒ ∃ un appariement m tel que δmGG′(G2, G

′
2) =

|G| − |G′′| et tel que G↓m = G′′. S'il existe un sous-graphe induit G′′ = (V ′′, E′′, L′′
V , α′′, L′′

E , β′′)ommun à G et G′, alors, par dé�nition d'un sous-graphe induit ommun, il existe au moinsun sous-graphe induit G′′′ = (V ′′′, E′′′, L′′′
V , α′′′, L′′′

E , β′′′) de G′ et un appariement bijetif m ⊆
V ′′ × V ′′′ tel que (u, v) ∈ E′′ ⇔ (m(u),m(v)) ∈ E′′′ et qui préserve les étiquettes de sommetset d'ars. Étant données les dé�nitions des fontions de distanes de sommets et d'ars, nouspouvons voir que la distane δmGG′(G2, G

′
2) est alors égale à |G| − |G′′| et que G↓m = G′′.Distane d'édition de graphe (ged)Dé�nition du problème (Rappel). Étant donnés deux graphes étiquetés G1 = (V1, E1,

L1, α1, β1) et G2 = (V2, E2, L2, α2, β2), un appariement à tolérane d'erreurs est un appariementunivoque m ⊆ V1 × V2. Un sommet u ∈ V1 est substitué par le sommet v si m(u) = v. Si
α1(u) = α2(m(u)), la substitution est dite identique sinon, elle est dite non-identique. Tous lessommets v ∈ V1 tels que m(v) = ∅ sont dits supprimés par m et tous les sommets v′ ∈ V2 telsque m(v′) = ∅ sont dits insérés par m. Les mêmes termes sont utilisés pour les ars insérés,substitués et supprimés. Un oût cvs (resp. cvi et cvd) est assoié aux substitutions de sommets40



3.2. Équivalene ave d'autres mesuresnon-identiques (resp. insertions et suppressions) et un oût ces (resp. cei et ced) est assoié auxsubstitutions d'ars non-identiques (resp. insertions et suppressions). Le oût d'un appariementà tolérane d'erreurs m est la somme des oûts de haune des opérations induites par m. Ladistane d'édition de graphe est le oût de l'appariement à tolérane d'erreurs le moins oûteux.Dé�nition de notre mesure. Chaque appariement univoque de notre modèle orrespondà un appariement de graphes à tolérane d'erreur du modèle de Bunke et Jiang [BJ00℄. Paronséquent, si les fontions de distane des sommets et des ars sont dé�nies de façon à reproduirele oût de haune des opérations d'éditions tout en interdisant les appariements non-univoques,la distane entre les graphes G′
1 = (V1, E1) et G′

2 = (V2, E2) par rapport à un appariement morrespond au oût de l'appariement à tolérane d'erreur dé�ni par m. Plus formellement, pouraluler la distane d'édition de graphe entre les deux graphes étiquetés G1 = (V1, E1, L1, α1, β1)et G2 = (V2, E2, L2, α2, β2), il faut omparer les graphes G′
1 = (V1, E1) et G′

2 = (V2, E2) ave ladistane δged
G1G2

=< δged
vG1G2

, δged
eG1G2

,⊗P > dé�nie par :
G′

1



















































∀v ∈ V1,∀sv ⊆ V2, δ
ged
vG1G2

(v, sv) = cvd si sv = ∅

= 0 si sv = {v′} ∧ α1(v) = α2(v
′)

= cvs si sv = {v′} ∧ α1(v) 6= α2(v
′)

= +∞ si |sv| > 1

∀(u, v) ∈ E1,∀se ⊆ E2, δ
ged
eG1G2

(u, v, se) = ced si se = ∅

= 0 si se = {(u′, v′)} ∧ β1((u, v)) = β2((u
′, v′))

= ces si sv = {(u′, v′)} ∧ β1((u, v)) 6= β2((u
′, v′))

= +∞ si |se| > 1

G′
2



































∀v ∈ V2,∀sv ⊆ V1, δ
ged
vG1G2

(v, sv) = cvi si sv = ∅

= 0 si |sv| = 1
= +∞ si |sv| > 1

∀(u, v) ∈ E2,∀se ⊆ E1, δ
ged
eG1G2

(u, v, se) = cei si se = ∅

= 0 si |se| = 1
= +∞ si |se| > 1Théorème 7. Étant donnés deux graphes étiquetés G1 = (V1, E1, L1, α1, β1) et G2 = (V2, E2,

L2, α2, β2), la distane d'édition de graphe de Bunke et Jiang [BJ00℄ est égale à la distane
δged
G1G2

=< δged
vG1G2

, δged
eG1G2

,⊗P > entre le graphe G′
1 = (V1, E1) et le graphe G′

2 = (V2, E2).Démonstration. La preuve de orretion est triviale : il su�t de montrer l'équivalene entrel'ensemble des appariements de graphes à tolérane d'erreurs et l'ensemble des appariementsunivoques puis de montrer que, étant donné un appariement m, la distane par rapport à m estégale au oût de l'appariement à tolérane d'erreurs m.3.2.3 Appariements de graphes multivoquesDans ette setion, nous montrons omment modéliser des problèmes d'appariement mul-tivoque de graphes omme un alul de notre mesure de distane de graphes. Ces problèmesétant des problèmes d'optimisation, l'objetif est toujours de trouver l'appariement induisant ladistane la plus faible. 41



Chapitre 3. Une nouvelle mesure génériqueDistane d'édition de graphes étendueDé�nition du problème (Rappel). Par rapport à la distane d'édition �lassique�, deuxnouvelles opérations d'éditions sont ajoutées à la distane d'édition étendue : l'élatement desommets et la fusion de sommets. Chaune de es deux opérations est pondérée par un oût csplitet cmerge. Une ontrainte de ohérene sur les opérations de fusion et d'élatement de sommetsest ajoutée : quand deux sommets u et v d'un graphe sont appariés à un même sommet u′, lessommet u et v sont fusionnés et il devient impossible d'apparier u à un sommet v′ sans apparierégalement v à v′.
Dé�nition de notre mesure. Le problème du alul de la distane d'édition de graphesétendue peut être modélisé en un alul de notre distane de graphes de la même façon que ladistane d'édition de graphe (non-étendue). Les fontions de distanes de sommets et d'ars sontsimilaires mais ne doivent pas retourner une distane +∞ quand un appariement multivoque estonsidéré et la fontion de distanes de sommets δv doit prendre en ompte le oût des opérationsd'élatements et de fusions de sommets. Cependant, ette modélisation ne prend pas en omptela ontrainte de ohérene des fusions et des élatements de sommets.A�n de prendre en ompte ette ontrainte, il faut que l'appariement reherhé représente lesopérations d'édition et non pas le résultat de es opérations. Nous introduisons don un �graphed'opération� GO : haque sommet de e graphe orrespond à une opération d'édition possibleentre les sommets des deux graphes à omparer. Les sommets �opérations� du graphe d'opérationsdoivent être appariés aux sommets des deux graphes G et G′ à omparer. Lorsqu'un sommet dugraphe GO n'est apparié qu'à un sommet v du graphe G, ela orrespond à une opération desuppression du sommet v. Lorsqu'un sommet du graphe GO n'est apparié qu'à un sommet v′du graphe G′, ela orrespond à une opération d'insertion du sommet v′. Lorsqu'un sommet de
GO est apparié à un sommet v du graphe G et à un sommet v′ du graphe G′, ela orrespond àune opération de substitution du sommet v par le sommet v′. Les ars appariés aux ars de G0représentent de la même façon les opérations de suppression, d'insertion et de substitution d'ars.Lorsqu'un sommet de GO est apparié à plusieurs sommets de G (resp. de G′), ela orrespond àune opération de fusion (resp. d'élatement) de sommets. Notons que si les sommets de G et de
G′ doivent être appariés à un et un seul sommet de GO, tous les appariements respetant etteontrainte orrespondent à une haîne d'édition étendue de graphe qui respete la ontrainte deohérene des fusions et des élatements de sommets.De façon plus formelle, a�n de modéliser le problème de la distane d'édition de grapheétendue entre un graphe G1 = (V1, E1, L1, α1, β1) et G2 = (V2, E2, L2, α2, β2), il faut omparerle graphe G′′ = (V ′′ = V1 ∪ V2, E

′′ = E1 ∪E2) (les sommets des graphes G1 et G2 sont disjoints)et le graphe omplet GO = (VO, EO = VO × VO) tel que |VO| = |V1| + |V2| (ar il y a au plusune opération pour haque sommet des graphes G1 et G2). Les fontions δeged
v et δeged

e doiventontraindre les sommets de G1 et de G2 a être appariés à exatement un sommet de GO. Le oûtdes suppressions, des insertions et des substitutions de sommets et d'ars ainsi que le oût desfusions et des élatements de sommets est alulé sur les sommets �opérations� du graphe GO.Plus formellement, nous dé�nissons la distane δeged =< δeged
v , δeged

e ,⊗P > suivante :42



3.2. Équivalene ave d'autres mesures
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1 ∀v ∈ V ′′,∀sv ⊆ VO, δeged
v (v, sv) = 0 si |sv| = 1

= +∞ sinon
2 ∀(u, v) ∈ E′′,∀se ⊆ EO, δeged

e ((u, v), se) = 0

3.1 ∀vo ∈ VO,∀sv ⊆ V ′′, δeged
v (vo, sv) = 0 si sv = ∅

3.2 = appv(sv ∩ V1, sv ∩ V2) sinon
4.1 ∀(uo, vo) ∈ EO,∀se ⊆ E′′, δeged

e ((uo, vo), se) = 0 si se = ∅
4.2 = appe(se ∩ E1, se ∩ E2) sinonoù appv(sv, s

′
v) (resp. appe(se, s

′
e)) est le oût néessaire pour apparier l'ensemble éventuellementvide de sommets de sv (resp. d'ars de se) à l'ensemble éventuellement vide de sommets de s′v(resp. d'ars de s′e). De façon plus formelle, les fontions appv : ℘(V1) × ℘(V2) → [0,+∞[ et

appe : ℘(E1)× ℘(E2)→ [0,+∞[ sont dé�nies par :
a ∀sv ⊆ V,∀s′v ⊆ V ′, appv(sv, s

′
v) = merge(sv) + merge(s′v)

+substv(sv, s
′
v) si sv 6= ∅ ∧ s′v 6= ∅

b = merge(sv) + suppv(sv) si sv 6= ∅ ∧ s′v = ∅
c = merge(s′v) + insv(s

′
v) si sv = ∅ ∧ s′v 6= ∅

d ∀se ⊆ V,∀s′e ⊆ V ′, appe(se, s
′
e) = subst(se, s

′
e) si se 6= ∅ ∧ s′e 6= ∅

e = suppe(se) si se 6= ∅ ∧ s′e = ∅
f = inse(s

′
e) si se = ∅ ∧ s′e 6= ∅La fontion merge(sv) orrespond au oût de la fusion des sommets sv, la fontion substv(sv, s

′
v)(resp. subste(se, s

′
e)) orrespond au oût de la substitution de l'ensemble des sommets de sv (resp.des ars de se) par l'ensemble des sommets de s′v (resp. des ars de s′e). insv(sv) (resp. inse(se))orrespond au oût de l'insertion des sommets (resp. ars) de sv (resp. se) et suppv(sv) (resp.

suppe(se)) à leur suppression.Théorème 8. Étant donnés deux graphes étiquetés G1 = (V1, E1, L1, α1, β1) et G2 = (V2, E2,

L2, α2, β2), la distane d'édition de graphe étendue est égale à la distane δeged =< δeged
v , δeged

e ,⊗P >entre le graphe G′′ = (V1∪V2, E1∪E2) et un graphe GO = (VO, VO×VO) tel que |VO| = |V1|+|V2|.Démonstration. Tout appariement menant à une distane di�érente de +∞ orrespond à unehaîne d'édition de graphe étendue (et inversement). En outre, les fontions de distane dessommets et des ars sont telles que le oût de ette haîne est égale à la distane induite parl'appariement.Problème de l'appariement non-bijetif de graphesDé�nition du problème (Rappel). La similarité de Boeres et al. [BRB04℄ entre une imageet son shéma par rapport à un appariement est alulée à partir de matries de similaritéde sommets et d'ars. Le problème onsiste à trouver le meilleur appariement qui respete desontraintes propres au problème. Deux graphes sont utilisés pour e problème : le graphe modèle
G1 = (V1, E1) et le graphe image G2 = (V2, E2) (ave |V1| ≤ |V2|). Une solution de e problèmeest un appariement m ⊆ V1 × V2 entre les graphes G1 et G2 tel que haque sommet de G1 estapparié à un ensemble onneté non-vide de sommets de G2 (.-à-d. ∀v ∈ V1, |m(v)| ≥ 1 et lessommets de m(v) sont onnetés par des ars de E2), et tel que haque sommet de G2 est appariéà exatement un sommet de G1 (.-à-d. ∀v ∈ V2, |m(v)| = 1). Finalement, ertains ouples desommets sont �interdits�. Étant donné un appariement qui respete es ontraintes, une mesurede similarité sim[Boeres]m est alulée par rapport à des matries de similarité de sommets et43



Chapitre 3. Une nouvelle mesure génériqued'ars smv : V1 × V2 → [0, 1] et sme : E1 × E2 → [0, 1] omme ei :
sim[Boeres]m =

∑

(u,v)∈m

smv(u, v)

|V1|.|V2|
+

∑

(u,v)∈(V1×V2)−m

1− smv(u, v)

|V1|.|V2|
+

∑

((u,u′),(v,v′))∈E1×E2|{(u,v),(u′,v′)}⊆m

sme((u, u′), (v, v′))

|E1|.|E2|
+

∑

((u,u′),(v,v′))∈E1×E2|{(u,v),(u′,v′)}6⊆m

1− sme((u, u′), (v, v′))

|E1|.|E2|Dé�nition de la mesure. En hoisissant orretement les fontions de distane des sommetset des ars δv et δe, il est possible de modéliser le problème de l'appariement non-bijetif degraphes de Boeres et al. en un problème de alul de notre distane de graphes. La fontionde distanes de sommets retourne +∞ quand l'appariement viole une ontrainte et les deuxfontions de distanes de sommets et d'ars doivent reproduire les matries de similarité smv et
sme. De façon plus formelle, nous dé�nissons la distane δnbgm =< δnbgm

v , δnbgm
e ,⊗P > suivante :
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∀v ∈ V1,∀sv ⊆ V2, δ
nbgm
v (v, sv) =

∑

v′∈sv
1− smv(v, v′)

+
∑

v′∈V2−sv
smv(v, v′)si connecte(v, sv)

+∞ sinon
∀(u, v) ∈ E1,∀se ⊆ E2, δ

nbgm
e ((u, v), se) =

∑

(u′,v′)∈se
1− sme((u, v), (u′, v′))

+
∑

(u′,v′)∈E2−se
sme((u, v), (u′, v′))

G2







∀v ∈ V2,∀sv ⊆ V1, δ
nbgm
v (v, sv) = 0 si autorise(v, sv)

+∞ sinon
∀(u′, v′) ∈ E2,∀se ⊆ E1, δ

nbgm
e ((u′, v′), se) = 0où connecte et autorise sont deux fontions introduites pour véri�er les ontraintes. connecteest une fontion qui retourne faux quand un sommet du modèle n'est pas apparié où quand ilest apparié à un ensemble de sommets non-onnetés et vrai sinon. autorise est une fontionqui retourne faux quand un sommet du graphe image n'est pas apparié à un et un seul sommetautorisé du graphe modèle et vrai sinon :

∀v ∈ V1,∀sv ⊆ V2, connecte(v, sv) = vrai si sv est un ensemble non-videde sommets onnetésfaux sinon
∀v ∈ V2,∀sv ⊆ V1, autorise(v, sv) = vrai si sv = {v′} ∧ (v, v′) est autorisefaux sinonThéorème 9. Si l'appariement m minimisant la distane δnbgm =< δnbgm

v , δnbgm
e ,⊗P > induitune distane non-in�nie, alors m est l'appariement qui maximise la similarité de Boeres et al.sinon, il n'existe pas d'appariement satisfaisant les ontraintes du problème de la similarité deBoeres et al.44



3.2. Équivalene ave d'autres mesuresDémonstration. Il est simple de montrer que, grâe aux fontions connecte et autorise, la dis-tane entre G1 et G2 par rapport à un appariement m est égale à +∞ si et seulement si m estun appariement qui viole au moins une ontrainte. Finalement, en déomposant les fontions dedistane des sommets et des ars, nous pouvons montrer que la distane δnbgm est inversementproportionnelle à la similarité de Boeres et al. [BRB04℄ et que par onséquent, l'appariement quiminimise la distane δnbgm est l'appariement qui maximise la similarité de Boeres et al.3.2.4 Similarité de Champin et Solnon [CS03℄Dans [SS05a, SS05b℄, nous avons montré que la similarité de Champin et Solnon [CS03℄ estgénérique : en instaniant orretement les deux fontions f et g, ette mesure peut elle aussi êtreutilisée pour résoudre les problèmes d'appariement de graphes ités plus haut dans e hapitre.Dans ette setion, nous rappelons la dé�nition de la mesure de Champin et Solnon et nousmontrons que ette mesure et notre distane sont équivalentes dans le sens où elles permettentd'exprimer les même problèmes d'appariement.Dé�nition de la mesure de similarité de Champin et Solnon [CS03℄ (Rappel).A�n de mesurer la similarité de deux graphes multi-étiquetés G = 〈V, rV , rE〉 et G′ =
〈V ′, rV ′ , rE′〉 dé�nis sur les mêmes ensembles d'étiquettes de sommets et d'ars LV et LE, unepremière étape onsiste à mettre en orrespondane leurs sommets et à identi�er l'ensemble dearatéristiques G ⊓m G′ ommunes aux deux graphes par rapport à l'appariement m :

G ⊓m G′ =̇ {(v, l) ∈ rV |∃v
′ ∈ m(v), (v′, l) ∈ rV ′}

∪ {(v′, l) ∈ rV ′ |∃v ∈ m(v′), (v, l) ∈ rV }

∪ {(vi, vj , l) ∈ rE |∃(v
′
i, v

′
j) ∈ m(vi, vj), (v

′
i, v

′
j , l) ∈ rE′}

∪ {(v′i, v
′
j , l) ∈ rE′ |∃(vi, vj) ∈ m(v′i, v

′
j), (vi, vj , l) ∈ rE}Il est également néessaire d'identi�er l'ensemble des sommets �élatés� ou �split� :

splits(m) = {(v,m(v))|v ∈ V ∪ V ′, |m(v)| ≥ 2}La similarité de G et de G′ relativement à l'appariement m est alors dé�nie par :
simm(G,G′) =

f(G ⊓m G′)− g(splits(m))

f(rV ∪ rE ∪ rV ′ ∪ rE′)où f et g sont deux fontions introduites pour valuer les aratéristiques et les élatements desommets et qui dépendent de l'appliation onsidérée.Finalement, la similarité maximale sim(G,G′) de deux graphes G et G′ est la similaritéinduite par le meilleur appariement, .-à-d. elui induisant la similarité la plus élevée.
sim(G,G′) = max

m⊆V ×V ′

f(G ⊓m G′)− g(splits(m))

f(rV ∪ rE ∪ rV ′ ∪ rE′) 45



Chapitre 3. Une nouvelle mesure génériqueNotre mesure de distane de graphe et la similarité de Champin et SolnonNotre distane de graphe et la similarité de graphe de Champin et Solnon ont toutes les deuxété montrées génériques. Elles peuvent toutes les deux être utilisées pour modéliser les mesuresde similarité ou de distane de graphes de la littérature. Nous montrons dans ette sous setionque es deux mesures sont équivalentes dans le sens où elles ont la même apaité à représenterdes problèmes d'appariement.Dans un premier temps, nous montrons que quelle que soit la façon dont la similarité deChampin et Solnon est dé�nie, il existe une distane de graphe équivalente, .-à-d. permettantde trouver les même appariements optimaux.Théorème 10. Étant donnés deux graphes multi-étiquetés G1 = 〈V1, rV 1, rE1〉 et G2 = 〈V2, rV 2, rE2〉dé�nis sur les mêmes ensemble d'étiquettes de sommets et d'ars LV et LE et deux fontions fet g instaniant la mesure de similarité de Champin et Solnon pour G1 et G2, il existe une dé-�nition de la distane δ =< δv, δe,⊗ > entre deux graphes G′
1 = (V1, E1) et G′

2 = (V2, E2) telleque l'appariement m qui minimise la distane entre G′
1 et G′

2 soit l'appariement qui maximise lasimilarité de Champin et Solnon entre les graphes G1 et G2.Démonstration. A�n de faire la preuve de e théorème, nous montrons dans un premier tempsqu'un graphe multi-étiqueté G = 〈V, rV , rE〉 peut être modélisé par un graphe G′ = (V,E) etpar deux fontions lv et le étiquetant les sommets et les ars de G′. Nous montrons ensuitequ'il est possible de dé�nir les fontions de distane des sommets et des ars δv et δe de façonà e que les arguments passés à la fontion ⊗ ontiennent toute l'information néessaire pourretrouver l'appariement e�etué, .-à-d. toute l'information néessaire au alul des argumentsdes fontions f et g. Par onséquent, la fontion ⊗ peut être dé�nie de façon à aluler les valeursdes fontions f et g et don la similarité de Champin et Solnon.Quel que soit le graphe multi-étiqueté G = 〈V, rV , rE〉 dé�ni sur les ensembles LV et LEd'étiquettes de sommets et d'ars, il est possible de dé�nir un graphe G′ = (V,E) et des fontionsd'étiquetage des sommets et des ars ontenant la même information :� E = {(u, v)|∃(u, v, l) ∈ rE} ;� lv : V → ℘(LV ),∀v ∈ V, lv(v) = {l|(v, l) ∈ rV } ;� le : E → ℘(LE),∀(u, v) ∈ E, le(u, v) = {l|(u, v, l) ∈ rE}.Une fois les graphes à omparer dé�nis, il est néessaire de dé�nir les fontions de distane desommets et des ars de es graphes. Ces fontions doivent retourner des valeurs permettant deretrouver l'appariement réalisé. De façon plus formelle, les ensembles des sommets des graphesétant �nis, il est toujours possible de dé�nir une fontion bijetive num : ℘(V ′
2) → N assoiantun identi�ant (entier) à haque sous-ensemble de sommets de G′

2 ave lesquels un sommet de G′
1est suseptible d'être apparié. Cette fontion bijetive num est alors utilisée par la fontion dedistane des sommets δv pour retourner l'ensemble des sommets de G′

2 apparié à haque sommetde G′
1 :

∀v ∈ V1,∀sv ⊆ V2, δv(v, sv) = num(sv)

∀v ∈ V2,∀sv ⊆ V1, δv(v, sv) = 0

∀(u, v) ∈ E1,∀se ⊆ E2, δe((u, v), se) = 0

∀(u′, v′) ∈ E2,∀se ⊆ E1, δe((u
′, v′), se) = 0Ave une telle fontion δv , l'ensemble S = {(u, δv(u,m(u)))|u ∈ V } permet de reonstituerl'appariement initialement e�etué :46



3.2. Équivalene ave d'autres mesures
m = {(u, u′)|∃(u, d) ∈ S ∧ u′ ∈ num−1(d)}L'ensemble S de es tuples est un sous-ensemble des arguments passés à la fontion ⊗. Lafontion ⊗ peut don être dé�nie de telle façon à retrouver l'appariement m réalisé et peut donaluler les ensembles G ⊓m G′ et splits(m) de la mesure de similarité de Champin et Solnon.Par onséquent, la fontion ⊗ peut reonstituer les arguments des fontions f et g et peut donaluler la mesure de similarité de Champin et Solnon6.De la même façon, la preuve peut-être réalisée dans l'autre sens : pour toute dé�nition denotre distane de graphe, il existe une dé�nition des fontions f et g de la mesure de Champinet Solnon permettant de déouvrir les même appariements.Théorème 11. Étant donnée une dé�nition δ =< δv, δe,⊗ > de la distane entre deux graphes

G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2), il existe une dé�nition des fontions f et g de la mesurede la similarité de Champin et Solnon de deux graphes multi-étiquetés G′
1 = 〈V1, rV 1, rE1〉 et

G′
2 = 〈V2, rV 2, rE2〉 telle que l'appariement m qui maximise la mesure de similarité de Champinet Solnon entre les graphes G′

1 et G′
2 soit l'appariement qui minimise la distane δ =< δv, δe,⊗ >entre les graphes G1 et G2.Démonstration. A�n de faire la preuve de e théorème, nous montrons que, en hoisissant or-retement les graphes multi-étiquetés G1 et G2 à omparer, l'ensemble G1 ⊓m G2 des aratéris-tiques ommunes par rapport à un appariement m peut ontenir toute l'information néessairepour retrouver l'appariement m réalisé. Par onséquent, la fontion f qui reçoit en argumentet ensemble peut être dé�nie de façon à aluler les fontions δv, δe et ⊗ et don la distane

δ =< δv , δe,⊗ >.Étant donnés deux graphes G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2), nous dé�nissons les ensembles LVet LE d'étiquettes de sommets et d'ars et les deux graphes multi-étiquetés G′
1 = 〈V1, rV 1, rV 2〉et G′

2 = 〈V2, rV 2, rE2〉 suivants :
LV = {l(u,v)|u ∈ V1, v ∈ V2} , LE = {le}

rV 1 = {(u, l(u,v))|u ∈ V1, v ∈ V2} , rE1 = {(u, v, le)|(u, v) ∈ E1}

rV 2 = {(v, l(u,v))|u ∈ V1, v ∈ V2} , rE2 = {(u, v, le)|(u, v) ∈ E2}Ave de tels graphes multi-étiquetés, l'ensemble G′
1 ⊓m G′

2 de aratéristiques ommunesrelativement à l'appariement m ontient toute l'information néessaire pour reonstituer l'appa-riement m e�etué :
m = {(u, v)|∃(u, l(u,v)) ∈ G′

1 ⊓m G′
2}L'ensemble G′

1 ⊓m G′
2 étant son argument, la fontion f peut don être dé�nie de façon àreonstituer l'appariement m et aluler les valeurs des fontions δv , δe et ⊗. Elle permet donde aluler la distane δ =< δv, δe,⊗ >.6Notons ependant que dans un as l'objetif est de minimiser la distane et que dans l'autre as, le problèmeest de maximiser la similarité. La fontion ⊗ doit don être dé�nie en onséquene, par exemple, en essayant deminimiser l'inverse de la similarité de Champin et Solnon. 47



Chapitre 3. Une nouvelle mesure générique3.3 DisussionNous avons proposé dans e hapitre une mesure générique de la distane de deux graphes.Cette mesure a trois aratéristiques prinipales :� elle est basée sur la reherhe d'un meilleur appariement multivoque des sommets desgraphes à omparer ;� elle permet d'exprimer des ontraintes dures et des préférenes (individuelles) entre les arset les sommets appariés, la distane entre deux graphes étant alors une agrégation de espréférenes ;� elle permet de omparer des graphes de tout type : étiquetés, valués, multi-étiquetés...Nous montrons que notre mesure de la distane de deux graphes est générique. En e�et,ette mesure est paramétrable et permet de modéliser les mesures de distane ou de similarité degraphes existantes. Les ontraintes et les préférenes imposées sur l'appariement reherhé pares mesures sont exprimées par la dé�nition de deux fontions de distane de sommets et d'arset par une fontion permettant d'agréger es ontraintes et es préférenes.Nous avons montré omment dé�nir es fontions pour modéliser le problème de l'isomor-phisme de (sous-) graphe, elui du alul de la distane d'édition de graphe (étendue ou non),elui de la reherhe du plus grand sous-graphe ommun (partiel ou induit) entre deux graphes,la mesure de similarité de Boeres et al. [BRB04℄ et la mesure de Champin et Solnon [CS03℄.À l'exeption de la mesure de Champin et Solnon, toutes les mesures de distane de graphesexistantes sont modélisées par notre mesure générique omme une simple somme des distanesentre les sommets et les ars appariés entre eux.Les mesures de distane ou de similarité de graphes existantes utilisent des formalismestrès di�érents les uns des autres e qui rend la omparaison de es mesures di�iles. Avoirune mesure de distane générique failite la omparaison de es mesures. Elle o�re égalementun adre uniformisé permettant une dé�nition plus aisée de nouvelles mesures de distane degraphes. En�n, un même algorithme, apable de aluler ette distane générique, peut êtreutilisé pour aluler des mesures de similarité ou de distane de graphes très di�érentes.Nous avons montré dans [SS05a, SS05b℄ que, omme notre mesure de la distane de deuxgraphes, la mesure de Champin et Solnon est générique. Nous avons également montré en setion3.2.4 que es deux mesures étaient équivalentes dans le sens où elles permettaient l'expression desmêmes problèmes. Néanmoins, notre mesure de distane de graphes omporte deux avantagespar rapport à la mesure de similarité de Champin et Solnon :� Il est généralement plus simple d'exprimer un problème de omparaison de graphes dansnotre formalisme que dans elui de Champin et Solnon. L'exemple donné en setion 2.3.3montre que la formulation de ertains problèmes ave la mesure de Champin et Solnon estdi�ile. La similarité de Champin et Solnon évalue la qualité d'un appariement par rapportaux étiquettes de sommets et d'ars que et appariement permet de retrouver. Pour utiliserette mesure de similarité, il est don souvent néessaire de réer de nombreuses étiquettes�arti�ielles� de sommets et d'ars pour rendre possible l'expression de ontraintes et depréférenes sur la façon dont les sommets et les ars doivent être appariés. A ontrario,notre mesure de la distane de deux graphes exprime diretement es ontraintes et espréférenes. Il est don plus faile de formuler un problème de omparaison de graphes avenotre mesure ;� Le modèle que nous proposons permet une résolution plus e�ae des problèmes. Dans leformalisme de Champin et Solnon, ertaines ontraintes sémantiquement simples doiventparfois être exprimées de façon omplexe en termes d'étiquettes à retrouver ou à ne pasretrouver. Notre formalisme permet d'exprimer diretement es ontraintes et il n'est don48



3.3. Disussionpas néessaire de omparer de grands ensembles d'étiquettes pour véri�er qu'un apparie-ment respete es ontraintes.
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Chapitre 3. Une nouvelle mesure générique
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Deuxième partieAlgorithmes pour mesurer ladistane/similarité de graphes
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4Complexité du problème et approhesexistantes pour sa résolutionDans e hapitre, nous faisons un état de l'art des méthodes proposées dans la littératurepour aluler les distanes du hapitre préédent. Dans une première setion, nous présentonsla omplexité théorique de haun des problèmes. Nous présentons ensuite quelques méthodesomplètes de résolution de es problèmes (.-à-d. des algorithmes qui garantissent l'obtention dela solution mais qui ont une omplexité en temps exponentielle dans le pire des as). Nous disu-tons ensuite de l'utilisation d'une méthode omplète pour le alul de notre distane générique.La dernière setion est dédiée aux méthodes de reherhes inomplètes (.-à-d. de omplexitépolynomiale mais ne garantissant pas de trouver la solution optimale).4.1 Complexité des problèmes d'appariement de graphesCaluler les mesures de distane (ou de similarité) de graphes présentées au hapitre 2 reposesur un problème de reherhe d'un meilleur appariement entre deux graphes. Généralement, ilexiste un nombre exponentiel d'appariements possibles des sommets de deux graphes, e problèmeest don un problème d'optimisation ombinatoire.De façon générale, aluler la distane entre deux graphes est plus di�ile lorsque des préfé-renes (et non des ontraintes dures) sont exprimées sur l'appariement reherhé. Les distanesbasées sur des appariements ne devant respeter que des ontraintes dures sont généralementplus simples à aluler que les distanes basées sur des appariements univoques devant respeterdes ontraintes souples (ou des préférenes) qui sont elles mêmes plus simples à aluler que lesdistanes basées sur des appariements multivoques de sommets.4.1.1 Appariements sous ontraintes duresIsomorphisme de graphesDans le as général, la omplexité théorique du problème de l'isomorphisme de deux graphesn'est pas préisément établie : le problème est lairement dans NP mais on ne sait pas s'ilest dans P ou s'il est NP -omplet [For96℄ ; la lasse des problèmes isomorphe-omplets a donété dé�nie. Cependant, il a été montré que pour ertains types de graphes (les graphes planaires[HW74℄, les arbres [AHU74℄, les graphes à degré borné [Luk82℄. ..), le problème de l'isomorphismede graphe a une omplexité polynomiale. 53



Chapitre 4. Complexité du problème et approhes existantes pour sa résolutionIsomorphisme de sous-graphe, de sous-graphe partiel et généralisation de es pro-blèmesSi la omplexité théorique du problème de l'isomorphisme de graphes n'est pas parfaitementdéterminée, le problème de l'isomorphisme de sous-graphe (induit ou partiel) est lairement unproblème NP -omplet [GJ79℄. Il peut être vu omme une généralisation du problème de lareherhe d'une lique de taille donnée. En pratique, e problème est un problème plus di�ileque l'isomorphisme de graphes et de nombreuses instanes ne peuvent être résolues en un tempsraisonnable. Régin montre dans sa thèse [Rég95℄ que le problème de l'isomorphisme de sous-graphe partiel est plus général et plus di�ile que le problème de l'isomorphisme de sous-grapheinduit.La généralisation du problème de l'isomorphisme de sous-graphe (ou �approximate subgraphmathing� [ZDD05℄) est également un problème NP -omplet : il permet de modéliser n'importequel problème d'isomorphisme de sous-graphe (voir la setion 2.2.1).Comme pour l'isomorphisme de graphes, en restreignant le problème à ertaines lasses degraphes, es problèmes peuvent devenir polynomiaux. Ainsi, dans le as des arbres ou des graphesplanaires [Epp99℄, le problème de l'isomorphisme de sous-graphe est polynomial.4.1.2 Appariements univoques ave préférenesLes distanes basées sur des appariements univoques et permettant d'approximer la struturedes graphes (omme la distane d'édition de graphe ou la distane basée sur la reherhe duplus grand sous-graphe ommun) peuvent toutes être utilisées pour résoudre le problème de lareherhe de la lique maximale dans un graphe. Par onséquent, tous es problèmes sont desproblèmes d'optimisation NP -di�iles.Notons ependant qu'il existe des exeptions pour lesquelles es problèmes ont une omplexité(faiblement) polynomiale. Citons par exemple le as où l'on herhe à omparer des graphesétiquetés tels que haque étiquette est utilisée au plus une fois dans haun des deux graphes.Si l'appariement reherhé impose de n'apparier que des sommets et des ars ayant la mêmeétiquette, le problème devient trivial. Cette restrition à es graphes très partiuliers a été utiliséepar Shenker et al. [SLBK04℄ pour aluler le plus grand sous-graphe ommun à deux graphesreprésentant les mots présents dans une page HTML.4.1.3 Appariements multivoquesLes distanes de graphes basées sur des appariements multivoques omme la distane d'édi-tion de graphes étendue [AFB03℄ ou la mesure de similarité de [CS03℄ sont plus générales queelles basées sur des appariements univoques ave préférenes et don également NP -di�iles.Cependant, l'espae de reherhe de es problèmes est beauoup plus grand. Étant donnés deuxgraphes ayant respetivement n et m sommets, il existe 2n×m appariements multivoques possiblesentre es deux graphes alors que le nombre d'appariements univoques n'est �que� de min(n,m)!.4.2 Approhes omplètes pour les problèmes d'appariement degraphesDans ette setion, nous présentons quelques approhes omplètes pour la résolution de pro-blèmes d'appariement de graphes. Ces algorithmes évaluent de façon exhaustive toutes les om-binaisons de l'espae de reherhe d'un problème. L'évaluation des ombinaisons se fait en om-54



4.2. Approhes omplètes pour les problèmes d'appariement de graphesbinant énumération (la ombinaison est onstruite et évaluée) et raisonnement (montrant qu'unensemble de ombinaisons possède ertaines aratéristiques ne lui permettant pas de ontenirde ombinaison solution).L'exploration des ombinaisons de l'espae de reherhe étant exhaustive, es algorithmesgarantissent de trouver la solution (si elle existe) des problèmes de satisfation ou la solutionoptimale des problèmes d'optimisation. Comme les problèmes résolus ne sont généralement pasdans la lasse P des problèmes de omplexité polynomiale, la omplexité en temps (et parfois enespae) de es algorithmes est exponentielle dans le pire des as.Nous avons hoisi de déouper ette setion en deux sous-setions : d'une part les méthodesde résolution dédiées à un problème en partiulier et d'autre part les méthodes issues de laprogrammation par ontraintes (plus génériques). Nous omparons ensuite es deux approhes.4.2.1 Approhes dédiéesReherhes arboresentesDe nombreux algorithmes ad-ho ont été proposés pour résoudre des problèmes d'appariementde graphes. La majorité de es algorithmes sont basés sur une struturation en arbre de l'espaede reherhe du problème ouplée à des méthodes d'élagage de et arbre de reherhe.Les problèmes à résoudre n'étant pas polynomiaux, la taille de l'arbre de reherhe est po-tentiellement exponentielle par rapport à la taille des graphes à apparier. Par onséquent, ettetehnique n'est e�ae que si elle est ouplée d'une part à des méthodes de �ltrage e�aes (destehniques prouvant le plus t�t possible qu'un n÷ud ne doit pas être développé) et d'autre partà un hoix e�ae de l'ordre dans lequel les n÷uds doivent être développés (pour trouver lesbonnes solutions le plus t�t possible). Cette méthode de struturation de l'espae de reherheest onnue sous le nom de A∗ ou �séparation/évaluation� (�branh and bound� en anglais).L'algorithme proposé par Ullmann et al. [Ull76℄ (pour l'isomorphisme de sous-graphe), eluiproposé par Cordella et al. [CFSV99, CFSV00, CFCS01℄ (pour les problèmes d'isomorphisme de(sous-)graphe(s)) ou elui proposé par Bunke et al. [NRB06℄ (pour la reherhe du plus grandsous-graphe ommun à deux graphes ou le alul de la distane d'édition de graphes) sont tousbasés sur e type d'approhe. Ils di�èrent sur la façon dont les n÷uds de l'arbre sont �ltrés et surl'ordre dans lequel les sommets sont appariés (ainsi que sur les strutures de données utilisées).Pour haque problème, des méthodes de �ltrage di�érentes des appariements sont utilisées.Un algorithme de e type est également possible pour la reherhe d'un meilleur appariementmultivoque. Ambauen et al. [AFB03℄ proposent une reherhe de type A∗ pour le alul de ladistane d'édition de graphes étendue. Les auteurs struturent l'espae de reherhe en arbreoù haque n÷ud de l'arbre orrespond à une opération d'édition du graphe. Chaque branhe del'arbre orrespond don à une haîne d'édition de graphe. L'arbre de reherhe est alors élagué enfontion des oûts des opérations d'édition réalisées et sur une estimation du oût des opérationsdevant enore être réalisées pour rendre les graphes isomorphes.Reherhe basée sur une représentation anonique des graphesL'algorithme le plus e�ae pour le problème de l'isomorphisme de deux graphes est Nauty[MK81℄. Nauty (No AUTomorphism, Yes ?) est un algorithme permettant de représenter ungraphe de façon anonique (.-à-d. que deux graphes auront la même représentation si et seule-ment s'ils sont isomorphes). Par onséquent, Nauty permet de résoudre le problème de l'isomor-phisme de deux graphes : il su�t de aluler la représentation anonique de haun des deuxgraphes et de omparer (en un temps linéaire en la taille des graphes) es représentations. 55



Chapitre 4. Complexité du problème et approhes existantes pour sa résolutionLe prinipe de Nauty onsiste à trouver une partition ordonnée des sommets d'un graphe
G dite �équitable�, .-à-d. telle que toute permutation des sommets de e graphe respetantette partition engendre un graphe G′ isomorphe à G. Une telle partition ordonnée équitablepermet de dérire les graphes indépendemment du nom de leurs sommets et onstitue don unereprésentation des graphes anonique par rapport à l'isomorphisme de graphes : il faut pour eladérire le nombre de parties de la partition, leur taille et les relations de onnexité entre lessommets des di�érentes parties.A�n de trouver une partition ordonnée équitable, Nauty utilise un arbre de reherhe explo-rant l'ensemble de toutes les partitions ordonnées possibles des sommets d'un graphe. Chaquen÷ud de l'arbre représente une partition ordonnée possible des sommets du graphe et haque�ls n′ d'un n÷ud n représente une partition plus forte que n, .-à-d. que n′ utilise une partiede plus que n et que les sommets appartenant à une partie di�érente dans n appartiennentégalement à une partie di�érente dans n′. Des méthodes d'élagage de et arbre permettant dene pas explorer des partitions similaires à une partition déjà visitée sont implémentées a�n deréduire le nombre de n÷uds à développer. Finalement, omme il peut exister plusieurs partitionsordonnées équitables, seule la première partition trouvée est utilisée pour la représentation a-nonique du graphe. Il est don néessaire, pour tester l'isomorphisme de deux graphes, d'utiliserune méthode de développement de l'arbre de reherhe totalement indépendante du nom dessommets, garantissant ainsi d'obtenir la même partition ordonnée équitable pour deux graphesisomorphes.Nauty a une omplexité exponentielle dans le pire des as. Cependant, en pratique, il estextrêmement rapide et permet de omparer des graphes ayant plusieurs milliers de sommets enquelques seondes seulement. Darga et al. [DLSM04℄ proposent une adaptation de Nauty dédiéeaux graphes reux (.-à-d. peu denses) appelée Sauy. Puget [Pug05℄ propose un algorithmesimilaire nommé Autom et montre qu'il est bien plus rapide que Sauy (et Nauty).E�aité des approhes omplètesDe façon générale, les algorithmes de reherhe omplète ad-ho permettent de trouver lasolution des problèmes de satisfation en un temps raisonnable. Par exemple, les problèmesd'isomorphisme de graphes ou de sous-graphe sont très e�aement résolus par des reherhesarboresentes ombinées à des méthodes de �ltrage sophistiquées. Néanmoins, es algorithmesmontrent leur limites sur les problèmes d'optimisation (tels que la reherhe du plus grand sous-graphe ommun à deux graphes) et sont quasiment inutilisables pour les problèmes basés sur desappariements multivoques (voir [AFB03℄ où il est montré que es méthodes sont limitées à detoutes petites instanes, .-à-d. moins de 10 sommets).Le prinipal avantage des algorithmes de reherhe omplète ad-ho est le fait qu'ils garan-tissent l'optimalité de la solution trouvée. En outre, ils ont été onçus et optimisés pour larésolution d'un type de problème en partiulier et par onséquent, tirent au maximum partie desspéi�ités du problème pour �ltrer l'espae de reherhe et utilisent des strutures de donnéesparfaitement adaptées au problème.Le prinipal défaut des méthodes de reherhe omplète ad-ho est leur manque de génériité :leur e�aité dépend fortement des tehniques de �ltrage utilisées. Ces tehniques dépendentdu problème onsidéré et ne sont généralement pas adaptables à d'autres problèmes ou à unproblème similaire auquel de nouvelles ontraintes ont été ajoutées. L'e�aité de es reherhespeut également dépendre du type de graphe, il n'est pas rare de voir dans la littérature desalgorithmes dédiés aux graphes très denses et d'autre dédiés aux graphes peu denses. Par exemple,Nauty [MK81℄ omprend de nombreux paramètres et l'e�aité de et algorithme dépend très56



4.2. Approhes omplètes pour les problèmes d'appariement de graphesfortement de e paramétrage : selon le type de graphes onsidéré et le paramétrage hoisi, letemps d'exéution de Nauty peut varier de plusieurs ordres de grandeur. En partiulier, Puget[Pug05℄ montre que Nauty est e�ae sur les graphes denses mais que sur les graphes reuxil onvient d'utiliser un algorithme dédié aux graphes reux tels que Autom [Pug05℄ ou Sauy[DLSM04℄.4.2.2 Programmation par ontraintesUne alternative intéressante à es algorithmes dédiés à un problème en partiulier est l'utilisa-tion de la programmation par ontrainte (PPC) qui fournit un adre générique pour la résolutiondes problèmes ombinatoires.En programmation par ontraintes, le problème est exprimé de façon délarative en termes devariables et de ontraintes (dures ou souples) que les valeurs de es variables doivent satisfaire. Unsolveur générique de ontraintes (.-à-d. apable de résoudre n'importe quel problème représentédans e formalisme) tel que CHOCO [Lt00℄, Ilog solver [ILO00℄ ou CHIP [AB93℄ est alors utilisépour trouver une a�etation des variables permettant de satisfaire toutes les ontraintes oude minimiser un ritère d'optimisation relatif aux ontraintes souples violées. Les solveurs deontraintes sont basés sur une struturation en arbre de l'espae de reherhe et sur des méthodesde �ltrage de et arbre basées sur les ontraintes du problème (et don indépendantes du problèmeà résoudre lui-même, ontrairement aux approhes dédiées).Les problèmes d'appariement de graphes peuvent être aisément transformés en problèmes desatisfation de ontraintes et il est don possible d'utiliser un solveur générique de ontraintespour les résoudre.Problèmes de satisfation de ontraintesDé�nition. Dans le as des problèmes de satisfation (.-à-d. visant à satisfaire toutes lesontraintes du problème), un CSP (Constraint Satisfation Problem) est dé�ni par un triplet
(X,D,C) où :� X est un ensemble �ni de variables ;� D est une fontion assoiant à haque variable xi ∈ X son domaine D(xi), .-à-d. l'ensembledes valeurs qui peuvent lui être assoiées ;� C est un ensemble de ontraintes, .-à-d. de relations entre des variables restreignant l'en-semble des valeurs que les variables peuvent prendre simultanément.Résoudre un CSP (X,D,C) onsiste à trouver une a�etation omplète A (.-à-d. a�etantune valeur vi ∈ D(xi) à haune des variables xi ∈ X) telle que toutes les ontraintes de C sontsatisfaites.Les ontraintes de l'ensemble C peuvent être de di�érentes formes. Par exemple, si onprend l'exemple de deux variables x1 et x2 ayant pour domaine l'ensemble d'entiers {1, 2, 3},la ontrainte C(x1, x2) = x1 < x2 imposera, en intention, que la valeur de la variable x1soit inférieure à elle de x2. Cette même ontrainte peut être dé�nie en extension, .-à-d.en listant l'ensemble des ouples de valeurs autorisés pour le ouple de variables (x1, x2) :
C(x1, x2) = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}. L'arité d'une ontrainte est le nombre de variables sur les-quelles la ontrainte s'applique.Exemples. Les problèmes d'appariement de graphes basés sur des appariements univoquessous ontraintes dures peuvent être aisément représentés par des problèmes de satisfation deontraintes. 57



Chapitre 4. Complexité du problème et approhes existantes pour sa résolutionLe problème de l'isomorphisme de sous-graphe partiel est représenté sous forme d'un CSPpar Larrosa et Valiente [LV97℄. Étant donnés deux graphes G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2), legraphe G1 est un sous-graphe partiel du graphe G2 si et seulement si le CSP (X,D,C) suivantadmet une solution :� X, assoie une variable à haque sommet du graphe G1, .-à-d. que X = {xu|u ∈ V1} ;� D(xu), le domaine d'une variable xu orrespondant à un sommet u du graphe G1 ontientl'ensemble des sommets de G2, .-à-d. que ∀u ∈ V1,D(xu) = V2 ;� il existe une ontrainte binaire Cedge(xu, xv) entre haque paire de variables (xu, xv) telleque (u, v) ∈ E1 exprimant le fait que les sommets de G′ a�etés à xu et xv doivent êtreonnetés par un ar, .-à-d. que :
∀(u, v) ∈ E1, Cedge(xu, xv) = E2Régin [Rég95℄ propose une modélisation du problème de l'isomorphisme de sous-graphe induitsous forme de CSP. Cette modélisation est la même que elle de l'isomorphisme de sous-graphepartiel à laquelle quelques ontraintes sont ajoutées. Ces ontraintes permettent de garantirque la solution trouvée ne orrespond pas à un sous-graphe partiel, .-à-d. que tous les ars de

G2 dont les extrémités sont a�etées à une variable du problème sont retrouvés dans G1. Plusformellement, étant donnés deux graphes G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2), le graphe G1 est unsous-graphe induit du graphe G2 si et seulement si le CSP (X,D,C) suivant admet une solution :� X ontient une variable pour haque sommet du graphe G1, .-à-d. que X = {xu|u ∈ V1} ;� D(xu), le domaine d'une variable xu orrespondant à un sommet u du graphe G1, ontientl'ensemble des sommets de G2, .-à-d. que ∀u ∈ V1,D(xu) = V2 ;� Il existe une ontrainte binaire Cedge(xu, xv) entre haque paire de variables (xu, xv) expri-mant le fait que les sommets de G′ a�etés à xu et xv doivent être onnetés par un ar siet seulement si (u, v) ∈ E1, .-à-d. que :
∀(u, v) ∈ V 2

1 , si (u, v) ∈ E1, Cedge(xu, xv) = E2sinon Cedge(xu, xv) = {(u′, v′) ∈ V 2
2 | u

′ 6= v′ et (u′, v′) 6∈ E2}Problèmes d'optimisation sous ontraintesLa programmation par ontraintes a été initialement dé�nie pour les problèmes de satisfa-tion. Elle peut néanmoins être utilisée pour des problèmes d'optimisation et permet don derésoudre des problèmes d'appariement sous ontraintes souples.Une première solution pour résoudre des problèmes d'optimisation en programmation parontraintes est de résoudre le problème de satisfation assoié. L'objetif à optimiser est repré-senté par une variable du problème et des ontraintes sont ajoutées a�n de garantir la ohéreneentre la valeur de ette variable et la satisfation des ontraintes du problème. Le problème estalors résolu en dé�nissant le domaine de la variable objetif aux bornes minimum et maximumde la valeur de l'objetif (dans le as d'un alul de distane de graphe, le minimum est 0 et lemaximum +∞). Une fois une solution de e CSP trouvée, la valeur v de la variable objetif xva être utilisée pour hanger le domaine de x et le �xer à [min, v[ (dans le as d'un problème deminimisation de l'objetif). La résolution de e nouveau CSP est ensuite relanée jusqu'à e quele CSP obtenu n'admette pas de solution. La valeur optimale est alors la valeur de la variableobjetif dans la solution du dernier CSP résolu.Pour résoudre des problèmes d'optimisation par programmation par ontraintes, il est éga-lement possible d'utiliser le formalisme des CSP valués [BFM+96℄. Ce formalisme permet demodéliser et de résoudre des problèmes d'optimisation : haque ontrainte (resp. haque tuple58



4.2. Approhes omplètes pour les problèmes d'appariement de graphesautorisé par une ontrainte) se voit attribuer une valeur. L'objetif est alors de minimiser unefontion d'agrégation des valeurs des ontraintes violées (resp. des tuples utilisés).Dé�nition. De façon plus formelle, un CSP valué valuant les ontraintes est dé�ni par un tuple
P = (X,D,C, S, ϕ) où :� (X,D,C) est un CSP lassique ;� S = (E,⊗,≺) est une struture de valuation, .-à-d. que E est un ensemble de valeursontenant un élément maximum ⊤ et un élément minimum ⊥, que ≺ est une relationd'ordre totale sur E et que ⊗ est un opérateur ommutatif, assoiatif et fermé dans Evéri�ant les propriétés suivantes :� Identité : ∀a ∈ E, a⊗⊥ = a ;� Monotonie : ∀a, b, c ∈ E, (a � b)⇒ ((a⊗ c) � (b⊗ c)) ;� Élément absorbant : ∀a ∈ E, (a ⊗⊤) = ⊤� ϕ : C → E est une appliation assoiant une valeur de E à haque ontrainte.La valeur VP (A) d'une a�etation A des variables X d'un CSP valué P est dé�nie par :

VP (A) =
⊗

c∈C,A viole (ϕ(c))Exemple. Le problème de la reherhe du plus grand sous-graphe partiel ommun à deuxgraphes peut être dé�ni omme un CSP valué. Il faut pour ela utiliser une struture de valuationpermettant la valuation des ontraintes dures du problème (l'appariement doit néessairementêtre univoque), et les ontraintes souples (retrouver les ars des deux graphes). De façon plusformelle, le CSP valué P = (X,D,C, S, ϕ) orrespondant au problème de la reherhe du plusgrand sous-graphe partiel ommun à deux graphes G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2) peut êtredé�ni par :� X = {xu, u ∈ V1} ;� ∀u ∈ V1,D(xu) = V2 ∪ {none} xv = none si v n'est pas apparié ;� C = HardC ∪ SoftC ;� HardC = {∀(u, v) ∈ V 2
1 , u 6= v ⇒ (xu 6= xv) ∨ (xu = xv = none)}, l'ensemble desontraintes dures garantissant que l'appariement est univoque ;� SoftC = {∀(u, v) ∈ E1, (xu, xv) ∈ E2}, l'ensemble des ontraintes souples permettant demaximiser le nombre d'ars retrouvés dans les deux graphes ;� S = ([0,+∞[,+,≤) ;� ∀c ∈ HardC,ϕ(c) = +∞ ;� ∀c ∈ SoftC,ϕ(c) = 1.L'a�etation des variables minimisant e CSP valué orrespond à l'appariement permettantd'identi�er le plus grand sous-graphe partiel ommun (en terme de nombre d'ars) aux deuxgraphes.De façon générale, le formalisme des CSP valués permet de modéliser les problèmes du alulde la distane entre deux graphes. Les fontions de distane des sommets et des ars peuvents'exprimer par des ontraintes valuées dans l'ensemble [0,+∞[ ordonné par ≤. Si la fontiond'agrégation ⊗ utilisée dans la dé�nition de la distane respete les onditions de monotonie,d'identité et possède un élément absorbant, les aluls de distane de graphes peuvent alors êtremodélisés par des CSP valués. Si la fontion ⊗ ne respete pas es propriétés, le alul de ladistane ne peut généralement pas être exprimé dans e formalisme. Néanmoins, nous avons vudans la première partie de ette thèse que toutes les distanes/similarité que nous avons dé�ni (à59



Chapitre 4. Complexité du problème et approhes existantes pour sa résolutionl'exeption de elle modélisant la similarité de Champin et Solnon [CS03℄) utilisent l'opérateurd'agrégation ⊗P et respetent don es onditions.Résolution des CSPLes solveurs de problèmes de satisfation de ontraintes sont basés sur l'exploration omplètede l'espae de reherhe par onstrution d'un arbre de reherhe et sur la rédution de et espaepar des tehniques de �ltrage basées sur la propagation des ontraintes du problème.Des méthodes de onsistanes loales permettent de �ltrer le domaine des variables. Parexemple, la onsistane d'ar (AC pour Ar Consisteny ou 2-onsistane [Ma77℄) est dé�-nie pour les ontraintes binaires (mais se généralise à des ontraintes d'arité supérieure). Uneontrainte C(x1, x2) est ar-onsistante si pour haque valeur v1 du domaine de x1 (resp. v2 de
x2), il existe au moins une valeur v2 dans le domaine de x2 (v1 dans x1) tel que le tuple (v1, v2)est autorisé par la ontrainte C. Ainsi, si la variable x1 a pour domaine l'ensemble {1, 2, 3}, quela variable x2 a pour domaine l'ensemble �ni {1, 3} et que la ontrainte x1 = x2 appartient auréseau de ontraintes, la onsistane d'ar permet de retirer la valeur 2 du domaine de x1 puisqueette valeur n'admet auun �support� dans le domaine de x2. On parle alors de propagation deontraintes.Un réseau de ontraintes est ar-onsistant si haque ontrainte de e réseau est ar-onsistante.De nombreux algorithmes ont été développés a�n de maintenir l'ar-onsistane d'un réseau deontraintes par exemple AC1 [Ma77, MF85℄, AC4 [MH86℄, AC7 [BFR99℄.Notons que les méthodes de onsistane utilisées sont loales : elles ne onsidèrent quequelques variables (2 pour l'ar onsistane) et les ontraintes s'y rattahant. Par onséquent,elles ne permettent pas, dans le as général, d'obtenir une onsistane globale (.-à-d. un �ltragepermettant de retirer des domaines toutes les valeurs qui n'appartiennent à auune solution duproblème). Il est toutefois possible de onsidérer des onsistanes de niveau plus élevé que la2-onsistane (onsidérant alors plus de deux variables en même temps). Néanmoins, garantirde telles onsistanes est plus oûteux en temps et le meilleur ompromis e�aité / oût estgénéralement obtenu par l'ar onsistane.Importane de la modélisation et ontraintes globalesLa résolution des problèmes d'isomorphisme de sous-graphe peut être failitée en introdui-sant de nouvelles ontraintes expliitant les propriétés partiulières du problème modélisé. Parexemple, il est faile de démontrer qu'un sommet de G1 = (V1, E1) ne peut être apparié qu'à unsommet du graphe G2 = (V2, E2) de degré inférieur ou égal dans un appariement d'isomorphismede sous-graphe entre G1 et G2. Il est possible de réduire en onséquene le domaine des variablesde e CSP :

∀u ∈ V1,D(xu) = {u′ ∈ V2 | |{(u, v) ∈ E1}| ≤ |{(u
′, v′) ∈ E2}| et

|{(v, u) ∈ E1}| ≤ |{(v
′, u′) ∈ E2}|}Cette rédution permet d'aélérer la reherhe de façon signi�ative.Bien que les modélisations proposées ne l'expliitent pas, les solutions de es CSP a�eterontdes valeurs di�érentes à haune des variables du problème (l'appariement reherhé est uni-voque). Par onséquent, Régin [Rég95℄ propose d'ajouter une ontrainte �globale� (la ontrainteallDi�(X)) exprimant le fait que toutes les variables du problème doivent avoir une valeur di�é-rentes deux à deux.De façon informelle, �une ontrainte C est souvent appelée �globale� quand �traiter� C ommeun tout donne de meilleurs résultats que �traiter� n'importe qu'elle onjontion de ontraintes60



4.2. Approhes omplètes pour les problèmes d'appariement de graphes�sémantiquement équivalente� à C� [BH03a℄. La dé�nition formelle d'une ontrainte globale estsujette à ontroverse [BH03b℄. Néanmoins, omme le soulignent Bessière et Van Hentenryk,une ontrainte peut être globale de 3 façons di�érentes : sémantiquement, opérationnellementet algorithmiquement. Une ontrainte est sémantiquement globale lorsqu'il n'existe pas de dé-omposition de ette variable en un ensemble de ontraintes d'arités inférieures : e n'est pas leas de la ontrainte allDi�(S) sémantiquement équivalente à une lique de ontraintes binairesd'inégalité des variables de S. Une ontrainte est opérationnellement globale lorsqu'elle permetun �ltrage plus important que n'importe laquelle de ses déompositions. En�n, une ontrainteest algorithmiquement globale quand appliquer un algorithmique de �ltrage sur ette ontrainteest algorithmiquement moins oûteux que de l'appliquer sur sa déomposition.Utiliser des ontraintes opérationnellement ou algorithmiquement globales permet aux sol-veurs de ontraintes d'être plus e�aes. Dans sa thèse, Régin [Rég95℄ propose un algorithme de�ltrage basé sur un alul de �ot dans un graphe bipartie pour la ontrainte allDi� et montre queles solveurs de ontraintes sont plus e�aes en utilisant e �ltrage qu'en utilisant un ensemblede ontraintes binaires spéi�ant que les variables doivent être di�érentes deux à deux.Pour que la programmation par ontraintes soit ompétitive, il est néessaire de modéliserintelligemment le problème et d'utiliser au maximum les ontraintes globales existantes : unproblème mal modélisé peut ne pas être résolu en un temps raisonnable par la PPC alors qu'ill'aurait été ave une bonne modélisation.E�aité de ette approhe pour les problèmes d'appariement de graphesLa programmation par ontraintes permet d'exprimer très simplement un problème : le pro-blème à résoudre est exprimé sous la forme d'un réseau de ontraintes et, quel que soit le CSPobtenu, les solveurs de ontraintes disposent de méthodes de résolution génériques permettant dele résoudre. La programmation par ontraintes o�re don une souplesse d'utilisation que n'ontpas les approhes dédiées.En ontrepartie de ette génériité et de ette simpliité d'utilisation, la programmation parontraintes est souvent moins e�ae que des méthodes dédiées. Par exemple, de nombreusesinstanes du problème de l'isomorphisme de deux graphes sont résolues en un temps polynomialpar des algorithmes ad-ho alors que les solveurs de ontraintes ont un omportement exponentielsur es instanes. Il en est de même pour les problèmes plus di�iles (et dont on est sûr de ladi�ulté en théorie). En outre, si trouver une modélisation d'un problème en programmationpar ontraintes est simple, il est parfois di�ile d'obtenir une modélisation e�ae, .-à-d. unemodélisation qui permet à un solveur de ontraintes de résoudre e�aement le problème.Les problèmes basés sur des appariements à tolérane d'erreurs qui sont des problèmes d'op-timisation ne peuvent pas être résolus en un temps raisonnable par des solveurs de ontraintes.En e�et, si la programmation par ontraintes s'avère parfois aussi e�ae que des méthodesdédiées sur des problèmes de satisfation de ontraintes, sur les problèmes d'optimisation, ellen'est généralement pas ompétitive par rapport aux méthodes dédiées qui savent utilisées aumieux les spéi�ités d'un problème pour �ltrer son espae de reherhe. En outre, dans le asde la reherhe d'un meilleur appariement multivoque, la taille du problème d'optimisation deontraintes explose par rapport à la taille des graphes omparés. Pour omparer deux graphes
G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2), il faut |V1 × V2| variables binaires (une par ouple de sommetspossible). Pour les instanes que l'on souhaite résoudre (des graphes ayant une entaine de som-mets), le problème orrespondant se ompose don d'une dizaine de milliers de variables e quidépasse largement les apaités d'un solveur de ontraintes. 61



Chapitre 4. Complexité du problème et approhes existantes pour sa résolution4.2.3 Approhe omplète de alul de notre distaneLors de mon stage de maîtrise [SCS03℄, nous avons proposé un algorithme omplet pour lealul de la similarité de Champin et Solnon. Néanmoins, et algorithme est aisément adaptableau alul de notre distane générique de deux graphes.Prinipe de baseCet algorithme est de type �séparation et évaluation� (�branh and bound�). L'espae dereherhe (.-à-d. l'ensemble de tous les appariements possibles entre deux graphes) est struturéen treillis et exploré de façon omplète. A�n de limiter l'explosion ombinatoire de la reherhe,des tehniques de �ltrage sont mises en ÷uvre a�n de �ouper� les sous-ensembles du treillis dontil a été démontré qu'ils ne pouvaient pas ontenir la solution.L'espae de reherhe du problème de la similarité maximum entre deux graphes est omposéde tous les appariements multivoques possibles des deux graphes à omparer. Celui-i peut êtrestruturé en treillis par rapport à la relation d'inlusion : on note nm un n÷ud du treillis assoiéà un appariement m ; haque n÷ud nm a pour �ls l'ensemble des n÷uds nm′ tels que m′ est unappariement ontenant un ouple de sommets de plus que m.Les fontions f et g de la similarité de Champin et Solnon sont des fontions monotonesroissantes par rapport à l'inlusion. Cela nous a permis de proposer deux di�érentes façonsd'élaguer le treillis de reherhe. La première identi�e des ouples de sommets �inutiles� (.-à-d.des ouples dont l'ajout ne peut que dégrader l'appariement ourant) a�n de ne pas développerles appariements ontenant un de es ouples inutiles. La seonde méthode identi�e les étiquettespour lesquelles il n'existe plus de ouple de sommets (non inutile) permettant de les retrouver.Identi�er es étiquettes permet un alul plus juste de la borne maximum de la qualité desappariements et, par onséquent, permet d'élaguer plus rapidement le treillis.Résultats obtenusLes résultats obtenus par et algorithme omplet ont montré [SCS03℄ qu'une exploration par�séparation et évaluation� n'est envisageable que pour de tous petits graphes (une dizaine desommets maximum dans le as général) et que son e�aité dépend énormément de l'in�uenedu poids des élatements de sommets par rapport aux poids des aratéristiques des sommets etdes ars des graphes.L'ine�aité de ette approhe vient du fait que, dans le as général, la fontion de similaritéà optimiser n'est pas monotone par rapport à l'inlusion des appariements. Il n'est don paspossible de trouver des méthodes de �ltrage e�aes de et espae de reherhe.Dès lors, utiliser des algorithmes de reherhe inomplète, .-à-d. qui ne garantissent pasl'optimalité de la solution trouvée mais de omplexité faiblement polynomiale semble être unebonne alternative.4.3 Approhes inomplètes pour les problèmes d'appariement degraphesLa omplexité d'un problème est dé�nie par rapport à la omplexité du meilleur algorithmeomplet et orret (.-à-d. permettant de trouver pour haque instane possible du problème sasolution si elle existe ou de montrer l'inexistene de ette solution). Les problèmes d'appariementde graphes étant NP -omplets ou NP -di�iles, tous les algorithmes garantissant la omplétude62



4.3. Approhes inomplètes pour les problèmes d'appariement de graphesde la solution ont une omplexité en temps exponentielle dans le pire des as (sauf si la onjeture
P 6= NP n'est pas véri�ée). Par onséquent, omme nous l'avons vu dans la setion préédente,sur les problèmes di�iles, les algorithmes omplets ne peuvent être exéutés que sur de petitesinstanes.Un autre type d'approhe pour la résolution de e type de problèmes onsiste à explorer l'es-pae de reherhe de façon inomplète. Les algorithmes de e type ne garantissent pas de trouverla solution si elle existe mais ont une omplexité plus faible que leur pendant omplet (géné-ralement la omplexité est polynomiale). Par onséquent, en un temps polynomial par rapportà la taille du problème, e type d'algorithme peut parfois trouver la solution d'un problème desatisfation de ontraintes. En revanhe, si auune solution n'est trouvée, ela ne signi�e pas quele problème n'admet pas de solution. Pour les problèmes d'optimisation, la solution retournéepar e type d'algorithme est peut-être la solution optimale mais rien ne le garantit : l'objetif dee type d'approhe est de trouver une �bonne� solution en un temps raisonnable.La perte de la omplétude peut paraître gênante. Néanmoins, dans de nombreux as, lesapprohes inomplètes trouvent les solutions optimales des instanes également résolues par lesapprohes omplètes et obtiennent une solution approhant l'optimum en un temps raisonnablelà où les approhes omplètes ne permettent pas d'obtenir de solution en un temps raisonnable.Dans ette setion nous présentons (quelques unes) des méthodes inomplètes de alul dela distane de deux graphes. Chaune de es méthodes est remise dans son ontexte d'utilisa-tion a�n de montrer pourquoi, dans e ontexte, l'optimalité de la solution retournée n'est pasindispensable.4.3.1 Prinipe généralLes approhes inomplètes onsidèrent des problèmes d'optimisation ombinatoire : dans leas des problèmes de satisfation, elles vont herher à maximiser la satisfation du problème.L'espae de reherhe d'un problème d'optimisation ombinatoire est un ouple (S, f) où S estl'ensemble des ombinaisons possibles pour e problème (par exemple tous les appariementspossibles entre deux graphes) et f une fontion de oût assoiant un nombre réel à haqueombinaison de S. Une solution du problème est une �meilleure� ombinaison de S par rapportà f (elle qui maximise ou minimise f).Exploration partielle de l'espae de reherheContrairement aux reherhes omplètes qui élaguent des parties de l'espae de reherhe (endémontrant qu'elles ne peuvent pas ontenir de solutions) et explorent intégralement les partiesrestantes, les reherhes inomplètes n'explorent que partiellement l'espae de reherhe en seonentrant sur les parties de l'espae qui leur semblent plus prometteuses.Deux types di�érents de reherhes inomplètes existent : les reherhes basées sur la onstru-tion itérée de ombinaisons et les reherhes basées sur la modi�ation itérée de ombinaisons.Les reherhes basées sur la onstrution (algorithmes gloutons, algorithmes à base de olonies defourmis, EDA...) onstruisent des ombinaisons en ajoutant inrémentalement à une ombinaisonourante des omposants de ombinaison (par exemple en instaniant une à une les variables d'unCSP ou en ajoutant des ouples de sommets à un appariement). Les omposants ajoutés sontséletionnés par rapport à une heuristique évaluant loalement l'intérêt des omposants. L'ajoutde omposant se fait jusqu'à l'obtention d'une ombinaison omplète, (par exemple lorsque toutesles variables d'un CSP sont instaniées ou lorsqu'auun ajout d'un ouple de sommets ne permetd'améliorer l'appariement ourant). 63



Chapitre 4. Complexité du problème et approhes existantes pour sa résolutionA ontrario, les reherhes basées sur la modi�ation itérée de ombinaisons (reherhesloales, algorithmes génétiques...), explorent l'espae de reherhe en se déplaçant d'un pointà l'autre de et espae. Chaque mouvement dans et espae se fait en modi�ant partiellementla ombinaison ourante (par exemple en modi�ant la valeur d'une variable d'un CSP) et lesmouvements e�etués tentent de se diriger vers les points de l'espae de reherhe prometteurs(toujours vis-à-vis d'une heuristique).Paysage de reherhe, optimum loalLes méthodes de reherhe basées sur la modi�ation itérée de ombinaisons struturentl'espae de reherhe (S, f) en terme de voisinage : deux ombinaisons sont voisines lorsqu'il estpossible d'aller de l'une à l'autre en une modi�ation. L'espae de reherhe ainsi struturé estappelé paysage de reherhe.Un optimum loal dans un paysage de reherhe est une ombinaison optimale par rapportà la notion de voisinage, .-à-d. une ombinaison meilleure que toutes ses ombinaisons voisines.Notons qu'un optimum loal n'est pas néessairement globalement optimal. La solution d'unproblème est appelée �optimum global�.Intensi�ation vs. diversi�ationL'e�aité des reherhes inomplètes dépend de l'équilibre entre l'intensi�ation et la diver-si�ation de la reherhe. Intensi�er la reherhe onsiste à explorer de façon minutieuse ertainssous-espaes de l'espae de reherhe qui semblent plus prometteurs vis-à-vis de l'heuristique uti-lisée. A ontrario, diversi�er la reherhe onsiste à aller vers les points de l'espae de reherhequi semblent a priori moins prometteurs par rapport à l'heuristique utilisée et ainsi explorer defaçon plus large l'espae de reherhe d'un problème.Lorsqu'une reherhe est trop intensi�ée, l'algorithme est inapable de sortir des optimaloaux. En e�et, quel que soit l'algorithme inomplet utilisé, si la reherhe est trop intensi�ée,une fois qu'un optimum loal est trouvé, l'algorithme n'explorera que des ombinaisons prohes deet optimum loal (.-à-d. que des ombinaisons appartenant au même sous-espae de reherhe)et ne peut généralement pas trouver l'optimum global. Au ontraire, lorsque la reherhe est tropdiversi�ée, l'algorithme ne se dirige pas du tout vers les ombinaisons prometteuses et ne trouvepas les bonnes ombinaisons.4.3.2 Approhes gloutonnesUn algorithme glouton est un algorithme qui onstruit inrémentalement une ombinaison enajoutant itérativement à la ombinaison ourante des omposants de solution hoisis en fontionde l'intérêt immédiat de l'ajout de e omposant à la solution ourante. En herhant à optimisere ritère loal à haque étape de la onstrution, un algorithme glouton espère obtenir l'optimumglobal du problème. Les onstrutions gloutonnes sont itérées et il s'agit de diversi�er la reherhea�n ne pas obtenir les mêmes ombinaisons d'une onstrution à une autre.Les méthodes gloutonnes régulent la diversi�ation de la reherhe en fontion de la façon dontles omposants de solution sont hoisis à haque étape. Si à haque étape le omposant ajoutéest hoisi parmi eux qui maximisent le ritère à optimiser, la reherhe est très intensi�ée. Si auontraire le omposant est hoisi selon une probabilité qui dépend de la qualité du omposant,la reherhe est plus diversi�ée. Si les omposants de solutions sont hoisis de façon purementaléatoire, la reherhe est extrêmement diversi�ée.64



4.3. Approhes inomplètes pour les problèmes d'appariement de graphesUn algorithme glouton pour le alul de la similarité de Champin et Solnon est proposédans [CS03, SCS03℄. Cet algorithme démarre d'un appariement vide (.-à-d. ne ontenant auunouple de sommets) et ajoute à haque étape un ouple de sommets parmi eux dont l'ajoutmaximise la similarité. La onstrution de l'appariement est interrompue quand auun ajout deouple de sommets ne permet d'augmenter la similarité. Cet algorithme permet de aluler trèsrapidement une borne minimum de la similarité de deux graphes. Cette borne est utilisée par unalgorithme de reherhe de type �séparation/évaluation� pour élaguer un arbre de reherhe.Un algorithme similaire est proposé par Boeres et al. [BRB04℄ pour le problème de l'apparie-ment non-bijetif de deux graphes. Cet algorithme a pour objetif de onstruire un appariementvalide (.-à-d. respetant les ontraintes dures du problème) servant de point de départ à unereherhe loale. À haque itération, un nouveau ouple de sommets est hoisi de façon aléatoireparmi eux qui permettent de satisfaire le plus grand nombre de ontraintes dures du problèmes.L'algorithme est itéré jusqu'à l'obtention d'un appariement valide, et appariement est alorsutilisé omme le point de départ d'une reherhe loale.Notons que es deux algorithmes gloutons introduisent de l'aléatoire dans le hoix des ouplesde sommets à ajouter. Par onséquent, d'une exéution à l'autre de es algorithmes, l'appariementretourné n'est (dans le as général) pas toujours le même et es algorithmes peuvent être exéutésplusieurs fois a�n de onserver le meilleur appariement trouvé.4.3.3 Approhes inspirées des reherhes omplètesDans [NRB06℄, les auteurs soulignent le fait que les algorithmes de résolution de problèmesd'optimisation basés sur l'exploration d'un arbre de reherhe trouvent généralement la ombi-naison optimale du problème rapidement puis passent ensuite un temps très long à développerl'arbre de reherhe pour montrer que le problème n'admet pas de meilleure ombinaison.Les auteurs de [NRB06℄ proposent don deux algorithmes permettant d'exploiter e phéno-mène pour le alul de la distane d'édition entre deux graphes. Chaun de es deux algorithmesrepose sur l'exploration d'un arbre de reherhe où haque n÷ud orrespond à la substitution(identique ou non-identique) d'un sommet d'un graphe par un sommet de l'autre graphe. Notonsque dans e as préis, haque hemin de la raine à un n÷ud de l'arbre orrespond à une haîned'édition : il su�t de ompléter (en un temps polynomial) les opérations de substitution déjàe�etuées par des suppressions et des insertions d'ars et de sommets pour obtenir la haîned'édition rendant les graphes isomorphes.Le premier algorithme onsiste à dérouler l'arbre de reherhe de façon partielle : à haqueétape de l'algorithme, les k meilleurs n÷uds de l'arbre sont mémorisés. Seuls es k meilleursn÷uds sont développés7. La reherhe est don inomplète mais onverge généralement vers debonnes solutions.Le seond algorithme élague plus rapidement l'arbre de reherhe que l'algorithme omplet ensurévaluant la qualité des n÷uds des �grandes� solutions (elles ontenant le plus de substitutions,les plus profondes dans l'arbre de reherhe). Cette surévaluation à deux e�ets : (1) l'algorithmea plus souvent tendane à développer les n÷uds les plus bas dans l'arbre (.-à-d. eux qui font leplus de substitutions et don le moins de suppressions et d'insertions) et onverge plus rapidementvers les bonnes solutions ; (2) les branhes les moins prometteuses sont plus rapidement élaguées.Bien que l'algorithme proposé surévalue souvent la distane (exate) entre deux graphes, lesauteurs montrent que généralement, la distane entre deux graphes très similaires n'est que peu7Notons qu'en pratique, le nombre de n÷uds développés est largement supérieur à k ar au fur et à mesureque l'arbre est développé, tous les nouveaux n÷uds ayant une qualité meilleure que des n÷uds déjà développéssont déouverts et insérés dans la liste des k meilleurs n÷uds. 65



Chapitre 4. Complexité du problème et approhes existantes pour sa résolutionperturbée par ette surévaluation. Par onséquent, omme la distane entre deux graphes estutilisée pour faire de la lassi�ation, l'erreur de alul sur la distane entre deux graphes dela même lasse est faible et la lassi�ation n'est pas perturbée par le fait que le alul de ladistane ne soit pas exat.Ces algorithmes sont bien plus rapides qu'une reherhe arboresente omplète, mais, ontrai-rement aux autres méthodes itées dans ette setion, ils gardent une omplexité exponentielledans le pire des as. Néanmoins, le temps d'exéution de es méthodes peut être ontr�lé en hoi-sissant un nombre de meilleurs n÷uds à développer faible ou en surévaluant de façon importantela qualité des appariements.Le nombre de meilleurs n÷uds à explorer et la façon dont la qualité des n÷uds est surestiméepermettent de réguler intensi�ation et diversi�ation de la reherhe. En hoisissant de sures-timer fortement la qualité des n÷uds ou en limitant fortement le nombre de n÷uds explorés, lareherhe est très intensi�ée. A ontrario, en surestimant faiblement la qualité des n÷uds ou enaugmentant le nombre de n÷uds à explorer, la reherhe est plus diversi�ée.4.3.4 Algorithmes à estimation de distribution (EDA)Les algorithmes à estimation de distribution (EDA) sont des algorithmes évolutifs basés surl'amélioration d'une population d'individus (.-à-d. un ensemble de ombinaisons) de générationen génération. Contrairement aux algorithmes génétiques où l'évolution d'une population se faitpar roisement des meilleurs individus et mutation, les EDA utilisent un modèle probabilistepour la génération des nouveaux individus. À haque étape, un modèle probabiliste analysantl'in�uene des variables les unes par rapport aux autres est réé à partir des meilleurs individusde la population, puis ette population est remplaée par des nouveaux individus générés à partirde e modèle probabiliste.Bengoetxea et al. [Ben02, BLB+02℄ proposent un algorithme à estimation de distribution(EDA) pour la résolution du problème de l'appariement non bijetif de graphes.Il existe plusieurs façons de réguler diversi�ation et intensi�ation d'une reherhe de typeEDA. Le modèle probabiliste hoisi pour la génération des individus et le nombre de meilleursindividus onservés à haque génération permet d'intensi�er plus ou moins fortement la reherheselon si la génération et la séletion est plus ou moins élitiste en fontion du ritère à optimiser.4.3.5 Reherhe loaleUn nombre important de reherhes inomplètes pour la résolution de problèmes ombina-toires onerne des reherhes loales. Contrairement aux méthodes itées i-dessus, les reherhesloales ne sont pas des approhes qui onstruisent à haque étape des ombinaisons : l'espaede reherhe est exploré à partir d'une ombinaison initiale en modi�ant légèrement à haqueitération la ombinaison ourante.Prinipe de la reherhe loaleLa reherhe loale [Glo89, KGV83℄ est une tehnique d'exploration opportuniste de l'espaede reherhe d'un problème ombinatoire. L'espae de reherhe est struturé en termes de voisi-nage des di�érentes ombinaisons possibles et l'algorithme explore l'espae de reherhe, à partird'une ombinaison initiale (généralement alulée par un algorithme glouton), en se �déplaçant�à haque itération sur un voisin de la ombinaison ourante. Une méta-heuristique de reherheloale est utilisée pour déterminer, à haque itération, le prohain voisin à séletionner.66



4.3. Approhes inomplètes pour les problèmes d'appariement de graphesLes algorithmes de reherhe loale sont généralement inomplets (pour des versions om-plètes, voir [JL02, PV04℄). À haque itération, l'algorithme tente d'améliorer la qualité de lameilleure ombinaison trouvée jusqu'alors.Espae de reherhe et voisinageUne première étape lors de la oneption d'un algorithme de reherhe loale est de struturerl'espae de reherhe en terme de voisinage des ombinaisons, .-à-d. de dé�nir, étant donnéeune ombinaison, l'ensemble des ombinaisons voisines. Cette struturation doit avoir ertainespropriétés qui ne sont généralement pas indépendantes de l'heuristique du hoix du prohainvoisin à explorer :1. La struturation hoisie doit o�rir un �hemin� (.-à-d. une liste de ombinaisons voisines)entre toutes les paires de ombinaisons (c, c′) de l'espae de reherhe telles que c est uneombinaison initiale (.-à-d. un point de départ possible de la reherhe loale) et c′ estune solution. Cela permet de garantir que, indépendemment de l'heuristique du hoix duprohain voisin, la struturation de l'espae en terme de voisinage permet à l'algorithmede onverger vers les solutions du problème ;2. Il est également souhaitable que le paysage de reherhe soit tel que deux ombinaisonsvoisines soient de qualité prohes [BH99℄. Cette propriété est importante ar, omme leurnom l'indique, les reherhes loales ont une vision très réduite de l'espae de reherhe(généralement que les voisins direts de la ombinaison ourante). Cette propriété leurpermet don de se diriger vers les parties de l'espae de reherhe qui semblent prometteusestout en gardant une vision loale du problème ;3. Il est souhaitable d'avoir une struturation telle que la fontion objetif soit alulable defaçon inrémentale relativement à la dé�nition du voisinage d'une solution. Cela permet delimiter le temps de alul néessaire à haque itération.Méta-heuristiques de reherhe loaleÀ partir d'un appariement alulé par un algorithme glouton, la reherhe loale explorel'espae de reherhe de voisin en voisin. Une heuristique permettant de hoisir à haque itérationle prohain voisin à visiter doit don être dé�nie. Il existe de nombreuses heuristiques de séletiondu prohain voisin.Hill Climbing ou montée de gradient. La plus simple est le �Hill limbing� qui onsisteà hoisir à haque itération le meilleur voisin et à arrêter la reherhe lorsque tous les voisinssont moins bons que la solution ourante ou que le nombre d'itérations autorisé est atteint.L'heuristique de hoix du prohain voisin est don la même que elle d'un algorithme glouton.Selman et al. utilisent ette heuristique [SLM92, SKC93℄ dans l'algorithme GSAT de résolution deproblèmes SAT (un problème de satisfation d'un ensemble de formules booléennes). Le problèmed'une telle reherhe est qu'elle est extrêmement intensi�ée et est don inapable de sortir d'unoptimum loal. Par onséquent, a�n d'être e�ae, et algorithme doit être relané de nombreusesfois à partir de di�érents points de l'espae de reherhe pour diversi�er la reherhe de façon plusimportante. Pour plus de préisions, nous vous invitons à onsulter l'artile de Gent et Walsh àe propos [GW93℄.A�n qu'il puisse quitter les optima loaux, de l'aléatoire a été ajouté à GSAT (permettantainsi de diversi�er la reherhe) [LMS02℄. Lorsque l'algorithme est piégé dans un optimum loal, la67



Chapitre 4. Complexité du problème et approhes existantes pour sa résolutionombinaison ourante est partiellement modi�ée de façon aléatoire a�n de relaner l'algorithmevers la reherhe d'un autre optimum. La ondition d'arrêt de l'algorithme est alors �xée enfontion du nombre de ombinaisons visitées ou du nombre de fois où l'algorithme a été relanéen modi�ant aléatoirement la ombinaison ourante.Reuit simulé. Kirkpatrik et al. [KGV83℄ et Cerny [Cer85℄ proposent une heuristique ap-pelée �reuit simulé� (Simulated annealing) en référene au omportement des atomes lors duproessus de refroidissement des métaux visant à les solidi�er. À haque itération, un voisinest séletionné aléatoirement. Celui-i est systématiquement hoisi lorsqu'il est meilleur que laombinaison ourante. Si en revanhe elui-i dégrade la ombinaison ourante, il est hoisi enfontion de sa qualité (la probabilité est d'autant plus élevée que la qualité est élevée) et de latempérature ourante (plus la température est élevée, plus la probabilité est élevée et la tem-pérature diminue au ours de la reherhe). La reherhe est interrompue lorsque le nombremaximum de mouvements autorisé est atteint. Intensi�ation et diversi�ation de la reherhesont régulées en fontion du hoix de la température initiale et de la vitesse de refroidissementde la température au ours de la reherhe.Tabou. La reherhe Taboue [Glo89, PKY02℄ est une des meilleures méta-heuristiques de re-herhe loale onnues. À haque étape, le �meilleur� voisin (au sens de la fontion objetif) esthoisi. Notons que e meilleur voisin peut-être moins bon que la solution ourante. Par onsé-quent, pour éviter de rester autour d'un optimum loal en se déplaçant sans esse sur les mêmessolutions, une liste de mouvements tabous est utilisée. Cette liste, de longueur k, mémorise les
k derniers mouvements réalisés (.-à-d. les k dernières modi�ations faites pour passer d'unesolution à une solution voisine) et il est interdit de réaliser un mouvement inverse à un mou-vement de la liste taboue (.-à-d. remettre en question une modi�ation présente dans la listeTaboue). Une exeption nommée �aspiration� est ajoutée : l'interdition ne s'applique pas auxmouvements permettant d'atteindre une solution de meilleure qualité que la meilleure solutionrenontrée depuis le début de la reherhe.Petrovi et al. [PKY02℄ proposent un algorithme de reherhe loale pour le alul d'unas partiulier de la distane d'édition entre deux graphes8. Le problème onsiste à trouver unmeilleur appariement univoque entre deux graphes appariant un maximum de sommets des deuxgraphes. Les auteurs justi�ent l'utilisation d'une méthode de reherhe inomplète par le fait quela NP -omplétude du problème limite les reherhes omplètes à de très petits graphes.L'algorithme proposé est une reherhe loale taboue. L'espae de reherhe (.-à-d. l'en-semble de tous les appariements univoques possibles entre les deux graphes) est struturé enterme de voisinage : les voisins d'un appariement m entre deux graphes G et G′ sont les appa-riements qui peuvent être obtenus en inversant les sommets appariés à un ouple de sommets de
G ou en inversant l'appariement d'un sommet de G ave un sommet de G non apparié. À partird'un appariement initial (généré de façon gloutonne), l'espae de reherhe est exploré de voisinen voisin jusqu'à e que le meilleur appariement renontré ne semble plus améliorable (.-à-d. sipendant les 100 dernières itérations auune amélioration n'a pu être réalisée).La longueur k de la liste taboue permet de réguler l'intensi�ation de la reherhe par rapportà sa diversi�ation. Une liste taboue ourte entraîne une forte intensi�ation alors qu'une listetaboue longue entraîne une forte diversi�ation.8Les auteurs ne présentent pas le problème de ette façon. Néanmoins, leur problème peut être vu omme unproblème de alul d'une distane d'édition de graphes ave des poids partiuliers.68



4.3. Approhes inomplètes pour les problèmes d'appariement de graphesTabou réatif. À l'exeption de la dé�nition du voisinage d'une solution dans l'espae de re-herhe, le seul paramètre de la reherhe loale taboue est la longueur de la liste taboue. Ceparamètre permet de réguler l'intensi�ation de la reherhe (.-à-d. sa faulté à explorer minu-tieusement une partie de l'espae de reherhe) par rapport à la diversi�ation de la reherhe(.-à-d. sa faulté à se déplaer d'une partie à l'autre de l'espae de reherhe). Les expérimenta-tions sur les reherhes taboues ont montré que la longueur de la liste taboue est un paramètreritique [GH97℄. Un mauvais hoix de la longueur dégrade onsidérablement les performanesde la reherhe loale et la longueur optimale de la liste taboue peut varier d'une instane d'unproblème à une autre. Par onséquent, bien que la reherhe loale taboue ne néessite le réglageque d'un seul paramètre, elle n'est pas robuste dans le sens où un bon paramétrage doit êtretrouvé pour haque instane à résoudre.Pour pallier e problème de paramétrage, Battiti et Protasi [BT94, BP01℄ proposent unalgorithme de reherhe loale taboue où la longueur de la liste est dynamiquement adaptéeau ours de la reherhe en fontion des besoins de diversi�ation ou d'intensi�ation de lareherhe. Lorsque la reherhe visite un état de l'espae de reherhe qu'il a déjà visité, la liste estallongée a�n d'augmenter l'e�ort de diversi�ation. Si au ontraire l'algorithme n'a pas revisitéd'état préédemment visité depuis un ertain nombre d'itérations (signe que la reherhe estsu�samment diversi�ée), la liste est raourie a�n d'augmenter l'intensi�ation de la reherhe.Battiti et Protasi proposent et algorithme pour la résolution du problème de la lique maximale.À notre onnaissane, il n'existe pas d'algorithme de reherhe loale taboue réative appliquéeaux problèmes d'appariement de graphes.4.3.6 Optimisation par olonies de fourmisSammoud et al. proposent [SSSG06a℄9 un algorithme d'optimisation par olonies de fourmisappelé ANT-GM'06 (ANT-Graph Mathing) pour le alul de la similarité de graphes basée surun appariement multivoque de Champin et Solnon [CS03℄.Prinipe de fontionnementLa méta-heuristique d'optimisation par olonies de fourmis (ACO, Ant Colony Optimiza-tion) est une approhe bio-inspirée [DS05, DD99℄ fréquemment utilisée pour la résolution deproblèmes ombinatoires di�iles. Le paradigme onsiste à modéliser le problème à résoudre enune reherhe d'un meilleur hemin dans un graphe (appelé graphe de onstrution) et à utiliserdes fourmis arti�ielles pour reherher des �bons� hemins dans e graphe. Le omportement dees fourmis arti�ielles est inspiré des fourmis réelles : (i) les fourmis déposent de la phéromonepour marquer les hemins prometteurs du graphe de onstrution, (ii) elles se déplaent sur legraphe de onstrution en hoisissant leur hemin ave une probabilité dépendant des traesde phéromones préédemment déposées, et (iii) la quantité de phéromone déposée sur les he-mins déroît à haque yle de l'algorithme a�n de simuler le phénomène d'évaporation de laphéromone observé dans la nature.AlgorithmePrinipe général9Je �gure parmi les auteurs ar et artile est une omparaison de l'algorithme à base de olonies de fourmisproposé par Olfa Sammoud et de la reherhe loale taboue réative que je propose d'utiliser. 69



Chapitre 4. Complexité du problème et approhes existantes pour sa résolutionÀ haque yle de l'algorithme, haque fourmi de la olonie onstruit un appariement enpartant d'un appariement initialement vide et en ajoutant itérativement de nouveaux ouplesde sommets. Le ouple de sommets inséré à haque étape est hoisi selon une probabilité quidépend des traes de phéromone préédemment déposées et d'une heuristique propre au problèmeonsidéré. Une fois que haque fourmi a onstruit son appariement, une proédure de reherheloale est lanée a�n d'essayer d'améliorer la qualité du meilleur appariement trouvé lors de eyle. Les traes de phéromone sont par la suite mises à jour en fontion de et appariementamélioré. Ce proessus est réitéré jusqu'à e qu'une fourmi ait trouvé l'appariement optimal ouque le nombre maximum de yles autorisé soit atteint.Graphe de onstrutionLe graphe de onstrution est le graphe sur lequel les fourmis déposent de la phéromone.Les sommets de e graphe sont les omposants séletionnés par les fourmis pour progressive-ment onstruire des solutions. Dans le as de la reherhe d'un meilleur appariement multi-voque entre deux graphes, les fourmis onstruisent des appariements en séletionnant un à un lesouples de sommets à apparier. Étant donnés deux graphes multi-étiquetés G = 〈V, rV , rE〉 et
G′ = 〈V ′, rV ′ , rE′〉 à apparier, le graphe de onstrution est don le graphe omplet non-orientéontenant un sommet pour haque ouple de sommets (u, u′) ∈ V × V ′.Constrution des appariements À haque yle, haune des fourmis onstruit un appa-riement. En partant d'un appariement m vide (m = ∅), les fourmis ajoutent à haque itéra-tion un ouple de sommets à m hoisi parmi l'ensemble des ouples non enore séletionnés
cand = {(u, u′) ∈ (V × V ′) − m}. Comme de outume dans les algorithmes ACO, le ouplede sommets à ajouter à m est hoisi selon une probabilité qui dépend des traes de phéromoneet d'un fateur heuristique propre au problème onsidéré. Plus formellement, étant donné unappariement ourant m et un ensemble de andidats cand, la probabilité pm(u, u′) d'ajouter leouple de sommets (u, u′) à m est dé�nie omme suit :

pm(u, u′) =
[τ(u, u′)]α · [ηm(u, u′)]β

∑

(v,v′)∈cand

[τ(v, v′)]α · [ηm(v, v′)]β
(4.1)où � τ(u, u′) est le fateur phéromonal. Lors du hoix du premier ouple, τ(u, u′) = 1, la proba-bilité ne dépend alors que du fateur heuristique ;� ηm(u, u′) est le fateur heuristique, introduit pour favoriser les ouples de sommets quimaximisent la fontion score, .-à-d. que ηm(u, u′) = 1 + score(m ∪ {(u, u′)}) − score(m)si l'ajout de (u, u′) ne fait pas déroître le score, et que ηm(u, u′) = 1 sinon ;� α et β sont deux paramètres qui déterminent l'importane relative des deux fateurs.Les fourmis arrêtent leur onstrution quand tous les ouples de sommets andidats fontdéroître le score de l'appariement ou quand les trois derniers ajouts n'ont pas permis d'aroîtree score.Proédure de reherhe loale. Pour de nombreux problèmes ombinatoires, les algorithmesACO les plus performants sont eux qui ombinent la onstrution de solutions par des fourmisave de la reherhe loale. ANT-GM'06 a été amélioré en ajoutant une proédure de reherheloale simple o�rant un bon ompromis entre la qualité des solutions trouvées et son temps d'exé-ution. Cette reherhe loale est appliquée sur le meilleur appariement trouvé lors de haqueyle. Le voisinage d'un appariement m est l'ensemble des appariements obtenus en ajoutant ouen supprimant un seul ouple de sommets à m. L'heuristique utilisée est gloutonne : à haqueitération, le meilleur voisin (au sens de la fontion score) est séletionné. À l'obtention d'un70



4.4. Disussionmaximum loal m, la reherhe est diversi�ée en supprimant les trois plus mauvais ouples desommets à m (au sens de la fontion score) et en interdisant leur rajout lors des itérations sui-vantes. Ce proessus d'intensi�ation et de diversi�ation est réitéré tant qu'il permet d'améliorerl'appariement.Mise-à-jour de la phéromone. Une fois que haque fourmis a onstruit un appariement etque le meilleur appariement trouvé a été amélioré par reherhe loale, les traes de phéromonesont mises à jour selon la stratégie Max-Min Ant System[SH00℄. Toutes les traes de phéromonesont diminuées par un oe�ient d'évaporation ρ (0 ≤ ρ ≤ 1). La meilleure fourmi du yledépose alors de la phéromone. Plus formellement, soit mk le meilleur appariement (par rapportà la fontion score) trouvé durant le yle et amélioré par la reherhe loale et mbest le meilleurappariement trouvé depuis le début de la reherhe (y ompris le yle ourant), la quantité dephéromone déposée est inversement proportionelle à la di�érene entre le score de mk et elui de
mbest : elle est égale à 1/(1 + score(mbest)− score(mk)). Comme nous avons hoisi de déposer laphéromone sur les sommets du graphe de onstrution, ette quantité de phéromone est ajoutéesur haque sommet < u, u′ > tel que (u, u′) ∈ mk. Finalement, une borne minimale τmin etune borne maximale τmax sont imposées aux traes de phéromone (ave 0 < τmin < τmax).Cela permet de minimiser les di�érenes relatives entre les traes de phéromone et d'éviter uneonvergene prématurée de la reherhe vers une région probablement sous-optimale.Intensi�ation vs. diversi�ationChaun des paramètres de l'algorithme permet de réguler intensi�ation et diversi�ation dela reherhe :� plus le nombre de fourmis de la olonie est élevé et meilleure sera la diversi�ation ;� la façon de gérer la phéromone (taux d'évaporation, taux maximal, taux minimal, quantitéde phéromone ajoutée à haque yle...) in�uent sur la diversi�ation de la reherhe arlorsque les di�érenes entre les taux de phéromones sont élevées, la reherhe est plusintensi�ée ;� une valeur de β élevée intensi�e la reherhe ar elle augmente l'in�uene du fateur heu-ristique ;� une valeur de α élevée diversi�e la reherhe (si les éarts de taux de phéromone sontfaibles) ar elle augmente la probabilité d'un ouple moins intéressant au regard du fateurheuristique d'être séletionné.4.4 DisussionCaluler la distane entre deux graphes est un problème di�ile en théorie omme en pra-tique. La omplexité en pratique du problème dépend néanmoins de la façon dont la distane estparamétrée : les problèmes basés sur des appariements univoques devant respeter des ontraintesdures sont généralement plus failes que les appariements univoques devant respeter des ontraintessouples eux-mêmes plus simples que les problèmes basés sur des appariements multivoques.Les approhes omplètes peuvent aluler e�aement les mesures de distane de graphesbasées sur des ontraintes dures. Néanmoins, es performanes ne peuvent être obtenues quegrâe à la mise en ÷uvre de tehniques ad-ho performantes. Il est don néessaire d'utiliser desontraintes globales et leur algorithme de �ltrage assoié pour permettre à la programmation parontraintes d'être ompétitive sur e type de problèmes.Les distanes basées sur des appariements univoques ave des ontraintes souples (reherhedu plus grand sous-graphe ommun à deux graphes, distane d'édition de graphe...) et sur des71



Chapitre 4. Complexité du problème et approhes existantes pour sa résolutionappariements multivoques (distane d'édition de graphe étendue, similarité de Champin et Sol-non...) ne peuvent être alulées par des approhes omplètes que pour des graphes de petitestailles (quelques dizaines de sommets seulement voire quelques sommets pour les appariementsmultivoques).Pour résoudre des instanes de es problèmes de tailles plus importantes, il est possible d'uti-liser des approhes inomplètes. Ce type de méthodes ne garantit pas de trouver la solution d'unproblème de satisfation de ontraintes ou de trouver la solution optimale d'un problème d'op-timisation. En ontrepartie de ette perte d'optimalité, es algorithmes ont généralement uneomplexité faiblement polynomiale en la taille des graphes à omparer et permettent générale-ment de trouver en un temps raisonnable des �bonnes� solutions aux problèmes qu'une approheomplète ne sait pas résoudre en un temps raisonnable.Dans de nombreux domaines d'appliation, les graphes manipulés possèdent bien plus qu'unedizaine de sommets : il nous a don été néessaire d'explorer l'utilisation de méthodes de re-herhe inomplètes. Ce type de méthodes ne garantissant pas l'optimalité de la solution re-tournée, la distane de deux graphes sera parfois surévaluée par e type d'algorithmes. Ce biaisn'est pas rédhibitoire dans de nombreuses appliations. En e�et, la valeur exate de la distaneimporte parfois peu : il su�t d'avoir une bonne approximation de la distane pour faire de lalassi�ation ou de la reherhe de douments similaires. En outre, lors de la modélisation desdouments en graphes ou lors de la dé�nition de la distane entre deux douments, un biaisest souvent introduit : la transformation en graphe n'est bien souvent pas réversible (il y a uneperte d'information) et la dé�nition �idéale� de la distane entre deux objets n'est parfois pasformellement exprimable. Par onséquent, dans de nombreux domaines, la notion d'optimalitén'a pas beauoup de sens et avoir une approximation de la solution est su�sant.Nous avons hoisi de proposer un algorithme de reherhe loale taboue réative pour le alulde notre distane générique de deux graphes. En e�et, pour de nombreux problèmes, la reherheloale taboue est une méta-heuristique qui donne de très bons résultats et est relativement simpleà implémenter. Comme nos expérimentations nous ont montré que la reherhe taboue est parfoisdi�ile à paramétrer, nous proposons une version réative de ette algorithme apable de s'auto-paramétrer au ours de la reherhe.
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5Reherhe taboue réativeNous proposons dans e hapitre un algorithme de reherhe loale taboue réative pour lealul de notre distane générique entre deux graphes. Cet algorithme est inomplet, .-à-d. qu'ilne garantit pas l'optimalité de l'appariement trouvé. Par onséquent, la distane entre les deuxgraphes peut être surévaluée. En ontrepartie de ette perte d'optimalité, nous verrons qu'ilpermet de résoudre (parfois de façon optimale) des instanes beauoup plus grosses et beauoupplus di�iles des problèmes d'appariement de graphes que les méthodes omplètes le permettent.Dans un premier temps, nous proposons un algorithme de reherhe gloutonne du meilleur ap-pariement entre deux graphes. Nous présentons et algorithme, initialement proposé dans [CS03℄,ar il est utilisé omme point de départ de notre algorithme de reherhe loale. Après avoir vuomment une reherhe loale peut être mise en ÷uvre pour la reherhe d'un appariement mul-tivoque optimal, nous proposons ensuite un algorithme de reherhe loale taboue et une versionréative de ette reherhe. Des résultats expérimentaux de es algorithmes sur di�érentes lassesde problèmes sont présentés.5.1 Algorithme gloutonDans [CS03℄, Champin et Solnon proposent un algorithme glouton utilisant une heuristiquesimple pour onstruire rapidement un appariement de �bonne� qualité pour le alul de la si-milarité de deux graphes. Nous avons adapté et algorithme au alul de la distane de deuxgraphes.L'algorithme glouton est dérit en �gure 5.1. L'algorithme démarre ave un appariement mvide (ligne 1) et ajoute, à haque itération (ligne 6), un ouple de sommets dans m selon unprinipe glouton. On hoisit le ouple (u, u′) à insérer parmi l'ensemble cand des ouples quiminimisent la distane induite par m ∪ {(u, u′)} (ligne 3). Le ouple de sommets à ajouter estalors hoisi aléatoirement parmi eux de l'ensemble cand (ligne 5). Le proessus d'ajout desouples de sommets est itéré tant que et ajout permet de diminuer la distane entre les deuxgraphes (ligne 4).Notons que l'algorithme glouton initialement proposé par Champin et Solnon proposait dedépartager les ouples de sommets andidats en évaluant leur �potentiel� (.-à-d. le nombred'étiquettes d'ars que le ouple de sommets permet de retrouver). Nous avons hoisi de retirerette proédure d'évaluation �ne de la qualité d'un ouple de sommets ar nos expérimentationsont montré qu'elle avait, dans le as général, tendane à dégrader l'e�aité de l'algorithmeglouton (en temps mais aussi en terme de qualité des résultats).L'algorithme glouton a une omplexité en O(c × (|V | × |V ′|)2), où c est la omplexité de la73



Chapitre 5. Reherhe taboue réativeAlgorithme GloutonEntrée :2 graphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E′)une distane δ telle que dé�nie au hapitre 3Sortie : un appariement m ⊆ V×V ′1 m← ∅2 itérer3 cand← {(u1, u2) ∈ V×V ′ −m | δm∪{(u1,u2)}(G,G′) est minimal}4 sortir si ∀(u1, u2) ∈ cand, δm∪{(u1,u2)}(G,G′) ≥ δm(G,G′)5 hoisir aléatoirement un ouple (u1, u2) dans cand6 m← m ∪ {(u1, u2)}7 �n itérer8 retourner mFig. 5.1 � Reherhe gloutonne d'un appariementmise à jour de la distane lors de l'ajout d'un ouple de sommets à l'appariement. Notons quepour la majorité des dé�nitions des distanes que nous proposons dans la première partie de ettethèse, le oût c de ette mise à jour est onstant si de bonnes strutures de données sont utilisées.Par onséquent, dans la majorité des as, la omplexité de l'algorithme glouton est quadratiquepar rapport au nombre de ouples de sommets possibles entre les deux graphes.L'algorithme glouton n'est pas déterministe (les ouples de sommets à ajouter sont hoisisaléatoirement parmi l'ensemble des meilleurs). Par onséquent, et algorithme peut être exéutéplusieurs fois a�n de onserver le meilleur appariement trouvé.Malgré sa simpliité, nous verrons dans la setion résultats expérimentaux que l'algorithmeglouton permet de résoudre e�aement des problèmes simples. Par exemple, les petites instanesdu problème de l'isomorphisme de sous-graphe peuvent être résolues assez rapidement par etalgorithme. L'algorithme glouton est apable de onstruire un grand nombre d'appariementsdi�érents en un très ourt temps et, sur les instanes de petites tailles, a don de bonnes hanesde trouver l'appariement optimal en un temps relativement ourt.Néanmoins, et algorithme ne permet pas de résoudre e�aement les instanes des pro-blèmes d'appariement de graphes di�iles. En outre, omme et algorithme ne fait jamais deretour arrière et est élitiste (à haque itération, il ajoute un ouple de sommets parmi euxqui minimisent la distane), l'algorithme est très failement piégé dans des appariements sous-optimaux. Par exemple, à la première itération, si le ouple de sommets le plus prometteurn'est pas un ouple de sommets appartenant à l'appariement optimal, elui-i est tout de mêmesystématiquement séletionné et l'algorithme glouton ne trouve jamais l'appariement optimal.A�n de pallier e problème d'e�aité de l'algorithme glouton, nous proposons d'utiliser lareherhe loale pour améliorer la qualité des appariements générés par Glouton.5.2 Reherhe loale taboue réative5.2.1 Voisinage des problèmes d'appariementL'espae de reherhe d'un problème de alul de la distane de deux graphes G = (V,E) et
G′ = (V ′, E′) se ompose de tous les 2|V |×|V ′| appariements multivoques possibles entre G et G′.Nous proposons la dé�nition du voisinage suivant : les voisins voisins(m) d'un appariement msont les appariements obtenus en ajoutant ou en retirant un ouple de sommets à m.74



5.2. Reherhe loale taboue réative
∀m ⊆ V × V ′, voisins(m)={m ∪ {(v, v′)}|(v, v′) ∈ (V × V ′)−m}

∪ {m− {(v, v′)}|(v, v′) ∈ m}Étant donné ette dé�nition du voisinage d'un appariement, nous notons diff(m,m′) leouple de sommets ajouté ou supprimé à m pour obtenir son voisin m′. Plus formellement,étant donné un appariement m ⊆ V × V ′ et un appariement m′ voisin de m, .-à-d. tel que
m′ ∈ voisins(m) :

diff(m,m′) = (m ∪m′)− (m ∩m′)Nous avons vu au hapitre préédent que la struturation en voisinage d'un espae de re-herhe doit respeter 3 onditions (voir setion 4.3.5). Quelle que soit la dé�nition de la distaneà aluler, le voisinage hoisi permet à une reherhe loale d'explorer l'intégralité de l'espaede reherhe à partir de n'importe quel appariement initial. Il respete don la ondition (1).Selon la dé�nition de la distane entre deux graphes, les onditions (2) et (3) sont ou pas respe-tées. Notons ependant que dans tous les as, la ondition (3) est partiellement respetée dansle sens où les arguments des fontions de distane des sommets et des ars sont alulables defaçon inrémentale par rapport à e voisinage. En outre, pour toutes les dé�nitions de distanesde graphes orrespondant aux problèmes d'appariement de graphes que nous avons présentés,les onditions (2) et (3) sont respetées. Finalement, le nombre de voisins d'un appariementn'exède pas |V | × |V ′| (le nombre de ouples de sommets possibles entre les deux graphes àomparer). Cette propriété est importante ar l'algorithme tabou examine à haque itérationtoutes les ombinaisons voisines de la ombinaison ourante.Notons que le voisinage peut être adapté en fontion du problème. En e�et, si l'appariementreherhé est univoque, il est possible de ne garder que les voisins qui sont des appariements uni-voques. Plus formellement, pour la reherhe d'un appariement univoque, le voisinage voisinsunisuivant peut être utilisé :
∀m ⊆ V × V ′, voisinsuni(m)={m ∪ {(v, v′)}|m(v) = 0 ∧m(v′) = 0}

∪ {m− {(v, v′)}|(v, v′) ∈ m}Ce voisinage respete la ondition (1) : il existe un hemin dans e voisinage entre tout oupled'appariements univoques. En outre, le nombre de voisins moyen des appariements est fortementréduit e qui aélère fortement le temps d'exéution d'une itération de tabou.5.2.2 Algorithme tabouÀ partir d'un appariement alulé par l'algorithme glouton, la reherhe loale explore l'espaede reherhe de voisin en voisin. Le prohain voisin à visiter est hoisi selon le prinipe tabou.La �gure 5.2 présente l'algorithme tabou en détail. Cet algorithme admet deux paramètres : lenombre maximum de mouvements nbMaxMouv à réaliser et la longueur k de la liste taboue. Lareherhe ommene à partir d'un appariement alulé de façon gloutonne (ligne 1). À haqueitération, l'ensemble des appariements andidats est onstruit. Cet ensemble est omposé detous les appariements voisins de l'appariement ourant mCourant induisant une distane plusfaible que le meilleur appariement onnu meilleurM (ligne 6) : on parle alors d'aspiration. Siet ensemble est vide, les andidats sont les meilleurs appariements voisins atteignables par un75



Chapitre 5. Reherhe taboue réativeAlgorithme TabouEntrée : 2 graphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E′)une distane δ telle que dé�nie au hapitre 3une longueur de liste k et un nombre nbMaxMouv de mouvementsSortie : un appariement m ⊆ V×V ′1 mCourant← Glouton(G,G′, δ)2 meilleurM ← mCourant3 nbMouv ← 04 tant que nbMouv < nbMaxMouv faire5 nbMouv ← nbMouv + 16 aspiration← {m′|m′ ∈ voisins(mCourant) ∧ δm′(G,G′) < δmeilleurM (G,G′)}7 si aspiration 6= ∅ alors8 cand← aspiration9 sinon10 cand← {m′|m′ ∈ voisins(mCourant) ∧ nonTabou(k, diff(m,m′))
∧δm′(G,G′) est minimal}11 �n si12 ms← séletion aléatoire d'un appariement de cand13 rendre tabou le mouvement diff(mCourant,ms)14 mCourant← ms15 si δmCourant(G,G′) < δmeilleurM (G,G′)16 meilleurM ← mCourant17 �n si18 �n tant que19 retourner meilleurMFig. 5.2 � Reherhe taboue d'un appariement

mouvement non tabou (ligne 10). Cet ensemble de andidat n'est pas forément réduit à unsingleton : l'appariement suivant est don hoisi de façon aléatoire parmi tous les andidatspossibles (ligne 12). Le mouvement permettant d'aller de l'appariement ourant à l'appariementsuivant devient alors tabou (ligne 13). Le meilleur appariement onnu meilleurM est alors misà jour si néessaire (ligne 16). Une nouvelle itération est lanée tant que le nombre maximum demouvements n'est pas réalisé (ligne 4-18).Notons que la liste Taboue se omporte en fait omme une �le : les premiers mouvements àentrer dans ette �le sont également les premiers à en sortir. Finalement, a�n que la reherhed'un ouple de sommets dans la liste Taboue se fasse en temps onstant, pour haque ouple desommets, nous mémorisons la date (.-à-d. le nombre de mouvements e�etués depuis le débutde la reherhe) à laquelle e ouple de sommets a été le plus réemment ajouté ou supprimé.Ainsi, la présene ou pas d'un ouple de sommets dans la liste Taboue se fait en omparant ladate ourante, la dernière date à laquelle le ouple de sommets a été ajouté ou supprimé et lalongueur de la liste Taboue.76



5.2. Reherhe loale taboue réative5.2.3 Reherhe tabou réativeIntérêt de la réativitéÀ l'exeption de la dé�nition du voisinage d'une solution dans l'espae de reherhe, le seulparamètre de la reherhe loale taboue est la longueur de la liste taboue. Nos expérimentationsont montré que sur les instanes di�iles, e paramètre était d'une part ritique et d'autre part�fragile� (voir la setion 5.3). En e�et, nos expérimentations montrent que sur ertaines instanesde problèmes d'appariement de graphes, un mauvais paramétrage donne de mauvais résultatsalors qu'un bon paramétrage permet de résoudre l'instane de façon optimale. Le omportementde l'algorithme est également très sensible aux variations de la longueur de la liste. Allonger laliste de une ou deux unités peut donner des résultats très di�érents sur une instane donnée etla longueur optimale de la liste varie de façon signi�ative sur deux instanes de même tailled'un même problème. Par onséquent, bien que l'algorithme ne néessite le réglage que d'un seulparamètre, il n'est pas su�samment robuste dans le sens où un bon paramétrage doit être trouvépour haque instane à résoudre.Battiti et Protasi [BT94, BP01℄ proposent un algorithme de reherhe loale taboue où lalongueur de la liste est dynamiquement adaptée au ours de la reherhe en fontion des be-soins de diversi�ation ou d'intensi�ation de la reherhe. Lorsque la reherhe visite un état del'espae de reherhe qu'il a déjà visité, la liste est allongée a�n d'augmenter l'e�ort de diversi�-ation. Si au ontraire l'algorithme n'a pas revisité d'état préédemment visité depuis un ertainnombre d'itérations (signe que la reherhe est su�samment diversi�ée), la liste est raouriea�n d'intensi�er la reherhe.Déteter les redondanesLe proessus de réativité néessite de savoir à haque mouvement de la reherhe tabouesi l'appariement ourant a déjà été visité auparavant. Mémoriser l'ensemble des appariementsvisités depuis le début de la reherhe est très oûteux en mémoire. En outre, herher à haqueétape de la reherhe si l'appariement ourant appartient à l'ensemble des appariements visitésest oûteux en temps. Par onséquent, a�n de réduire la omplexité en temps et en espae deette phase de détetion des redondanes dans la reherhe, une table de hahage est utilisée.La table de hahage mémorise la lé de haque appariement visité. Notons que seule la lé desappariements est mémorisée et que l'appariement lui-même n'est pas mémorisé. Si une ollisionintervient dans la table de hahage, et en supposant que notre fontion de hahage est bonne, ilest raisonnable de penser que l'appariement ourant a déjà été visité.La fontion de hahage utilisée est très simple : haque ouple de sommets se voit attribuer audébut de la reherhe une puissane de 2 di�érente modulo la taille de la table de hahage. La léde hahage d'un appariement est égale à la somme (modulo la taille de la table de hahage) deslés des ouples de sommets qu'il ontient. Notons que ette lé de hahage est alulable en untemps onstant par rapport à la dé�nition du voisinage d'un appariement : il su�t d'additionner(resp. de soustraire) la lé du ouple de sommets ajouté (resp. enlevé) à la lé de l'appariementourant (modulo la taille de la table de hahage).Finalement, a�n de limiter les �fausses� ollisions dues à une table de hahage trop petite touten limitant l'espae mémoire néessaire, plusieurs tables de hahages sont réées (en attribuantdi�érentes puissanes de 2 aux ouples de sommets), et une redondane dans la reherhe estdétetée lorsqu'une ollision est détetée dans haune des tables. Nos expérimentations ontmontré que lorsque 4 tables de hahages di�érentes sont utilisées et que leur taille est égale à 10fois le nombre maximum de mouvements e�etués, notre fontion de hahage ne semble déteter77



Chapitre 5. Reherhe taboue réativeauune �fausse� ollision.ParamètresEn plus de la dé�nition du voisinage, l'algorithme Tabou réatif néessite plusieurs para-mètres :� la longueur minimale kmin de la liste taboue, ette longueur minimale est également utiliséeomme longueur initiale de la liste taboue ;� la longueur maximale kmax de la liste taboue ;� la longueur kstep de rallongement ou de raourissement de la liste taboue en as dedétetion d'une redondane ou au ontraire quand la reherhe est su�samment diversi�ée ;� le nombre de mouvements kfreq au dessus duquel, s'il n'y a pas eu de redondane, il fautraourir la liste taboue.Bien que tabou réatif omporte plus de paramètres que tabou, nous verrons dans la setion5.3 qu'il est généralement plus simple à paramétrer.Algorithme détailléLa �gure 5.3 présente l'algorithme tabou réatif. Cet algorithme est similaire à l'algorithmetabou de la �gure 5.2 : seules quelques lignes permettant de mettre à jour la longueur de la listesont ajoutées. Au début de l'algorithme, la longueur k de la liste est initialisée à son minimum
kmin (ligne 4). Si l'algorithme revisite un appariement (ligne 19), la liste est allongée de kstep(ligne 20) en prenant soin de ne pas dépasser la longueur maximal kmax. Si au ontraire lalongueur de la liste n'a pas été modi�ée depuis au moins kfreq mouvements (ligne 23), la listeest raourie de kstep (ligne 24) en prenant soin de ne pas la réduire en dessous de la longueurminimale kmin.5.3 Résultats expérimentauxA�n de mesurer leur performane, nous testons nos algorithmes sur quatre types de pro-blèmes :� des problèmes d'isomorphisme de sous-graphe (partiel et induit) ;� des problèmes de reherhe du plus grand sous-graphe induit ommun à deux graphesétiquetés ;� des problèmes d'appariement non bijetifs de graphes issus de [BRB04℄ ;� des problèmes d'appariement multivoques de graphes.Dans tous les as, le problème initial a été transformé en un problème de alul de distaneentre deux graphes (de façon similaire à e qui est proposé au hapitre 2 de la partie 1) e quinous a permis d'utiliser nos algorithmes génériques du alul de la distane entre deux graphespour résoudre les problèmes initiaux.5.3.1 Isomorphisme de sous-grapheBenhmarkFoggia et al. [FSV01℄ proposent un benhmark de problèmes d'isomorphisme de sous-grapheinduit. Le benhmark de Foggia et al. ontient des graphes générés aléatoirement de di�érentestailles et de di�érentes onnexités. En outre, di�érentes tailles relatives du petit graphe parrapport au grand graphe sont proposées. Toutes les lasses d'instanes sont don nommées par une78



5.3. Résultats expérimentaux
Algorithme Tabou réatifEntrée : 2 graphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E′)une distane δ telle que dé�nie au hapitre 3une longueur de liste minimum kmin, maximale kmax,une longueur kstep de raourissement ou de rallongement de la listeune fréquene kfreq de raourissement de la listeet un nombre nbMaxMouv de mouvementsSortie : un appariement m ⊆ V×V ′1 mCourant← Glouton(G,G′, δ)2 meilleurM ← mCourant3 nbMouv ← 04 k ← kmin, dateDerniereMAJ ← nbMouv5 tant que nbMouv < nbMaxMouv faire6 nbMouv ← nbMouv + 17 aspiration← {m′|m′ ∈ voisins(mCourant) ∧ δm′(G,G′) < δmeilleurM (G,G′)}8 si aspiration 6= ∅ alors9 cand← aspiration10 sinon11 cand← {m′|m′ ∈ voisins(mCourant) ∧ nonTabou(k, diff(m,m′))

∧δm′(G,G′) est minimal}12 �n si13 ms← séletion aléatoire d'un appariement de cand14 rendre tabou le mouvement diff(mCourant,ms)15 mCourant← ms16 si δmCourant(G,G′) < δmeilleurM (G,G′)17 meilleurM ← mCourant18 �n si19 si mCourant a déjà été visité faire20 k ← min(kmax, k + kstep)21 dateDerniereMAJ ← nbMouv22 �n si23 si nbMouv ≥ dateDerniereMAJ + kfreq faire24 k ← max(kmin, k − kstep)25 dateDerniereMAJ ← nbMouv26 �n si27 �n tant que28 retourner meilleurMFig. 5.3 � Reherhe taboue réative d'un appariement
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Chapitre 5. Reherhe taboue réativehaîne de aratère �si.o.k.� où �o� est la taille du grand graphe (.-à-d. son nombre de sommets),�k� la taille du petit graphe, et �� la onnetivité moyenne des graphes (le pourentage d'arspar rapport au nombre d'ars maximum taille ∗ (taille− 1)). Par exemple, la lasse �si.100.20.5�ontient des problèmes d'isomorphisme de sous-graphe pour lesquels le grand graphe ontient100 sommets, le petit 20 sommets et où haque graphe a en moyenne 5% du nombre d'arsmaximum.Le benhmark de Foggia et al. [FSV01℄ propose uniquement des problèmes d'isomorphismede sous-graphe induit pour lesquels il existe une solution (il existe toujours au moins une relationd'isomorphisme de sous-graphe entre les paires de graphes). Comme haque relation d'isomor-phisme de sous-graphe induit orrespond également à une relation d'isomorphisme de sous-graphepartiel, nous avons herhé, pour haque paire de graphes onsidérée, les deux types de relationspossibles.Nous avons testé nos algorithmes sur les lasses de problèmes où la taille du grand grapheest �xée à 100 sommets. La taille du petit graphe est de 20, 40 ou 60 sommets. Finalement, laonnetivité des graphes est de 1% ou 5% (des ars sont ajoutés pour rendre les graphes onnexessi ça n'est pas le as).Dé�nition de la mesurePour haune de es expérimentations, le problème original a été transformé en un alulde la distane entre deux graphes de façon similaire à e qui a été présenté en partie 1 deette thèse. Néanmoins, les formulations proposées pour les problèmes d'isomorphisme de sous-graphe ne permettent pas à nos algorithmes de mesurer la qualité d'un appariement �inomplet� :l'appariement induit une distane nulle s'il dé�nit une fontion d'isomorphisme de sous-grapheet +∞ dans tous les autres as. Cette formulation ne permet don pas à l'algorithme Gloutonou à Tabou de hoisir un �meilleur� ouple de sommets. Par onséquent, nous avons reprisles dé�nitions des distanes δpsub et δsub a�n que la distane induite par un appariement soitproportionnelle au nombre de sommets et d'ars restant à apparier.De façon formelle, la distane δpsub =< δpsub
v , δpsub

e ,⊗P > permettant la résolution de l'iso-morphisme de sous-graphe partiel est dé�nie par :
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∀v ∈ V,∀sv ⊆ V ′, δpsub
v (v, sv) = 1 si sv = ∅

0 si |sv| = 1
+∞ sinon

∀(u, v) ∈ E,∀se ⊆ E′, δpsub
e (u, v, se) = 1 si se = ∅

0 si |se| = 1
+∞ sinon

G′















∀v ∈ V ′,∀sv ⊆ V, δpsub
v (v, sv) = 0 si |sv| ≤ 1

+∞ sinon
∀(u, v) ∈ E′,∀se ⊆ E, δpsub

e (u, v, se) = 0 si |se| ≤ 1
+∞ sinonLa distane δsub

G =< δsub
v , δsub

eG ,⊗P > permettant la résolution de l'isomorphisme de sous-graphe induit est dé�nie par :80



5.3. Résultats expérimentaux
G′′







































1 ∀v ∈ V,∀sv ⊆ V ′, δsub
v (v, sv) = 1 si sv = ∅

0 si |sv| = 1
+∞ sinon

2.1 ∀(u, v) ∈ V 2,∀se ⊆ E′, δsub
eG (u, v, se) = 1 si (u, v) ∈ E ∧ se = ∅

0 si (u, v) ∈ E ∧ |se| = 1
2.2 = 0 si (u, v) 6∈ E ∧ se = ∅

+∞ sinon
G′















3 ∀v ∈ V ′,∀sv ⊆ V, δsub
v (v, sv) = 0 si |sv| ≤ 1

+∞ sinon
4 ∀(u, v) ∈ E′,∀se ⊆ E, δsub

eG (u, v, se) = 0 si |se| ≤ 1
+∞ sinonNotons que ette nouvelle formulation ne hange pas la validité des théorèmes orrespondant(ni les preuves de es théorèmes). Simplement, ette dé�nition permet à la distane de ompterle nombre de sommets et d'ars devant enore être retrouvés.Voisinage et �ltrageLes solutions d'un problème d'isomorphisme de sous-graphe sont néessairement des appa-riements univoques. Par onséquent, a�n d'améliorer le temps d'exéution de nos algorithmes,eux-i sont utilisés ave une dé�nition du voisinage voisinsuni ne onsidérant que des apparie-ments univoques : à haque itération de nos algorithmes ne sont envisagés que les ouples desommets dont l'ajout ou la suppression permet d'obtenir un appariement univoque.Le hangement de voisinage ne hange absolument pas le omportement de nos algorithmes :à haque itération, le même ouple de sommets est séletionné ave un voisinage univoque et unvoisinage multivoque. Par onséquent, le taux de réussite de nos algorithmes est le même aveun voisinage univoque ou multivoque. Néanmoins, en utilisant un voisinage univoque, le nombred'appariements à examiner à haque itération est fortement réduit et le nombre de mouvementsréalisés par seonde est onsidérablement augmenté : Tabou est 13 fois plus rapide sur la lassede problèmes si100.60.1 et 18 fois plus rapide sur la lasse de problèmes si100.20.1.Quelques ouples de sommets ont été �ltrés en fontion du degré des sommets (.-à-d. leurnombre d'ars entrants et sortants). Pour le problème de l'isomorphisme de sous-graphe entreun graphe G = (V,E) et un graphe G′ = (V ′, E′), les appariements ontenant des ouples desommets (u, v) ∈ V × V ′ tels que le nombre d'ars sortants (resp. entrants) de u est strite-ment supérieur au nombre d'ars sortants (resp. entrants) de v ont été supprimés de l'espae dereherhe.Filtrer es ouples de sommets n'est pas néessaire à la résolution du problème de l'iso-morphisme de graphe mais permet de réduire l'espae de reherhe. Notre algorithme est plusperformant en temps d'exéution omme en taux de réussite.ParamétragePour haque lasse de problèmes, les 50 premières instanes (sur les 100 existantes) ont étéétudiées. Chaque algorithme a été paramétré de façon à faire au plus 100 000 mouvements (.-à-d.100 000 ajouts ou retraits de ouples de sommets). Au delà de 100 000 mouvements, nos résultatsmontrent que le gain de performane des algorithmes tabous sont faibles et que par onséquent,il est plus intéressant de relaner omplètement l'algorithme à partir d'un autre point de l'espaede reherhe. 81



Chapitre 5. Reherhe taboue réativeGlouton a été itéré autant de fois que néessaire pour trouver la solution du problème (.-à-d. un appariement induisant une distane nulle) ou jusqu'à la réalisation de 100 000 ajouts deouples de sommets. Les algorithmes Tabous démarrent par le meilleur appariement trouvé lorsde 10 exéutions de l'algorithme Glouton (le nombre de mouvements réalisés par es exéutionsde Glouton est retranhé des 100 000 mouvements) puis poursuivent leur exploration de l'espaede reherhe jusqu'à l'épuisement des mouvements autorisés restants.A�n de mesurer l'in�uene de la longueur de la liste taboue, pour haque problème, Tabou aété exéuté ave toutes les longueurs omprises entre 5 et 31. Ces bornes minimum et maximumont été déterminées expérimentalement : en dehors de es bornes, l'algorithme tabou donne detrès mauvais résultats sur toutes les lasses de problèmes.Finalement, Tabou réatif a été paramétré en tenant ompte des résultats obtenus par Tabou.La longueur minimale min de la liste taboue a été �xée à 15 (la plus petite longueur optimalepour Tabou toutes lasses d'instanes onfondues), la longueur maximale max a été �xée soit à
30 soit à 35, la fréquene de réation freq soit à 500 soit à 1000, la longueur de raourissementet de rallongement step de la liste à 5, 10, 15 ou 20. Par onséquent, au total, 16 paramétragesdi�érents ont été testés pour notre algorithme tabou réatif.Chaque algorithme a été exéuté 10 fois sur haque instane. Notons que, a�n de mesurerle plus rigoureusement possible l'in�uene de la longueur de la liste taboue, les mêmes grainesd'initialisation de notre générateur de nombres aléatoires ont été utilisées pour haque tabou.Par onséquent, quel que soit le paramétrage de tabou ou de tabou réatif, les 10 exéutions dees algorithmes ont démarré ave les 10 mêmes appariements initiaux.RésultatsClasse Glouton TabouMeilleur tabou Tabou k=16 Tabou k=18 t%r %r10 t %r %r10 k %r %r10 %r %r10si100.20.1.induit 99,6 100 0,20 89,6 100 15 89,6 100 86,4 100 0,32si100.20.1.partiel 99,6 100 0,11 80,0 100 19 74,6 98 79,6 100 0,33si100.40.1.induit 56,2 100 1,64 99,2 100 16 99,2 100 98,8 100 0,24si100.40.1.partiel 63,8 98 1,40 89,4 100 22 84,2 100 86,6 100 0,40si100.60.1.induit 49,0 88 2,15 100 100 15-16 100 100 100 100 0,28si100.60.1.partiel 34,4 84 2,27 93,0 100 23 89,8 100 89,6 100 0,47si100.20.5.induit 10,2 30 6,23 45,8 98 15 44,6 88 33,2 74 1,49si100.20.5.partiel 13,8 40 6,98 30,8 80 16-17 24,8 80 30,8 74 1,67si100.40.5.induit 55,2 96 8,00 83,6 100 20 71,8 100 75,4 100 1,76si100.40.5.partiel 19,0 60 10,65 26,8 96 24 16,8 84 17,4 80 2,27si100.60.5.induit 99,8 100 0,65 100 100 13-15 99,8 100 99,8 100 0,47si100.60.5.partiel 81,6 100 5,07 82,4 100 22 75,8 100 79,4 100 1,72Moyenne 56,8 83 3,78 76,7 97,8 19,6 72,6 95,8 73,1 94 0,95Tab. 5.1 � Résultats de Glouton, du meilleur Tabou, de Tabou ave une longueur de liste k=16(le meilleur en moyenne sur 10 exéutions) et de Tabou ave k=18 (le meilleur en moyennesur 1 exéution) sur des problèmes d'isomorphisme de sous-graphe induit et partiel. %r estle pourentage de réussite par exéution de l'algorithme onsidéré. %r10 est le pourentaged'instanes résolues au moins une fois sur les 10 exéutions. t est le temps moyen en seondesd'une exéution de l'algorithme (pour tabou, seule la moyenne pour tous les tabous est donnéear leurs temps d'exéution sont très similaires). k est la longueur de la liste ayant permis àTabou d'obtenir les meilleurs résultats pour ette lasse.82



5.3. Résultats expérimentauxLe tableau 5.1 ompare les performanes de Glouton et de Tabou sur des problèmes d'iso-morphisme de sous-graphe partiel et induit. Tous es tests ont été réalisés sur un AMD Athlon à2,4GHz sous Ubuntu. Le temps néessaire à l'exéution de 100 000 mouvements varie en fontionde l'algorithme (Glouton est plus lent que Tabou) et de la taille des instanes : il est omprisentre 2 et 15 seondes pour Glouton et entre 1 et 5 seondes pour Tabou (ou Tabou réatif).Comparaison ave une approhe dédiée. Les temps d'exéutions de nos algorithmes parrapport à leur taux de réussite montrent qu'ils ne sont pas ompétitifs ave une approhe om-plète dédiée à e problème. En e�et, VFLib [CFCS01℄ résout la majorité de es problèmes en untemps inférieur à 1 seonde alors qu'il faut en général plusieurs seondes à notre algorithme leplus rapide pour atteindre un taux de réussite prohe de 100%. Cei peut s'expliquer par le faitque l'isomorphisme de sous-graphe est un problème de satisfation pour lequel il existe de nom-breuses façons de �ltrer e�aement l'espae de reherhe et que nos algorithmes transformentle problème en un problème d'optimisation et n'utilisent pas de tehnique de �ltrage pendant lareherhe.Notons ependant que quelques instanes semblent ependant très di�iles pour VFlib. Parexemple, plus de 1200 seondes lui sont néessaires pour résoudre une instane partiulière dela lasse si100.20.5.partiel et ertaines autres instanes néessitent plus d'une minute de alulalors que nos algorithmes trouvent généralement la solution de es instanes en quelques seondesseulement.Comparaison Tabou/Glouton. De façon générale, Tabou donne de meilleurs résultats queGlouton : il permet de résoudre 76,7% des instanes ontre 56,8% pour Glouton (moyenne surtoutes les lasses). Sur 10 lasses de problèmes (sur les 12 onsidérées), Tabou a un meilleuromportement que Glouton. En outre, une exéution de Tabou est en moyenne 4 fois plus rapidequ'une exéution de Glouton. Cei s'explique par le fait que le nombre de ouples de sommetsque Tabou doit examiner à haque mouvement est généralement plus petit que pour Glouton.L'appariement ourant de Tabou ontient généralement un grand nombre de ouples de sommetset la ontrainte d'univalene de l'appariement reherhé réduit le voisinage de l'appariementourant à quelques appariements. A ontrario, en moyenne, l'appariement ourant de Gloutonest généralement plus petit et le nombre de ouples de sommets à examiner pour onstruirel'ensemble des ouples de sommets andidats est en moyenne plus élevé que pour Tabou.Si Tabou donne de meilleurs résultats en moyenne, les performanes de Tabou sont moinsbonnes que Glouton sur les instanes de la lasse si100.20.1.Longueur de la liste taboue. La longueur optimale de la liste taboue varie énormémentd'une lasse de problèmes à une autre. Par exemple, sur la lasse des problèmes d'isomorphismede sous-graphe induit de type �si100.20.1� la longueur optimale est de 15 alors que sur la lasse�si100.40.5�, elle est de 24.La �gure 5.4 montre le taux de réussite en fontion de la longueur de la liste taboue enmoyenne pour toutes les instanes ainsi que pour les problèmes des lasses si100.20.1.induit etsi100.40.5.partiel. Cette ourbe montre à quel point la longueur optimale de la liste taboue varied'une instane à l'autre et qu'un mauvais paramétrage de ette longueur dégrade fortement lesrésultats de ertaines lasses de problèmes.La tableau 5.1 montre qu'il n'y a pas de orrélation entre la taille du problème (.-à-d. lenombre de ouples de sommets à onsidérer) et la longueur optimale de la liste taboue. En83



Chapitre 5. Reherhe taboue réative

Fig. 5.4 � Évolution du taux de réussite en fontion de la longueur de la liste taboue en moyennepour toutes les instanes et pour les problèmes si100.20.1.induit et si100.40.5.partiel.moyenne, les problèmes d'isomorphisme de sous-graphe induit néessitent une liste taboue pluslongue que les problèmes d'isomorphisme de sous-graphe partiel. Finalement, la onnetivité desgraphes ne semble pas in�uer sur la valeur optimale de la longueur de la liste taboue. Notonsependant que pour Tabou omme pour glouton, les instanes ave des graphes ayant une onne-tivité de 5% semblent plus di�iles que les problèmes ave des graphes ayant une onnetivitéde 1%.

Fig. 5.5 � Évolution du taux de réussite en fontion de la longueur de la liste taboue par rapportà la taille du petit graphe (taille du gros graphe = 100 sommets).La �gure 5.5 montre l'évolution du taux de réussite en fontion de la longueur de la listetaboue selon si le petit graphe ontient 20, 40 ou 60 sommets. Cette �gure montre que la longueur84



5.3. Résultats expérimentauxoptimale de la liste varie en fontion de la proportion de sommets du petit graphe. Néanmoins,alors qu'il y a une di�érene entre les graphes de 20 et de 40 sommets, il ne semble pas y enavoir entre les graphes de 40 et de 60 sommets.Nos résultats montrent que la longueur optimale de la liste taboue semble dépendre de nom-breux paramètres et qu'il n'est pas possible de trouver a priori la longueur optimale pour unelasse de problèmes donnée. En outre, un mauvais paramétrage de tabou peut donner de trèsmauvais résultats. Par onséquent, l'algorithme tabou n'est pas robuste à un mauvais paramé-trage.Classe Tabou 15-24 RTSMin (k) Moy Max (k) Tabou k=18 Min Moy Max 15-35-20-1000si100.20.1.induit 52,8 (24) 78,8 89,6 (15) 86,4 93,4 94,7 95,8 94,8si100.20.1.partiel 63,2 (24) 74,2 80,0 (19) 79,6 89,0 91,0 92,2 91,6si100.40.1.induit 86,2 (24) 96,2 99,2 (17) 98,8 98,8 99,2 99,6 99,6si100.40.1.partiel 82,2 (15) 86,4 89,4 (22) 86,6 90,0 91,9 95,6 95,6si100.60.1.induit 95,6 (24) 99,4 100 (15) 100 100 100 100 100si100.60.1.partiel 89,4 (15) 90,6 93,0 (23) 89,6 92,0 94,4 97,4 97,4si100.20.5.induit 0,6 (24) 23,2 45,8 (16) 33,2 31,2 35,8 41,0 33,0si100.20.5.partiel 6,2 (24) 21,3 30,8(19) 30,8 26,0 27,1 29,0 26,4si100.40.5.induit 56,6 (24) 72,6 83,6 (20) 75,4 59,8 64,4 67,4 67,4si100.40.5.partiel 12,4 (15) 19,8 26,8 (24) 17,4 17,8 20,9 24,0 24,0si100.60.5.induit 96,2 (23) 99,0 100 (15) 99,8 99,6 99,9 100 100si100.60.5.partiel 68,8 (24) 77,5 82,4 (22) 79,4 77,6 84,3 88,2 88,2Moyenne 59,2 69,9 76,7 73,1 72,9 75,3 77,5 76,5Tab. 5.2 � Résultats de Tabou et de Tabou réatif (RTS) ave di�érents paramétrages : tabouave des longueurs de liste allant de 15 à 24 et RTS ave tous les paramétrages onsidérés. Pourhaque lasse de problèmes et haque algorithme sont présentés le plus petit (resp. grand) taux deréussite min (resp. max), la moyenne moy des taux de réussite et le taux de réussite du meilleurparamétrage toutes lasses de problèmes onfondues (Tabou ave k=18 et RTS15-35-20-1000).Pour tabou, dans les olonnes Min et Max est préisées entre parenthèses la longueur de la liste
k utilisée.Tabou réatif. Le tableau 5.2 ompare les résultats obtenus par tabou et par tabou réatif.A�n de omparer leur robustesse, nous omparons simultanément les résultats obtenus aveplusieurs paramétrages di�érents :� Les résultats donnés pour tabou sont eux obtenus ave di�érentes exéutions de tabouave di�érentes longueurs de liste (15 ≤ k ≤ 24). Ces bornes orrespondent aux bornesminimales et maximales des longueurs optimales par lasse de problèmes (voir tableau 5.1) ;� Les résultats donnés pour tabou réatif sont tous eux qui ont été testés (.-à-d. les 16paramétrages di�érents).Pour haune des lasses d'algorithmes, sont donnés le taux de réussite minimum Min (ob-tenu ave le plus mauvais paramétrage), le taux de réussite moyen Moy, le taux de réussitemaximum Max (obtenu ave le meilleur paramétrage) et le taux de réussite obtenu ave lemeilleur paramétrage moyen toutes lasses de problèmes onfondues (.-à-d. une longueur de 18pour tabou, une longueur minimale (resp. maximale) de 15 (resp. 35) pour RTS, une variation deliste de 20 et une fréquene freq de rafraîhissement à 1000). Les temps d'exéutions de Tabouet de RTS sont quasiment identiques, par onséquent, ils ne sont pas répétés dans e tableau.85



Chapitre 5. Reherhe taboue réativeRobustesse au paramétrage. Pour haune des lasses de problèmes, la di�érene entre letaux de réussite minimum de RTS et son taux de réussite maximum est faible par rapport à eluide tabou. En moyenne, ette di�érene est de 4,6 points pour RTS ontre 17,5 pour tabou. Paronséquent, RTS est beauoup plus robuste que Tabou au paramétrage.Taux de réussite minimaux. Les taux de réussite minimaux de Tabou réatif sont toussupérieurs à eux de Tabou : l'éart s'éhelonne entre 3,2 points pour la lasse si100.40.5.induitet 40,6 points pour la lasse si100.20.1.induit. Par onséquent, un mauvais paramétrage de RTSdonnera systématiquement un meilleur résultat qu'un mauvais paramétrage de Tabou.Taux de réussite moyens. Les taux de réussite en moyenne de Tabou réatif sont supérieursà eux de Tabou pour 11 lasses de problèmes sur 12. Par onséquent, RTS donne globalementde bien meilleurs résultats que Tabou.Taux de réussite maximaux. Si on ompare les taux de réussite maximaux par lasse deproblèmes, RTS est meilleur que tabou pour 6 lasses ontre 4 lasses pour tabou. Toutes ins-tanes onfondues, tabou obtient un taux de réussite maximum moyen de 76,7% ontre 77,5%pour RTS. RTS est don enore une fois meilleur pour e ritère. Notons ependant que pour lalasse si100.40.5.induit, les résultats de RTS sont partiulièrement déevants, la perte d'e�aitépar rapport à tabou étant partiulièrement importante (16,2 points en moins).Algorithme moyen. Le meilleur tabou réatif moyen donne de meilleurs résultats que lemeilleur tabou moyen sur 8 lasses de problèmes (ontre 3 pour le meilleur tabou). En moyenne,son taux de réussite est de 77,5% ontre 73,1% pour tabou.Notons que sur ertaines lasses d'instanes, tabou réatif donne de bien meilleurs résultatsque tabou : pour les problèmes si100.20.1 (induits et partiels) et pour si100.40.1.partiel, le tauxde réussite minimum de tabou réatif sont supérieurs au taux de réussite maximum de tabou. Enoutre, pour 10 lasses d'instanes sur 12, les taux de réussite minimaux de RTS sont supérieursaux taux de réussites moyens de tabou.Les résultats montrent que tabou réatif est beauoup plus robuste au paramétrage que tabou.En outre, en moyenne, tabou réatif donne de meilleurs résultats que tabou.5.3.2 Plus grand sous-graphe ommun.BenhmarkLe benhmark de Foggia et al. [FSV01℄ propose également des problèmes de reherhe du plusgrand sous-graphe induit ommun à deux graphes10. Les sommets et les ars de es graphes sontétiquetés. Par onséquent, les ouples de sommets appariés (et les ars) doivent avoir la mêmeétiquette. Foggia et al. [FSV01℄ soulignent le fait que la di�ulté de la reherhe du plus grandsous-graphe ommun dépend diretement du nombre d'étiquettes di�érentes sur les sommets etles ars : plus e nombre est grand, plus le nombre de ouples de sommets pouvant appartenirau meilleur appariement est faible et plus le problème est simple. Par onséquent, Foggia et al.odent les étiquettes sur 16 bits et un déalage de bits sur es étiquettes permet de faire varierle nombre total d'étiquettes de sommets et d'ars.Nous avons testé nos algorithmes sur des instanes où les graphes ont 100 sommets et uneonnetivité de 1% ou de 5%. Le nombre de déalages de bits sur les étiquettes a été ompris10La taille |G| d'un graphe G = (V, E) est ii dé�nie omme son nombre de sommets, .-à-d. que |G| = |V |.86



5.3. Résultats expérimentauxentre 10 et 16 bits : les graphes ont don entre une seule et 64 étiquettes de sommets et d'arsdi�érentes. Le benhmark garantit qu'entre haque paire de graphes, la taille du plus grand sous-graphe ommun est d'au moins 50 sommets (ette taille pouvant augmenter quand le nombred'étiquettes diminue). Chaque lasse de problèmes est identi�ée par un nom de type �100..l� où�� est la onnetivité (1% ou 5%) et �l� le nombre maximum d'étiquettes.Dé�nition de la mesureChaque instane a été transformée en un problème de alul de la distane entre deux graphesde façon similaire à e qui a été présenté en partie 1 de ette thèse. Néanmoins, la modélisationproposée s'applique à des graphes non-étiquetés et il faut don l'adapter a�n qu'elle n'apparieque des sommets et des ars ayant la même étiquette.De façon formelle, étant donnés deux graphes étiquetés G = (V,E,LV , α, LE , β) et G′ =
(V ′, E′, LV , α′, LE , β′), le problème onsiste à aluler la distane δmcs =< δmcs

v , δmcs
e ,⊗P >entre les deux graphes G2 = (V, V × V ) et G′

2 = (V ′, V ′ × V ′) telle que :
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∀v ∈ V,∀sv ⊆ V ′, δmcs
v (v, sv) = 0 si sv = {v′} ∧ α(v) = α(v′)

1 si sv = ∅
+∞ sinon

∀(u, v) ∈ V 2,∀se ⊆ V ′2, δmcs
eGG′(u, v, se) = 0 si se = ∅

0 si se = {(u′, v′)} ∧ (u, v) ∈ E
∧(u′, v′) ∈ E′ ∧ β((u, v)) = β′((u′, v′))
0 si se = {(u′, v′)} ∧ (u, v) 6∈ E ∧ (u′, v′) 6∈ E′

+∞ sinon
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∀v ∈ V ′,∀sv ⊆ V, δmcs
v (v, sv) = 0 si |sv| ≤ 1

+∞ sinon
∀(u, v) ∈ V ′2,∀se ⊆ V 2, δmcs

eGG′(u, v, se) = 0 si se = ∅
0 si se = {(u′, v′)}∧
((u, v) ∈ E′ ⇔ (u′, v′) ∈ E)
+∞ sinonVoisinage et �ltrageLes solutions d'un problème de reherhe d'un plus grand sous-graphe ommun sont nées-sairement des appariements univoques. Par onséquent, a�n d'améliorer le temps d'exéution denos algorithmes, eux-i sont utilisés ave une dé�nition du voisinage voisinsuni ne onsidérantque des appariements univoques : à haque itération de nos algorithmes ne sont envisagés que lesouples de sommets dont l'ajout ou la suppression permet d'obtenir un appariement univoque.Finalement, omme auun appariement solution ne peut ontenir des ouples de sommetsn'ayant pas la même étiquette, tous es ouples de sommets ont été �ltrés.ParamétragePour haque lasse de problèmes, 50 instanes ont été étudiées. Comme pour le problème del'isomorphisme de sous-graphe, la reherhe a été interrompue au bout de 100 000 mouvements.Notons que omme la reherhe du plus grand sous-graphe ommun est un problème d'optimi-sation et que nos algorithmes ne peuvent montrer l'optimalité d'une solution trouvée, haque87



Chapitre 5. Reherhe taboue réativeexéution a fait exatement 100 000 mouvements. Les temps donnés sont eux néessaires pourtrouver la meilleure solution trouvée pendant une exéution.Chaque algorithme a été exéuté 10 fois sur haune des instanes dans les mêmes onditionsque pour les problèmes d'isomorphisme de sous-graphe.L'algorithme tabou a été exéuté ave des longueurs de liste omprises entre 0 et 5.RésultatsClasse Glouton Tabou0r.1 r.10 50.1 50.10 Moy t r.1 r.10 50.1 50.10 Moy t100-1-64 0,0 0 0,6 6 44,53 0,91 100 100 100 100 52,60 0,21100-1-32 0,0 0 0,6 6 46,11 1,32 81,4 100 100 100 55,17 1,06100-1-16 0,0 0 5,6 16 46,99 2,42 44,0 100 100 100 56,70 2,35100-1-8 0,0 0 32,0 68 48,90 3,05 30,8 98 100 100 56,92 3,30100-1-4 0,0 0 88,4 100 50,96 5,67 26,6 100 100 100 59,22 5,64100-1-2 0,0 0 100 100 53,56 10,95 24,0 100 100 100 63,80 9,27100-1-1 0,0 0 100 100 58,25 22,41 18,8 100 100 100 69,11 13,02100-5-64 1,6 14 1,6 14 38,45 0,10 100 100 100 100 50,00 14,83100-5-32 0,0 0 0,0 0 29,18 1,07 100 100 100 100 50,00 0,24100-5-16 0,0 0 0,0 0 25,50 1,98 100 100 100 100 50,00 0,44100-5-8 0,0 0 0,0 0 25,50 2,51 98,6 100 98,6 100 49,75 2,92100-5-4 0,0 0 0,0 0 26,68 4,85 36,2 94 27,6 64 37,92 15,93100-5-2 0,0 0 0,0 0 28,47 9,96 25,4 100 0,0 0 35,07 24,13100-5-1 0,0 0 0,0 0 31,31 20,91 26,2 100 0,0 0 38,27 41,22Tab. 5.3 � Résultats de Glouton et de Tabou 0 sur des problèmes de reherhe de plus grandsous-graphe ommun à deux graphes. Pour haun des algorithmes est donné le pourentaged'exéutions (resp. d'instanes) r.1 (resp. r.10) pour lesquelles l'algorithme renvoie la meilleuresolution trouvée ; le pourentage d'exéution (resp. d'instanes) 50.1 (resp. 50.10) pour lesquellesl'algorithme trouve une solution supérieure ou égale à la borne minimum des 50 sommets ; lataille moyenne Moy des solutions trouvées et le temps t en seondes.Le tableau 5.3 montre les résultats obtenus par Tabou 0 et Glouton sur la reherhe du plusgrand sous-graphe ommun.La taille du plus grand sous-graphe ommun pour haque instane n'est pas onnue, toutefois,les instanes ont été onstruites a�n de garantir que la taille de e graphe est supérieure ou égaleà 50 sommets. Par onséquent, nous onsidérons trois ritères pour l'évaluation :� le pourentage d'exéutions où l'algorithme a trouvé un sous-graphe ommun ayant aumoins 50 sommets (50-1 donne les résultats pour une exéution, 50-10 donne les résultatssur les 10 exéutions) ;� le pourentage d'exéutions où l'algorithme a trouvé un sous-graphe ommun ayant unetaille égale au plus grand sous-graphe ommun trouvé par l'ensemble de nos algorithmes(r-1 donne les résultats pour une exéution, r-10 donne les résultats sur les 10 exéutions) ;� la moyenne des tailles des plus grands sous-graphes ommuns trouvés.Comparaison ave une approhe dédiée. À notre onnaissane, auun algorithme ompletne permet de reherher le plus grand sous-graphe ommun à deux graphes de ette taille : dans[BFG+02℄, Bunke et al. proposent une omparaison expérimentale de 5 algorithmes ompletsde résolution de e problème et, malgré un fort étiquetage des sommets, montrent qu'il faut88



5.3. Résultats expérimentauxparfois plusieurs entaines de seondes pour apparier des graphes de 30 sommets seulement.Notre algorithme tabou est don très ompétitif sur e type de problèmes.Di�ulté des instanes. Nos résultats montrent que la di�ulté des instanes varie fortementselon le nombre d'étiquettes de sommets et d'ars : les problèmes sont d'autant plus di�iles quele nombre d'étiquettes est faible. D'autre part, les problèmes où les graphes ont une onnexitémoyenne de 5% sont plus di�iles que eux ayant une onnexité moyenne de 1%.Comparaison Tabou/Glouton. L'algorithme Glouton ne permet pas de trouver de bonsappariements : la moyenne des tailles des plus grands sous-graphes ommuns qu'il trouve sontgénéralement très éloignées de l'optimum (l'optimum étant toujours égal ou supérieur à 50). Aontrario, Tabou donne de bien meilleurs résultats (à l'exeption des 4 lasses les plus dures) etsurpasse systématiquement Glouton dans la qualité des appariements retournés. À l'exeption desgraphes ayant une onnexité de 5% et un nombre d'étiquettes de sommets et d'ars inférieur ouégal à 8, Tabou permet toujours de trouver des sous-graphes ommuns ayant une taille supérieureou égale à la borne minimale de 50 sommets.Longueur de la liste taboue. Nos expérimentations ont montré que, quel que soit le typede graphes onsidéré, la longueur optimale de la liste taboue est de 0 et que le pourentagede réussite diminue quand la liste s'allonge. Ave une liste de longueur nulle, notre algorithmetabou hoisit systématiquement un meilleur voisin de l'appariement ourant et ne s'interdit auunmouvement.Le fait que ette heuristique donne de bons résultats peut paraître surprenant. En e�et, selonle paysage de reherhe, utiliser une telle heuristique ne permet pas de quitter les minima loaux.Néanmoins, ette heuristique fontionne du fait des partiularités du problème de la reherhe duplus grand sous-graphe ommun : tout appariement m induisant une distane (non in�nie) égaleà d (d = |m|) admet au moins |m| voisins induisant une distane égale à |m|+1. Par onséquent,lorsque l'algorithme atteint un optimum loal m, le prohain voisin est hoisi aléatoirement parmies |m| voisins. Généralement, parmi es voisins, il en existe au moins un ayant un meilleur voisinautre que m. Par onséquent, l'algorithme ne stagne généralement pas sur un minimum loal etil n'est pas néessaire de diversi�er la reherhe ave une liste taboue. Par onséquent, nous neprésentons en détails que les résultats obtenus ave une longueur de 0. Notons ependant que,si le pourentage %r des tabous ave une longueur supérieure à 0 sont mauvais par rapport àeux obtenus par Tabou0, le pourentage %50 des tabous est presque toujours égal à 100% etla moyenne des tailles des plus grand sous-graphes trouvés est prohe de elle de Tabou0. Paronséquent, quel que soit le paramétrage de Tabou, les résultats obtenus sont bien meilleurs queeux de Glouton.Tabou réatif. Les résultats obtenus par Tabou montrent que même ave une longueur deliste au minimum, la reherhe est su�samment diversi�ée dans le as général. Par onséquent,introduire un proessus de réativité pour augmenter la diversi�ation de la reherhe ne semblepas utile. Néanmoins, pour une instane de la lasse 100-1-8 et trois instanes de la lasse 100-5-4, Tabou1 trouve une meilleure solution que Tabou0. Nous avons don testé Tabou réatif aveune liste taboue ayant une longueur minimale de 0 et une longueur maximale de 1 en espérantobtenir un algorithme aussi bon que Tabou0 et Tabou1. Ce test a montré que, omme il est trèsfréquent que le même appariement soit visité à quelques mouvements d'intervalle, la longueur de89



Chapitre 5. Reherhe taboue réativela liste Taboue atteignait systématiquement son maximum et le omportement de et algorithmetabou réatif était le même que elui de Tabou1.5.3.3 Appariement non bijetif de graphes de Boeres et al.Jeu d'essais.Nous avons vu en partie 1 qu'il était possible de dé�nir notre distane de deux graphes defaçon à résoudre le problème de l'appariement non bijetif de graphe introduit par Boeres et al.dans [BRB04℄. Nous avons don transformé les 7 instanes du problème de Boeres et al. en unproblème de alul de distane de graphes. Pour es 7 instanes, le graphe modèle ontient entre
10 et 50 sommets et le graphe image entre 30 et 250 sommets. Sur es instanes, nous omparonsnotre algorithme Tabou réatif ave deux algorithmes :� LS+, l'algorithme de onstrution aléatoire d'appariements proposé par Boeres et al.[BRB04℄ ;� ANT-GM'06, l'algorithme d'optimisation par olonies de fourmis [SSSG06a, SSJ06a℄ pour lealul de la mesure de similarité de graphes de [CS03℄ qui permet également le alul de lasimilarité de Boeres et al. Cet algorithme est détaillé dans la setion 4.3.6 du hapitre 4.Pour es instanes et a�n de nous omparer ave es deux algorithmes, nous ne donnons queles résultats de tabou réatif ave un paramétrage optimal (eux des di�érents tabous étant enmoyenne tous moins bons). Les résultats de l'algorithme ANT-GM'06 sont également eux obtenusave le meilleur paramétrage trouvé. Les résultats sont donnés en moyenne sur 20 exéutions.Les résultats de LS+ sont eux publiés par Boeres et al. dans [BRB04℄.LS+L'algorithme LS+ proposé par Boeres et al. [BRB04℄ se déroule en deux temps : la générationd'un appariement respetant toutes les ontraintes dures du problème par un algorithme gloutonpuis l'amélioration par reherhe loale de et appariement.L'algorithme glouton onstruit des appariements en démarrant d'un appariement vide m = ∅et en ajoutant des ouples de sommets à m. À haque itération de l'algorithme, un sommet vnon apparié du graphe image est séletionné. Un sommet v′ du graphe modèle est alors hoisialéatoirement parmi l'ensemble des sommets du graphe modèle pouvant être apparié à v (.-à-d. que (v, v′) n'est pas un ouple de sommets interdit et que l'ensemble des sommets appariésà v′ sont onnetés). S'il existe un tel sommet v′, le ouple de sommets (v, v′) est ajouté àl'appariement m. Si au ontraire il n'existe pas, la onstrution est interrompue et une nouvelleonstrution à partir de l'appariement vide est démarrée. S'il a été possible d'apparier tous lessommets du graphe image, l'appariement obtenu est valide (il respete toutes les ontraintesdures) et est mémorisé. La onstrution des appariements est itérée tant que le nombre d'essaismaximum n'est pas atteint. Si plusieurs appariements valides ont été trouvés, le meilleur (ausens de la similarité de Boeres) est retourné.Dans une deuxième étape, l'appariement m trouvé par glouton est amélioré par reherheloale. À haque itération, un ouple de sommets (v, v′) de m est remplaé par un autre ouplede sommets (v, v′′) si ette modi�ation permet d'augmenter la similarité induite par m touten ontinuant à respeter les ontraintes dures du problème. Lorsque plus auun remplaementn'améliore l'appariement, le voisinage de la reherhe loale est modi�é : une paire de ouplesde sommets (v1, v

′
1) et (v2, v

′
2) peut alors être remplaé par la paire (v1, v

′
2) et (v2, v

′
1) si ettemodi�ation permet d'améliorer l'appariement. La reherhe loale est interrompue quand plusauune des deux types de modi�ations ne peut améliorer l'appariement.90



5.3. Résultats expérimentauxDé�nition de la mesurePour notre algorithme tabou réatif, nous avons dé�ni notre mesure de la distane de deuxgraphes onformément à e qui est dérit en partie 1. ANT-GM'06 est dédié au alul de la mesurede similarité de graphes multi-étiquetés de Champin et Solnon. Cette mesure permet égalementle alul de la similarité de Boeres [SS05a℄ : il faut pour ela étiqueter les sommets du grapheimage et du graphe modèle de façon à e qu'une étiquette l(u,v) de sommet ne soit retrouvé parun appariement m si et seulement si (u, v) ∈ m (voir la setion 2.3.3 pour la dé�nition de etétiquetage). La fontion f doit être dé�nie omme une somme des similarités des sommets et desars appariés entre eux mais doit retourner −∞ quand au moins un sommet n'est pas appariéou qu'un ouple de sommets interdit est utilisé. Finalement, la fontion g doit retourner −∞quand un sommet de l'image est élaté ou qu'un sommet du modèle est élaté vers un ensemblede sommets du graphe image non onneté et 0 sinon.Paramétrage d'ANT-GM'06Pour ANT-GM'06, le poids α du fateur phéromonal a été �xé à 2. Le taux d'évaporation dela phéromone ρ est �xé à 2%, le poids du fateur heuristique est �xé à 10, le nombre de ylesmaximum est �xé à 2000. Le nombre de fourmis de la olonie est 20. Les bornes τmin et τmax dela quantité de phéromone sont �xées à 0, 01 et 6.A�n d'évaluer l'intérêt d'hybrider l'optimisation par olonies de fourmis ave de la reherheloale, ANT-GM'06 est testé ave et sans phase d'amélioration des appariements par reherheloale. Ces algorithmes sont respetivement notés ANT-GM'06+LS et ANT-GM'06.Paramétrage de RTSTabou réatif a été testé sur es instanes ave de très nombreux paramétrages di�érents.Nous présentons seulement les résultats obtenus ave le meilleur paramétrage trouvé.La longueur min de la liste taboue est �xée à 10, la longueur maximale max à 50, la listeest rallongée de 15 en as de ollision et réduite tous les 1000 mouvements sans redondane. Lareherhe fait 50000 mouvements. Notons que l'exéution de notre algorithme glouton sur esinstanes est déterministe : les poids utilisés sont des nombres réels tous di�érents deux à deuxet par onséquent, il n'y a jamais de ouples de sommets ex-æquo à départager aléatoirement. Ilest don inutile de réitérer tabou réatif et une seule exéution de RTS est réalisée.RésultatsLe tableau 5.4 présente les résultats sur les 7 instanes du problème de l'appariement non-bijetif de graphes [BRB04℄ du benhmark 2. RTS et ANT-GM'06 obtiennent de meilleurs résultatsque l'algorithme de référene proposé par Boeres et al. [BRB04℄ (6 instanes sur 7 sont mieuxrésolues par RTS et 7 instanes sur 7 par les algorithmes ACO).Sur es instanes, les algorithmes de fourmis donnent des résultats systématiquement meilleursque Tabou réatif. Néanmoins, Tabou réatif est nettement plus rapide que les fourmis et permetd'obtenir tout de même de bons résultats (meilleurs que eux de LS+). Les résultats obtenus parTabou et ANT-GM'06 sont don omplémentaires.5.3.4 Reherhe d'un meilleur appariement multivoqueLes problèmes d'appariement que nous avons résolus jusqu'alors sont basés sur des appa-riements univoques (problème de l'isomorphisme de sous-graphe ou reherhe du plus grand91



Chapitre 5. Reherhe taboue réativeProblème LS+ RTS ANT-GM'06 ANT-GM'06+LSGM-i (| V1 |, | V2 |) L Max Max T. Max Moy T. Max Moy T.5 (10, 30) 18 .5474 .5481 0.9 .5601 .5598 16 .5608 .5604 155a (10, 30) 19 .5435 .5529 4.6 .5638 .5638 10 .5645 .5641 76 (12, 95) 269 .4248 .4213 0.0 .4252 .4251 211 .4252 .4251 2157 (14, 28) 13 .6319 .6333 2.1 .6369 .6369 7 .6376 .6369 58 (30, 100) 595 .5186 .5210 1.3 .5229 .5226 462 .5232 .5228 2298a (30, 100) 595 .5222 .5245 1.3 .5263 .5261 456 .5269 .5264 2419 (50, 250) 6018 .5187 .5199 81.7 .5201 .5201 4133 .5203 .5202 2034Tab. 5.4 � Résultats sur les problèmes d'appariement non-bijetif de graphes de Boeres et al.[BRB04℄. Pour haune des instanes est préisé le nom de l'instane, le nombre de sommets desdeux graphes, la limite en temps CPU L de haune des exéutions de ANT-GM (sur un PentiumIV à 1,7GHz). La similarité maximum Max obtenue par haun des algorithmes est donnée.Il ne nous a pas été possible de onnaître le temps d'exéution néessaire à LS+. Le temps T.moyen en seondes d'une exéution des algorithmes RTS, ANT-GM'06 et ANT-GM'06+LS est donné.Une seule exéution de tabou a été réalisée (à ause de son omportement déterministe sur esinstanes). Chaun des algorithmes de fourmis a été exéuté 20 fois sur haque instane. Lamoyenne Moy de la similarité obtenue sur 20 exéutions est donnée.sous-graphe ommun) ou des appariements fontionnels non bijetifs (problème de Boeres etal. [BRB04℄). À notre onnaissane, il n'existe pas de benhmark de problèmes basés sur desappariements multivoques (et non fontionnels). Nous avons don générés de tels problèmes.Problème de reherhe d'un meilleur appariement multivoqueLe problème onsidéré est diretement inspiré de la mesure de similarité de Champin et Solnon[CS03℄. Étant donnés deux graphes étiquetés, le problème onsiste à trouver l'appariement quimaximise le nombre d'étiquettes de sommets et d'ars retrouvées (une étiquette est retrouvée sile sommet ou l'ar auquel elle est attahée est apparié à un sommet ou un ar ayant la mêmeétiquette) tout en minimisant les élatements de sommets (.-à-d. le nombre de fois ou un sommetest apparié à plus d'un sommet).De façon plus formelle, en reprenant les notations utilisées par Champin et Solnon présentéesen partie 1 de ette thèse, on dé�nit la fontion f (appliquée à l'ensemble des étiquettes desommets et d'ars retrouvées par l'appariement) omme la fontion ardinalité et la fontion
g (appliquée à l'ensemble des ouples (v, sv) tels que v est un sommet apparié à haun dessommets de sv) par :

g(S) = w ∗
∑

(v,sv)∈S

(|sv| − 1)où w est le poids d'un élatement de sommet.Le hoix du poids w des élatements de sommets peut hanger radialement la di�ultéd'une instane. Quand e poids est nul, le problème est résolu de façon trivial : il est possible defaire autant d'élatements de sommets que néessaire pour retrouver une étiquette de sommet oud'ar. Quand e poids est très élevé, les solutions optimales ne peuvent pas élater de sommetset le problème devient alors un problème d'appariement univoque de sommets généralement plussimple qu'un problème d'appariement multivoque. Lorsqu'un poids �intermédiaire� est hoisi, le92



5.3. Résultats expérimentauxproblème est plus di�ile : il est néessaire de trouver un équilibre entre retrouver des étiquettesde sommets et d'ars et élater des sommets.A�n de mesurer la apaité des algorithmes à trouver et équilibre, nous les avons testésave deux di�érents poids �intermédiaires�. Le premier poids w est égal à 1, si bien qu'il y agénéralement un grand nombre d'élatements de sommets dans la solution optimale. Le seondpoids w est égal à 3, si bien qu'il y a relativement peu d'élatements de sommets dans la solutionoptimale.Les résultats obtenus par l'algorithme tabou réatif sont omparés à eux obtenus par l'algo-rithme ANT-GM'06 (ave et sans hybridation ave de la reherhe loale) de [SSSG06a, SSJ06a℄et déjà utilisé pour les problèmes d'appariement non-bijetifs.Dé�nition de notre mesureNous avons vu en partie 1 de ette thèse que quel que soit la façon dont les fontions f et
g de la similarité de Champin et Solnon est dé�nie, il est possible de paramétrer notre mesurede distane de graphe a�n de trouver les mêmes meilleurs appariements. Dans le as général, ladé�nition de ette mesure est relativement ompliquée. Néanmoins, si la fontion f est une simplefontion de ardinalité et que la fontion g est dé�nie omme i dessus, la dé�nition de notremesure est beauoup plus simple. Les fontions de distane de sommets et d'ars doivent renvoyerune valeur proportionnelle au nombre d'étiquettes non retrouvées et la fontion de distane dessommets doit également prendre en ompte les élatements de sommets.De façon plus formelle, étant donnés deux graphes multi-étiquetés G = (V, rV , rE) et G′ =
(V ′, r′V , r′E) dé�nis sur les ensembles d'étiquettes de sommets et d'ars LV et LE, il faut alulerla distane δ =< δv, δe,⊗P > entre les graphes G2 = (V,E) et G′

2 = (V ′, E′) telle que :� E est l'ensemble des ars du graphe G, .-à-d. que E = {(u, v) ∈ V 2|∃l ∈ LE ∧ (u, v, l) ∈
rE} ;� E′ est l'ensemble des ars du graphe G, .-à-d. que E′ = {(u′, v′) ∈ V ′2|∃l ∈ LE∧(u′, v′, l) ∈
r′E} ;� δv ompte pour haque sommet le nombre d'étiquettes non retrouvées et ajoute le nombrede sommets élatés, .-à-d. que ∀v ∈ V, δv(v, sv) = |{(v, l)|(v, l) ∈ rV , 6 ∃v′ ∈ sv, (v

′, l) ∈
r′V }|+max(0, (|sv |−1)∗k) et que ∀v ∈ V ′, δv(v, sv) = |{(v, l)|(v, l) ∈ r′V , 6 ∃v′ ∈ sv, (v

′, l) ∈
rV }|+ max(0, (|sv | − 1) ∗ k) ;� δe ompte pour haque ar le nombre d'étiquettes non retrouvées, .-à-d. que ∀(u, v) ∈
E, δe(u, v, se) = |{(u, v, l)|(u, v, l) ∈ rE , 6 ∃(u′, v′) ∈ se, (u

′, v′, l) ∈ r′E}| et que ∀(u, v) ∈
E′, δe(u, v, se) = |{(u, v, l)|(u, v, l) ∈ r′E , 6 ∃(u′, v′) ∈ se, (u

′, v′, l) ∈ rE}|.Jeu d'essaisNous avons utilisé un générateur aléatoire de paires de graphes �similaires� : un graphe esttout d'abord généré aléatoirement puis 5 fusions et élatements de sommets et 10 suppressionset insertions d'ars et de sommets (tous hoisis aléatoirement) lui sont appliquées a�n de générerun deuxième graphe similaire au premier.Lorsque les omposants des graphes ont beauoup d'étiquettes di�érentes, le meilleur appa-riement est généralement trouvé de façon triviale. Par onséquent, a�n d'obtenir des instanesplus di�iles, les ars et les sommets des graphes que nous avons générés ont tous la mêmeétiquette. Nous avons généré 100 graphes similaires. Ces graphes ont entre 80 et 100 sommetset entre 200 et 360 ars. Le seond graphe a été obtenu en faisant 5 fusions ou élatements desommets et 10 insertions ou suppressions de sommets ou d'ars. 93



Chapitre 5. Reherhe taboue réativeLe nombre de transformations faites nous permet de déterminer une borne minimum de lasimilarité des deux graphes. Une instane est onsidérée omme résolue quand ette borne esttrouvée. Sur les 100 instanes générées, 87 sont relativement simples dans le sens où elles sontrésolues assez rapidement par l'algorithme Glouton. Par onséquent, nous n'avons gardé que les13 instanes les plus di�iles, .-à-d. elles pour lesquelles l'algorithme Glouton n'arrivait pas àtrouver la borne minimum.Paramétrage d'ANT-GM'06ANT-GM'06 a été testé sur es instanes ave de très nombreux paramétrages di�érents. Nousavons gardé le meilleur paramétrage, .-à-d. elui qui donnait le meilleur résultat en moyennesur toutes les instanes. Certains paramètres, tels que le taux minimum et maximum de la phé-romone et le nombre de fourmis de la olonie ont été hoisis en fontion de l'expériene desauteurs de ANT-GM'06 sur le paramétrage des algorithmes ACO pour la résolution d'autres typesde problèmes. Le taux d'évaporation, le poids du fateur heuristique et du fateur phéromonalont été déterminés expérimentalement en essayant de trouver le meilleur ompromis diversi�a-tion/instensi�ation.Le poids α du fateur phéromonal a été �xé à 1. Le taux d'évaporation de la phéromone ρest �xé à 2%, le poids du fateur heuristique est �xé à 10, le nombre de yles maximum est �xéà 1000. Le nombre de fourmis de la olonie est 20. Les bornes τmin et τmax de la quantité dephéromone sont �xées à 0, 01 et 6.A�n d'évaluer l'intérêt d'hybrider l'optimisation par olonies de fourmis ave de la reherheloale, ANT-GM'06 est testé ave et sans phase d'amélioration des appariements par reherheloale. Ces algorithmes sont respetivement notés ANT-GM'06+LS et ANT-GM'06.Paramétrage de RTSTabou réatif a été testé sur es instanes ave de très nombreux paramétrages di�érents. Nousavons gardé le meilleur paramétrage, .-à-d. elui qui donnait le meilleur résultat en moyennesur toutes les instanes. Les plages de valeurs testées pour les paramètres ont été déterminées enfontion de résultats obtenus par Tabou.La longueur min de la liste taboue est �xée à 15, la longueur maximale max à 50, la listeest rallongée de 15 en as de ollision et réduite tous les 5000 mouvements sans redondane. Lareherhe fait 50000 mouvements et, omme 50000 mouvements de reherhe loale sont réalisésbeauoup plus rapidement que 1000 yles de ANT-GM'06, notre reherhe loale est réitéréeà partir de di�érents appariements initiaux. Le nombre d'itérations de notre reherhe loaletaboue est �xé de telle sorte que le temps d'exéution soit le même pour ACO et pour Tabou.Pour haun des algorithmes, les résultats sont donnés pour au moins 20 exéutions de haqueinstane.RésultatsLe tableau 5.5 présente les résultats obtenus sur les 13 instanes de notre problème ave unpoids des élatements de sommets �xé à 1. Le score orrespond au nombre d'étiquettes que lemeilleur appariement trouvé permet de retrouver auquel est retranhé le oût des élatements desommets.Tout d'abord, haun de es algorithmes trouve la borne minimum du score alulée lors dela génération des instanes : les sores trouvés sont même généralement légèrement supérieurs àette borne.94



5.3. Résultats expérimentaux
Problème RTS ANT-GM'06 ANT-GM'06+LSNbr (| V1 |,| E1 |) (| V2 |,| E2 |) L Best Moy T. Best Moy T. Best Moy T.Poids des splits �xé à 11 (80, 200) (74, 186) 1512 511 511.00 57 511 511.00 131 512 511.10 1402 (80, 240) (82, 261) 1415 644 644.00 60 644 644.00 266 644 644.00 2393 (80, 320) (83, 362) 1445 821 820.97 279 821 820.50 498 822 821.20 6604 (80, 340) (72, 302) 1174 753 753.00 55 753 753.00 111 753 753.00 1305 (80, 360) (77, 367) 1139 856 855.97 187 855 855.00 321 855 855.00 2496 (80, 360) (78, 367) 1196 863 863.00 21 863 863.00 187 864 863.94 5657 (90, 300) (91, 307) 1670 762 762.00 98 762 762.00 326 762 762.00 2138 (90, 320) (87, 310) 1611 780 780.00 51 780 780.00 572 780 780.00 4099 (90, 320) (90, 339) 1716 816 816.00 69 816 815.45 546 816 815.45 60210 (100, 260) (96, 263) 2093 697 696.63 628 697 696.90 976 697 697.00 81211 (100, 300) (100, 304) 2078 780 780.00 148 780 780.00 278 780 780.00 27912 (100, 320) (98, 331) 2080 828 828.00 46 828 828.00 286 828 828.00 21813 (100, 360) (99, 371) 2455 915 915.00 90 915 915.00 267 915 915.00 152Poids des splits �xé à 31 (80, 200) (74, 186) 659 496 496.00 28 496 496.00 132 496 496.00 1212 (80, 240) (82, 261) 798 624 624.00 26 624 624.00 108 624 624.00 883 (80, 320) (83, 362) 896 801 801.00 17 801 801.00 213 801 801.00 2184 (80, 340) (72, 302) 737 732 732.00 27 732 732.00 185 732 732.00 1945 (80, 360) (77, 367) 852 846 846.00 198 846 846.00 116 846 846.00 776 (80, 360) (78, 367) 855 840 840.00 36 840 840.00 94 840 840.00 677 (90, 300) (91, 307) 1140 748 748.00 82 748 748.00 186 748 748.00 1508 (90, 320) (87, 310) 1079 766 766.00 44 766 766.00 187 766 766.00 1879 (90, 320) (90, 339) 1127 802 802.00 70 802 802.00 167 802 802.00 16310 (100, 260) (96, 263) 1346 683 683.00 114 683 682.75 556 683 683.00 35411 (100, 300) (100, 304) 1466 769 769.00 358 769 769.00 274 769 769.00 28512 (100, 320) (98, 331) 1463 814 814.00 51 814 814.00 241 814 814.00 20113 (100, 360) (99, 371) 1528 900 900.00 54 900 900.00 245 900 900.00 243Tab. 5.5 � Résultats sur les problèmes d'appariement multivoque de graphes. Pour haque ins-tane, le tableau préise le nombre de sommets et d'ars des deux graphes, la limite de tempsCPU L pour haque exéution (sur un Pentium IV 1.7 GHz). Pour haque algorithme est préiséle meilleur score (Best) trouvé et le score moyen (Moy) obtenu pour 20 exéutions, le tempsmoyen en seondes (T.) néessaire à l'obtention du meilleur score.
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Chapitre 5. Reherhe taboue réativeNous pouvons également onstater que les algorithmes sont robustes dans le sens où le scoremoyen sur 20 exéutions est généralement très prohe du meilleur score trouvé (pour 9 instanessur 13, le score moyen est égal au meilleur score trouvé). La reherhe loale taboue réativedonne de meilleurs résultats que ANT-GM'06 : elle obtient un score meilleur que ANT-GM'06 surune instane et est toujours au moins aussi rapide. Cependant, l'ajout d'une proédure de re-herhe loale améliore les résultats de ANT-GM'06 : ANT-GM'06+LS obtient un meilleur (resp.moins bon) score que RTS sur 3 (resp. 1) instanes et les même résultats que RTS sur 9 ins-tanes. Sur e jeu d'essais, ANT-GM'06+LS et RTS obtiennent don des résultats omplémentaires :ANT-GM'06+LS obtient plus fréquemment de meilleurs résultats que RTS mais RTS est plus rapideque ANT-GM'06+LS, même lorsque es deux algorithmes obtiennent des scores identiques.Le tableau 5.5 présente également les résultats sur les 13 instanes ave un poids des éla-tements de sommets �xé à 3. Sur haune des instanes, les trois algorithmes trouvent toujoursle même meilleur score et le même score moyen (sauf ANT-GM'06 sur une instane). Cependant,RTS trouve es solutions en un temps plus ourt que ANT-GM'06 et ANT-GM'06+LS à l'exeptionde deux instanes. Ces résultats montrent don que sur es instanes, il est nettement préférabled'utiliser la reherhe loale taboue réative.5.3.5 DisussionPerformane de nos algorithmesNous proposons d'utiliser une reherhe loale taboue et une version réative de ette re-herhe loale pour aluler notre distane de deux graphes. Ces deux algorithmes sont géné-riques dans le sens où il peuvent être utilisés indépendemment de la façon dont la distane estparamétrée et peuvent don être utilisés pour la résolution de nombreux problèmes di�érents.Étant génériques, es deux algorithmes n'utilisent auune méthode de �ltrage propre à unproblème partiulier. Par onséquent, sur les problèmes pour lesquels il existe des méthodese�aes de �ltrage de l'espae de reherhe (isomorphisme de graphes ou de sous-graphe), nosalgorithmes ne sont pas ompétitifs ave des approhes dédiées.Sur des problèmes plus di�iles (par exemple la reherhe du plus grand sous-graphe ommunà deux graphes), nos algorithmes se montrent très performants. Les solutions retournées sont detrès bonne qualité et nos algorithmes peuvent être utilisés sur des instanes qui ne peuvent pasêtre résolues par des méthodes arboresentes omplètes. Ainsi, quelques seondes su�sent à nosalgorithmes pour trouver le plus grand sous-graphe (ou un graphe de taille prohe) de deuxgraphes de 100 sommets là où des approhes omplètes ne peuvent pas résoudre des instanesave des graphes de plus de 30 sommets.Sur des problèmes de reherhe d'un meilleur appariement multivoque, nos algorithmes semontrent très performants par rapport aux approhes omplètes : ils peuvent résoudre des ins-tanes ayant des graphes d'une entaine de sommets là où les méthodes omplètes ne peuventdépasser la (petite) dizaine de sommets. Les résultats obtenus sur les problèmes de l'appariementnon-bijetif de graphes de [BRB04℄ et les problèmes du alul de la similarité de deux graphesde Champin et Solnon [CS03℄ montrent que notre algorithme de reherhe loale réative (RTS)obtient des résultats omplémentaires ave l'algorithme ANT-GM'06 à base de olonies de fourmisde Sammoud et al. [SSSG06a℄. RTS obtient des résultats parfois légèrement moins bons que euxde ANT-GM'06 mais est plus rapide que e dernier.96



5.3. Résultats expérimentauxParamétrageNotre algorithme tabou a un seul paramètre : la longueur de la liste taboue qui permet deréguler l'intensi�ation et la diversi�ation de la reherhe. Nous montrons (sur des problèmesd'isomorphisme de sous-graphe) que le réglage de e paramètre est ritique : la longueur optimalede la liste varie d'un type d'instane à un autre et un mauvais paramétrage dégrade fortementles résultats de Tabou.Nous proposons un algorithme de reherhe taboue réative (RTS) pour le alul de la distaneentre deux graphes. Cet algorithme adapte la longueur de la liste taboue dynamiquement pendantla reherhe selon les besoins de diversi�ation et d'intensi�ation de la reherhe. Cet algorithmedonne de meilleurs résultats que Tabou sur les problèmes d'isomorphisme de sous-graphe : le tauxde réussite est globalement meilleur. En outre, RTS est beauoup plus simple à paramétrer queTabou : un paramétrage non optimal ne dégrade que peu les résultats.Sur les problèmes de reherhe d'un plus grand sous-graphe ommun à deux graphes, la di-versi�ation d'une reherhe loale sans heuristique taboue est su�sante et permet des résultatsmeilleurs qu'une reherhe gloutonne. Par onséquent, utiliser une liste taboue dégrade les résul-tats. Néanmoins, notre reherhe loale permet de trouver de bonnes solutions à des problèmesne pouvant pas être résolus par une approhe omplète.Nos expérimentations sur des problèmes de reherhe d'un meilleur appariement multivoquede deux graphes montrent que sur les problèmes très di�iles, RTS est meilleur que Tabou.Néanmoins, la robustesse au paramétrage de Tabou réatif a ses limites et il est néessaire deparamétrer orretement Tabou réatif pour obtenir des résultats aussi bons que les fourmis del'algorithme ANT-GM'06 (ave un paramétrage optimal).En résumé, nos algorithmes permettent de résoudre e�aement de nombreux problèmesd'appariement de graphes di�iles. En partiulier, ils permettent de résoudre (ou de proposerune bonne solution) en un temps très ourt des problèmes de reherhe d'un plus grand sous-graphe ommun à deux graphes qui ne sont pas résolus par des méthodes de reherhe omplètes.Malgré l'intégration d'un proessus de réativité pour réguler automatiquement l'intensi�ationet la diversi�ation de la reherhe, le paramétrage reste le point faible de nos algorithmes.

97



Chapitre 5. Reherhe taboue réative
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6Programmation par ontraintes etisomorphisme de graphesLa programmation par ontraintes est une solution élégante pour la résolution des pro-blèmes ombinatoires : le problème est exprimé de façon délarative en termes de variables et deontraintes sur l'a�etation de es variables puis un solveur de ontraintes générique se hargede la résolution du problème. Cependant, ette génériité a un oût : les problèmes sont souventmoins e�aement résolus par des solveurs de ontraintes que par des algorithmes dédiés. Ene�et, alors que les algorithmes dédiés utilisent fortement la sémantique globale du problème pour�ltrer l'espae de reherhe de es problèmes, ette sémantique est généralement perdue lors dela déomposition du problème en un ensemble de ontraintes et les solveurs ne peuvent pas �ltrere�aement le problème.Une façon de pallier ette perte d'e�aité onsiste à utiliser des ontraintes globales, .-à-d.des ontraintes qui expriment plus globalement la sémantique du problème, et des algorithmes de�ltrage assoiés à es ontraintes. Nous présentons dans e hapitre une ontrainte globale dédiéeà la résolution du problème de l'isomorphisme de graphes (un as très partiulier de omparai-son de deux graphes) par la programmation par ontraintes. Nous présentons un algorithme de�ltrage assoié à ette ontrainte globale et nous montrons que et algorithme permet à la pro-grammation par ontraintes d'être ompétitive par rapport aux algorithmes dédiés au problèmede l'isomorphisme de deux graphes.6.1 IntrodutionDe nombreuses appliations néessitent de omparer des graphes a�n de déterminer si leursstrutures sont identiques : 'est le problème de l'isomorphisme de graphes (GIP pour GraphIsomorphism Problem), un as très partiulier de la omparaison de deux graphes. Puget [Pug05℄et Zampelli et al. [ZDD06℄ montrent également que e problème peut être utilisé pour déteterdes symétries dans des problèmes de satisfation de ontraintes.Il existe de nombreux algorithmes dédiés au GIP ([Ull76, MK81, CFSV00, CFCS01℄). Cesalgorithmes sont très e�aes en pratique, même si leur omplexité dans le pire des as est expo-nentielle. Cependant, es algorithmes sont di�ilement utilisables pour résoudre des problèmesplus spéi�ques, par exemple un GIP auquel des ontraintes supplémentaires sont ajoutées.Une alternative intéressante à es algorithmes dédiés est l'utilisation de la programmationpar ontrainte (PPC) qui fournit un adre générique pour la résolution des problèmes de sa-tisfation de ontraintes (CSP). En e�et, les GIPs peuvent être aisément transformés en CSPs99



Chapitre 6. Programmation par ontraintes et isomorphisme de graphes[MG79, MG82℄ et il est possible d'utiliser un solveur générique de ontraintes pour les résoudre.Cependant, la transformation d'un GIP en CSP, entraîne la perte de la sémantique globale duproblème et la PPC est moins e�ae pour résoudre les problèmes d'isomorphisme que les algo-rithmes dédiés qui gardent la sémantique globale du problème.Le but de notre travail est de permettre aux solveurs de ontraintes d'appréhender la séman-tique des GIPs de façon globale a�n qu'ils puissent les résoudre e�aement sans pour autantperdre la souplesse de la PPC. Pour ela, nous introduisons une ontrainte globale dédiée auxGIPs et nous proposons une onsistane partielle pour ette ontrainte globale (la Iterated Dis-tane Label onsistane ou IDL-onsistane) ainsi que l'algorithme permettant de l'établir.Plan du hapitre. En setion 2, nous introduisons le problème de l'isomorphisme de graphes etla façon dont il peut être modélisé en un problème de satisfation de ontraintes. Cela nous amèneà proposer une nouvelle ontrainte globale dédiée au problème de l'isomorphisme de graphesnon-orientés. En setion 3, nous dé�nissons une nouvelle onsistane pour ette ontrainte, la
d-Iterated Distane Label onsistane (d-IDL-onsistane) et un algorithme de �ltrage permettantde l'établir. Cette onsistane est basée sur un réétiquetage des sommets des graphes onsistantpar rapport à un problème d'isomorphisme et basé sur les propriétés d'un sommet v par rapportaux autres sommets du graphe distants d'au plus d arêtes du sommet v. Cette onsistaneest une généralisation des deux onsistanes partielles que nous avons proposé dans [SS04b,SS06℄ : la label-onsistane (qui orrespond à la +∞-IDL-onsistane) et à l'ILL-onsistane(qui orrespond à la 1-IDL-onsistane). En setion 4, nous présentons un exemple omplet dehaune de es deux onsistanes. En setion 5, nous disutons de l'extension de e travail auxgraphes orientés et aux graphes étiquetés. En setion 6, nous testons expérimentalement es deuxonsistanes partielles et les omparons aux résultats obtenus par Nauty [MK81℄, le meilleuralgorithme onnu pour le problème de l'isomorphisme de graphes.6.2 Le problème de l'isomorphisme de graphes6.2.1 Algorithmes dédiésIl est possible de résoudre un GIP en reherhant diretement un appariement des sommetsdes deux graphes. L'espae de reherhe omposé de tous les appariements est exploré par sé-paration et évaluation et l'élagage de l'arbre de reherhe se fait en exploitant les propriétés desgraphes manipulés [CFSV00, CFCS01, Ull76℄ (distribution des ars, voisinage des sommets...).Cette approhe, très e�ae, permet de résoudre des problèmes de plus de 1000 sommets trèsrapidement (moins d'une seonde). Dans [SD76℄, Shmidt et al. propose un algorithme de e types'aidant de la matrie des distanes des sommets d'un graphe pour élaguer e�aement l'arbrede reherhe.Brendan MKay [MK81℄ propose une autre approhe qui onsiste à aluler une représenta-tion anonique des deux graphes à omparer telle que deux graphes ont la même représentationsi et seulement si es deux graphes sont isomorphes (voir la setion 4.2 de ette thèse). Dansle as général, Nauty est l'algorithme existant le plus rapide pour la résolution du problème del'isomorphisme de graphes. Darga et al. [DLSM04℄ proposent un algorithme similaire à Nautyet appelé Sauy. Cet algorithme est dédié aux graphes reux (.-à-d. de faible densité) et estbeauoup plus rapide que Nauty sur e type de graphes. Puget [Pug05℄ propose un algorithmenommé Autom enore plus rapide sur e type de graphes.Si les algorithmes dédiés sont très e�aes pour résoudre des GIPs (malgré leur omplexité ex-ponentielle dans le pire des as), ils ne permettent pas la résolution de problèmes plus spéi�ques100



6.2. Le problème de l'isomorphisme de graphestels que des GIPs auxquels des ontraintes sont ajoutées. La programmation par ontraintes estdon une solution attrative pour modéliser simplement des problèmes plus omplexes.6.2.2 Programmation par ontraintes et GIPLa programmation par ontraintes (PPC) est un outil générique pour la résolution de pro-blèmes de satisfation de ontraintes (CSP). Un GIP peut don être modélisé sous forme de CSP[GJ79, Rég95℄ puis résolu par un solveur de ontraintes (par exemple CHOCO [Lt00℄, Ilog solver[ILO00℄, CHIP [AB93℄...).Un GIP peut être aisément formulé en CSP binaire (.-à-d. un CSP qui ne ontient que desontraintes ne portant que sur exatement deux variables). Étant donnés deux graphes G =
(V,E) et G′ = (V ′, E′), nous dé�nissons le CSP (X,D,C) suivant :� une variable xu est assoiée à haque sommet u ∈ V , .-à-d. que X = {xu/u ∈ V } ;� le domaine de haque variable xu est l'ensemble des sommets de G′ ayant le même nombred'ars entrants et le même nombre d'ars sortants que u, .-à-d. que :

D(xu) = {u′ ∈ V ′ | |{(u, v) ∈ E}| = |{(u′, v′) ∈ E′}| et
|{(v, u) ∈ E}| = |{(v′, u′) ∈ E′}|}� il existe une ontrainte binaire Cedge(xu, xv) entre haque paire de variables (xu, xv) expri-mant le fait que les sommets de G′ a�etés à xu et xv doivent être onnetés par un ar siet seulement si (u, v) ∈ E :,si (u, v) ∈ E, Cedge(xu, xv) = E′sinon Cedge(xu, xv) = {(u′, v′) ∈ V ′2 | u′ 6= v′ et (u′, v′) 6∈ E′}Disussion. Lors de la formulation d'un GIP en CSP, la sémantique globale du problèmeest déomposée en un ensemble de ontraintes binaires d'ars (Cedge), haune d'elles exprimantloalement la présene ou l'absene d'un ar. Cela a pour onséquene de rendre la PPC moinse�ae que les algorithmes dédiés.A�n d'améliorer la résolution des CSPs assoiés à des GIPs, il est possible d'ajouter uneontrainte globale allDi� [Rég95℄. La ontrainte allDi� permet d'exprimer de façon globale qu'unensemble de variables doivent avoir des valeurs di�érentes deux à deux.Dans e hapitre, nous introduisons une nouvelle ontrainte globale pour modéliser les GIPs.Cette ontrainte n'est pas sémantiquement globale, elle peut être remplaée par l'ensemble desontraintes binaires présenté plus haut. Cependant, elle permet de onsidérer les ars des graphesde façon globale pour pouvoir �ltrer plus e�aement l'espae de reherhe. Notons que etteontrainte peut être ombinée ave la ontrainte allDi� a�n de �ltrer enore plus de valeurs.6.2.3 Une ontrainte globale pour les GIPNous introduisons ii une nouvelle ontrainte globale dédiée aux problèmes d'isomorphismede graphes. Syntaxiquement, ette ontrainte est dé�nie par la relation gip(V,E, V ′, E′, L) où� V et V ′ sont deux ensembles de valeurs tels que |V | = |V ′| ;� E ⊆ V × V est un ensemble de ouples de valeurs de V ,� E′ ⊆ V ′ × V ′ est un ensemble de ouples de valeurs de V ′ ;� L est un ensemble de ouples qui assoient une variable di�érente du CSP à haque valeurde V , .-à-d. que L est un ensemble de |V | ouples (xu, u) où xu est une variable du CSP,

u une valeur de V et que pour toute paire de ouples (xu, u) et (xv , v) di�érents de L, xuet xv sont des variables di�érentes et u 6= v. 101



Chapitre 6. Programmation par ontraintes et isomorphisme de graphesSémantiquement, la ontrainte globale gip(V,E, V ′, E′, L) est onsistante si et seulement s'ilexiste une fontion d'isomorphisme f : V → V ′ telle que pour haque ouple (xu, u) ∈ L, ilexiste une valeur u′ ∈ D(xu) telle que u′ = f(u).Cette ontrainte globale n'est pas sémantiquement globale dans le sens où elle est sémanti-quement équivalente à l'ensemble des ontraintes binaires dérit en setion 6.2.2. La ontrainte
gip nous permet ependant d'utiliser la sémantique globale des GIPs a�n de les résoudre pluse�aement.Nous proposons dans la setion suivante, une onsistane partielle assoiée à la ontrainteglobale gip et un algorithme de �ltrage qui lui est assoié. Nous dérivons également ommentpropager e�aement les rédutions de domaines des variables soumises à ette ontrainte.6.3 d-Iterated Distane Label onsistaneUne fontion d'isomorphisme n'assoie que des sommets similaires. Les méthodes basées surles invariants de sommets utilisent ette propriété pour �ltrer l'espae de reherhe d'un GIP.Un invariant de sommet est une étiquette l(v) a�etée à un sommet v telle que, s'il existe unefontion d'isomorphisme assoiant v et v′, alors l(v) = l(v′) (l'inverse n'étant ependant pastoujours vrai). L'exemple le plus simple d'invariants de sommets est le degré d'un sommet (.-à-d. ses nombres d'ars entrants et sortants) : si f est une fontion d'isomorphisme entre G = (V,E)et G′ = (V ′, E′), alors pour haque sommet v ∈ V , les sommets v et f(v) ont le même degré.Nous introduisons dans ette setion quelques dé�nitions et théorèmes utilisés par la suitepour dé�nir un nouvel invariant de sommets basé sur les relations en termes de distane d'unsommet ave les autres sommets du graphe. Étiqueter les sommets des graphes par et invariantpuis propager et étiquetage de façon itérative sur les sommets du graphe permet de dé�nir uneonsistane partielle pour la ontrainte gip.Nous foaliserons notre attention sur les graphes non-orientés, .-à-d. des graphes ave desarêtes non-orientées (les arêtes (u, v) et (v, u) sont onsidérées omme identiques). L'extension denotre travail aux graphes orientés est disutée en setion 6.5. Nous supposerons que les graphessont onnexes, .-à-d. que haque sommet est aessible à partir de tous les sommets.6.3.1 Fontions d'étiquetage et de réétiquetage isomorphe-onsistantesDé�nition (Fontion d'étiquetage). Une fontion d'étiquetage est une fontion notée αqui, étant donné un graphe G = (V,E) assoie une étiquette αG(v) à haque sommet v ∈ V dee graphe. Nous notons image(αG) l'ensemble des étiquettes retournées par α pour les sommetsdu graphe G = (V,E) :

image(αG) = {l|∃v ∈ V, αG(v) = l}Dé�nition (Fontion d'étiquetage isomorphe-onsistante). Une fontion d'étique-tage α est isomorphe-onsistante si pour haque paire de graphes isomorphes G = (V,E) et
G′ = (V ′, E′), et pour toute fontion d'isomorphisme f entre G et G′, les sommets mis enorrespondane par f ont la même étiquette, .-à-d. que ∀v ∈ V, αG(v) = αG′(f(v)).Exemple. Soit la fontion d'étiquetage αdeg qui assoie à haque sommet son degré, .-à-d.que :

∀v ∈ V, αdeg

G=(V,E) = |{u ∈ V |(u, v) ∈ E}|102



6.3. d-Iterated Distane Label onsistaneLa fontion d'étiquetage αdeg est isomorphe-onsistante ar une fontion d'isomorphismen'assoie que des sommets ayant le même nombre de sommets adjaents.Une fontion d'étiquetage isomorphe-onsistante permet de réduire le domaine des variablesd'un CSP assoié à un GIP : le domaine de haque variable xu orrespondant à un sommet upeut être réduit à l'ensemble des sommets ayant la même étiquette que u.Dé�nition (Fontion d'étiquetage isomorphe-onsistante au moins aussi forte).Une fontion d'étiquetage isomorphe-onsistante α est au moins aussi forte qu'une autre fontiond'étiquetage isomorphe-onsistante α′ si son étiquetage disrimine au moins aussi fortement lessommets du graphe, .-à-d. si étant donné un graphe G :
∀(u, v) ∈ V 2, α′

G(u) 6= α′
G(v) ⇒ αG(u) 6= αG(v)Comme une fontion d'étiquetage disrimine d'autant plus les sommets d'un graphe qu'elleest forte, le �ltrage des variables d'un CSP assoié à un GIP sera d'autant plus important quela fontion d'étiquetage utilisée est forte.Dé�nition (Fontion de réétiquetage). Une fontion de réétiquetage est une fontionnotée β qui, étant donnée une fontion d'étiquetage α retourne une autre fontion d'étiquetage

β(α).Dé�nition (Fontion de réétiquetage isomorphe-onsistante). Une fontion de ré-étiquetage β est isomorphe-onsistante si, quelle que soit la fontion d'étiquetage α, si α estisomorphe-onsistante, alors β(α) l'est aussi.Exemple. Étant donnée une fontion d'étiquetage α, la fontion αadj assoiant à haquesommet v l'ensemble des étiquettes α des sommets adjaents de v est une fontion de réétiquetageisomorphe-onsistante ar deux sommets peuvent être assoiés par une relation d'isomorphismesi et seulement si leurs voisins peuvent l'être.Réétiqueter les sommets d'un graphe à partir d'une fontion d'étiquetage α est intéressants'il permet d'obtenir une fontion d'étiquetage β(α) (stritement) plus forte que α. Notons que,omme β(α) est également une fontion d'étiquetage, il est possible de réitérer le réétiquetagepour obtenir des fontions d'étiquetage (éventuellement enore plus fortes) β(β(α)), β(β(β(α)))...6.3.2 Réétiquetage basé sur les distanesNous présentons dans ette setion quelques propriétés et théorèmes relatifs au problème del'isomorphisme de graphes nous permettant de dé�nir une fontion de réétiquetage isomorphe-onsistante.Dé�nition (Chaîne dans un graphe). Soit un graphe G = (V,E), une haîne entre deuxsommets u et v est une suite < v0, v1, v2, ..., vk > de sommets telle que v0 = u, vk = v et telleque pour tout i ∈ [1, k], (vi−1, vi) ∈ E. La longueur d'une haîne π, notée |π|, est son nombred'arêtes, .-à-d. k.Dé�nition (Plus ourte haîne et distane entre deux sommets). Soit un graphe
G = (V,E), une plus ourte haîne entre deux sommets u et v est une haîne entre u et v delongueur minimale. La longueur d'une plus ourte haîne entre u et v est notée δG(u, v). Nousdirons que δG(u, v) est la distane entre u et v.Dé�nition (Diamètre d'un graphe). Le diamètre d'un graphe est la plus grande distaneexistante entre deux de ses sommets. Si le diamètre d'un graphe G = (V,E) n'est pas in�nie, legraphe est onnexe et e diamètre est plus petite ou égale à |V |.Théorème 1. Soient deux graphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E′) tels que |V | = |V ′|, et unefontion bijetive f : V → V ′, les deux propositions suivantes sont équivalentes : 103



Chapitre 6. Programmation par ontraintes et isomorphisme de graphes
AA

JJ
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CC

DD

EE
FF
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δG(u, v) A B C D E F G H I JA 0 1 1 1 2 1 2 2 3 2B 1 0 2 2 3 1 3 2 2 1C 1 2 0 1 1 2 2 2 3 3D 1 2 1 0 2 2 1 1 2 3E 2 3 1 2 0 2 1 1 2 3F 1 1 2 2 2 0 3 1 2 1G 2 3 2 1 1 3 0 2 1 2H 2 2 2 1 1 1 2 0 1 2I 3 2 3 2 2 2 1 1 0 1J 2 1 3 3 3 1 2 2 1 0Fig. 6.1 � Un graphe G = (V,E) et les distanes entre haque ouple de sommets. La plus grandedistane existante entre ses ouples de sommets étant 3, le diamètre de e graphe est de 3.1. f est une fontion d'isomorphisme, .-à-d. telle que ∀(u, v) ∈ V 2, (u, v) ∈ E ⇔ (f(u), f(v)) ∈
E′ ;2. ∀(u, v) ∈ V 2, δG(u, v) = δG′(f(u), f(v)).Démonstration. (1) ⇒ (2) : si f est une fontion d'isomorphisme, alors (u, v) est une arêtede G si et seulement si (f(u), f(v)) est une arête de G′ don < v1, v2, ..., vn > est une haînedans G si et seulement si < f(v1), f(v2), ..., f(vn) > est une haîne dans G′, et par onséquent

< v1, v2, ..., vn > est une plus ourte haîne dans G si et seulement si < f(v1), f(v2), ..., f(vn) >est une plus ourte haîne dans G′. La propriété 2 est don véri�ée.
(2) ⇒ (1) : Pour haque paire de sommets (u, v) ∈ V × V , si (u, v) est une arête de G, alors
< u, v > est la plus ourte haîne entre u et v, δG(u, v) = 1 et don δG′(f(u), f(v)) = 1.
(f(u), f(v)) est don un ar de G′ (et vie versa).Le théorème 1 montre que les fontions d'isomorphisme préservent les distanes entre les som-mets des graphes. Nous pouvons utiliser ette propriété pour dé�nir une fontion de réétiquetage
β. À partir d'un étiquetage α, la fontion de réétiquetage βd retourne une nouvelle fontiond'étiquetage βd(α) étiquetant haque sommet v par son étiquette α(v) et par les étiquettes α(u)des sommets u tels que δG(u, v) ≤ d.Dé�nition (βd). Étant donnés un graphe G = (V,E), une fontion d'étiquetage α et un entierpositif d, nous dé�nissons la fontion de réétiquetage βd,G(α) : V → ℘(N× N

∗ × image(αG)) :
∀v ∈ V, βd,G(α)(v) = {(j, k, l)| j ∈ N, k ∈ N

∗, l ∈ image(αG),

k = |{u ∈ V |j = δ(u, v) ∧ j ≤ d ∧ l = αG(u)}| ∧ k 6= 0}Étant donné un entier d et une fontion d'étiquetage α, la fontion βd(α) assoie à haquesommet u d'un graphe l'ensemble des triplets (j, k, l) exprimant le fait qu'il y a k sommets àdistane j du sommet u (ette distane j devant être plus petite ou égale à d) étiquetés par l parla fontion α.Exemple. En prenant le graphe de la �gure 6.1, et en hoisissant la fontion α qui assoie àhaque sommet son degré (.-à-d. que α(A) = α(D) = α(F ) = α(H) = 4 et que α(B) = α(C) =
α(E) = α(G) = α(I) = α(J) = 3), la fontion β(α)2,G assoie un ensemble de 5 triplets ausommet A :

β2,G(α)(A) = {(0, 1, 4), (1, 2, 3), (1, 2, 4), (2, 1, 4), (2, 3, 3)}Le premier triplet exprime le fait qu'il y a 1 sommet (le sommet A lui même) à distane 0 dusommet A étiqueté par 4. Le seond triplet exprime le fait qu'il y a deux sommets (les sommets104



6.3. d-Iterated Distane Label onsistane
B et C) distants de 1 du sommet A ayant pour étiquette 3. Le troisième triplet exprime le faitqu'il y a deux sommets (les sommets D et F ) également à distane de 1 du sommet A mais ayantette fois l'étiquette 4. Le quatrième triplet exprime le fait qu'il y a 1 sommet (le sommet H) àdistane de 2 du sommet A ayant pour étiquette 4. En�n, le dernier triplet exprime le fait qu'ily a 3 sommets (les sommets E, G et J) à distane de 2 du sommet A et étiquetés par 3.Notons que dans et exemple, la distane d est limitée à 2. Par onséquent, il n'y a pas detriplet exprimant le fait que le sommet I a pour étiquette 3 ar le sommet I est à distane de 3du sommet A.Théorème 2. Quel que soit l'entier d, la fontion βd est une fontion de réétiquetageisomorphe-onsistante.Démonstration. Si α est une fontion isomorphe-onsistante, alors, pour toute paire de graphes
G = (V,E) et G′ = (V ′, E′) et pour toute fontion d'isomorphisme f entre G et G′, ∀u ∈
V, αG(u) = αG′(f(u)). De plus, omme f est une fontion d'isomorphisme et étant donné le théo-rème 1, ∀(u, v) ∈ V 2, δG(u, v) = δG′(f(u), f(v)). Par onséquent, ∀u ∈ V,∀l ∈ image(αG),∀j ∈
[0, |V |], |{v|v ∈ V ∧δ(u, v) = j∧αG(v) = l}| = |{v′|v′ ∈ V ′∧δ(f(u), v′) = j∧αG′(v′) = l}| (ar fest une fontion bijetive). Par onséquent, ∀u ∈ V, βd,G(α)(u) = βd,G′(α)(f(u)) et le théorèmeest valide.Une onséquene direte du théorème 2 est que la fontion βd peut être utilisée pour étendreles étiquettes des sommets de deux graphes G et G′ sans hanger les propriétés d'isomorphismeentre les deux graphes G et G′.Le théorème suivant montre que, quels que soient l'entier d et la fontion d'étiquetage αisomorphe-onsistante, la fontion d'étiquetage βd(α) est au moins aussi forte que la fontion
α et qu'une fontion d'étiquetage βd(α) est d'autant plus forte que la distane maximale d estélevée.Théorème 3. Étant donnés un graphe G = (V,E), une fontion d'étiquetage α et deuxentiers k et l tels que 0 ≤ k ≤ l, les fontions βk(α) et βl(α) sont telles que : ∀v ∈ V, |{u|u ∈
V, βl,G(α)(u) = βl,G(α)(v)}| ≤ |{u|u ∈ V, βk,G(α)(u) = βk,G(α)(v)}| ≤ |{u|u ∈ V, αG(u) =
αG(v)}|.Démonstration. Étant donnés un graphe G = (V,E) et une fontion d'étiquetage α, ∀v ∈ V,∀d ∈
N, αG(v) entre dans la omposition de βd,G(α)(v) (ar d ≥ 0 et que tout sommet est à distanede 0 de lui-même). Par onséquent, ∀(u, v) ∈ V 2, αG(u) 6= αG(v) ⇒ βd,G(α)(u) 6= βd,G(α)(v).En outre, étant donnée la dé�nition de β, ∀v ∈ V,∀k, l ∈ N tels que k ≤ l, βk,G(α)(v) ⊆ βl,G(v).Par onséquent, ∀(u, v) ∈ V 2, βk,G(α)(u) 6= βk,G(α)(v) ⇒ βl,G(α)(u) 6= βl,G(α)(v). Le théorèmeest don valide.Le théorème 3 montre qu'il est possible de réduire le domaine des variables d'un CSP or-respondant à un GIP en réétiquetant les sommets des deux graphes ave la fontion βd et enenlevant du domaine d'une variable xv orrespondant au sommet v d'un graphe G tous les som-mets du graphe G′ n'ayant pas la même étiquette que v. La fontion βd permet don de �ltrerle domaine des variables. En outre, plus la distane maximale d est élevée et plus le �ltrage estimportant.6.3.3 Réétiquetage itératif et point �xeRéétiqueter les sommets des graphes ave la fontion β permet de réduire le domaine desvariables d'un CSP orrespondant à un GIP entre les deux graphes. Ces rédutions de domaine105



Chapitre 6. Programmation par ontraintes et isomorphisme de graphespeuvent être propagées en réitérant le réétiquetage jusqu'à l'obtention d'un point �xe, .-à-d.jusqu'à e qu'un réétiquetage n'augmente plus le nombre d'étiquettes de sommets di�érentes.En démarrant d'un étiquetage isomorphe onsistant initial α0
d (assoiant par exemple la mêmeétiquette ∅ à tous les sommets), nous dé�nissons la suite α1

d, α2
d, α3

d... d'étiquetage de sommetstelle que haque rang k de ette suite orrespond à un réétiquetage par la fontion βd basé surles étiquettes des sommets au rang k− 1. Plus formellement, étant donné un graphe G = (V,E)et un entier d :
∀v ∈ V, α0

d,G(v) = ∅

∀v ∈ V, αk
d,G(v) = βd,G(αk−1)(v)Le théorème 2 prouve que haque rang de la suite αk est une fontion d'étiquetage isomorpheonsistante et le théorème 3 prouve que haque fontion d'étiquetage αk+1

d est au moins aussiforte que la préédente αk
d. Finalement, le théorème 4 montre que ette séquene atteint un point�xe, .-à-d. un rang à partir duquel le nombre d'étiquettes de sommets di�érentes n'augmenteplus.Théorème 4 (Existene d'un point �xe). Étant donnés un graphe G = (V,E) et unentier d, ∃k ∈ N tel que ∀(u, v) ∈ V 2,∀i ≥ 0, αk

d,G(u) = αk
d,G(v)⇒ αk+i

d,G (u) = αk+i
d,G (v).Démonstration. Le théorème 3 montre que quel que soit d ≥ 0, haque rang i + 1 de la suite

α est une fontion d'étiquetage au moins aussi forte que la fontion d'étiquetage au rang i + 1.Le nombre d'étiquettes de sommets di�érentes ne peut don qu'augmenter. En outre, omme lenombre de sommets est �ni, il existe néessairement un rang à partir duquel le nombre d'éti-quettes ne peut plus augmenter.Le théorème 4 montre qu'il existe un rang αk
d de la suite αd à partir duquel la suite ne générerapas de fontion d'étiquetage stritement plus forte que αk

d. Une fois e point �xe atteint, alulerles rangs suivants de la suite est alors inutile.Théorème 5 (Identi�ation du point �xe). Étant donnés un graphe G = (V,E), unentier d et un entier k, si ∀(u, v) ∈ V 2, αk
d,G(u) = αk

d,G(v) ⇒ αk+1
d,G (u) = αk+1

d,G (v), alors ∀i ≥
k, αk

d,G(u) = αk
d,G(v)⇒ αi

d,G(u) = αi
d,G(v).Démonstration. Étant donnée sa dé�nition, nous pouvons voir que la fontion βd n'utilise pas lesétiquettes α elles-mêmes mais uniquement un opérateur d'égalité sur es étiquettes. Par onsé-quent, si un réétiquetage des sommets ne hange pas les propriétés d'égalité entre les étiquettesde sommets, auun réétiquetage suivant ne les hangera.Le théorème 5 montre que, quand un rang de la séquene αk

d n'augmente pas le nombred'étiquettes de sommets di�érentes par rapport au rang préédent, le point �xe est atteint et iln'est pas néessaire de prolonger le alul de la suite.Finalement, nous pouvons trivialement prouver que e point �xe est atteint en au plus |V |rangs ar le nombre d'étiquettes de sommets est stritement roissant : soit le nombre d'étiquettesaugmente soit le point �xe est atteint.6.3.4 d-IDL-onsistane et algorithme de �ltrage assoiéNous proposons d'utiliser la suite αd de fontions de réétiquetage isomorphe-onsistantesdes sommets pour �ltrer le domaine des variables d'un CSP assoié à un GIP. La fontiond'étiquetage initiale α0
d est dé�nie omme la fontion assoiant la même étiquette ∅ à haque106



6.3. d-Iterated Distane Label onsistanesommet des graphes. En partant de ette fontion d'étiquetage initiale, la suite αk
d est aluléejusqu'à l'obtention du point �xe. Le dernier étiquetage obtenu est alors utilisé pour dé�nir unenouvelle onsistane partielle pour la ontrainte gip.Dé�nition. La ontrainte globale gip(V,E, V ′, E′, L) orrespondant au problème de l'iso-morphisme entre les deux graphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E′) est d-iterated distane label-onsistante (d-IDL-onsistante) si et seulement si :

∀(xu, u) ∈ L, ∀u′ ∈ D(xu),∀k ∈ N , αk
d,G(u) = αk

d,G′(u′)A�n de rendre la ontrainte gip d-IDL-onsistante, il su�t de aluler la suite α1
d, α2

d,...d'étiquetage de sommets pour haun des graphes G et G′ jusqu'à l'obtention du point �xe k etde retirer du domaine de haque variable xu assoié au sommet u ∈ V les valeurs u′ ∈ D(xu)telles que αk
d,G(u) 6= αk

d,G′(u′).Trois as de �gure peuvent alors se présenter :1. le domaine d'une variable est vide, (quand il existe au moins un sommet dont l'étiquetten'est pas représentée dans l'autre graphe), le problème n'admet alors pas de solution et lesgraphes ne sont pas isomorphes ;2. le domaine de haque variable est réduit à un singleton et il est alors possible (en un tempslinéaire) de véri�er si la seule a�etation possible des valeurs aux variables représente unerelation d'isomorphisme entre les deux graphes ;3. le domaine de ertaines variables ontient plusieurs valeurs et il est néessaire de déroulerun arbre de reherhe.Notons que le alul de la suite peut parfois être interrompu avant l'obtention du point �xe.Chaque rang de la suite αd peut être utilisé pour �ltrer le domaine des variables et, si le as de�gure 1 ou 2 se présente, la onsistane globale de la ontrainte gip peut être aisément véri�ée.Les étiquettes de sommets sont d'autant plus longues que le rang de la suite est élevé. Laomparaison des étiquettes est don d'autant plus oûteuse en temps et en espae que le rang dela suite est élevé. Néanmoins, omme la preuve du théorème 4 nous le montre, il est possible derenommer les étiquettes à haque rang de la suite si e renommage prend garde à onserver lespropriétés d'égalité et de di�érene entre les étiquettes des sommets des deux graphes. À la �nde haque rang de la suite d'étiquetage, les étiquettes sont renommées par des entiers uniquesa�n de garder le oût en espae et en temps du alul onstant à haque rang de la suite.Complexité. A�n d'établir la d-IDL-onsistane, il faut onnaître, pour haque sommet vdu graphe, la liste des sommets distants d'au plus d ars de v. La omplexité en temps de ealul est de O(d × |E|) et sa omplexité en espae est de O(|V |2). Comme le diamètre d'ungraphe est borné par son nombre de sommets, la omplexité en temps maximale est bornée par
O(d× |E|). Chaque rang de la suite αd est alulable en O(|V |2). Le renommage des étiquettesse fait ave une omplexité en temps de O(|V | × log(|V |)) (il faut trier les ensembles de tripletsdes étiquettes et il y a au plus |V | triplets par ensemble). Il y a au plus |V | rangs dans la suite.Par onséquent, la omplexité théorique totale du �ltrage par d-IDL-onsistane est de O(|V |3),quelle que soit la distane maximale d. Sa omplexité en espae est de O(|V |2).6.3.5 Propagation des rédutionsÉtablir la d-IDL-onsistane ne permet pas toujours de réduire le domaine de toutes les va-riables à un singleton. Considérons par exemple le graphe de la �gure 6.2. Ce graphe omporteplusieurs symétries (il est isomorphe à n'importe quel graphe obtenu par une permutation ir-ulaire de ses sommets). Quel que soit la distane maximale d hoisie, tous les sommets ont la107



Chapitre 6. Programmation par ontraintes et isomorphisme de graphesmême étiquette. En e�et, haque sommet de e graphe a exatement 1 sommet à distane 0, 2sommets à distane 1, 2 sommets à distane 2 et 1 sommet à distane 3. Tous les sommets ontdon la même étiquette après une itération de la suite αd et la d-IDL-onsistane est atteintesans �ltrer le domaine d'auune variable.
11

44

66

55

22

33Fig. 6.2 � Un graphe G = (V,E) irulaire. Pour tous les ouples de sommets (u, v) ∈ V 2, quelsque soient les entiers naturels k et d, αk
d,G(u) = αk

d,G(v).Quand le �ltrage par IDL-onsistane ne réduit par le domaine de haque variable à un single-ton, il est néessaire d'explorer l'espae de reherhe omposé de toutes les a�etations possiblesen onstruisant un arbre de reherhe. À haque n÷ud de et arbre, le domaine d'une variableest déoupé en deux sous-domaines, puis des tehniques de �ltrage relatives à des onsistanespartielles (telles que l'ar-onsistane) sont utilisées pour réduire le domaine des variables. Cestehniques de �ltrage utilisent les ontraintes a�n de propager la rédution du domaine d'unevariable sur les domaines des autres variables jusqu'à e qu'un domaine devienne vide (le n÷udpeut alors être oupé), ou qu'un point �xe soit atteint (soit une solution est trouvée, soit unnouveau n÷ud doit être développé).Pour utiliser une ontrainte gip pour propager les rédutions de domaines, une première pos-sibilité onsisterait à utiliser l'ensemble des ontraintes Cedge dé�ni en setion 2. Cependant, ilest également possible d'utiliser l'IDL-onsistane pour propager plus e�aement les rédutionsde domaines. Nous proposons deux façons d'utiliser l'IDL-onsistane pour propager es rédu-tions : une première utilisable quand le domaine d'une variable est réduit à un singleton et uneautre utilisable pour toute rédution de domaine mais moins performante que la première.Cas 1 : le domaine d'une variable est réduit à un singletonLors du développement d'un arbre de reherhe, lorsque le domaine d'une variable est réduità un singleton, le même algorithme de IDL-onsistane peut être utilisé.A�eter une valeur v à une variable xu exprime le fait que le sommet u �joue le même r�le�dans le graphe G que le sommet v dans le graphe G′. Par onséquent, il est possible de modi�erles étiquettes de sommets des graphes en attribuant la même étiquette unique aux sommets u et
v (qui partageaient auparavant leur étiquette ave d'autres sommets). Le alul de la suite αdpeut alors être relané (jusqu'à l'obtention d'un nouveau point �xe) en prenant omme étiquetageinitial et étiquetage modi�é.Exemple. Considérons par exemple le graphe G de la �gure 6.2 et dé�nissons un autregraphe G′ = (V ′, E′) isomorphe à G et tel que haque sommet u ∈ V est renommé en u′ dans
G′. Nous notons xu la variable assoiée à un sommet u ∈ V . Auune onsistane ne peut �ltrer108



6.3. d-Iterated Distane Label onsistanele domaine des variables de e CSP ar toute a�etation d'une valeur à une variable appartientà au moins une a�etation omplète valide. Par onséquent, l'IDL-onsistane assoie à tous lessommets la même étiquette l1.A�n de trouver une solution à e CSP, il est néessaire de développer un arbre de reherheen hoisissant arbitrairement une a�etation d'une valeur à une variable. Supposons que la valeur
1′ soit a�eté à la variable x1. Le alul de l'IDL-onsistane peut être relané en assoiant lamême étiquette unique l2 aux sommets 1 et 1′. Établir la IDL-onsistane (par exemple la 3-IDL-onsistane mais le résultat est le même pour n'importe qu'elle valeur de d > 0) permetde réduire le domaine de x4 au singleton {4′} ar le sommet 4 est à distane de 3 d'un sommetayant l'étiquette l2 et que seul le sommet 4′ du graphe G′ véri�e ette propriété. De la mêmefaçon, le domaine des variables x2 et x6 est réduit à l'ensemble {2′, 6′} et elui des variables
x3 et x5 à l'ensemble {3′, 5′}. Un forward-heking sur les ontraintes Cedge n'aurait pas pu�ltrer autant le domaine des variables. Le même �ltrage est obtenu par ar onsistane maisle oût de e �ltrage est plus élevé. En e�et, la onsistane d'ars ave AC2001 sur un CSPdérivant le problème de l'isomorphisme néessite O(ed2) opérations [BC93℄ où e est le nombrede ontraintes, .-à-d. e = n(n − 1)/2, et d est la taille du plus grand domaine, .-à-d. d = n.Établir la d-IDL-onsistane est don d'un ordre moins oûteux que la onsistane d'ars sur lesontraintes binaires traditionnellement utilisées.Cas 2 : autre as de rédutionLa propagation realulant la séquene αd n'est utilisable que dans le as où le domained'une variable est réduit à un singleton. Par onséquent, si une valeur est retirée du domained'une variable sans que e domaine ne soit réduit à un singleton, il n'est pas possible d'utilisere type de propagation et seule une onsistane partielle �lassique� (telle l'ar onsistane) surles ontraintes Cedge peut être utilisée.Néanmoins, dans [SS04b℄, nous montrons qu'il est possible de tirer partie des résultats obtenuslors du �ltrage par d-IDL-onsistane pour dé�nir un ensemble de ontraintes plus �fortes�, .-à-d.des ontraintes dé�nies par un nombre plus petit (ou égal) de ouples de valeurs autorisées. Lapropagation de es ontraintes permet de réduire plus fortement les domaines des variables.L'idée est de ontraindre haque paire (xu, xv) de variables assoiée à la paire (u, v) de som-mets du premier graphe à prendre leurs valeurs parmi l'ensemble des paires de sommets (u′, v′)du seond graphe telles que la distane entre u et v est égale à la distane entre u′ et v′ (ou estsupérieure à d). Comme le prouve le théorème 1, une fontion bijetive entre les sommets de deuxgraphes est une fontion d'isomorphisme si et seulement si ette fontion préserve les distanesentre haque paire de sommets des deux graphes. La ontrainte globale gip(V,E, V ′, E′, L) estdon sémantiquement équivalente à l'ensemble des �ontraintes de distane� dé�ni par : pourtout ((xu, u), (xv , v)) ∈ L× L tel que u 6= v,

Cdistance,d(xu, xv) = {(u′, v′) ∈ V ′ × V ′ | δ(V,E)(u, v) = δ(V ′,E′)(u
′, v′)} si δ(V,E)(u, v) ≤ d

Cdistance,d(xu, xv) = {(u′, v′) ∈ V ′ × V ′ | δ(V ′,E′)(u
′, v′) > d} si δ(V,E)(u, v) > dNous pouvons failement montrer que haque ontrainte binaire Cdistance,d(xu, xv) est aumoins aussi forte que la ontrainte binaire Cedge(xu, xv) orrespondante quand d ≥ 1, .-à-d.qu'elle est véri�ée pour moins de tuples :� si les sommets de G assoiés aux variables xu et xv sont reliés par une arête, alors

Cdistance,d (xu, xv) = Cedge(xu, xv) = E′ ;� sinon, Cdistance,d (xu, xv) ⊆ Cedge(xu, xv) ar Cedge(xu, xv) ontient tous les ouples de som-mets de G′ qui ne sont pas onnetés par un ar alors que Cdistance,d(xu, xv) ne ontient109



Chapitre 6. Programmation par ontraintes et isomorphisme de graphesque les ouples de sommets de G′ tels que la distane entre leurs sommets est égale à ladistane entre les sommets de G assoiés à xu et xv (si ette distane est plus petite ouégale à d) ou les ouples de sommets de G′ ayant une distane supérieure à d (si la distaneentre u et v est plus grande que d).Par onséquent, quelle que soit la onsistane loale onsidérée, propager une ontrainte Cdistance,dpermettra de réduire au moins autant les domaines que la propagation de la ontrainte Cedgeorrespondante, et, dans ertains as, réduira plus fortement les domaines.Exemple. Considérons par exemple le graphe G de la �gure 6.2 et dé�nissons un autregraphe G′ = (V ′, E′) isomorphe à G et tel que haque sommet u ∈ V est renommé en u′ dans
G′. Nous notons xu la variable assoiée à un sommet u ∈ V . La ontrainte d'ar entre x1 et x4ontient tous les ouples de sommets de G′ qui ne sont pas reliés par un ar, .-à-d. :

Cedge(x1, x4) = { (1′, 3′), (1′, 4′), (1′, 5′), (2′, 4′), (2′, 5′), (2′, 6′),
(3′, 5′), (3′, 6′), (3′, 1′), (4′, 6′), (4′, 1′), (4′, 2′),
(5′, 1′), (5′, 2′), (5′, 3′), (6′, 2′), (6′, 3′), (6′, 4′)}alors que la ontrainte de distane Cdistance,+∞ entre x1 et x4 ontient seulement les ouples desommets de G′ qui sont à une distane de 3 l'un de l'autre ar la distane entre les sommets 1et 4 est égale à 3, .-à-d. :

Cdistance(x1, x4) = {(1′, 4′), (2′, 5′), (3′, 6′), (4′, 1′), (5′, 2′), (6′, 3′)}La ontrainte de distane entre x1 et x4 étant plus strite que la ontrainte d'ar orrespondante,elle permet une meilleure propagation des rédutions de domaines. Par exemple, si la valeur 1′ esta�etée à x1, une propagation par forward-heking de la ontrainte Cdistance,+∞(x1, x4) réduit ledomaine de x4 au singleton {4′} alors que la propagation par forward-heking de Cedge(x1, x4)ne réduit le domaine de x4 qu'à {3′, 4′, 5′}, l'ensemble des sommets qui ne sont pas onnetés à
1′. De même, lorsque la valeur 1′ est supprimée du domaine de x1, une propagation par onsis-tane d'ar de la ontrainte Cdistance,+∞(x1, x4) permet d'enlever la valeur 4′ au domaine de x4alors que la même propagation de la ontrainte Cedge(x1, x4) ne permet d'enlever auune valeur.6.4 Label-onsistane et ILL-onsistaneDans [SS04b℄ et [SS06℄, nous proposons deux onsistanes partielles pour la ontrainte globale
gip : la label-onsistane et l'iterated loal-label-onsistane (ILL-onsistane). Nous montronsdans ette setion que haune de es deux onsistanes partielles est un as partiulier de l'IDL-onsistane. La label-onsistane orrespond à la +∞-IDL-onsistane pour laquelle le alul dela suite α est interrompue au rang 2 et l'ILL-onsistane orrespond à la 1-IDL-onsistane. Pourhaune de es onsistanes, nous donnons un exemple omplet sur le graphe de la �gure 6.1.6.4.1 Label-onsistaneDé�nition et exempleDans [SS04b℄, nous proposons une onsistane partielle pour la ontrainte gip : la label-onsistane. Cette onsistane est basée sur le alul, pour haque sommet u des graphes, d'uneétiquette qui aratérise les relations en termes de plus ourte haîne entre u et tous les autressommets du graphe.110



6.4. Label-onsistane et ILL-onsistaneDe façon plus formelle, étant donnés un graphe G = (V,E), un sommet u ∈ V et une distane
i ∈ [0, |V | − 1], nous notons ∆G(u, i) l'ensemble des sommets à une distane de i du sommet uet #∆G(u, i) le nombre de es sommets, .-à-d. :

∆G(u, i) = {v ∈ V |δG(u, v) = i} et #∆G(u, i) = |∆G(u, i)|Par exemple, pour le graphe G de la �gure 6.1, nous avons :
∆G(A, 0) = {A} #∆G(A, 0) = 1
∆G(A, 1) = {B,C,D,F} #∆G(A, 1) = 4
∆G(A, 2) = {E,G,H, J} #∆G(A, 2) = 4
∆G(A, 3) = {I} #∆G(A, 3) = 1
∆G(A, i) = ∅ #∆G(A, i) = 0, ∀i ≥ 4Étant donnés un graphe G = (V,E) et un sommet u ∈ V , nous notons #∆G(u) la séqueneomposée de |V | nombres orrespondant respetivement aux nombres de sommets à une distanede 0, 1, ... ,|V | − 1 de u, .-à-d. :

#∆G(u) = < #∆G(u, 0),#∆G(u, 1), ...,#∆G(u, |V | − 1) >Nous omettrons les zéros présents à la �n de la séquene (un zéro ne peut être suivi que d'autreszéros).Par exemple, les séquenes des sommets du graphe G de la �gure 6.1 sont :
#∆G(A) = #∆G(D) = #∆G(F ) = < 1, 4, 4, 1 >
#∆G(B) = #∆G(C) = #∆G(E) = #∆G(G) = #∆G(I) = < 1, 3, 4, 2 >
#∆G(H) = < 1, 4, 5 >
#∆G(J) = < 1, 3, 3, 3 >Chaque séquene #∆G(u) aratérise les relations en termes de distane entre le sommet u etles autres sommets de G. L'étiquetage des sommets par leur séquene #∆G(u) est don isomorpheonsistant. Plusieurs sommets du même graphe peuvent ependant avoir la même séquene, eritère n'est don pas toujours su�sant pour élaguer e�aement l'espae de reherhe. Parexemple, dans le graphe de la �gure 6.1, inq sommets ont pour séquene < 1, 3, 4, 2 >. À partirde es séquenes #∆G, une seond étiquetage des sommets est don dé�ni : l'étiquetage label.Soit un graphe G = (V,E), nous notons #∆G l'ensemble de toutes les séquenes assoiéesaux sommets de G :

#∆G = {s|∃u ∈ V, s = #∆G(u)}Par exemple, l'ensemble de toutes les séquenes présentes dans le graphe G de la �gure 6.1 est :
#∆G = {< 1, 3, 3, 3 >,< 1, 3, 4, 2 >,< 1, 4, 4, 1 >,< 1, 4, 5 >}Soit un sommet u ∈ V , nous notons labelG(u) l'ensemble de tous les triplets (i, s, k) tels que

i est une distane, s est une séquene, et k est le nombre de sommets distants de i du sommet
u et dont la séquene est s :

labelG(u) = {(i, s, k) | i ∈ [0, |V | − 1],
s ∈ #∆G, and
k = |{v ∈ ∆G(u, i)/#∆G(v) = s}|}Nous ne onsidérerons que les triplets (i, s, k) tels que k > 0.Par exemple, pour le graphe G de la �gure 1, nous avons : 111
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labelG(A) = { (0, < 1, 4, 4, 1 >, 1),

(1, < 1, 3, 4, 2 >, 2), (1, < 1, 4, 4, 1 >, 2),
(2, < 1, 3, 3, 3 >, 1), (2, < 1, 3, 4, 2 >, 2), (2, < 1, 4, 5 >, 1),
(3, < 1, 3, 4, 2 >, 1)}ar il y a un sommet (A) distant de 0 de A et dont la séquene est < 1, 4, 4, 1 >, deux sommets(B et C) distants de 1 de A dont la séquene est < 1, 3, 4, 2 >, deux autres sommets (D et F )distants eux aussi de 1 du sommet A mais dont la séquene est < 1, 4, 4, 1 >, et...Dans [SS04b℄, il est montré que l'étiquetage des sommets par leur label est isomorphe-onsistant et peut don être utilisé pour �ltrer le domaine des variables d'un CSP orrespondantà un GIP.Théorème 6 (L'étiquetage par les labels est isomorphe-onsistant). Soient deuxgraphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E′). S'il existe une fontion d'isomorphisme f : V → V ′ entreles deux graphes G et G′, alors, pour haque sommet u ∈ V , labelG(u) = labelG′(f(u)).Démonstration. f est une bijetion et la distane entre deux sommets u et v de G est égale àla distane entre leur images par f (voir le théorème 1), .-à-d. que δG(u, v) = δG′(f(u), f(v)).Par onséquent, le nombre de sommets de G distants de i du sommet u est égal au nombre desommets de G′ distants de i du sommet f(u), don #∆G(u) = #∆G′(f(u)). Par onséquent,les ensembles #∆ de séquenes des deux graphes sont égaux, .-à-d. que #∆G = #∆G′ . Pourhaque séquene s ∈ #∆G, et pour haque sommet u ∈ V , le nombre de sommets distants de idu sommet u et dont la séquene est s est égal au nombre de sommets distants de i du sommet

f(u) ayant également pour séquene s. Nous avons don labelG(u) = labelG′(f(u)).Le �ltrage par labels réduit souvent très fortement les domaines des variables. Considéronspar exemple le graphe G de la �gure 6.1. Les trois premiers triplets des labels de haque sommet(triés par distane, puis par séquene roissante) sont :
labelG(A) = {(0, < 1, 4, 4, 1 >, 1), (1, < 1, 3, 4, 2 >, 2), (1, < 1, 4, 4, 1 >, 2), ...}
labelG(B) = {(0, < 1, 3, 4, 2 >, 1), (1, < 1, 3, 3, 3 >, 1), (1, < 1, 4, 4, 1 >, 2), ...}
labelG(C) = {(0, < 1, 3, 4, 2 >, 1), (1, < 1, 3, 4, 2 >, 1), (1, < 1, 4, 4, 1 >, 2), ...}
labelG(D) = {(0, < 1, 4, 4, 1 >, 1), (1, < 1, 3, 4, 2 >, 2), (1, < 1, 4, 4, 1 >, 1), ...}
labelG(E) = {(0, < 1, 3, 4, 2 >, 1), (1, < 1, 3, 4, 2 >, 2), (1, < 1, 4, 5 >, 1), ...}
labelG(F ) = {(0, < 1, 4, 4, 1 >, 1), (1, < 1, 3, 3, 3 >, 1), (1, < 1, 3, 4, 2 >, 1), ...}
labelG(G) = {(0, < 1, 3, 4, 2 >, 1), (1, < 1, 3, 4, 2 >, 2), (1, < 1, 4, 4, 1 >, 1), ...}
labelG(H) = {(0, < 1, 4, 5 >, 1), (1, < 1, 3, 4, 2 >, 2), (1, < 1, 4, 4, 1 >, 2), ...}
labelG(I) = {(0, < 1, 3, 4, 2 >, 1), (1, < 1, 3, 3, 3 >, 1), (1, < 1, 3, 4, 2 >, 1), ...}
labelG(J) = {(0, < 1, 3, 3, 3 >, 1), (1, < 1, 3, 4, 2 >, 2), (1, < 1, 4, 4, 1 >, 1), ...}Tous les sommets de G ont des labels di�érents. Par onséquent, pour toute ontrainte gip entre

G et un autre graphe G′, le �ltrage par labels détetera une inonsistane (si des labels de G nesont pas présents dans G′) ou réduira le domaine de haque variable à un singleton rendant alorsla onsistane globale du problème faile à véri�er.Lien ave l'IDL-onsistaneLa label-onsistane est un as partiulier de la +∞-IDL-onsistane.En e�et, les séquenes #∆G(u) ontiennent exatement la même information que la fontion
α1

+∞ : l'ensemble des triplets (j, k, l) renvoyés par la fontion α1
+∞ a simplement été remplaé par112



6.4. Label-onsistane et ILL-onsistaneune séquene de nombre de sommets ordonnés par la distane. Étant donné que les sommets nesont initialement pas étiquetés, ette transformation se fait sans perte d'information. En outre,les labels sont identiques aux étiquettes renvoyées par la fontion α2
+∞ si α2

+∞ = #∆GPar onséquent, la label-onsistane est identique à la +∞-IDL-onsistane pour laquelle lasuite α est interrompue au rang 2.6.4.2 ILL-onsistaneDé�nition et lien ave l'IDL-onsistaneLa label-onsistane permet en général de réduire le domaine des variables à des singletonset permet don de résoudre le problème sans développer un arbre de reherhe. Néanmoins, e�ltrage néessite un temps de alul assez élevé : il néessite de aluler la distane entre haqueouple de sommets et e alul est généralement oûteux en pratique. Parallèlement à e tempsde alul élevé, nous avons pu observer que les labels des sommets étaient le plus souvent trèsdi�érents les uns des autres et que par onséquent, il n'était généralement pas néessaire deprendre en ompte l'intégralité de l'information ontenue dans es labels pour montrer que deuxsommets ne peuvent être assoiés par une fontion d'isomorphisme de graphe.Dans [SSJ06a℄ nous avons proposé une autre onsistane partielle pour la ontrainte globale
gip : l'iterated-loal-label-onsistane (ILL-onsistane). Cette onsistane permet de �ltrer ledomaine des variables du CSP assoié à un GIP sans devoir aluler la matrie des distanes entretous les ouples de sommets des graphes. Le �ltrage est basé sur les propriétés d'un sommet etdes sommets qui lui sont adjaents. Ce �ltrage est ine�ae sur les graphes réguliers mais permetun �ltrage aussi e�ae (sinon meilleur) que la label-onsistane sur des graphes quelonquestout en étant beauoup plus rapide.L'ILL-onsistane orrespond exatement à la 1-IDL-onsistane. Autrement dit, seuls lesvoisins direts d'un sommet sont pris en ompte pour le alul d'un rang de la suite α. Lapropagation de l'étiquetage d'un sommet u vers les sommets qui ne lui sont pas adjaents se faitau fur et à mesure du alul des di�érents rangs de la suite α.Exemple ompletNous proposons un exemple omplet de la séquene α de réétiquetage par ILL-onsistane(ou autrement dit de 1-IDL-onsistane) sur le graphe de la �gure 6.1. À haque rang de la suite
α, les étiquettes sont renommées par des étiquettes li,j. Pour des raisons de plae, nous noterons
αk

d,G(S) quand ∀(u, v) ∈ S2, αk
d,G(u) = αk

d,G(v).Au rang 1 de la suite :
α1

1,G({A,D,F,H}) = {(0, 1, ∅), (1, 4, ∅)} ⇒ l1,1

α1
1,G({B,C,E,G, I, J}) = {(0, 1, ∅), (1, 3, ∅)} ⇒ l1,2Par onséquent, pour les deux rangs suivants : 113
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α2

1,G({A,D,F,H}) = {(0, 1, l1,1), (1, 2, l1,1), (1, 2, l1,2)} ⇒ l2,1

α2
1,G({B,C}) = {(0, 1, l1,2), (1, 1, l1,2), (1, 2, l1,1)} ⇒ l2,2

α2
G({E,G, I, J}) = {(0, 1, l1,2), (1, 1, l1,1), (1, 2, l1,2)} ⇒ l2,3

α3
1,G(A) = {(0, 1, l2,1), (1, 2, l2,1), (1, 2, l2,2)} ⇒ l3,1

α3
1,G({B,C}) = {(0, 1, l2,2), (1, 2, l2,1), (1, 1, l2,3)} ⇒ l3,2

α3
1,G({D,F}) = {(0, 1, l2,1), (1, 1, l2,2), (1, 1, l2,3), (1, 2, l2,1)} ⇒ l3,3

α3
1,G({E, J}) = {(0, 1, l2,3), (1, 1, l2,1), (1, 1, l2,2), (1, 1, l2,3)} ⇒ l3,4

α3
1,G({G, I}) = {(0, 1, l2,3), (1, 1, l2,1), (1, 2, l2,3)} ⇒ l3,5

α3
1,G(H) = {(0, 1, l2,1), (1, 2, l2,1), (1, 2, l2,3)} ⇒ l3,6Notons qu'à partir du rang 3, deux sommets (les sommets A et H) ont des étiquettes uniques.Par onséquent, il n'est plus néessaire de aluler les rangs suivants de la suite α pour essommets. Le sommet A (resp. H) garde l'étiquette l3,1 (resp. l3,6).

α4
1,G({B,C}) = {(0, 1, l3,2), (1, 1, l3,1), (1, 1, l3,3), (1, 1, l3,4)} ⇒ l4,1

α4
1,G(D) = {(0, 1, l3,3), (1, 1, l3,1), (1, 1, l3,2), (1, 1, l3,5), (1, 1, l3,6)} ⇒ l4,2

α4
1,G(E) = {(0, 1, l3,4), (1, 1, l3,2), (1, 1, l3,5), (1, 1, l3,6)} ⇒ l4,3

α4
1,G(F ) = {(0, 1, l3,3), (1, 1, l3,1), (1, 1, l3,2), (1, 1, l3,4), (1, 1, l3,6)} ⇒ l4,4

α4
1,G(G) = {(0, 1, l3,5), (1, 1, l3,3), (1, 1, l3,4), (1, 1, l3,5)} ⇒ l4,5

α4
1,G(I) = {(0, 1, l3,5), (1, 1, l3,4), (1, 1, l3,5), (1, 1, l3,6)} ⇒ l4,6

α4
1,G(J) = {(0, 1, l3,4), (1, 1, l3,2), (1, 1, l3,3), (1, 1, l3,5)} ⇒ l4,7Au rang 4, seulement deux sommets (B et C) ont la même étiquette.

α5
1,G(B) = {(0, 1, l4,1), (1, 1, l3,1), (1, 1, l4,4), (1, 1, l4,7)} ⇒ l5,1

α5
1,G(C) = {(0, 1, l4,1), (1, 1, l3,1), (1, 1, l4,2), (1, 1, l4,3)} ⇒ l5,2À partir du rang 5, tous les sommets ont des étiquettes di�érentes. Par onséquent, n'importequel problème d'isomorphisme de graphe impliquant le graphe G de la �gure 6.1 est résolu parle �ltrage par 1-IDL-onsistane.6.5 Extension aux graphes étiquetés, aux graphes orientés6.5.1 Graphes étiquetésDans de nombreuses appliations, les sommets et les ars des graphes à omparer sont éti-quetés et la fontion d'isomorphisme f reherhée doit respeter es étiquettes.De façon plus formelle, étant donnés deux ensembles LV et LE d'étiquettes de sommets etd'ars, un graphe étiqueté est un tuple G = (V,E, α, β) où (V,E) est un graphe, α : V → LV uneappliation attribuant une étiquette à haque sommet du graphe et β : E → LE une appliationattribuant une étiquette à haque ar du graphe.Étant donnés deux graphes étiquetés G = (V,E, α, β) et G′ = (V ′, E′, α′, β′) tels que |V | =

|V ′|, les graphes étiquetés G et G′ sont isomorphes si et seulement s'il existe une appliationbijetive f : V → V ′ telle que (u, v) ∈ E ⇔ (f(u), f(v)) ∈ E′ et ∀u ∈ V, α(u) = α′(f(u)) et
∀(u, v) ∈ E, β((u, v)) = β′((f(u), f(v))).Étant donnés deux graphes étiquetés G = (V,E, α, β) et G′ = (V ′, E′, α′, β′), le CSP
(X,D,C) orrespondant au problème de l'isomorphisme de G et de G′ est le suivant :114



6.5. Extension aux graphes étiquetés, aux graphes orientés� une variable xu est assoiée à haque sommet u ∈ V , .-à-d. que X = {xu/u ∈ V } ;� le domaine de haque variable xu est l'ensemble des sommets de G′ ayant le même nombred'ars entrants, le même nombre d'ars sortants et la même étiquette que u :
D(xu) = {u′ ∈ V ′ | |{(u, v) ∈ E}| = |{(u′, v′) ∈ E′}| et

|{(v, u) ∈ E}| = |{(v′, u′) ∈ E′}| et
α(u) = α(u′)}� il existe une ontrainte binaire Cedge(xu, xv) entre haque paire de variables (xu, xv) expri-mant le fait que les sommets de G′ a�etés à xu et xv doivent être onnetés par un ar siet seulement si (u, v) ∈ E :si (u, v) ∈ E, Cedge(xu, xv) = {(u′, v′) ∈ E′|β(u, v) = β(u′, v′)}sinon Cedge(xu, xv) = {(u′, v′) ∈ V ′2 | u′ 6= v′ et (u′, v′) 6∈ E′}Le �ltrage que nous proposons est parfaitement appliable à des graphes étiquetés. Néan-moins, il n'utilise pas l'information portée par les étiquettes des sommets et des ars et l'utilisa-tion de ette information permettrait de mieux �ltrer le domaine des variables.Prise en ompte des étiquettes de sommets. Prendre en ompte les étiquettes de sommetsdans notre travail est simple. Il su�t pour ela de dé�nir le premier étiquetage α0 de la suite αpar les étiquettes de sommets des graphes.Prise en omptes des étiquettes d'ars. Il est également possible de prendre en ompteles étiquettes d'ars. Nous avons, dans le as des graphes non-étiquetés, pris en ompte le faitque toute haîne dans un graphe devait exister dans l'autre graphe. Il en est de même pour lesgraphes étiquetés où les haînes doivent en plus avoir la même suession d'étiquettes d'ar. Paronséquent, en dé�nissant un ordre total sur les haînes prenant en ompte d'une part la longueurdes haînes et d'autre part les étiquettes (en dé�nissant un ordre total sur les étiquettes et enutilisant alors l'ordre lexiographique pour les haînes) il est possible d'adapter la fontion αi+1a�n qu'elle retourne des triplets (< l1, l2, ... >, k, l) où k est le nombre de sommets étiquetés par

l et aessibles par une plus ourte haîne étiquetée par < l1, l2, ... >.6.5.2 Graphes orientésLes dé�nitions et les théorèmes introduits en setion 3 restent valables dans le as des graphesorientés. Cependant, ontrairement aux graphes non-orientés, deux sommets d'un graphe orienténe sont pas néessairement onnetés par un hemin. Sans auune modi�ation de notre algo-rithme de �ltrage, le réétiquetage d'un sommet n'est don pas propagé sur tous les sommetsdu graphe. Par exemple, deux sommets qui n'ont que des ars entrants ont néessairement lamême étiquette et e, quelle que soit leur relation ave les autres sommets du graphe. Dans le asgénéral, le �ltrage par d-IDL-onsistane ne réduit don que faiblement le domaine des variables.Une façon d'étendre notre travail aux graphes orientés onsiste à générer le graphe non-orienté orrespondant (en ignorant le sens des ars) et à aluler les étiquettes α des sommetsde e graphe non-orienté et de transposer les résultats sur les sommets du graphe orienté. Bienque le �ltrage obtenu puisse être e�ae, il apparaît dommage de ne pas tenir ompte du sensdes ars dans le �ltrage.Une seonde façon d'étendre notre travail onsiste à adapter la fontion β a�n de prendre enompte le sens des ars. Par exemple, dans le as de la 1-IDL-onsistane, il est possible d'adapter115



Chapitre 6. Programmation par ontraintes et isomorphisme de graphesla fontion β a�n qu'elle distingue d'une part les sommets v onnetés à un sommet u par unar (u, v) et d'autre part eux onnetés par un ar (v, u).6.6 Résultats expérimentauxNous testons dans ette setion l'e�aité de nos onsistanes et le temps d'exéutions desalgorithmes permettant d'établir es onsistanes sur des graphes non-étiquetés générés aléa-toirement et nous omparons es résultats à Nauty, le meilleur algorithme onnu pour le pro-blème de l'isomorphisme de deux graphes. Le protoole expérimental est le suivant : sur haquegraphe onsidéré, nous utilisons Nauty pour établir sa représentation anonique, nous alulonset dénombrons les labels de la label-onsistane des sommets de e graphe et nous établissonsla 1-IDL-onsistane. Nous ne herhons don pas à résoudre un problème d'isomorphisme degraphes en partiulier mais nous herhons à montrer que tout problème d'isomorphisme degraphes impliquant le graphe onsidéré peut être résolu ave notre �ltrage.6.6.1 Jeu de tests 1Nous onsidérons les graphes générés aléatoirement issus du benhmark de Foggia et al.[FSV01℄. Comme le nombre de sommets des graphes de e benhmark ne dépasse pas 1000,nous avons généré des graphes plus gros ave Nauty (Nauty permet également la génération degraphes). Nous onsidérons au �nal des graphes ayant un nombre de sommets entre 200 et 9800ave un pas de 200 sommets. Nous testons nos algorithmes ave des graphes ayant 3 densitésd'ars di�érentes : 1%, 5% et 10%. A�n de mesurer l'in�uene de la densité des graphes sur letemps d'exéution, nous avons également générés des graphes de 1000 sommets ayant une densitéentre 1% et 50% (au delà, il est plus intéressant de prendre le graphe omplémentaire).Auun des graphes G = (V,E) onsidéré n'est automorphe : il n'existe pas de fontion d'iso-morphisme entre G et lui-même autre que la fontion identité. Par onséquent, un �ltrage parfaitde es graphes est tel que le domaine de haune des variables est réduit à un singleton, autre-ment dit, que haque sommet ait une étiquette di�érente. Nous omparons don nos algorithmesde deux façons : le nombre d'étiquettes di�érentes que notre méthode a permis d'obtenir et letemps néessaire à l'étiquetage des sommets.Pour haque type de graphe, les résultats donnés ont été obtenus en faisant une moyenne sur100 graphes.Puissane de �ltrageNauty est un algorithme omplet. Par onséquent, il trouve à oup sûr une représentationanonique des graphes et nous ne testons don pas sa puissane de �ltrage.A ontrario, nos algorithmes de �ltrage dé�nissent une onsistane partielle et ne trouventdon pas systématiquement un étiquetage unique de haque sommet. Néanmoins, à l'exeptiondes graphes de petite taille et de densité faible (i.e., moins de 400 sommets et une densité de1%), la label-onsistane et la 1-IDL-onsistane permettent toutes les deux un étiquetage uniquedes sommets. Pour les graphes de plus de 800 sommets, le point �xe de la 1-IDL-onsistane estatteint au rang 2 de la suite α. Pour tous les graphes de taille supérieure à 600 sommets, nosdeux onsistanes trouvent un étiquetage unique des sommets. Par onséquent, elles permettentla résolution du problème de l'isomorphisme de graphes sans déroulement d'un arbre de reherhe.Les résultats des petits graphes à faible densité sont présentés au tableau 6.1. Ces ré-sultats montrent que la 1-IDL-onsistane �ltre mieux et beauoup plus rapidement que la116



6.6. Résultats expérimentaux
|V |

1-IDL-onsistane label-onsistane#L t #iter #L t200 199,64 0 3,40 191,92 0,01400 400,00 0 2,88 399,87 0,07600 600,00 0 2,14 600,00 0,19800 800,00 0,01 2,01 800,00 0,36Tab. 6.1 � Résultats obtenus par nos �ltrages pour les graphes de densité 1%. Pour haquetype de graphe G = (V,E) sont donnés le nombre de sommets |V |. Pour haque onsistanesont donnés le nombre moyen d'étiquettes de sommets #L obtenues et le temps néessaire tdu alul. Le nombre moyen #iter de rangs néessaires pour établir la 1-IDL-onsistane estégalement donné.label-onsistane. Notons que la label-onsistane n'est pas totalement identique à la +∞-IDL-onsistane ar elle n'e�etue le alul que des deux premiers rangs de la suite α. Par onséquent,elle obtient de moins bons résultats que la +∞-IDL-onsistane théoriquement plus forte que la
1-IDL-onsistane.Temps d'exéutionPour les graphes où le �ltrage est parfait, nous omparons les temps d'exéutions de nosalgorithmes ave eux obtenus par Nauty. Ces mesures de temps d'exéutions ont été réaliséesave un PC à 1,7GHz et 512Mo de RAM sous linux (noyau 2.6).
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Les ourbes des �gure 6.3, 6.4, 6.5 et 6.6 montrent que pour haun des algorithmes, letemps d'exéution est d'autant plus important que la densité des graphes est élevée. Toutefois,117



Chapitre 6. Programmation par ontraintes et isomorphisme de graphes
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6.6. Résultats expérimentaux
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NautyFig. 6.6 � Évolution du temps d'exéution en fontion de la taille des graphes pour les graphesde densité 10%.6.6.2 Jeu de tests 2Nauty permet de générer tous les graphes non-isomorphes d'une ertaine taille. Nous l'avonsutilisé pour générer tous les graphes de 7 sommets. Il existe 853 graphes de 7 sommets non-isomorphes. Nous avons testé nos deux onsistanes sur les 363378 paires de graphes di�érentesrésultantes.Les graphes n'étant pas isomorphes, nos �ltrages permettent de résoudre les instanes lorsqueles étiquettes des 7 sommets des deux graphes ne orrespondent pas, .-à-d. quand une étiquetten'est présente que dans un seul graphe ou n'apparaît pas le même nombre de fois dans haundes deux graphes. Label-onsistane 1-IDL-onsistane +∞-IDL-onsistaneRésolues 363337 363361 363366Non résolues 41 17 12Sur les 363378 instanes di�érentes, la label-onsistane (pour laquelle le alul de la suite αest interrompu au rang 2) permet de résoudre toutes les instanes à l'exeption de 41 problèmes.L'ILL-onsistane permet de résoudre 363361 instanes et éhoue sur seulement 17 instanes.Finalement, la +∞-IDL-onsistane (pour laquelle, ontrairement à la label-onsistane, le alulde la suite α n'est pas interrompu au rang 2), permet de résoudre toutes les instanes sauf 12.Notons que es 12 instanes orrespondent exatement à l'intersetion des problèmes non résoluspar l'ILL-onsistane et par la label-onsistane.Ces résultats illustrent l'e�aité de la d-IDL-onsistane : dans presque tous les as, la d-IDL-onsistane permet la résolution du problème. En outre, es résultats montrent que, si la
+∞-IDL-permet un meilleur �ltrage que la 1-IDL-onsistane, le gain obtenu en terme de �ltrage(5 instanes de plus) n'est sans doute pas su�sant pour justi�er le oût supplémentaire du alulde la matrie des distanes des sommets des graphes.La �gure 6.7 donne un exemple de paire de graphes non-isomorphes dont l'étiquetage dessommets par la suite α ne permet pas de déteter l'inonsistane du problème d'isomorphisme.119



Chapitre 6. Programmation par ontraintes et isomorphisme de graphes

Fig. 6.7 � Deux graphes non-isomorphes dont l'étiquetage des sommets par la suite α ne permetpas de déteter l'inonsistane du problème d'isomorphisme.6.7 DisussionContrainte gip et d-IDL-onsistane. Nous introduisons dans e hapitre une nouvelleontrainte globale pour les problèmes d'isomorphisme de graphes, la ontrainte gip. Pour uneutilisation e�ae de ette ontrainte, nous proposons une onsistane partielle, la d-iterated-distane-label-onsistane (d-IDL-onsistane) et un algorithme permettant de l'établir. Cetteonsistane est basée sur le alul, pour haque sommet u, d'une étiquette qui aratérise lesrelations en termes de plus ourte haîne entre u et les autres sommets du graphe distants d'auplus d ars du sommet u. Nous montrons que la d-IDL-onsistane est d'autant plus forte que ladistane d hoisie est élevée.Label onsistane et ILL-onsistane. Nous délinons ette onsistane en deux onsis-tanes partiulières : la label-onsistane (orrespondant à la +∞-IDL-onsistane pour laquellele alul de la suite α est interrompu au rang 2) et l'iterated-loal-label-onsistane (l'ILL-onsistane orrespondant à la 1-IDL-onsistane). Nous montrons expérimentalement que dansde nombreux as, es deux onsistanes permettent à un solveur de ontraintes de déteter uneinonsistane ou de réduire les domaines des variables d'un CSP modélisant un GIP à des sin-gletons rendant alors la onsistane globale du problème faile à véri�er.Propagation des rédutions. Pour les as où la d-IDL-onsistane ne permet pas de ré-soudre à elle seule le problème de l'isomorphisme de graphes, nous dé�nissons un ensemblede ontraintes de distane, sémantiquement équivalent à la ontrainte globale gip, et permet-tant de propager les rédutions de domaines. Nous montrons que es ontraintes de distanessont plus �strites� que les ontraintes d'ars traditionnellement utilisées. Ces ontraintes de dis-tane permettent de réduire plus fortement les domaines des variables lors d'une propagationde ontraintes. Les ontraintes de distane peuvent être ombinées ave une ontrainte globaleallDi� pour propager enore mieux les rédutions.Complexité. Le �ltrage par d-IDL-onsistane et la génération de l'ensemble des ontraintesde distane peuvent être réalisés en O(np) opérations pour les graphes omposés de n sommetset p ars (n − 1 ≤ p ≤ n2). En omparaison, la onsistane d'ars ave AC2001 sur un CSPdérivant le problème de l'isomorphisme ave des ontraintes d'ars néessite O(ed2) opérations[BC93℄ où e est le nombre de ontraintes, .-à-d. e = n(n − 1)/2, et d est la taille du plusgrand domaine, .-à-d. d = n. Établir la d-IDL-onsistane sur notre ontrainte globale est dond'un ordre moins oûteux que la onsistane d'ars sur les ontraintes binaires traditionnellementutilisées. Notons ependant que es onsistanes ne sont pas omparables : pour ertains graphes,120



6.7. Disussiontel que le graphe de la �gure 6.1, la d-IDL-onsistane permet de résoudre le problème alors queAC sur les ontraintes d'ars ne réduit auun domaine.Performane. La onsistane de labels (ou +∞-IDL-onsistane) néessite le alul de lamatrie des distane entre haque ouple de sommets du graphe. Ce alul est très oûteux,et, bien que leur omplexité théorique dans le pire des as soit la même, il est généralementplus intéressant d'utiliser l'ILL-onsistane (1-IDL-onsistane) qui ne néessite pas le alul deette matrie. Nous montrons que, sur des graphes générés aléatoirement, e �ltrage est pluse�ae que la label-onsistane et surtout beauoup plus rapide. L'utilisation de e �ltrage rendla programmation par ontraintes ompétitive ave Nauty, l'algorithme de référene pour leproblème de l'isomorphisme de deux graphes.Nous n'avons pas jugé néessaire de tester la d-IDL-onsistane ave des valeurs de d di�é-rentes de 1 et de +∞. En e�et, les performanes de la 1-IDL-onsistane sont su�santes pourrésoudre presque toutes les instanes onsidérées.Extension à l'isomorphisme de sous-graphe. Le problème de l'isomorphisme de sous-graphe (SGIP) onsiste à montrer qu'un graphe est inlus dans un autre graphe (à un renommagede ses sommets près). Si la omplexité théorique du GIP n'est pas enore parfaitement déter-minée, SGIP est onnu omme étant un problème NP -omplet [GJ79℄. De fait, SGIP est unproblème plus di�ile et nombreuses instanes ne peuvent être résolues en un temps raisonnable.La modélisation des SGIPs en CSPs est très similaire à elle des GIPs. Comme pour les GIPs,il est possible de tirer partie de la sémantique globale du problème pour dé�nir des algorithmesde �ltrage puissants. Cependant, ontrairement aux fontions d'isomorphisme de graphes (théo-rème 1), une fontion d'isomorphisme de sous-graphe f : V → V ′ ne préserve pas les distanesentre les sommets des graphes : pour haque haîne < v1, ..., vn > de G, il existe une haîne
< f(v1), ..., f(vn) > dans G′ mais l'opposé n'est pas toujours vrai (f n'est pas une bijetion etil peut don exister des sommets de V ′ qui ne sont reliés à auun sommet de V ). Par onsé-quent, la distane δG(u, v) entre deux sommets u et v de G peut être plus grande que la distane
δG′(f(u), f(v)) entre f(u) et f(v).Les tehniques de �ltrage permettant de résoudre e�aement un SGIP peuvent être baséessur la propriété suivante : étant donnés deux graphes non-orientés G = (V,E) et G′ = (V ′, E′),si f est une fontion d'isomorphisme de sous-graphe entre G et un sous-graphe de G′, alors :

∀(u, v) ∈ V × V, δG(u, v) ≥ δG′(f(u), f(v))Cette propriété peut être utilisée pour dé�nir une onsistane partielle et l'algorithme de�ltrage qui lui est assoié. L'idée onsiste à véri�er que pour tous les sommets u de G, le domainede la variable xu assoiée à u ne ontient que les sommets u′ tels que, pour toutes les distanes
k ∈ 1..|V | − 1, le nombre de sommets v ∈ G pour lesquels δG(u, v) ≤ k est inférieur ou égal auxnombre de sommets v′ ∈ G′ pour lesquels δG′(u′, v′) ≤ k.Cette propriété peut aussi être utilisée pour dé�nir des ontraintes binaires Cdistance et pro-pager les rédutions de domaines pendant l'exploration d'un arbre de reherhe.Nous aimerions également intégrer e travail dans le formalisme CP(Graph) proposé parDooms et al. [DDD05b℄. CP(Graph) est un nouveau domaine de alul en programmation parontraintes permettant de dé�nir des variables de type graphe et dé�nissant un ensemble deontraintes appliables sur les graphes (appartenane d'un ensemble de sommets ou d'ars àun graphe, inlusion d'un graphe dans un autre, existene d'un hemin entre deux sommets...).CP(Graph) a été introduit a�n de failiter la modélisation et la résolution des problèmes om-binatoires sur les graphes en programmation par ontraintes, en partiulier eux renontrés lorsde l'analyse de réseaux biohimiques. 121



Chapitre 6. Programmation par ontraintes et isomorphisme de graphesExpérimentations sur des graphes partiuliers. Nos expérimentations ont porté sur desgraphes générés aléatoirement. Nous aimerions maintenant omparer Nauty, la label-onsistaneet l'ILL-onsistane sur des graphes plus réguliers. En e�et, ertains graphes (très réguliers) sonttels que tous leurs sommets ont le même nombre de sommets voisins (et ou le même nombre desommets à distane 2,3...). Sur es graphes, la onsistane que nous proposons ne permet pasde �ltrer le domaine des variables avant le déroulement d'un arbre de reherhe et Nauty estparfois très long à s'exéuter. Nous aimerions don intégrer notre algorithme de �ltrage (et sespropagations de rédutions) dans un solveur de ontraintes (par exemple CHOCO [Lt00℄) a�nd'évaluer les performanes de e �ltrage sur les graphes réguliers. Nous pensons également que,bien que sur les instanes que nous avons onsidéré la 1-IDL-onsistane o�rait le meilleur om-promis temps d'exéution/e�aité, sur des graphes réguliers, la 2-IDL ou la 3-IDL-onsistanepeuvent s'avérer meilleures.
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Conlusions et perspetives1 Conlusions1.1 Mesure de distane de graphesIl existe de nombreuses mesures de distane de graphes. Toutes es mesures reposent sur lareherhe d'un meilleur appariement des sommets des deux graphes, .-à-d. une relation entreleurs sommets. Néanmoins, es distanes peuvent di�érer les unes des autres sur de nombreuxpoints :� L'appariement reherhé peut respeter des ontraintes dures (imposant aux graphes àavoir des strutures identiques) ou des préférenes (imposant alors aux graphes à avoir desstrutures similaires sans néessairement être identiques) ;� L'appariement reherhé peut être univoque (haque sommet devant alors être mis enrelation ave au plus un autre sommet) ou multivoque (les sommets pouvant alors être misen relation ave un ensemble de sommets de l'autre graphe) ;� Les graphes manipulés peuvent ou non être valués, des valeurs numériques ou symboliquespouvant alors être ajoutées sur haun de leurs sommets ou de leurs ars. L'appariementreherhé devant alors prendre en ompte es valeurs en respetant des ontraintes duresou des préférenes sur les valeurs des sommets et des ars mis en orrespondane.Nous proposons une mesure générique de la distane de deux graphes. Cette mesure à troisaratéristiques prinipales :� elle est basée sur la reherhe d'un meilleur appariement multivoque des sommets desgraphes à omparer ;� elle permet d'exprimer des ontraintes dures et des préférenes (individuelles) entre les arset les sommets appariés, la distane entre deux graphes étant alors une agrégation de espréférenes ;� elle permet de omparer des graphes de tout type : étiquetés, valués, multi-étiquetés...Nous montrons que notre mesure de la distane de deux graphes est générique. En e�et,ette mesure est paramétrable et permet de modéliser les mesures de distane ou de similarité degraphes existantes. En partiulier, nous montrons omment l'utiliser pour modéliser le problèmede l'isomorphisme de (sous-) graphe, elui du alul de la distane d'édition de graphe (étendueou non), elui de la reherhe du plus grand sous-graphe ommun (partiel ou induit) entre deuxgraphes, la mesure de similarité de Boeres et al. [BRB04℄, la mesure de Champin et Solnon[CS03℄...Les mesures de distane ou de similarité de graphes existantes utilisent des formalismes trèsdi�érents les uns des autres e qui rend la omparaison de es mesures di�iles. Avoir unemesure de distane générique rend la omparaison des mesures existantes plus simple. Elle o�reégalement un adre uniformisé permettant une dé�nition plus aisée de nouvelles mesures dedistane de graphes. En�n, un même algorithme, apable de aluler ette distane générique,125



Conlusions et perspetivespeut être utilisé pour aluler des mesures de similarité ou de distane de graphes très di�érentes.1.2 Calul de la distane de deux graphesReherhe loale. Caluler la distane entre deux graphes est, dans le as général, unproblème di�ile en théorie omme en pratique. Nous proposons deux algorithmes de alul deette mesure générique : une reherhe loale taboue et une version réative de et algorithmeapable de s'auto-paramétrer dynamiquement a�n de réguler intensi�ation et diversi�ation dela reherhe. Ces algorithmes sont des reherhes inomplètes ne garantissant pas l'optimalité dela solution retournée mais ayant une omplexité polynomiale.Résultats expérimentaux. Ces algorithmes étant dédiés au alul de notre mesure de dis-tane générique, nous avons pu les expérimenter sur des problèmes d'appariements de graphestrès di�érents les uns des autres. Nos tests montrent que nos algorithmes sont utilisables mais pasompétitifs ave des algorithmes dédiés sur des problèmes d'isomorphisme de sous-graphe. Nosalgorithmes se montrent ependant très ompétitifs sur des problèmes plus di�iles. En partiu-lier, sur la reherhe d'un plus grand sous-graphe ommun entre deux graphes, nos algorithmespermettent de résoudre en un temps très ourt des instanes qui ne peuvent pas être résolues enun temps raisonnable par une reherhe omplète arboresente.Nous omparons également nos algorithmes à l'algorithme ANT-GM'06 [SSSG06a℄ sur desproblèmes d'appariement non-bijetifs de Boeres et al. [BRB04℄ et sur des problèmes de reherhed'un meilleur appariement multivoque. ANT-GM'06 et nos algorithmes obtiennent des résultatsomplémentaires : nos algorithmes obtiennent des résultats parfois légèrement moins bons queeux de ANT-GM'06 mais sont plus rapides que e dernier.Paramétrage, réativité. L'algorithme Tabou que nous proposons est di�ile à paramétrer.Il admet un seul paramètre (régulant l'intensi�ation et la diversi�ation de la reherhe) maise paramètre est fragile et ritique : le paramétrage optimal varie d'une instane d'un problèmeà une autre et un mauvais paramétrage dégrade fortement les résultats. Nous proposons dond'insérer un proessus de réativité pour que la reherhe s'auto-paramètre dynamiquement enfontion des besoins de diversi�ation ou d'intensi�ation de la reherhe. Les résultats obtenusmontrent que et algorithme réatif est parfois plus simple à paramétrer et plus e�ae que laversion non réative. Néanmoins, sur des problèmes très di�iles, il reste néessaire de trouverun bon paramétrage de et algorithme pour obtenir des résultats ompétitifs.Programmation par ontraintes et isomorphisme de graphes. Nous proposons uneontrainte globale dédiée à la modélisation des problèmes d'isomorphisme de graphes (la ontrainte
gip), une onsistane partielle pour ette ontrainte (la d-IDL onsistane) et l'algorithme de�ltrage permettant de l'établir. Nous montrons que e �ltrage est très e�ae et rend la pro-grammation par ontraintes ompétitive ave Nauty, le meilleur algorithme onnu dédié à eproblème. Des instanes à 10,000 sommets peuvent être résolues en quelques seondes seulementgrâe à ette onsistane partielle.2 Perspetives2.1 Distane générique de graphe et modélisation de problèmesNotre mesure générique de distane de graphe permet de modéliser de nombreuses mesures dedistane ou de similarité existantes. Bien que nous ayons restreint notre attention à es problèmes,notre mesure permet également de représenter de façon élégante de nombreux autres problèmes.En partiulier, le problème de la reherhe de lique maximum dans un graphe G peut être très126



failement modélisé omme le alul de la distane entre G et un graphe omplet. Le problèmedu Sudoku peut également être modélisé omme un alul de la distane de deux graphes. Lepremier graphe modélise la grille de Sudoku : 'est un graphe de 81 sommets représentant les 81ases de la grille où un ar est présent entre deux ases si et seulement si es ases appartiennentà la même ligne, la même olonne ou le même arré 3× 3 de la grille. Le seond graphe modéliseles symboles : 'est un graphe omplet (hors boules) de 9 sommets où haque sommet représenteun symbole. La distane d'une ase doit être nulle quand ette ase est appariée à un et un seulsymbole et +∞ sinon. La distane d'un ar de la grille est nulle quand l'ar est apparié à unet un seul ar du graphe symboles et +∞ sinon. Si une ase c de la grille est pré-remplie parun symbole s, la fontion de distane des sommets retourne 0 si s est apparié à c et +∞ sinon.Il est alors faile de montrer que la distane entre les deux graphes est nulle si et seulement sil'appariement représente une grille de Sudoku omplète et valide ar la distane est nulle si etseulement si haque ase est assoiée à un symbole et que toutes les ontraintes de di�érenesentre les ases d'une même ligne, d'une même olonne ou d'un même arré sont respetées.De façon générale, de nombreux problèmes de satisfation de ontraintes peuvent être ex-primés omme le alul de la distane entre deux graphes. Nous aimerions approfondir les liensexistants entre la PPC et notre distane de deux graphes. En partiulier, nous aimerions pouvoiromparer l'expressivité de notre mesure et elle de la PPC.A�n de rendre la résolution d'un problème plus faile, la PPC utilise des ontrainte globalespermettant l'utilisation d'algorithmes de �ltrage e�aes. Nous aimerions également explorerles moyens d'introduire dans notre mesure des onnaissanes supplémentaires permettant unerésolution plus simple des problèmes par notre algorithme de alul de la distane de deuxgraphes. Par exemple, l'idée à l'origine de notre algorithme de �ltrage pour le problème del'isomorphisme de graphe onsiste à transformer les graphes à apparier en graphes omplets oùhaque ar est étiqueté par la distane séparant les deux extrémités de l'ar. C'est modélisationpermet d'introduire de façon élégante les ontraintes de distane Cdistance que nous avons dé�nies.2.2 Caluler la distane de deux graphesNous aimerions améliorer les résultats de nos algorithmes. En partiulier, le proessus deréativité que nous avons mis en plae ne nous paraît pas pleinement satisfaisant : les résultatsobtenus par notre algorithme réatif sont globalement meilleurs mais, sur ertains problèmes, etalgorithme néessite un paramétrage parfois di�ile pour donner de bons résultats. En outre, nosalgorithmes n'utilisent auune proédure de �ltrage pendant la reherhe e qui les handiapefortement sur ertains problèmes (notamment l'isomorphisme de sous-graphe).Nous aimerions également tester nos algorithmes sur d'autres problèmes d'appariement mul-tivoque de graphes. Il n'existe pas à notre onnaissane de benhmark de e type de problèmese qui nous a ontraint à générer nous même de tels problèmes. Nous aimerions proposer à laommunauté un benhmark de problèmes d'appariements multivoques de graphes.2.3 Programmation par ontraintesNous aimerions intégrer notre algorithme de �ltrage pour l'isomorphisme de graphes dans unsolveur de ontraintes (par exemple CHOCO) a�n de tester l'e�aité de la PPC sur des graphesde di�érent types (par exemple des graphes réguliers, des grilles...).Nous aimerions également voir dans quelle mesure l'idée d'utiliser un �ltrage basé sur lesdistanes entre les sommets des graphes à apparier peut être transposée au problème de l'iso-morphisme de sous-graphe ou à la reherhe du plus grand sous-graphe ommun à deux graphes.127



Conlusions et perspetives2.4 AppliationsLes travaux que nous présentons dans ette thèse sont assez théoriques et nous ne proposonspas un exemple onret d'appliation utilisant notre mesure générique de la distane de deuxgraphes. Nous aimerions nous assoier ave des spéialistes de la reonnaissane d'images a�nde proposer une appliation de lassi�ation sémantique d'images basée sur la omparaison degraphes. La biologie ou la himie seraient aussi des domaines vers lesquels nous aimerions nouspenher.
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De nombreuses appliations, omme par exemple la reherhe ou la lassi�ation d'infor-mations, néessitent de mesurer la distane ou la similarité entre deux graphes, i.e., apparier�mettre en orrespondane� les sommets des graphes a�n d'identi�er leurs points ommuns etleurs di�érenes.Il existe di�érents types d'appariements de graphes donnant haun lieu à une dé�nitiondi�érente de la distane entre deux graphes. Les appariements exats (isomorphisme de graphesou de sous-graphe) permettent de montrer que deux graphes sont identiques ou qu'un graphe estinlus dans un autre graphe. Cependant, dans de nombreuses appliations, supposer l'existened'un tel appariement est une hypothèse trop forte. Par onséquent, des appariements de graphesà tolérane d'erreurs tels que la reherhe du plus grand sous-graphe ommun à deux graphes oula distane d'édition de graphes ont été proposés. L'appariement reherhé est alors un "meilleur"appariement, i.e., un appariement devant préserver le plus grand nombre de sommets et d'arsdes graphes sans pour autant néessairement tous les préserver. Plus réemment, trois di�érentesapprohes ont proposé d'aller un ran plus loin en introduisant la notion d'appariment multivoqueoù le sommet d'un graphe peut être apparié à un ensemble de sommets de l'autre graphe. Cetype d'appariement permet de prendre en ompte le fait que le omposant d'un objet modélisépar un graphe peut "jouer le même r�le" que plusieurs omposants d'un autre objet modélisépar un autre graphe.Un premier objetif de ette thèse est de dé�nir une nouvelle distane de graphe basée surla reherhe d'un meilleur appariement entre les sommets de deux graphes, i.e., un appariementqui minimise des fontions de distane de sommets et d'ars. Cette distane de graphe est gé-nérique dans le sens où elle permet des appariements univoques ou multivoques et où elle estparamétrable en fontion de l'appliation onsidérée. Nous montrons omment utiliser e adregénérique de dé�nition de la distane entre deux graphes pour modéliser les mesures de distaneou de similarité de graphes existantes.Un seond objetif de ette thèse est de proposer une solution algorithmique permettant lealul de notre mesure générique de la distane de deux graphes. Nous proposons et expéri-mentons un algorithme de reherhe loale taboue apable de résoudre de nombreux problèmesdi�érents d'appariement de graphes.Nous nous intéressons ensuite plus spéi�quement à la résolution du problème de l'isomor-phisme de deux graphes à l'aide de la programmation par ontraintes. Nous proposons uneontrainte globale dédiée à e problème, une onsistane partielle pour ette ontrainte et l'algo-rithme permettant de l'établir. Nous montrons alors que l'utilisation de ette ontrainte globalepermet à la programmation par ontraintes de devenir ompétitive ave des approhes dédiées àe problème.Mots-lés: Graphe, distane, similarité, reherhe loale, tabou réatif, PPC, isomorphisme degraphe, ontrainte globale
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Many appliations suh as e.g., information retrieval and lassi�ation, involve measuringgraph distane or similarity, i.e.,mathing graphs to identify and quantify their ommon features.Di�erent kinds of graph mathings have been proposed, giving rise to di�erent graph similarityor distane measures. Exat graph mathings suh as graph or subgraph isomorphism an be usedin order to show graph equivalene or inlusion. However, in many appliations, the assumptionof the existene of suh an "exat" mathing is too strong. As a onsequene, error-tolerant graphmathings suh as maximum ommon subgraph and graph edit distane have been proposed. Suhmathings drop the ondition that the mathing must preserve all verties and edges and lookfor a "best" mathing, i.e., one whih preserves a maximum number of verties and edges. Mostreently, three di�erent approahes proposed to go one step further by introduing multivalentmathings where a vertex may be mathed with a set of verties. This kind of mathing handlesthe fat that, due to di�erent desription granularity levels, one objet omponent may "playthe same role" than a set of omponents of another objet.Un �rst goal of this work is to de�ne a new graph distane based on the searh of a bestmathing between the graph verties, i.e., a mathing that minimizes vertex and edge distanefuntions. This distane is generi in the sense that it allows both univalent and multivalentmathings and it is parameterized by vertex and edge distane funtions de�ned by the user de-pending on the onsidered appliation. We show how to use this graph distane generi frameworkto model existing graph distane or similarity measure.A seond goal of this work is to propose an algorithm to ompute this generi graph distane.We propose a reative tabu loal searh ables to solve many di�erent graph mathing problemsand give some experimental results.We then fous our attention on solving the graph isomorphism problem with onstraintprogramming. We propose a global onstraint dediated to this problem, a partial onsisteny forthis onstraint and an algorithm to establish this onsisteny. We show that using this onsistenymakes the onstraint programming ompetitive with algorithms dediated to this problem.Keywords: Graph, distane, similarity, loal searh, reative tabu searh, onstraint program-ming, graph isomorphism, global onstraint
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