Reconstruction topologique et géométrique d’objets complexes sur grdb
isothétiques irrégulieres

Concours Jeune Chercheur : Oui de documents. En effet, nous pouvons aussi considérer une
. . subdivision d’une partie d®&? représentant les solutions
Resume d’une fonction donné¢g : R2 — R. Les algorithmes dé-
Dans cet article, nous abordons le probléme de la vecto- veloppés en arithmétique d'intervalles sont des approches
risation d’'images binaires sur grilles isothétiques irrég intéressantes pour aborder ces problemes [4, 5, 6].

lieres. La représentation d’un objet par segments de dsoite | es techniques de vectorisation développée jusqu’a main-
a éte largement développée dans le cadre de I'analyse de tenant sur le plan discret régulier dépendent de I'applica-
documents, ol une image est organisée sur une grille dis- tjon finale de la méthode et de la culture scientifique des au-
créte régu“ére. Sans considérer |’app|icati0n ﬁnale, 8|0u teurs [7, 8, 9] NoOuUs nous concentrons ici sur que'ques meé-
proposons de décrire en premier lieu la topologie d’un ob-  thologies de vectorisation, largement développées paur de
jet irrégulier a deux dimensions avec son graphe de Reeb gpplications d’analyse de document. A notre connaissance,
associé. De plus, nous recodons cet objet avec des arcs j| p'existe aucune extension de ces approches sur grilles
discrets irréguliers. La seconde phase de notre algorithme isothétiques irréguliéres. Les méthodes basées sumle
consiste a réaliser une reconstruction polygonale de I'ob- length encodingRLE) construisent d’abord une décom-
jet avec des morceaux de droites discretes, grace a ces arcs position en cellules allongées suivant un axe de limage.
élémentaires. Enfin, nous présentons l'efficacité de notre pes lors, on construit un graphe d’adjacence de droites
méthode sur des exemples divers, puis nous discutons de(jine adjacency graptou LAG) [10, 11]. Ces méthodes
ses applications futures et de son amélioration. cherchent a décrire la topologie des objets rencontrés dans
I'image, mais la structure géométrique qu’on en déduit doit

Mots clefs ~ - : .
étre améliorée par de nombreux post-traitements. Les meé-
Grilles irrégulieres, géométrie discrete, topologie dise, thodes de squelettisation et d’amincissement sont assuré-
reconstruction. ment les plus souvent employées en vectorisation. Un état
. de I'art des méthodes de vectorisation basée sur le sque-

1 Introduction lette peut étre lu dans [12]. Le but est ici de calculer un axe

La représentation, la description et la classification de ca Médian de l'objet qui représente de maniere minimale sa
ractéres et de symboles sont des taches nécessaires danforme [13]. Néanmoins, ces techniques modifient la géo-
de nombreuses applications actuelles. Elles sont apgligué  Metrie originale de I'objet pour obtenir une description mi
sur des images généralement organisées sur des grilles ré-Nimale de celui-ci. De plus, elles necessitent une phase
guliéres,i.e. tous les pixels ont la méme taille, et leur po- d€ pré-traitement par filtrage ou par lissage pour réduire
sition est indexée de maniére simple. Cependant, il est fré- 1€ bruit pouvant perturber I'axe médian calculé. De ma-
quent de diviser successivement une image en sous-images,Ni€re plus générale, un objet peut contenir des trous, ¢t peu
e.g. avec urguadtred1]. Ces techniques décrivent des ré-  €lré composeé drcs epais Dans les travaux de Debled et
gions intéressantes de l'image par un ensemble de pixels &l [14, 15], la définition dsegment flowejoint ce concept
irréguliers. Dans cet article, nous introduisons le concep d'arc régulier épais. Mais, au-dela de cette représentatio
de représentation de formes sur gnmile isothétique irré- géométrique d'arcs, la structuration globale n'est pas dis
guliere (notéel-grille) [2]. Les pixels sont définis par des ~ CUt€e, ainsi il n'y a pas de description de la topologie des
tailles et des positions variables, et peuvent étre détermi CbI€ts reconnus.

nées par des régles de subdivision. Nous proposons de re-Dans cet article, nous introduisons d’abord les concepts de
présenter la topologie des éléments contenus dans I'image k—arcs et dek—objets en rappelant quelques définitions,
irréguliere a deux dimensions (2-D) en construisant leur puis nous énongons le modeéle de supercouverture étendu
graphe de Reeb associé [3]. Puis, nous les décrivons par sur unel—grille. Nous rappelons également le principe de
une structure polygonale simple qui respecte le modéle de la reconstruction inversible de—arcs décrite dans [16].
supercouverture discret étendu défini dans [2]. De plus, Dans la troisiéme partie, nous détaillons les deux princi-
cette structure préserve la topologie que nous détaillons pales phases de notre systéme : la reconstruction homotope
dans la phase précédente. Nous nous intéressons clairement’un objet complexe basée sur le graphe de Reeb [3], et sa
au probléme de laectorisationsur grilles isothétiques ir- reconstruction polygonale. Puis, nous présentons digers r
réguliéres, et pas uniguement dans le cadre de I'analyse sultats pour illustrer les deux phases de I'algorithme.sNou



montrons également la robustesse de la reconstruction po-

plus, cette approche respecte le modéle de supercouverture

lygonale par un test sur une image de dessin technique de nous venons d’énoncer. L'algorithme proposé dans [16]

grande taille. Nous discutons finalement des applications
de notre contribution, et de I'amélioration globale de ses
performances.

2 Préliminaires

Nous définissons tout d’abord une grille isothétique irrégu
liere, notéd, comme un pavage du plan avec des rectangles
isothétiques. Nous rappelons juste que chaque rectéhgle
(également appeléeliule) de T est défini par son centre
(zp,yp) € R? etsataillg(l%, %) € R?. Dans notre étude,

la relation d’adjacence est une notion importante que nous
décrivons par les définitions suivantes.

Définition 2.1 (ve—adjacence et—adjacence)Soit P et Q
deux cellules. P et Q sont—adjacentegvertex and edge
adjacentki :

15412 1+

ltp — 2| = 5% et lyp —yq| < “52

ou Y Y x x
141, 15415,

|yP_yQ|: 2 et ‘xP_xQ|S 2

P et Q sonk—adjacentegedge adjacen8i nous considé-
rons un "ou" exclusif et des inégalités strictes dans la dé-
finition deve—adjacence ci-dessus. Par la suiteindique

unek—adjacence avek = e ouk = ve.

Définition 2.2 (k—arc) Soit£ un ensemble de cellules,

£ est unk—arc si et seulement si pour tout élément de
& = {P,i € {1,..,n}}, P, a exactement deux cellules

k—adjacentes, sauP; et P, qui sont appelées extrémités
du k—arc.

Définition 2.3 (k—objet) Soit€ un ensemble de cellules,
& est unk—objet si et seulement si pour tout couple de
cellules(P, Q) appartenant & x &, il existe unk—chemin
entre P et Q dan§.

Nous considérons maintenant I'extension du modele de su-
percouverture issu de [17] sur grilles isothétiques irrégu
lieres [2] pour discrétiser des objets euclidienslsur

Définition 2.4 (Supercouverture sur grilles isothétiques ir-
réguliéres) Soit F un objet euclidien dang?. La super-
couvertureS(F') est définie sur une grille isothétique irré-
guliérel par :

S(F) {Pel|B¥(P)NF #0}

{Pel|3(z,y) €F,|op—a| <Ip/2
et lyp —y| <15/2}
ou B>°(P) est le rectangle centré surp,yp) de taille

(1%,1%) (si 1% = 1%, B>(P) est la boule centrée en
(1%,1%) de taillel% pour la normeL.).

Nous présentons maintenant I'algorithme de reconstnuctio
d’'un k—arc que nous utilisons dans notre phase de repré-
sentation géométrique d’objet complexe (section 3.2). De

pour décomposer une courbe en segments est d’'abord basé
sur la définition suivante d’une droite discrete irrégudier

Définition 2.5 (Droite discréte isothétique irréguliere)
Soit S un ensemble de cellules ddn$ est appelé est un
morceau de droite discréte irréguliére (ou DDI) ssi il egist
une droite euclidienne | telle que :

S C S(1)

En d’autres termes, S est un morceau de DDI ssi il existe |
telle que pour tout = S,B°°(P) N1 # 0.

L'algorithme inspiré de [18] utilise principalement lepr
cédures de construction et de mise a jour cd¢@ne de visi-
bilité. On remarquera que I'on fixe d'abord I'extrémiig
du premier segment tel qug € P,. La figure 1 illustre
la construction progressive des cdnes dang-uarc, et la
segmentation en portions de droites en résultant.
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Figure 1 —Un exemple de construction progressive de
cbnes dans uh—arc (gauche), et la reconstruction en seg-
ments que I'on obtient (droite).

3 Représentation d’objets complexes
sur grilles isothétiques irréegulieres

3.1 Reconstruction topologique d’objets
complexes

Pour représenter la forme d'ub+objet £, nous avons
choisi une approche incrémentale directionnelle. Elle per
met de construire son graphe de Reeb assG¢ciéomme
dans le domaine continu (voir la figure 2). Ce graphe, basé
sur la théorie de Morse [19, 20], est aussi utilisé dans di-
verses applications de description de courbes et de sur-
faces [21, 22, 23]. Le graphe de Re@lest associé a une
fonction de hauteuyf définie sur€, et les noeuds d€' re-
présentent les points critiques gleDe plus, nous voulons
représenter un arc entre deux noeuds pak-darc, pour
avoir une information topologique minimale dans la repré-
sentation de€. Ces arcs seront segmentés dans I'étape de
description polygonale dé (section 3.2).

Nous notons les bords gauche, droit, haut et bas d'une
cellule P respectivemenP’, P, PT et PE. On a, par
exemple, I'abscisse dBL égale &rp — (15 /2) (que I'on
note par commodit®” = zp — (I35 /2)). Nous dirons éga-
lement qu’'unk—arc A et une celluleP sontk—adjacents

s'il existe une cellule) dans A telle que P et @ sont
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Figure 2 —(a) : un exemple de graphe de Re€bd’'un
objet continu€. Les noeuds dé& représentent les points
critiques def (maxima, minima, points d’inflexion), et un
arc est une composante connexe€dmtre deux points cri-
tiques. (b) : un exemple d’un objet irréguliégauche), la
structure finalement recodée avec desarcs (droite) et le
graphe de Reeb associé a la fonction de hautedgéfinie
suré (bas). Les noeuds f, g etcreprésentent les cellules
début, fin, groupe et coupe respectivement dans le graphe.

.....

k—adjacentes. Soif = {P;}i=o,..» un ensemble 2-D
de cellules donné. On choisit en premier lieu une direc-
tion pour traiter les cellules d&. Sans perte de généralité,
on peut supposer que I'on prend l'orientation de gauche a
droite,i.e. la fonction de hauteuf est définie suivant I'axe
desX. Au tempst = 0, on fusionne ensemble toutes les
cellulesk—adjacente® def avec le plus petit bord gauche
Ti—o = X0, e.g. P = xy = 0. Cette étape de fusion est
réalisée par la procédure de mise a jour décrite ci-aprés.
Cesm collections de cellules définissent lesllules début
desk—arcs initialement reconnuég, A4, ..., A,,.

Procédure de mise a jour. Soit A un k—arc, etPy, P,
deux cellules adjacentes detelles queP;, € A, PF <
Pf, et P, doit étre ajoutée . Si PF = Pf, on ajoute
justeP; a A, sinon la procédurmet a jourl’arc A avecPs,

et recode éventuellement Pour cela, on construit d’abord
le plus grand rectangle commur}, de P, et Ps.

Définition 3.1 (Plus grand rectangle commurfyoit P; et
P, deux rectangles adjacent$; est le plus grand rec-
tangle commun (ou PGRC) d& et P, ssi

) Fo CPLUP,,
i) FonPL#0,
iy BbNPy#0,
iv) il n'existe pas de rectangle plus grand gég par in-
clusion respectant i), ii) and iii).

Ensuite, nous considérons les rectangtes Fs et P, — F5.
Si Pl < Pft,onnoteP, — F, = Fy etP, — ) = I3,
sinon on préférerd — F, = {Fy, F3}. On peut remar-
guer gue ces rectangles peuvent étre vides,F3 = () si
Pl = PE, puisque dans ce casl' = Ff. La figure 3

présente les cing configurations générales de la procédure
de mise a jour (il en existe cing autres, obtenues par symé-

trie quandP] > PT'), et le recodage de I'arc que I'on doit

A A A AR R
55 ﬁ% R, By By
@) (b) (©) (d) (e)

Figure 3 Lesrectangles’, F; et F3 dans la procédure de
mise a jour (haut), et les cellules associées (bas). Lorsque
Pl < PE (aeth),P, — Fy, = F, et P, — F, = F3, sinon

P, — F, = {F,, F3} (dete). SP® = Pf, F, = (), quand

PPt = PE, F3 = () et finalementF; = () dans le cas ol
Pl = Pl

réaliser. De plus, nous proposons de réduire le nombre de
cellules dansA en joignant les deux rectanglé$ et F3 si
Fl' = Ff', FP = FP et F;, = (. Cette jonction est traitée
en remplacant’ et I3 par le rectanglé™; U F3. Enfin, la
procédure se termine en supprimdftde A, et en ajou-
tant les cellules correspondant aux rectandlest F»> a
A. F3 est empilé dan§, et sera traité ultérieurement; plus
exactement au tempsel quex; = Ff.
Au tempst + 1, notre algorithme consiste a fusionner les
cellules adjacentes avec le méme bord gauche enk
cellulesCy, Cs, ..., Cy (voir la procédure de mise a jour).
Ces cellules candidates peuvent étre ajoutées a un ou plu-
sieurs arcs parmi;, i € {1, ...,m} si elles sont adjacentes
aA;. ll est clair gue seule une cellulg construite au temps
t et ayant un bord droi)”* égal ax;, , peut respecter I'ad-
jacence avec une cellulg;, j € {1, ..., k}. Une celluleC;
peut étre traitée de plusieurs maniéres :
— C; n'est adjacente a aucun-arc A;. On initialise un
nouveauk—arc A,,,1 et on l'affecte avec la cellul€’;.
C; représente laellule debutde A,,, ;.
Si C; est adjacente avec un-arc A;, alors on met a
jour A; avecC);.
Quand C; est k—adjacent avec p k—arcs
A;, Aiva, ..., Aiyp, C'est une phase de regroupe-
ment Premiérement, on met a jour chaque arc avec
La celluleC; est ensuite marquée commlule groupe
et indique que chaque aw;, ..., A;.,, posséde un arc
Apt1 = {C;} lié commearc suivant
— Le cas ou p cellules Cj,Cjiq,...,Cj4p sont
k—adjacentes avec un ard; est unephase de dé-
coupe On met d’abord a jourd; avec C; par la
procédure de mis a jour. Ensuite, on n6}da cellule
dansA, telle queQ” = x;,,. Nous définissons aussi
nouveaux arcs suivant$,, 1, ..., A4, de A4; tels que
A1 ={Q.Cj}, ..., Apyp = {Q,Cj4, }. Dans cep
arcs et dangl;, @ est marqué comme urellule coupe
Quand l'algorithme se termine, au temptel quex; est
le plus grand bord gauche dafis on définit la derniere



cellule ajoutée dans tous les artscomme uneellule fin
Nous illustrons dans la figure 4 la construction progressive
du graphe et le recodage du-objet presenté dans la fi-
gure 2(b) dans cing étapes de I'algorithme.

Laid

Figure 4 —Les arcs reconnus et le graphe de Reeb asso-
cié pour quelques itérations de notre méthode sur I'objet
présenté figure 2 (b). D'abord, on initialise un arc avec la

cellule de plus petit bord gauche. Puis, on met a jour et
on recode progressivement les arcs. La troisiéme et la qua-

trieme image présentent les phases de regroupement et de

découpe. On peut noter que I'étape de recodage n’est pas
détaillée dans cette figure, et que les agesc représentent
un k—arc avec une seule cellule dans cet exemple.

Notre algorithme construit finalement une représentation
homotope compléete d& avec le graphe de Reében re-
connaissant et en liant les cellulésy, c et f (voir égale-
ment les figures 2 et 4). Il existe neuf configurations pos-
sibles d'arcsdan&' : d — ¢, d —g,d— f,c— ¢, c— g,

c— f,g—c, g—getg— f.Le nombre de points critiques
dansf peut étre lié au hombre d’Eulgrde £ [3]. Consi-
dérons I'équation suivante, @t est noté comme le couple
d’ensembles de sommets et d'aréf€sE) :

X = > (deg(n)) —
neV,(n=d)v(n=f)
> (deg(n) — 2)

nevV,(n=c)V(n=g)

oudeg(n) est ledegrédu noeud. dansG, doncdeg(n) =

1 si n est un noeuddébutou fin. Le nombre d’Euler
permet de décrire la topologie d'un objet par une valeur
unique. Pa exemple, pour un tose~= 0, pour un disque,

x = 2, et I'objet décrit dans la figure g) possede un
nombre d’Eulery = —4; on peut également dire que
cette forme est homéomorphe a un tore avec trois trous,
oux = 2 — 2 x #(trous) = —4. Au-deld de ces in-
variants topologiques obtenus par les points critiques, la
structure du graphe dépend clairement de la direction choi-
sie pour la fonction de hauteyft. Une partie des noeuds
et des arcs peut changer, mais I'information sur la topolo-
gie de&, i.e. les noeuds internes d&, n’est pas modifiée.

Le nombre d’Euler est un exemple de I'emploi du graphe
de Reeb pour la description de forme. Soit mainteddnt
I'objet dessiné dans la quatrieme image de la figure 4. Les
trois cellules ajoutées durant la derniére itération petive
représenter du bruit modifiant le contour &e Le graphe

sont créés, alors que ces cellules sont peut-étre nuisibles
En fait, le probleme de la perturbation du contour&e
pourrait étre certainement réduit si I'objet est d’abord fil
tré ou lissé. Ce genre de pré-traitement est souvent adopté,
quelque soit I'approche choisie pour la représentation de
forme, e.g. la squelettisation. Enfin, avec la procédure de
mise a jour, nous recodons les cellules &afin qu’'un
k—arc soit toujours representé entre deux noeuds.dee
réarrangement géométrique dépend assurément de la direc-
tion de f, mais ne change ni la topologie ni le contour du
k—arc reconnu. La structure topologique est simple, et pré-
pare la phase suivante de notre systeme global de recons-
truction d’objets complexes.

3.2 Reconstruction
épais

polygonale d’objets

Comme la reconstruction en polylignes affecte toujours le
premier pointp, comme le centre de la premiéere cellule
traitée (section 2), nous proposons de commencer la re-
construction de tous lgs—arcs calculés dans la phase pré-
cédente par les noeudgoupe et coupedétectés dans le
graphe de Reely. Nous assurons ainsi que chacun de ces
noeuds particuliers dé& sera représenté par un seul point
dans la polygonalisation finale. Les segments sont recon-
nus de lintersection entre plusieurs parties de l'olgjet
vers ses extrémités,c. nous considérons les args— f,

c— f,g—detc—ddeG. De plus, puisque I'algorithme de
reconnaissance est glouton, les éventuelles erreurgésdui
par notre approche de cdne de visibilité sont propagées vers
les extrémités dé&, et non pas vers ces intersections qui
décrivent la forme de I'objet. Pour les ares- ¢, g — g,

g —cete— g deG, nous proposons de réaliser une recons-
truction bidirectionnelle qui démarre de chaque noeud de
l'arc, et se termine en son centre. Par conséquent, I'éven-
tuelle erreur de reconstruction serait concentrée au umilie
de ces arcs. Cette approche confirme que les nagatis
de G représentent les lieux ou la description de sa géomé-
trie doit étre précise. Enfin, nous choisissons de traiter le
arcsd — f avec la méme reconstruction bidirectionnelle,
qui apparait comme le moyen le plus efficace de garantir
une reconstruction robuste.

Nous ne traitons pas le probléme de liaison entre deux re-
constructions sur Ilg—arc (reconstruction aveeitch), car

une technique générale et efficace de jointure entre deux
droites discrétes impliquerait que notre algorithme ne se-
rait plus linéaire [24]. Par conséquent, nous ajoutongjust
un segment entre les deux polylignes. Cette phase de notre
systéme ne peut étre considérée sans patch, puisque nous
utilisons les points internes de la forme&eour guider la
reconstruction géométrique.

Dans la figure 5, nous illustrons le comportement de notre
algorithme dans le cas de 'objétprésenté dans la section
précédente. Nous montrons également I'intérét de notre ap-
proche pour un objet complexe symétrique.

Contrairement aux méthodes conventionnelles de vectori-

de Reeb est changé par une phase de découpe, trois noeudsation, nous proposons une technique qui respecte le mo-



Y EEK%%

@ (b) H>
Figure 5 —Si nous considérons I'orientation originale des ™ ﬁ
k—arcs, la forme du—object présenté dans la section sui- [— L
vante (a-gauche) n’est pas correctement définie puisque la %7 N
symétrie n’est plus préservée. Donc, nous proposons de dé- L ﬂ
marrer la reconstruction par les noeudset ¢ (a-droite). IR
Cette structure respecte le modéle de supercouvertur, et |
forme symétrique de cet objet. Nous montrons également le Figure 7 —La fonctionz? + y? + cos(2mz) + sin(2my) +

résultat de notre algorithme sur fe—object presenté dans  sin(2mz?) cos(2my?) = 1 sur[~1;1] x [~1;1] (haut) dis-
la section précédente (b). crétisée par un algorithme décrit dans [6] avec deux réso-

lutions différentes, puis recodée et polygonalisée (bas).

dele de supercouverture sur unegrille. Nous ne traitons

pas de la qualité de la structure globale déduite de cette
seconde étape de notre systeme. Pour introduire cette no-
tion de qualité dans le cadre de I'analyse de document, on
pourra se référer a [25].

4 Expériences et résultats

Dans la figure 6, nous présentons la structure polygonale
obtenue sur une image réarrangée par une approche ba-
sée sur le quadtree. La reconstruction desrcs reste a
l'intérieur de I'objet, et les noeudgroupe et coupe sont
représentés par un seul point dans la reconstruction. La re-
présentation polygonale permet aussi de mesurer des carac-
téristiques géométriques.§. la longueur) d’une fonction
complexef : R? — R (figure 7).f est d’abord discrétisée

par un algorithme de calcul par intervalles [6] sous la forme
d’'un ensemble de cellul€s puis nous utilisons notre sys-
teme pour décrire de maniére minimale les courbe§.de
Enfin, pour montrer la robustesse de notre systéme, nous
présentons dans la figure 8 les reconstructions polygonale
et topologique d’une grande image de dessin technique.

Figure 8 —Une image de dessin technique de taille 1765

x 1437 pixels soumise a notre systeme, et une partie zoo-
mée, indiquée par la fleche (haut). La polygonalisation que
nous obtenons et le zoom associé sont présentés (centre).
Le graphe de Reeb complet (environ 300 noeuds) est éga-
lement illustré dans un format circulaire (bas).

il
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5 Bilan et perspectives

Dans cet article, nous proposons d’élargir le point de vue
Figure 6 —Une image d’un caractére chinois (haut), com-  des méthodologies de vectorisation a la représentatien iso
pressée par une approche basée sur un quadtree (gauche). thétique irréguliere des données binaires. Selon I'agplic
Nous montrons le recodage final ér-arcs et la polygo- tion finale de notre systéme, nous pouvons traiter 'image
nalisation (droite). initiale avec des opérations de pré-traitement, réorganis



le graphe de Reeb (contraction d’arcs, etc.), ou réarranger

les segments finalement calculés dans la seconde phase.
La reconstruction géométrique reste a l'intérieur de kBbpj

i.e. elle respecte le modéle de supercouverture discréte ir- [12
réguliére. De plus, cette reconstruction homotope préserv

la topologie décrite par le graphe de Reeh. Donc, notre sys-
téme est robuste, et topologiqguement et géométriquement
correct. Le graphe de Reeb peut étre étendu a la descrip-

text recognition. Dans$th International Conference
on Document Analysis and Recognition (ICDAR,01)
Seattle, Washington, Septembre 2001.

] L. Lam, S.W. Lee, et Suen C.Y.. Thinning metho-
dologies - a comprehensive survelEEE Transac-
tions on Pattern Analysis and Machine Intelligence
14(9) :869-885, 1992.

tion d’objets en trois dimensions (3-D), avec une approche [13]
incrémentale similaire. Cependant, la reconstructiogdas
sur le cone de visibilité est difficilement adaptable a de tel

objets irréguliers. Notre systeme devrait étre modifié pour
fournir une polygonalisation 3-D basée sur le graphe de

Reeb.
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