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1 Introduction

Une grande partie des méthodes d’indexation de modeles 3D calcule les des-
cripteurs de formes en intégrant une fonction sur le volume de ’objet. Pour cela,
I'objet est dans un premier temps discrétisé sur une grille de voxels et l'intégra-
tion est faite dans le domaine discret. C’est le cas par exemple de 'analyse en
composantes principales, des moments géométriques, des moments de Zernike
[1,2], ou de la transformée de Fourier[3].

Cette document présente une méthode permettant d’intégrer un objet 3D
sans passer par une représentation discrete mais directement a partir de son
maillage. Ces méthodes, qui se basent sur 'intégration du contour de l’objet,
peuvent, comme nous le montrerons dans la derniere partie, servir au calcul des
parametres d’alignement, a I'extraction de descripteurs de forme ou a la création
de vues par une méthode de Fourier Volume Rendering.

2 Cadre de I’analyse

2.1 Principe général

Le volume, le centre de gravité, les moments d’inertie et d’autres propriétés
d’un solide sont définis par une intégrale triple dans un espace a trois dimensions
définissant le volume de 1'objet. L’intégrale d’une fonction f sur le domaine @

définit par le volume s’écrit :
I= / fdv (1)
Q

Cette fonction est difficilement intégrable, car méme si la fonction a intégrer f
est simple, le domaine d’intégration @) représentant le volume de ’objet est com-
plexe. Pour intégrer sur une volume quelconque, si f est intégrable, le théoreme
de la divergence produit une méthode alternative pour évaluer les propriétés de
I'intégrale d’un solide en intégrant sur les frontieres du solide :

/Q Fdv = /Q div(g)dv — /5 _omds )



ou g est une fonction vecteur, telle que la divergence de g est égale a la fonction
f, 0Q est la frontiere de @, n est le vecteur normal de la frontiere et ds est la
dérivée de la surface.

L’intégrale sur un volume 3D peut étre vue comme la somme de 'intégrale
de toutes les composantes frontiéres, comme le montre [4] et [5]. Dans le cas
d’objets 3D maillés, le maillage représente la frontiere du solide et il est dans ce
cas facile de le parcourir. Ceci est exact sous I’hypothese que les frontieres de
I’objet soient correctement définies et que le maillage soit une variété topologique
(sans trous, orientable...). Cette méthode fournit ’expression analytique exacte
de l'intégrale sur le volume de I'objet, pour une complexité linéaire au nombre
de sommets du polyedre.

Les éléments de surface de 'objet 3D peuvent étre séparées en fonction du
signe de leurs normales par rapport & un point fixe, généralement par rapport a
Porigine du repere (0,0,0), et 'on peut écrire :

[ f@pai= [ gwyznds= [ gpzndst [ ey z)nds
Q 0Q Q1 Q>
(3)
ol @ est le sous ensemble de dQ tel que n est dans le sens du vecteur (x, y, 2),
formé entre lorigine et le centre de 1’élément de surface, tel que (x,y, z).n > 0
et 5@z est le sous ensemble de Q) tel que (x,y, z).n > 0 (voir figure 1).
On peut retransformer les deux termes pour retourner en volumique :

/ g(l’,y,Z)ﬂdS—‘r/ g(x7yaz)nds = f(x,y,z)dv—i— f(.’L',y,Z)dU
6Q1 6Q2 Q1 Q2
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ol Av; le come formé entre I’élément de surface As; et 'origine du repere, comme
le montre la figure 1. S(Aw;) est une fonction de signe calculé en fonction du
sens des normales n; :

S(Av;) = +1si (x,y,2).1n; >0, (5)

= —1 sinon.

La fonction de signe S(Awv;) détermine si 'intégrale Av; a une contribution
positive ou négative & l'intégrale de Q. Si n; est dans le méme sens que (x, y, z),
Iintégrale AV} a une contribution positive a ), autrement elle a une contribution
négative.

Ceci peut étre illustré par un exemple, comme le montre la figure 2. Le
tétraedre Q@ = (v1,va,v3,v4) & quatre faces, Fy = (v1,v4,v2), Fo = (v1,v3,04),
F3 = (v4,v3,02) et Fy = (v1,v3,v2). L'ordre des sommets de chaque face est
défini par la regle de la main droite, afin que le sens des normales de tous les
triangles soit cohérent. La face F; de Q) forme avec l'origine O un tétraedre
Q; = (0, vy, 04y,0i5) U (viy, Uiy, iy) sont les sommets de Fy. Quatre nouveaux
tétraedres, Q1 = (O, v1,v4,v2), Q2 = (O, v1,v3,v4), Q3 = (O, v4,v3,v2) et Qg =



Fig. 1. Principe de l'intégration, un céne Av est formé par un élément de surface As
est 'origine du repere.

(O, v1,v3,v2), sont ainsi formés. On peut noter que le tétraedre ()4 est positif
selon S et que les tétraedres @1, Q2 et Q3 sont négatif. Le tétraedre @ est la
somme signée des quatre tétraedres @1, Q2, Q3 et Q4 :

Q=0Q4—0Q1—Q2— Q3. (6)

2.2 Intégration sur un maillage 3D

Comme nous venons de le voir, le volume d’un objet 3D est égal a la somme
signée des volumes des tétraedres le composant et il en est de méme pour les
autres fonctions intégrales que ’on peut calculer sur un objet 3D. Pour calculer
la valeur de l'intégrale d’une fonction f(x,y,z) sur le volume d’un objet maillé,
on peut procéder de la maniere suivante :

1. orientation des faces : vérifier que le maillage est une variété combinatoire
sans bord, et orienter les faces pour garantir que les normales des triangles
adjacents sont cohérentes du point de vue de leur sens;

2. pour chaque triangle de I'objet :
— intégration de la fonction f(z,y,z) sur le tétraédre construit a partir du
triangle et de 1'origine du repere;
— sommation de la valeur de l'intégrale en fonction du signe de la fonction
de signe S.
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Fig. 2. Exemple de décomposition tétraédrique d’un objet 3D. L’objet @@ peut étre vu
comme la somme CSG : Q = Q4 — Q1 — Q2 — Qs.

Pour orienter les normales et calculer les fonctions de signe S, le sens de la
normale de chaque triangle adjacent est vérifié. Ceci revient a parcourir tous les
triangles de l'objet et a vérifier que I'ordre des points fournit une normale dans
le bon sens en fonction des triangles adjacents déja parcourus.

3 Intégration d’un tétraedre

3.1 Principe

Comme énoncé précédemment, le calcul d’une intégrale sur un objet tridi-
mensionnel peut se faire en additionnant les contributions signées de l'intégrale
de chaque tétraedre. Ce qui revient a sommer les volumes des tétraedres le com-
posant :

=3 5Q) | flx,y,2)dv. (7)
Q Q

Soit F; un triangle composé des points (;,, Tiy, Tig ), (Yiy s Yins Yis ) €6 (Ziys Zig, Zig)-
On peut définir une transformation linéaire 7T; telle que :

CEZ‘I l'iQ 1'7;3
Ti = | Yir Yin Yis (8)
Zi1 Zig Zig

qui transforme le tétraedre unité orthogonale (tétraedre formé de 'origine et des
points (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1)), en le tétragdre défini par (0,0, 0) et les faces
de F;. On peut montrer que le déterminant de la matrice T; est de méme signe
que la fonction de signe S. Cela conduit a :

f(m,y7z)dxdydz:/ T f(X,Y, Z)dXdY dZ (9)
Qi W,



ou ||T;|| est la norme de la matrice de transformation T; et W; est le tétracdre
unité orthogonal selon la transformation :

r=x4{ X +x;,Y + 2,7
y =i, X +y,Y +yi,Z (10)
z =2y X +2,Y + 2,4

On peut noter que l'intégration d’une fonction f sur le tétraedre @; est égale
au produit de l'intégrale de la fonction f sur le tétraedre unité multiplié par la
norme de la matrice de transformation ||T;||. D’autre part, le déterminant |T;|
représente implicitement les effets de la fonction de signe S(Q;) et de la matrice
|75 |, ce qui peut s’écrire :

S(Qi) - 1T = |73 (11)

Sous cette condition, 'intégrale d'une fonction f dévient :

I= |Ti|/ f(X,Y,Z)dXdYdZ (12)
Qi Wi

L’intégrale sur le volume d’un tétraedre quelconque peut étre calculée en se ra-
menant au tétraedre unité orthogonale formé des points (0, 0,0), (1,0,0), (0,1,0)
et (0,0, 1)). Une intégrale sur ce tétraédre permet d’avoir un domaine intégration
@ simple et facilement intégrable. 11 suffit d’intégrer z sur [0, 1], y sur [0,1 — z]
et z sur [0,1 — z — y] et on peut ainsi écrire :

1:/01/01_Z /Ol_z_y f(X,Y,Z)dXdYdZ (13)

3.2 Calcul des moments géométriques

Les moments géométriques tridimensionnels sont largement utilisé en indexa-
tion d’objets 3D, soit pour calculer des parametres de normalisation (centre de
gravité, axes principaux), soit comme descripteurs comme ’ont montré [6].

Les moments géométriques d’ordre (p + ¢ + ), notés par mpq,, peuvent étre
calculés par :

Mpqr = / 2Pyz"dedydz (14)
Q
ou @ est I'objet. La fagon la plus répandue de calculer une telle intégrale est de
discrétiser 'objet et de procéder dans ’espace discret par la formule :

N/2  N/2  NJ2

Mpgr = > > > #jh(i,j k) pgr=01,234... (15)

i=—N/2j=—N/2 k=—N/2

ou N est la taille de la discrétisation et h(i,j,k) — {0,1} est une fonction
définissant I'objet (intérieur/extérieur).



Une autre maniere de procéder est d’intégrer la surface. Soit un tétraedre
@ composé des points (0,0,0), (1,91, 21), (T2,y2, 22) et (x3,ys, 23), le calcul de
I’expression analytique des moments géométriques peuvent se calculer en inté-
grant :

Mpgr = /Qf(x7y7 Z)d.’IdedZ

1 1-Z 1-Z-Y
=|T /0 /0 /0 F(X,Y, Z)dXdY dZ (16)

avec :
f(X,Y, Z) = (1 X + 22 +232)P (n X + 32 +y32) (1 X + Y +232)" (17)

Soit 'expression du moment géométrique d’ordre (0,0,0), la fonction & in-

tégrer est égale a : f(z,y,2) = 2%Y2° = 1. L’expression analytique d’un tel

moment le long d’un tétraedre unité peut se calculer :

1 1—=z 1—z—y
moooz/ / / dxdydz
1—z

/ / (1 —2z—y)dydz

1
:/0 52 —z+ dz—g (18)

Ceci est applicable quel que soit 1'ordre des moments géométriques. Par
exemple, les moments d’ordres inférieurs & 2 ont pour valeurs :

mooo = 6 (1312/223 — T1Y322 — Y1X223 + Y1322 + 21T2Y3 — z1x3y2)
m

mi00 = ZOO (r1 4+ 22 + x3)
Mo00

mio = o (x1(2y1 + y2 +y3) + 22(y1 + 2y2 + y3) + 23(y1 + Y2 + 2y3))
mMo00

ma00 = 5 (m% + 23+ 23+ 2120 + 123 + ToT3) (19)

Nous verrons dans la derniere partie, les applications que peuvent avoir les
moments géométriques en analyse de formes tridimensionnelles et les avantages
que nous apporte le fait de les calculer de la sorte.

Le calcul des moments géométriques a été réalisé grace a un logiciel de cal-
cul formel Maple, pour tous les moments géométriques jusqu’a l'ordre 20. Le
code source des formules analytiques des moments géométriques est disponible
a Padresse : http://liris.cnrs.fr/julien.ricard /index.php?page=publications.



3.3 Expression analytique de la transformée de Fourier
La transformée de Fourier est également un outil largement utilisée en in-
dexation d’objets 3D [7]. Elle est basée sur une intégrale du volume de 1'objet

Fww:/ e~ Heutyvtzw) 4o dyds. (20)
Q

La transformée de Fourier est aussi une intégration sur le volume interne d’un
objet et peut étre calculée en décomposant 1'objet en tétraedre et en sommant
les contributions. Ceci peut se calculer selon la formule :

F(u,v,w):Z\m/ f(X,Y,2)dXdYdZ (21)
Qi Wi

L’expression analytique de la transformée de Fourier d’un tétraedre peut étre
calculée en intégrant sur le tétraedre unité orthogonale I'expression :

f(l',y, Z) _ e—i(u(w1X+w2Y+w3Z)+v(y1X+y2Y+y3Z)+w(le+22Y+23Z) (22)
L’expression générale a intégrer et la solution peuvent s’écrire :

F(U, v, w) _ |T| / efi(u(zlX+zgY+:D3Z)Jr'u(ylX+y2Y+y32)+w(le+22Y+Z3Z)dV
w

je U1 + je U2
— |T| Ul(UlfLige)_(lUldeg) UQ(UzifUl)(U27U3) (23)
T GU=0) =00 ~ Uil:Us

avec .
Ui = uxy + vy +wzy

Us = uzxg + vy2 + wze (24)
Us = uzxs + vys + wzs

La formule 23 représente 1’expression analytique de la transformée de Fourier
d’un tétraedre et permet de calculer la transformée de Fourier du maillage d’un
objet 3D. Ceci est utilisé dans de nombreuses applications d’analyse de formes
tridimensionnelles.

Cependant, cette expression n’est pas bien définie et ne peut pas étre calculée
pour tous les tétraedres en tous les points de I'espace fréquentiel. En effet, cette
expression est une somme de quotients qui ne sont pas définis lorsque les dénomi-
nateurs s’annulent. Il faut, dans ces cas, modifier la fonction & intégrer, f(x,y, 2)
en fonction de la valeur de la solution et intégrer la nouvelle fonction. On peut
expliciter 19 solutions S annulant la fonction dénominateur de F'(u,v,w) :

Faenum(u,v,w) = UyUsUz(Uy — Us)(Uy — U3)(Uz — Us), (25)
ce qui fournit les solutions suivantes :

S={{u=0,v=0,w =0},



{u=0,v=0,21 =0},{u=0,v=0,20 =0}, {u=0,v=0,23 =0},
{u=0,v=0,21 =22} ,{u=0,v=0,20 = 23}, {u=0,v=0,2 = 23},

VY3 + W23z — W29
_ . ,

VY3 + W2z — W21
uzoayl = v )

VY2 + Wzo — W2y
u:0,y1 = )

o VY3 + W23 . VYg + W2o . VY1 + W2y
BETTT M\t T UM T

| U3 — VY3 — w23 + vys + weo }

T =
U
P | TUuT3 — VY3 — w23 + VY1 + wzy
1 w 9
{xl | Tumy —wyy —wzp oy +wa }} (26)
U

Pour chaque solutions .S; annulant le dénominateur de F', il faut modifier la
fonction a intégrer f pour intégrer selon la solution S;. Par exemple, pour les
solutions S1 = {u = 0,v = 0,w =0} et S; = {u=0,v =0, 21 = 0}, les fonctions
a intégrer deviennent :

1
fsl =1= Fsl =35
fS' — e—iw(z2Y+z3Z)

2

:>F52:

2 2,2 —iwzg | s 2 2. 2. —iwzg ( )
_ wz5z3 w2223+z3ze +iz5 z31—2z51€

w32223 (z2—23)

Il faut expliciter les écritures analytiques de la transformation de Fourier pour
toutes les valeurs de {u, v, w,x1,y1, 21, T2, Y2, 22, T3, Y3, 23 } et en particulier pour
toutes les solutions des équations S. Ceci fait, le calcul de 'expression analytique
de la transformée de Fourier peut se faire pour tous les triangles et en tous
points de I'espace spectral. Ces calculs ont été réalisés au sein d’un logiciel de
calcul formel Maple ce qui a permis d’expliciter I'expression analytique de la
transformée de Fourier d'un objet 3D en tous points de I'espace. Les résultats et
le code permettant de procéder a la transformée de Fourier d’un objet 3D maillé
sont visibles dans I’annexe de ce document.

Pour illustrer le calcul analytique de la transformée de Fourier d'un objet
maillé, nous avons mis en place un procédé de Fourier Volume Rendering [8].
Cette méthode de rendu d’objets permet de créer une image profondeur de 'objet
sans projeter les voxels, mais en pratiquant une coupe dans ’espace spectral et
en reconstruisant 'image réelle par un FFT inverse. L’image obtenue est une
projection orthogonale de 1’objet discret sur le plan image. L’extraction de la
coupe de Fourier est faite sur la transformée de Fourier de ’objet discret.



Pour évaluer le procédé de calcul analytique de la transformée de Fourier,
nous avons, au départ de I'objet maillé, calculé la transformée de Fourier pour
tous les points d’'une image spectrale et reconstruit I'image réel. La construction
de la coupe est faite en définissant le plan de coupe comme N2 points de I’espace
spectral. L’expression analytique de la transformée de Fourier du maillage est
calculée pour chaque point pour remplir le spectre 2D extrait. La figure 3 montre
ce procédé sur 'objet 3D Bunny.

real(F)

2 g

real(f) G i x 10"
3
50 3 s | {1 M2 s0
| q
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Fig. 3. Exemple de Fourier Volume Rendering de I'objet 3D Bunny. La premiere ligne
représente, 'objet 3D maillé et les parties réelles et imaginaires du spectre extrait. La
seconde ligne représente les parties réelles, imaginaires et la valeur absolue de 'image
profondeur reconstruite.

La figure 4 présente deux exemples de rendu spectral sur I'objet Fandisk
pour deux orientations et pour deux tailles de spectre extrait. Le systéme de
rendu spectral extrait des vues par interpolation dans le domaine Fourier discret
des objets 3D. Le fait de pratiquer le rendu par le processus que nous venons
de présenter, en utilisant ’expression analytique de la transformée de Fourier,
permet de ne pas faire d’interpolation sur le spectre discret et d’obtenir des vues
exactes sans artefacts dus a la discrétisation. La figure 5 montre un exemple
pour les trois types de rendu spectral : discret avec (a) et sans (b) interpolation
et par expression analytique(c).
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Fig. 4. Exemple de Fourier Volume Rendering de 'objet 3D maillé Fandisk, pour deux
orientations quelconques et pour deux tailles du spectre extrait.

4 Application en analyse de formes 3D

4.1 Centrage et alignement d’un modeéle 3D

De nombreuses méthodes d’indexation d’objets 3D ne sont pas intrinseque-
ment robustes aux translations, aux variations d’échelles et aux rotations. Pour
palier a ces problémes, la plupart de ces méthodes proposent de mettre en place
un pré-traitement qui normalise 'objet 3D pour rendre les méthodes robustes
a ces transformations. Pour rendre la méthode robuste aux translations, ’objet
est centré par rapport au centre du repere par le calcul de son centre de gravité.
Pour les variations d’échelles, I'objet est intégré dans une boite englobante et
pour les rotations, les axes principaux de 'objet sont calculés afin de les aligner
avec les axes du repere.

Le pré-traitement peut, soit se faire sur le maillage de I'objet 3D, et les pa-
rametres sont calculés sur le nuage de points, soit se faire sur une représentation
discrete de I'objet. Le calcul des parametres sur le nuage de points constituant le
maillage ne permet pas d’avoir une normalisation robuste car elle est dépendante
de la répartition des points sur le maillage. Un méme objet remaillé ne fournira
pas les mémes parametres et ne sera pas normalisé de fagon similaire.

Les parametres de normalisation de 'objet peuvent aussi se calculer direc-
tement a partir du maillage en calculant les moments géométriques a partir de
la surface des objets 3D, comme énoncé précédemment. La normalisation d’un
objet 3D peut se faire en calculant les moment géométriques. Le centrage se
fait grace au moment géométrique : migg, Mo10 €t Mmpo1 en les additionnant aux
coordonnées des points composant ’'objet. Ces moments géométriques d’ordre
1 correspondent aux coordonnées du centre de gravité de 'objet. L’alignement
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Fig. 5. Exemple de rendu spectral par un processus de Fourier Volume Rendering de
lobjet 3D maillé Fandisk par trois types de rendu : discret avec interpolation (a),
discret sans interpolation (b), par Pexpression analytique(c).

se fait en calculant les vecteurs propres de la matrice I ce qui est aussi appelé
analyse en composante principale (ACP). S est la matrice des moments d’ordre
2:
Ma200 7110 1101
I'= | mi10 moz20 Mmo11 (28)
m101 Mo11 M002

Le calcul des parametres de normalisation sur une représentation directe
de I'objet permet d’obtenir une normalisation indépendante du maillage et qui
dépend du volume de 'objet. Une telle normalisation exige de transformer 1’objet
dans le domaine discret pour extraire ces parametres. Pour ce faire, nous allons
discrétiser 'objet et labelliser les voxels internes. Ces opérations ont un cotut en
O(N3%T), oit N est la taille de la discrétisation et T est le nombre de triangles
composant I'objet. La figure 6 montre cinq objets d’une méme classe de la base
Semantic-3D normalisés en fonction de leurs nuages de points (a) ou de leur
volume (b). La normalisation correspond & un centrage sur le centre de gravité
de I'objet, une mise & 1’échelle sur la boite englobante[—1,1] et un alignement



sur les axes principaux. On peut voir que la normalisation suivant le nuage de
points n’est pas robuste, car les objets d’'une méme classe n’ont pas la méme
répartition de leurs points. L’alignement volumique fournit des résultats plus
cohérents, les centres de gravités et les parametres de mise a 1’échelle sont plus
proches, ce qui fournit des alignements plus précis.

La figure 7 montre les différentes normalisations calculées en fonction du
nuage de points de 'objet(a), de la représentation discrete de 'objet (b) et des
moments géométriques calculés & partir de la surface de l'objet (c¢), pour un
méme objet 3D ayant subi différents remaillages. On peut tout de suite noter
que la normalisation par rapport au nuage de points de ’objet n’est pas robuste
au remaillage et que les objets normalisés n’ont pas le méme alignement. Les
deux autres normalisations, en fonction de la représentation discrete de 1’objet
et de la représentation tétraédrique, fournissent des bons résultats, car il n’y a
pas de différences d’alignement entre les différents objets re-maillés.

L’extraction des parametres de normalisation sur une représentation discrete
des objets 3D doit se faire a une certaine résolution. Le choix de la résolution va
modifier les parametres de normalisation et par la méme les objets normalisés.
L’extraction des parametres de normalisation sur la surface de 'objet est indé-
pendante du choix de la résolution de discrétisation. Ce qui fournit des objets
normalisés indépendants de tout parametres.



Fig. 6. Exemple de centrage, d’alignements et de mise a I’échelle sur une classe d’objets
de la base Semantic-3D, avec une normalisation sur les points (a) et une normalisation
volumique(b).



Fig. 7. Exemple d’alignement et de centrage d’un objet 3D remaillé, en calculant les
parametres sur le nuage de points(a), sur 'objet discrétisé (b) et sur la représentation
tétraédrique de lobjet(c).



4.2 Descripteur de forme 3D

De nombreux descripteurs de forme calculent une intégrale sur le volume
des objets 3D pour extraire une signature caractérisant la forme. On peut en
particulier citer les méthodes régions basées sur les moments : Fourier 3D [7],
Zernike 3D [1,2] et ART 3D [9]. L’intégration sur le volume d’un objet se fait
en discrétisant I'objet sur une grille de voxels de taille N3 et en calculant une
somme discrete sur cette représentation.

Descripteur de Fourier 3D. [7] proposent d’utiliser les coefficients de la trans-
formée de Fourier comme descripteur de forme. Les objets sont centrés, mis a
I’échelle et alignés par une analyse en composante principale et discrétisés. Le
calcul des premiers coefficients de Fourier se fait selon la formule :

N Mg N
Guvw = N3 Z Z Z Gikie —7 ZF (iu+kv+lw) (29)
7._7ﬂ k=— N l=—

ol g;x; est 'ensemble des voxels. Les valeurs absolues des coefficients gy, d’'in-
dices —K < wu,v,w < K sont sélectionnées comme descripteurs. Excepté le
coefficient ggoo, tous les coefficients complexes sont conjugués deux a deux (guypw
est le conjugué de g_,_,_ ). Le vecteur descripteur consiste & ((2K +1)%+1)/2
valeurs réelles. Les meilleurs résultats sont obtenus pour K = 3.

Comme expliqué dans le paragraphe 3.3, la transformation de Fourier d'un
objet 3D maillé peut étre calculée en décomposant l'intégrale sur la forme sur
chaque élément de forme élémentaire par la formule 23.

Descripteur de Zernike 3D. La description d’une forme par le descripteur de
Zernike 3D a été définie par [1] et utilisé par [10,2] et est largement reconnue
au sein de la communauté. Le calcul du descripteur de Zernike 3D, tel qu’il
est proposé par les auteurs, se fait de facon discrete sur un objet discrétisé et
normalisé, en combinant linéairement les moments géométriques myq,., pour tous
p,q,7r>0et p+qg+r <n,avecn € [0,N] et ] € [0,n], tel que (n —1) est paire,
et m € [—1,1]. Le descripteur de forme de Zernike 3D est la norme du vecteur
(2,,; selon la formule :

F’ﬂl = H‘QWJH ou : nl - Z ij:nmpqr (30)
p+q+r<n

Les fonctions 2]} sont les moments de Zernike 3D d’un objet, et sont une com-
binaison linéaire des moments géométriques d’ordre n. La combinaison linéaire

se fait grace a la fonction x*9" selon la formule :

X =y ””Z‘HZ( ) (75 ) S ()

=0 B=0 u=0
L l—27n —J

S (s e

pn=0 v=0




ou 2k =n — 1, ¢ est le facteur de normalisation et g, garantit I'orthogonalité
des fonctions avec la sphere unité. Ces deux termes se calculent avec les formules
suivantes :

=" = (32)

| | ' <k> (2(k+l+v)+1) -

s G () 0ty
k

Le calcul des descripteurs de Zernike 3D se base sur les moments géométriques
calculés de fagon discrete. Comme énoncé précédemment, il est plus efficace
de calculer les moments géométriques en intégrant la surface de l'objet et en
sommant la contribution signée des tétraedres la composant que de les calculer
a partir d’une discrétisation.

4.3 Complexité

Le principal avantage d’intégrer le volume d’un objet 3D sur son maillage
et non sur une représentation volumique discrete est le gain de complexité du
principalement au fait de ne pas avoir a discrétiser 'objet 3D. Le cott d’un
discrétisation d’un objet 3D est en O(N? x T) ot T est le nombre de triangles
composant I'objet et N est la taille de la discrétisation. L’objet discrétisé doit
ensuite étre labellisé pour marquer les voxels internes, ce qui peut se faire en
O(N3). L’intégration a alors un coiit en O(M) ou M est le nombre de voxels
marqués. On peut noter que M est généralement supérieur a T le nombre de
triangles composant I’objet. Alors que le cotit de 'intégration sur le maillage de
lobjet a un coiit en O(T).

Discrétisation|Tétraédrique
Fourier 3D descriptor| O (N3 * T) o (T)
Zernike 3D descriptor| O (N3 * T) o (T)
Tab. 1. Comparaison des complexités des processus d’indexation par discrétisation
de l'objet ou par intégration sur le maillage par décomposition tétraédrique. T est le
nombre de triangles composant ’objet 3D et N est la taille de la grille de discrétisation.

5 Conclusion

Ces approches permettent de calculer directement I'intégrale d’un volume sur
le maillage d’un objet 3D, sans passer par une phase de discrétisation, qui ral-
longe les calculs et est moins précis qu’un calcul analytique. Nous avons montré



que l'expression analytique d’un maillage 3D peut étre utilisée pour exprimer
les moments géométriques ou la transformée de Fourier. Nous l'avons utilisé
pour calculer les parametres de normalisation et pour calculer des descripteurs :
moments géométriques, descripteurs de Fourier et moments de Zernike.

L’intégration tétraédrique fournit ’expression analytique de l'intégrale de
la fonction a intégrer sur le tétraedre unité. Ce qui demande d’exprimer cette
fonction sur tout le domaine a intégrer et surtout ou la fonction n’est pas correc-
tement définie, comme nous I’avons explicité pour la transformation de Fourier.
Cette étape limite la généralisation pour n’importe quelle intégrale, car il est
difficile d’intégrer une fonction quelconque.

Notre travail a principalement porté sur la mise en place des calculs et sur leur
implantation au sein d’un logiciel de calcul formel pour expliciter les formules et
I'utilisation des expressions analytiques dans différents programmes d’indexation
d’objets 3D. Ces travaux se basent sur 1’étude de l'intégration surfacique faite
par [4] et reprise par [5], mais sont originaux, par la résolution de 1’expression
de Fourier analytique en tout point de I’espace et par les applications que nous
avons présentées en analyse de formes.

Annexe : résolution de la transformée de Fourier d’un
tétraedre

La transformée de Fourier d'un objet 3D maillé peut se calculer directement
sur le maillage, ceci est faisable si le maillage est une variété topologique (sans
trous, orientable...). Sous cette condition, il faut intégrer sur le volume de 1'objet
la fonction :

f(d? y Z) — efi(u(xlX+x2Y+zgz)+7j(x2X+y2Y+22Z)+w(le+zgY+23Z)' (34)

Cela revient a intégrer sur le tétraedre unité selon I’expression :

w(z1 X + z2Y +232)
—i| +v (X + Y +ysZ)

1 1-Z 1-Y—-Z
F(u,uw):/ / / e \twEX+2Y+22)]  xiviz (35)
0 0 0

L’expression générale a intégrer et la solution générale peuvent s’écrire :

1 1-Z 1-Y-Z
F(u, v, w) _ |T| / / / e—1',(11,(.@1X+m2Y+Jc3Z)+v(y1X+y2Y+ng)+w(le+22Y+23Z)dXdeZ
0 JO 0

i€71U1 ie—1U2

Uy (U1 —Uz2)( Ul—Us) + U2(U2_—U1)(U2—U3) (36)

=|T| v

+ e '73 _ 4
U3(U37U2)(U37U1) U,UsU3

avec :
Ui =ury + vy +wzy

Us = uze + vy2 + w2z (37)
Us = uzxs + vys + wzs



Cette solution générale n’est pas applicable en tout point de I'espace (x,y, 2)
pour toutes les valeurs de (u,v,w). Il faut rechercher les solutions ou cette ex-
pression n’est pas définie et modifier la fonction & intégrer en fonction de ces
solutions pour obtenir une définition analytique exacte en tout point.

Les solutions annulant le dénominateur de I’expression 36 sont :

S={{u=0,v=0,w=0},
{u=0,v=0,2; =0},{u=0,v=0,20 =0},{u=0,v=0,23 =0},
{u=0,v=0,21 = 23},{u=0,v=0,20 = 23} ,{u=0,0v=0,21 = 22},

—Y3V — Wz3 + Wzo

)
v

—Y3V — W3 + w2
uzoayl = - 3

v

—WZo + WZ1 — Y20

{
{
{
{
{

)

YU + wWz3 Y2U + W2o Y1V + wzy
3032—(7 YL = =~ (Y1 = T (>

U U U
. __—wz2+y1v—x2u+wz1—y2v
1 w 9
—Y3V — W23 — TIU + Y1V + wzy }
T = — 3
U
—Y3V — W23 — T3U + Y2V + Wz
{$2:_ Y3 3 3 Y2 2}} (38)
U

Il faut pour chaque solution, notée .S;, modifier la fonction f en f;, en fonction
de la solution et exprimer 'intégrale de f;, notée F;. Dans certain cas, 'intégrale
F; n’est pas définie en tout point, et il faut réitérer le processus en fonction des
valeurs pour lesquelles elle n’est pas définie :
— F gannule si : S; = {u=0,v =0,w = 0}, sous cette condition :
f1 =1= Fsl = %

— F gannule si : Sy = {u =0,v =0, 22 = 0}, sous cette condition :
f2 — eflw(z1X+Z2Y+23Z)

» eTB 2Ty — 2izg — 2fe TR a4 22y — e T 2En + 25
+2’167sz22’2 _ 2122 + 22671wz12 _ Z2Z _ 22671wz1 22 + 2222
= F, = 3 3 2 3 2%3 3 3
5 =

zazzw3(—z3+21)(—23+22)(—22+21) 21
— Fy s'annule si : Sp1 = {23 =0}
2.2
= Fy, = —J2
1

(—Iwzl)72+2121w+zlw
— Fyy sannule si: {z1 =0} = Fo11 =%

3.3
2w3zy
6



— Fy s'annule si : Sp0 = {21 =0}
2.2 —Twz
_ _qw 25 —2+2lwzz+2e 3
Py =—1 2z5w3

— Fp s'annule si : Sp.3 = {21 = 23}

2 2 —Twz
_ _qw 25 —2+2lwzz+2e 3
= Iy =—1 2z5w3

— F g'annule si : Sy = {u =0,v =0, 23 = 0}, sous cette condition :

f :e*I’w(Z1X+ZzY) - = _—Ieflwmzf-i-le*h”zlz%—[zg—i-z%wzz-‘rlzf—zgzlw
3 3 w323 (21—22)27

— F3 g'annule si : S51 = {21 =0}
- F3.1 _ _I(2eilwz2+z§w2+21zzw—2

3.3
2wz

— F3 s'annule si : S50 = {21 = 22}

_ —Je Tw2zo o= Tw22 0yt o421
= F30=— PP T

— F gannule si : Sy = {u=0,v =0,z =0}, sous cette condition :
f _ e_jw(22y+23z) = F, = _z323w—zzz§w+le*1wz2Z§+IZ§_IZ§_IC—Iwz3Z§
4 4 z3w3 (22—23) 23

— Fy s'annule si : Sy1 = {22 = 23}
_’wZ3+2I+671w23w23—21671wz3

:>F4.1: 3

3
’LU23

— F gannule si : S5 = {u=0,v=0,2; = 23}, sous cette condition :
f5 — eflw(Z3X+Z2Y+23Z)

2
- -1 —Twae —Twz: _
2220 zpz3 4122 —Te TW#2,2 Je  1W28%2 o= 1w ) 2204 2T =1 B 2525 +e 158 22 25w
3
22(22—23)%z5 w3

:>F5:I

— F5 s'annule si : S51 = {22 = 23}
1(2-2¢7 1978 _2le™ T8y 4o~ 1973422
= F5.1 = w3zg 2

— F gannule si : Sg = {u=0,v =0, 22 = 23}, sous cette condition :
f6 — e—[w(le+zgY+23Z)

Tweg —Twz1)

—Iz1+2123—22w+z1wz3)e I(23—2z123+22—22e
3,2 2 3,2 2
w323 (z1—23) w3z (z1—23)%21

= Iy =

— F gannule si : S7 = {u=0,v =0, 2, = 23}, sous cette condition :
f7 _ eflw(Z2X+zQY+23Z)

_ (72122JrIZngZSU)*ZQZg’LU)E_Iwzz B Je—Tw=3 I

= F7 - w3(22—23)2z§ w3z3(22—23)2 + z§w323
— F s’annule si : Sg = {u = 0,y; = =2}, sous cette condition :

f8 —_ 671(y2Y7j+y3ZU+w22Y+w23Z)

_ Iefl(y2v+22w) Iefl(vyg«#wz?,)
= Iy = (y2v+2zow)2 (y2v+20w—VY3—W23) + (vystwz3)?(y2v+zow—vys—wzs)
_ y2ysv’+Tvystysvwastvzowys+Ivys+zow’ 25+ Twzo+Iwzs

(vys+wz3)? (y2v+z2w)?

— Fg s’annule si : Sg1 = {y3 = =22},

sous cette condition : fg1 = e~ 1Y (vy2twz2)



_Je—I(y2vtzow) I1(2Ivys —2+z3w? +2y2vzow+2 20wty v?)

= I = —(orawr 2(yavtz2w)?

— Fgq s’annule si: Sg1.1 = {y2 = —nw/v} = Fgi11 = ¢
— Fg s’annule si : Sg o = {y, = —22¢

sous cette condition : fgo = e~ 14 (ysvtwszs)

- F _ _Je I(vyztwzz) B I(U2y§+2vy3w23+w2z§+21wz3—2+21vy3)

8.2 = T (vystwzs)? 2(vys+wzz)3

~ Fy s'annule si : S5 = {yo = W}

sous cette condition : fg 3 = e {(Wsvtwzs)(Y+2)

_ —(wzstvyz—2I)e  [(vystwzs) _ vys+2l4twzs
= Fs3 = (vystwzs)3 (vystwzz)3
— F s’annule si : Sg = {u = 0,y = =422
sous cette condition : fg = e I(W1XvtysZvtwa Xtwzs2)
— Fy = _Je—Iyivtziw) Je—I(vyg+wz3)
9= (y1v+z1w)? (yr1v+z1w—vys—wzs) (y1v+z1w—vys—wzs) (vyst+wzz)?
_ 1y’ tyrvwzs+Hlyiv+Tvys+vysz wt Twzs+w’zsz + 1z w
(vyz+wzz)?(y1v+z1w)?

— Fy s’annule si : Sp1 = {y3 = =22},

sous cette condition : fg 1 = e [X(mv+ziw)

~ Fyq = —Te~Tivtziw) I(2[y1v+21z1w72+w22f+v2yf+2y1vz1w)

91— (yr1v+z1w)3 2(y1v+ziw)3
3. _ _ wystwzz—ziw

— Fy s’annule si : Sp; = {y; = T Am )

sous cette condition : fgo = e~ (Wsvtwzs)(X+2)

_ —(wzztvyz—2D)e I (vystwzs) _ wys+2/4+wzs
= Fo2 = (vys+wzs)3 (vyst+wz3z)3
— F gannule si : Sjo = {u=0,y3 = ==
sous cette condition : fig = e I(y1X“+y2Y”+W1X+wz2Y)
Py — Te—T(wavtzpw) _ Te—Twivtz1w)
10 = (yavtzaw)2(yro—yevtziw—z2w)  (y1vtz1w)?(y1v—yavtzw—2zz2w)

_ y2v2y1+Iy1v+z2wy1v+Ivy2+y2vz1w+22w2z1+1w22+121w

(y2v+zow)?(y1v+2z1w)?

— Fjg s'annule si : Syg1 = {y; = Lr—Ewr=a le+z2w},

sous cette condition : fig.q = e~/ (vy2twz)(X+Y)

o —(yzv—i-zzw—QI)e*I(y?”Jrz?w) _ yav+2l4zow
= Fio1 = (y2v+z2w)? y2v+z2w)3

~ F gannule si : Sj; = {u =0, y, = ——ta=watwny

sous cette condition : fi; = el (1 XvHYysvtYwzstysZvtwa Xtwzs 2)
_Je Tyivtziw) + I
(y1v+z1w—vyz—wz3)?(y1v+z1w) (vys+wz3)?(y1v+z1w)
+ (ylygvthjyl +y1vwz;;7v2y§+21vy372vy3MZ3+vy3z1w7w2z§7Iwz1 +w?2321 +2[wz3)e*1(vy3+w23)
(vyz+wz3)2(y1v+z1w—vys—wz3)?

= Fy; =

~ [y s'annule si : Sy = {y = Wetwzmawy
sous cette condition : fi1, = e~ [(Wsvtwzs)(X+Y+2)



= F _ 1(72Ivy3721w23+w22572+2vy3w23+v2y§)6_1(”y3+“’23) I
11.1 2(vyz+wzsz)3 (vys+wzs)?
— Fgannulesi: Sjo={u=0,y; = —ML
sous cette condition : fip = e [(XysvtXwastyaYvtys ZvtwzY twzs Z)
—Je(—I(yavtzaw) I

= F12 = (y2v+zow—vys—wz3)2(y2v+2z2w) + (vystwz3)?(y2v+2z2w)

+ (y2y3v2+y2'uwZ3 —Tvys —'u2y§+sz wys—2vyswzz+2Ivys—Iwzo —w2z§+zQ w?zs+2lwzs )efl(vy3+“’z3)
(y2v+2zow—vys —wzz)?(vys+wzz)?

S 51 ¢ — — _ —vys—wzetwz
~ F g’annule si : S13 = {u =0,y = ——2z=tz2tuil

v
sous cette condition : fig = e~ [(XvyatXwzatyaYvtys ZvtwzY twzs 2)

o Fla— 7(7y2y3v2+lvy37v22wy3+y§v2721y2v7y2vw23+2y2v22w721wzz+1sz+z§w2722w223)e_1(y27’+z2“’>
8= (Y20 +2z2w)2 (Y2v+22w—VY3 —wz3)?

Ie—I(Uy3+sz) + T
(vys+wz3) (y2v+2z2w—vYz —wz3)>? (y2v+22w)? (vys+wzs)

3. _ _ vtwz
— F gannule si : Syq = {z = — L=

u
sous cette condition : fi4 = e~ (@Y utzaZutyaYvtys ZvtwzY twzZ)
= F, = _Je I(uzatyzvtzgw) + Je— [(uzg+vyz+wzz)
14 = Tuzstyavtzaw)2(uss —uzs+y20—0ysF+2aw—wz3) | (Ulz—ux3+y20—0Y3+22W—wz3) (U3 +0ys+wzz)2
x2m3u2 + 2ouvys + rouwzs + Iuxe + uxsysv + urszow + Iuzrs + 'UJ2Z322
+Ivys + Twzg + v2y3ys + w23Yav + vyszow + Tzzw + Tysv

(uzz+vyz+wzz)? (uze+y2v+22w)>

— Fyy s'annule si : S141 = {23 = —W%},

sous cette condition : fi41 = e 1Y (ur2tvy2twzs)
—Je—I(y2vtuzat+zow)

= F14~1 = (y2vtuzot+zow)?
. I(2Ivy2+2122w+u2x§+2y2vux2+2yQUZQw+2ux222w+y§vz+21ux2+z§u12—2)
2(y2vtuzo+zow)?

— F14.1 s’annule si : 314_1_1 = {132 = —W%} = F14_1.1 = é

— Fjy s'annule si : S140 = {20 = —yz”*‘%},
sous cette condition : fi40 = e 1Z(urstysvtwzs)

e~ I(uwztvyz+wzz)
= Fiaz = (uzs+vys+wzs)?
. I(—2+21w23+2[uy3+vzy§+w2z§+2u3c3vy3+2ux3wZ3+21)y3w23+u2x§+2Iuac3)
(uzsz+vys+wzsz)?

— Fj4 Sannule si : S143 = {z2 = vy3+u13+w§3—y2v—22w ,
sous cette condition : fi45 = e [(wstysvtwzs)(Y+2)
= F = —(uzstwastoys—20)e "7 TVYBTWES) gy fyys 42T fwzg

14.3 (uzs+oystwzs)? (uzz+vys+wzs)?
— F gannule si : S5 = {z2 = —”?’22&},

sous cette condition : fi5 = e~ (T1Xutws Zutyi Xvtys Zvtwa X +wzs Z)
_Ie—I(um3+vy3+w23) Ieff(zlu+y1v+zlw)
=I5 = (vystuzstwzz—y1v—z1w—z1u) (urz+vys+wzz)? +(z1u+y1v+zlw)2(vy3+uz3+wZ37y1'ulewfa:1u)
u2m3x1 + Tuxs + ursziw + r3uy1v + Iz1u + uriwzs + urivys + vysziw
+yrvwzg + Tyi1v + y1yzv? + Twzs + Tziw + w2321 + Tvys
(z1utyr1v+z1w)? (uzs+vys+wzs)?




— Fy5 s'annule si : S151 = {23 = w}

sous cette condition : fi5; = e~ [X(uz1tmvtaiw)
e I@utyiviaw)
= F15'1 T (mutyivtziw)?
B I(w225+2y11}z1w+29§1uy1v+2zluz1w+zfu2+2121w+21ux1+v2yff2+21y1v)
2(zr1uty1v+ziw)3

- F15 s’annule si : 515‘2 = {iCl = Uy3+“13+wz3—y1v—zlw}

u
sous cette condition : fi5o = e (westysvtwzs)(X+2)

= F _ —(umztwzztvys—2I)e [ (vratvystwzs) _ uzztvys+2I4+wzs
15.2 = (uzz+vys+wzs)3 (uzz+vys+wzsz)3

)

I — _ VY3t+wz,
— F'gannule si : Sy = {x3 = —= 72}
sous cette condition : fig = e [(T1XutwYuty Xvty:Yotwz X4wzY)

Fro — Je I(y2vtuzytzow)
= 116 = (yrotuzste20)2(@m1u—uzs tyrv—yavtarw—rza0)

IefI(wlu#»yl'u#»zlw)
(z1utyr1v+z1w)2 (Tru—uz2+yY1V—Y20+21W—Z2W)

_ y2v2y1 +Iy1v+zawyr vt uzay vty v utysvz wtIvys +zow? 21 +121 w+1:1:1'u+u2w2:v1 +zowziutursziwt+Iwze+Tuxs
(y2v+uza+zow)? (z1utyrv+ziw)?

~ Fig s'annule si : Syg1 = {27 = ——4tnvoprtaw_zw
6 6.

sous cette condition : fig.1 = ~I(wza-tuwa+oy) (Y +X)
= F _ —(yzv+uz2—21+zzw)e*1(yzv+w2+z2w)  ypvtumstzpwt2l
16.1 (y2vtuza+zow)?3 (y2v+uza+zow)3

— F gannule si : S17 = {z1 = wz2+vy17“$2+w217”y2}

sous cette condition : f17 _ e—I(Xumg+va2+Xw22+wzYu—i-wgZu+y2Yv+y32v+wz2Y+wz3Z)
e~ T(uzztvyztwzz)
(uzz+vyz+wzs) (vys+uzrz+wzz —uce —y2v—22w)?
I

= I, =

+ (y2vtuze+zow)?(uzs+vys+wzs)
(u2x2x3 + 2120w + T3uY2v + 2owuT3z — uzxg + uxovys — 2YsvuTs — 2Ux2ZoW
—JTwzs + uxqwzz — y%v2 — z§w2 + zow?z3 + yovwzs — Tvys + yoysv?
—Tuxs + 2Tvys + vzewys + 2Tuxy — 2ypvzew)e ™! W2vtuzatzzw)

(y2v+uzetzow)? (vyst+urstwzs —urs—ysv—zow)?

— Fi7 s'annule si : S171 = {:cg ”y3+“x3+wzd Y2022

sous cette cond1t1on fira = ~ Iuzgtysvtwss) (X+Y+2)
= F17 1= (WC3+UQ.3+H123)3

I(v y3721wz3 21vy3+u w3+2uzgvy3+w z3 2— 21u13+2ux3wz3+2vy3wZ3)e_I(“$3+“y3+“’Z3)
2(uzz+vys+wzz)3

— F gannule si : S1g = {x) = ———w=— “m3+“y1+w21}

sous cette condition : f18 —e —I(Xysv+Xuzs+Xwzz+zoYutzsZutyYvtys ZvtwzeY +wzs Z)
Je— I(y2vtuzat+zow) I
(vy3+uz3+w23 UT2—Y2V—22W)2 (Y2v+usa+2z2w) + (uzs+vys+wzs3)? (y2vt+uze+2zow)
(—y2y3v? — T3uY2v + Twzy — yngzg —|— v2y2 — urqvys — vzowys — 2lwzz
+2vy3wZ3 + 2uxzvys — 2Ivys + w? 3 + 2u:z:3w23 — 2luxz — zowuxs
—zow?23 + w223 — ulxom3 — uT2W23 + VY2 + Tuzy)e~ I (westoystwzs)

(Ul’z +oyst+wzz)? (vys+urz+wzz—urs—Yy2v—22w)?

= Fig =




— Fig s'annule si : S151 = {22 = ”yﬁmﬁwza’ Y2v— 2201,

sous cette condition : fig1 = e~ Iuzstysvtwzs) (X+Y+2)
_ I
= Fis1 = (ux3+vy3+w23)3

I(v?y2 —2Iwzs —2Ivys+u’ai+2uzzvys w22 —2— 2Turs+2uwswzz+2vyswag)e (W3 tvystwszs)
(uxz+vyst+wzz)?

_|_

— F gannule si : S1g = {1y = ———05— “”“3+Uy2+w22}

sous cette condition : f19 —I(leu+Yy31J+Yuz3+YwZ3+x3Zu+y1XU+y3Z1z+wle+wde)

= F19 = (ux3+vy3+w23)£(7;1u+y1v+z1'w)
Je I(@1utyrvtziw)
T (vystuzstwzs—yrv—ziw—z1u)2(z1utyivtziw)
(fy1y3v2 — 2Iwzs — x3uYy1v — Yrowzs + v2y§ — VY321W + 2uT3vYs3
+2vyswzs — uxlvyg + Iziu — uxiwzs + u2x2 — w22321 — 2Ivys

+Iz1w — 2Tuxs + Ty1v — vlx3z1 + 2urswzs — uTz 21w + w2 ) —I(uzstoystwzs)

(uzz+vys+wzsz)?(vysturstwzs—y1v—2z1w—x1U)?

Le code Maple de ces résolutions, ainsi que I'implémentation du calcul du
Fourier d’un objet 3D dont le maillage est une variété topologique, sont dispo-
nibles, en langage C et en Matlab, sur la page Web : http://liris.cnrs.fr/julien.
ricard /index.php?page=publications
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