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Résumé : L es surfaces représentées par des maillages 3D peuvent contenir du bruit ou des détails superflus. Les
représentations multirésolutions et les techniques de filtrage sont tres utiles dans ce cas. Dans cet article, nous
proposons une technique de représentation compacte d’une surface 3D maillée en utilisant les harmoniques sphé-
riques. Le calcul de base s’applique directement aux objets étoilés par rapport a un point. Nous montrons ensuite
comment ce calcul peut étre étendu facilement aux maillages généraux en utilisant certaines techniques de seg-
mentation en combinaison avec les méthodes de représentation de surfaces implicites. Un autre point intéressant
de notre approche est que le calcul de la transformée en harmoniques sphériques est décomposé en calcul des trans-
formées en harmoniques sphériques sur les triangles élémentaires du maillage. Quelques exemples expérimentaux
démontrant I’efficacité de notre approche sont présentés.

1 Introduction

Les maillages restent la principale représentation utilisée pour les objets 3D. Grace aux développements récents
des matériels de numérisation, les maillages obtenus contiennent des détails de plus en plus fins. Généralement, ces
détails ajoutent de la complexité a la géométrie et la topologie des modeles 3D, ce qui peut affecter les applications
de manipulation, d’appariement et de visualisation des objets 3D. De ce fait, la représentation multiresolution des
maillages 3D a fait I’objet de nombreuses recherches, particulierement dans le domaine du traitement numérique
de la géométrie (DGP) [SSO1]. La représentation multiresolution est également intéressante pour les aspects de
compression et de transmission progressive.

On assiste ces dernieres années a un regain d’intérét pour les représentations multiresolution et le filtrage de
surfaces [Biil02, CDR00, DMSB99, GSS99, ZBS04]. L’approche la plus utilisée dans la communauté de traitement
du signal est la construction de spectres fréquentiels utilisant des décompositions dans des bases de fonctions. Les
basses fréquences du signal correspondent aux traits grossiers et les hautes fréquences aux détails plus fins tels que
les plis et les coins. Les composantes correspondant aux basses fréquences suffisent pour représenter et capturer la
forme perceptuelle globale de I’objet.

Les harmoniques sphériques ont souvent été utilisés ces dernieres années pour I’analyse des maillages 3D. Comme
dans [FMK*03, KFR03, KFR04, SV01], la transformée en harmoniques sphériques de fonctions sphériques dé-
finies sur un maillage est calculée en utilisant une voxelisation du maillage comme étape de prétraitement. Ce-
pendant, la représentation et le filtrage des modeles 3D a I’aide des harmoniques sphériques se sont développés
grice aux résultats de Zhou et al. [ZBS04]. Un représentation fréquentielle du maillage est réalisée pour les objets
de genre zéro en utilisant une paramétrisation du maillage sur la sphere. L’extension a un maillage de genre plus
élevé peut étre faite apres un découpage de la surface en parties de genre z€ro et avec bord. Cependant, cette mé-
thode rencontre quelques probléemes pour le raccordement des régions découpées. De plus, Zhou et al. considérent
une fonction sphérique séparée pour chacune des coordonnées z, y et z des points du maillage. Chaque fonction
(0, ), y(0, ¢) et z(8, p) est manipulée et filtrée séparément sans tenir compte de la dépendance entre ces trois
fonctions sur la surface. Il existe d’autres techniques pour représenter la surface a plusieurs niveaux de détails. I y
a les techniques utilisant les ondelettes sphériques [EDD 195, IDBP04] qui se fondent sur les mémes principes que
Zhou et al.[ZBS04] sauf qu’elles appliquent la transformée en ondelettes sphériques au lieu de la transformée en
harmoniques sphériques. D’ autres approches utilisent les fonctions gaussiennes sphériques [Biil02] ou I’ opérateur
laplacien [Tau95]. Cependant, ces dernieres approches effectuent des calculs matriciels trés cofiteux pour obtenir
les vecteurs propres de 1’opérateur laplacien. Pour plus de détails sur ces approches voir [ZBS04].



Dans cet article, la transformée en harmoniques sphériques d’une fonction radiale induite par le maillage est
calculée de facon cumulative. La transformée en harmoniques sphériques est appliquée indépendamment a chaque
triangle du maillage et le résultat final est la somme de ces contributions. Un objet de genre zéro peut étre représenté
par un ensemble de trois fonctions sphériques grice a une paramétrisation conforme [ZBS04], mais dans le cas ol
I’objet est étoilé, une fonction sphérique simple suffit sans paramétrisation préalable. Dans le cas ou ’objet n’est
pas étoilé, nous le décomposons en parties étoilées a 1’aide d’une méthode de segmentation robuste, et montrons
comment une description fréquentielle de I’objet entier peut &tre obtenue a partir des descriptions fréquentielles
de ses parties. Pour cela, nous proposons une formulation implicite de chaque partie et nous utilisons un opérateur
classique de mélange de surfaces implicites pour reconstruire I’objet tout entier.

Cet article est organisé comme suit. Un bref rappel sur les harmoniques sphériques est présenté dans la section
2. La section 3 montre comment représenter les objets étoilés en employant la transformée en harmoniques sphé-
riques calculée directement sur le maillage sans voxelisation. Dans la section 4, nous généralisons notre méthode
pour représenter les maillages d’objets quelconques a 1’aide de techniques de segmentation et de I’ opérateur de mé-
lange de surfaces implicites. Quelques résultats expérimentaux qui démontrent notre approche sont donnés dans
la section 6 dont quelques exemples sur le filtrage des modeles généraux en utilisant les harmoniques sphériques.
Enfin, nous concluons dans la section 7.

2 Généralité
Les harmoniques sphériques {Y;"*(6, ) : m € Z,|m| < | € N} sont des fonctions définies sur la sphere d’unité
S? [Bye59, Hob55] comme suit :

Y (0, ¢) = (—1)"ky 1 P™ (cos 0)e™™? 2.1)

ol ¢ € [0 27] est 'angle avec I'axe des " dans le plan zy et § € [0 7] est 'angle avec 'axe des zT. ki,
est une constante et /™ est le polynome de Legendre associé. Les harmoniques sphériques sont des fonctions
orthogonales telles que :

2mpem ,
/ / Y™ (0, 0)Y ) (0, ) sin(0)d0de = 6,16 (2.2)
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ol d,, ,, est la fonction de Kronecker :
1 siu=uv;
Ouw = { 0 sinon. 23)

Etant donné une fonction sphérique f : S> — R, on peut ’exprimer par une combinaison linéaire des harmo-
niques sphériques comme suit :

00 l
FO,0) =YY" cam¥™(0,9) (24)
=0 m=-—1
ou les coefficients ¢; ,,, sont :
27 pmw
= [ [ 10,0770, sin0)dba @5)
o Jo

Puisque f est une fonction réelle, les coefficients ¢; ,,, vérifient la relation suivante :

Cl—m = (—1)"Cm (2.6)

3 Représentation des objets étoilés par les harmoniques sphériques

Soit M un maillage triangulaire d’un objet plongé en R? et ¢ € R3. On dit que M est étoilé par rapport a c si
toute demi droite issue de c intersecte M en exactement un point. Considérant que c est le centre du systeme de
coordonnées sphériques, la fonction radiale induite par M et c est une fonction sphérique bien définie f : S? —
R, ot S? est la sphére d’unité. Plus formellement, on a : pour chaque (6, ¢), soit p le point d’intersection avec M
dans la direction (6, ¢)

f(0,0) =r ER))



ot = d(c, p) et d est la distance euclidienne.

Dans cette section, nous montrons comment représenter un objet étoilé et maillé en utilisant les harmoniques
sphériques. Pour cela, nous proposons de représenter 1’objet par sa fonction radiale f(6, ) par rapport & un centre
c convenablement choisi. La transformée en harmoniques sphériques est appliquée a cette fonction radiale.

3.1 La transformée en harmoniques sphériques d’un maillage étoilé

Soit M un maillage étoilé par rapport a un point c. Dans le cas ou f est une fonction binaire, les algorithmes
standards [KFR03, FMK*03] calculent une voxelisation de M et emploient cette approximation discréte pour
trouver les coefficients de la transformée en harmoniques sphériques de f. Cependant, cette discrétisation présente
des erreurs de crénelage difficilement contrdlables dans les intégrations requises pour calculer les coefficients
harmoniques.

Dans [MCA], nous avons proposé un algorithme robuste et rapide pour calculer la transformée en harmoniques
sphériques de la fonction indicatrice de maillages triangulaires sans passer par 1’étape de la voxelisation, prolon-
geant I’idée de décomposition proposée dans [ZCO1]. Les calculs sont effectués séparément sur les triangles de
M et la transformée finale de M est obtenue par sommation exacte. Nous appliquons le méme algorithme pour
calculer la transformée en harmoniques sphériques de la fonction radiale définie par 1’équation 3.1.

3.2 Approximation du signal

En appliquant I’algorithme proposé dans [MCA], le développement de f (6, ) peut étre récrit comme suit :

(%) l
fO.0) = > (Z > c%,miﬂ’"w,so)) (3.2)

€T \1=0 m=—1

ou 7" est ’ensemble de triangles de M et c}"m sont les coefficients de la transformée en harmoniques sphériques
du triangle 7. Les coefficients d’ordre supérieur c; ,,, obtenus par sommation des cf’m, correspondent aux détails
plus fins de la surface, ainsi qu’au bruit. Pour filtrer la surface avec une précision donnée, la somme est limitée a
une largeur de bande bw. Nous obtenons alors une surface approximée.

bw l
F0.0) ~ z(z 5 c?,mY/”(e,cp)> o
€T =0 m=—1

La mesure de I’erreur € que nous avons utilisée pour mesurer I’écart entre le signal approximé f (0, ) et le signal
original f(6, ) est donnée par :

N 2
e= > {f(%»%ﬁj)—f(i%a@j)] (3.4)
JjeEV

ou V est ’ensemble de points de M. L’erreur € peut étre calculée exactement, elle dépend de la valeur de bw. Plus
la valeur de bw est grande, plus la valeur de ¢ est petite. Limitant la mesure d’erreur au niveau d’un triangle, nous
montrons que pour ¢ fixé, la largeur de bande bw dépend de deux facteurs qui sont :
— la distance d entre le centre du triangle et le point ¢ (cf. Figure 1(a))
— I’angle « entre la normale de ce triangle et la ligne connectant c et le centre du triangle (cf. Figure 1(b))
La figure 2 représente les valeurs de bw par rapport aux deux facteurs précédents pour une erreur € fixée. La
figure 2(a) montre la variation de bw par rapport a la distance d. Quand la distance d augmente, la surface du
triangle projeté sur la sphere unité diminue. Par conséquent, bw doit augmenter afin de compenser la déformation
du triangle due a la projection. De méme, la figure 2(b) montre la variation de bw par rapport a ’angle a. bw
augmente quand I’angle o augmente. Le triangle a une déformation maximum quand @ = 7. La figure 3 montre
quelques exemples représentant des modeles étoilés en utilisant les harmoniques sphériques. La largeur de bande
bw dans ce cas est fixée a 64 et le centre c est le centre de masse du modele. Nous observons sur ces exemples que

€ <0.005 * %, ou D est la diagonale de la boite englobante du modele.



(a) distance (b) angle

FIG. 1 — L’orientation et la distance d’un triangle par rapport au point c.
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F1G. 2 — L’effet de 1a distance et de 1’orientation d’un triangle par rapport a un point fixe c.

4 Représentation fréquentielle des modeles 3D

Dans cette section, nous étendons I’approche présentée dans la section 3 pour représenter les modeles 3D généraux
en utilisant les harmoniques sphériques. Notre méthode se décompose de trois étapes principales. Dans la premiere
étape, nous segmentons 1’objet en parties étoilées en utilisant une technique robuste de segmentation [DGGO3].
Dans la deuxieme étape, nous appliquons la transformée en harmoniques sphériques a chaque partie séparément,
comme décrit dans la section 3. Enfin, dans la derniere étape, nous représentons chaque partie filtrée comme une
surface implicite, et 1’objet entier est obtenu en utilisant un opérateur de mélange des surfaces implicites. Il y a
plusieurs techniques de décomposition pour segmenter les modeles complexes en parties convexes ou étoilées.
Lien et al. [LA04] ont proposé une mesure de concavité pour diviser les modeles en parties approximativement
convexes selon cette mesure. Dey et al. [DGGO03] ont décomposé le volume borné par un ensemble de points en
plus petits sous-volumes. Leur segmentation est basée sur la notion d’attracteur puis de persistance topologique
[ELZ00]. Premierement, ils trouvent les points critiques relatifs a la fonction de distance au point le plus proche sur
le modele. Is les classifient comme points maximum, minimum ou points selle. Ensuite, ils définissent ce qu’ils
appellent les manifolds stables basés sur les points maximums. Ces manifolds stables sont des régions compactes
décomposant le volume intérieur du modele (cf. Figure 4). Généralement, ces régions sont convexes. La figure 5
montre deux exemples de segmentation.

Dans cet article, nous avons utilisé cette derniere technique. Son avantage est qu’elle permet d’obtenir un bon
candidat pour le choix du centre (le maximum attaché a la région du manifold stable). Mais comme d’autres
fusions peuvent étre mises en oeuvre par leur algorithme de segmentation entre les manifolds stables obtenus, le
choix d’un centre est moins direct. C’est la raison pour laquelle nous avons préféré considérer le centre de masse de
chaque région pour représenter son centre. Mais ce choix pourrait étre amélioré. Apres le choix du centre, chaque
partie est représentée par sa fonction radiale f : S> — R par rapport a ce centre.

Notons que I’objet initial peut étre étoilé par rapport a un point ¢, mais qu’un grand nombre de triangles peuvent
étre mal orientés relativement a c, voir la figure 6. Dans ce cas, il est recommandé de décomposer I’objet en parties
plus simples. Cette situation peut étre détectée en calculant sur 1’objet le rapport entre le point le plus lointain et
le point le plus proche par rapport a c. Si ce rapport est plus grand qu’un seuil, alors nous décomposons 1’objet en
utilisant la technique de Dey et al. [DGGO3].
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FI1G. 3 — Des objets étoilés représentés par la transformée en harmoniques sphériques de leurs fonctions radiales,
bw = 64, ¢, = 0.001, g, = 0.001, . = 0.002 et £4 = 0.005.
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FIG. 4 — Les manifolds stables de points maximums décomposent le volume intérieur du modele(Dey et al.
[DGGO3]).

4.1 Représentation implicite

Apres segmentation de 1’objet, chacune des parties peut étre représentée par une fonction radiale f : S> — R par

rapport 2 un centre. Considérons {m; : ¢ = 1,...,n} 'ensemble de sous-parties et {f;(0,¢) : i =1,...,n}
leurs fonctions radiales par rapport a I’ensemble de centres {¢; : ¢ = 1,...,n} respectivement.
Soit {g;(r,0,¢) ;i =1,...,n} unensemble de fonctions définies comme suit : pour chaque point ¢ de coordonées
(rt, 0%, %) dans le repere local centré sur c;

gi(r',0%,¢") = [i(6',¢") —d(ci,q) 4.1)

ol p est le point d’intersection de M; avec la demi droite [¢;q), et d est la distance euclidienne. Chaque g; a la
propriété suivante :
+ siqestal'intérieur de M;,
signe(gi(q)) =< — siqestalextérieur de M;, 4.3)
0 siqestsur M;.

Par conséquent, la surface de M; peut étre considérée comme le noyau de la fonction potentielle g;. Le volume de
I’objet entier M est 1’union des volumes définis par ces surfaces implicites. La théorie de R-fonction [PS95, Rva87]
fournit un ensemble d’opérations sur les fonctions potentielles. L’ opérateur d’union de deux fonctions potentielles
g1 et go est défini comme suit :

1
g Uge=—— <91 + 92 + \/g% +95 - 2“9192) (4.4)
1+a
ot a(q) = s(g1(q), 92(q)), s est une fonction continue arbitraire satisfaisant la condition suivante :
—-1< S(tl,tg) <1

La fonction maximum correspond au cas ou s = 1. Soit M; et M> deux parties voisines représentées par les
fonctions radiales f; et fo correspondant aux centres c; et co respectivement. Les fonctions potentielles g1 et go
correspondantes induites par les fonctions radiales sont définies comme suit, pour chaque point ¢ € R? :

91(q) = f1(0", ") — d(c1,q) 4.5)
92(q) = f2(6%,¢*) — d(c2,q) (4.6)



(a) 20 parties (b) 50 parties (c) 50 parties

FI1G. 5 — Des exemples de segmentation de maillage 3D. Chaque partie est représentée par une couleur différente
(Dey et al. [DGGO3]).

FI1G. 6 — Gauche : mauvaise orientation de quelques triangles (rouges) d’un objet étoilé, droite : amélioration de
I’ orientation de ces triangles apres segmentation de 1’objet.

Selon I’équation 4.4, la fonction potentielle g représentant 1’'union des parties représentées par g; et go est définie
comme suit :
9=091Ug2 4.7

Soit fl et f2 la transformée en harmoniques sphériques de f; et de f3, respectivement. Apres avoir limité les
fréquences a une largeur de bande bw, on a pour chaque point ¢ € R? :

91(q) = f1(0, ") — d(c1,q) (4.8)

92(q) = f2(6,¢7) — d(c2, q) (4.9)

La fonction potentielle g, représentant I'union des parties représentées par §; et g2, peut produire des irrégularités
au niveau des jonctions a cause de la limitation des fréquences a une largeur de bande bw, comme représenté dans
la figure 7(a). Pour résoudre ce probleme, nous remplacons I’ opérateur d’union par I’opérateur de mélange basé sur

(b)

FI1G. 7 — (a) : Reconstruction a I’aide de 1’union, (b) : Utilisation de 1’opérateur de mélange.



les R-fonctions [PS94, PS95]. L’ opérateur de mélange s’applique aux deux fonctions potentielles §; et go comme
suit :
919 g2 = R(41,92) +u (4.10)

ol R est la R-fonction correspondante (I’'union dans notre cas), et u(q) = w(g1(q), g2(q)), w est une fonction de
déplacement qui a une valeur absolue maximale w(0, 0) et tend asymptotiquement vers une valeur nulle quand les
valeurs absolues des arguments augmentent. La forme générale de u est définie par [PS94, PS95, Rva87] :

1.0
wtl,tg = (411)
O 8) = T a2 + ofan)?
ol a; et ay sont des constantes qui contrdlent le fonctionnement de I’ opérateur de mélange. Nous devons les choisir
de facon optimale par rapport a 1’objet.

L’erreur entre g = g1 U g2 et g1 @ go de 1’objet s’écrit :

e= D (9v) = (51 © §2)(v))? 4.12)

veV

ou V est ’ensemble de sommets de M. € est fonction des parametres a; et as. Donc 1’objectif est de minimiser
cette fonction d’erreur €(a1, az). Dans cet article, nous utilisons les algorithmes génétiques [Gol89] comme outil
de minimisation sur (a1, az) pour choisir heuristiquement les deux paramétres a; et as afin d’obtenir des zones
de mélange plus lisses, figure 7(b).

5 Application : Filtrage et représentation compacte

Un des points importants de notre représentation fréquentielle est qu’elle permet de filtrer la surface d’un objet 3D
de genre quelconque facilement. Le filtrage de surfaces est utile dans le lissage et 1’élimination du bruit [Tau95,
GSS99, KGO00]. L’idée sous-jacente est que les fréquences d’ordre supérieur correspondent aux bruits ou aux
détails plus fins sur la surface. Par conséquent, la suppression de ces fréquences permet de réduire ce bruit ou
ces détails. Ici, le filtre est appliqué séparemment a la représentation fréquentielle de chaque triangle de 1’objet et
les résultats sont combinés comme expliqué précédemment. Zhou et al. [ZBS04] ont présenté quelques fonctions
intéressantes h(l,m) de filtrage de fréquences. Par exemple, le filtre passe-bas peut étre effectué comme suit :

h(l m): 0 if\/l2+m2>Kl (5 1)
’ 1 sinon ’

La figure 8 montre le lissage de la surface de Armadillo a I’aide du filtre passe-bas précédent.

(a) original (b) K; =60

F1G. 8 — Le lissage de la surface de Armadillo a I’aide du filtre passe-bas.

En plus, le filtrage d’une surface est également utile pour la compression et la transmission progressive des mo-
deles 3D. Une bonne approximation peut étre obtenue en utilisant seulement un petit nombre de coefficients de
basse fréquence, voir la figure 9. C’est-a-dire que nous pouvons envoyer un petit nombre de coefficients de basses
fréquences sur le réseau et progressivement envoyer les plus hautes fréquences pour avoir des détails de plus en
plus fins. La figure 9 montre les niveaux de détails du Bouddha. Ces niveaux de détails peuvent étre considérés
comme des versions compressées du modele. Par exemple, les figures 9(b) et 9(c) ont des rapports de compres-
sion de 0.7% et de 13% respectivement par rapport a une représentation initiale OFF, et sans compression des
coefficients obtenus.
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) K, =256

(b) K; = 60

(a) original

F1G. 9 — Plusieurs niveaux de détails de Buddha utilisant le filtre passe-bas. (a) correspond a 543,652 points décrits
en doubles et a 1,087,716 facettes, (b) et (c) correspondent a (k;)? coefficients décrits par doubles. Le rapport de
compression de (b) et de (c) sont donc de 0.7% et de 13% respectivement.

6 Résultats

Notre méthode est implantée en C++ sur un PC de type Pentium IV 3GHz avec une mémoire vive de 1GO. Les
maillages d’entrée sont des maillages triangulaires. L’ étape de segmentation ne prend pas plus de 4 minutes pour
chaque modele utilisé dans cet article. Généralement, le nombre de parties est en moyenne égal a 50. Les résultats
sont visualisés en reconstruisant les surfaces des modeles a ’aide de I’algorithme du marching cube proposé par
Lewiner et al. [LLVTO3]. Le Tableau 1 récapitule un sommaire des résultats obtenus.

Modele no. de SHT | no.de

triangles | temps | parties
Le lapin 69,451 3min 20
Le Cheval 96,966 4min 20
Victoire 187,072 6min 50
Buddha 1,087,716 | 8min 50
Armadillo | 345,944 7min 50
La Main 654,666 Smin 50

TAB. 1 — Sommaire des modeles utilisés dans cet article.

La figure 10 présente quelques exemples de modeles généraux 3D segmentés en sous parties et représentés en
utilisant des fréquences des harmoniques sphériques. Prenant ¢ < 0.01 % %, ou D est la diagonale de la boite
englobante, les largeurs de bande correspondantes sont de 128, 256, 256, 128, 128 et 256 pour le lapin de Stanford
, Armadillo, Buddha, le squelette de la main, le cheval et Victoire respectivement.

7 Conclusion et travail futur

Cet article présente une nouvelle technique pour représenter les modeles 3D généraux a ’aide des harmoniques
sphériques. Cette représentation nous permet de filtrer les surfaces de ces modeles quelque soit leur genre et de les
décrire de maniere compacte. Ici, la transformée en harmoniques sphériques est calculés par un algorithme rapide,
combinatoire et robuste [MCA]. Les techniques de surfaces implicites garantissent des jonctions lisses entre les
parties.

Cependant, en ce qui concerne la technique de segmentation, nous cherchons une technique optimale de segmen-
tation qui produise des sous-parties approximativement convexes (ou étoilées) et en méme temps que le nombre de
sous-parties soit le plus petit possible. D’autre part, nous avons choisi le centre de chaque partie comme centre de
masse de cette partie. Bien que ce choix donne de bons résultats expérimentaux, nous travaillons pour améliorer
ce choix.
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(d) 20 parties (e) 50 parties (f) 50 parties

F1G. 10 — Quelques modeles représentés en utilisant les harmoniques sphériques. La largeur de bande bw corres-
pond aux valeurs suivantes (a) 128 (b) 256 (c) 256 (d) 128 (e) 128 et (f) 256.
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