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Figure 1: “Marécage”, 2001, création de Martine RONDET-MIGNOTTE.

1 Introduction

L’informatique graphique combinant calcul et visualisation, a permis de rendre visible 'invisible. Des
figures géométriques mathématiquement bien définies, mais jusqu'’ici sans visage, en ont acquis un.
Pour certaines d’entre elles, ce visage s’est révélé inattendu et esthétiquement surprenant. C’est le cas
des fractales, qui sont ainsi passées du statut de “monstres mathématiques” a celui d’objets de création
[PR86] [BDM*88]. Le principal initiateur de cette découverte est Benoit MANDELBROT : quelques
années apres 1975, année de la publication de son ouvrage “Les objets fractals” [MANT5], il obtenait
la visualisation spectaculaire et fascinante de ’ensemble qui porte aujourd’hui son nom. Recherche
mathématique et outil informatique étaient ainsi les sources d’une double innovation : scientifique et
artistique [SHE95].

Nous sommes partis de cette idée pour étudier et de spécifier un modeleur fractal, c.a.d. un mod-
eleur basé sur la géométrie fractale. Notre but est de fournir aux artistes et créateurs (plasticiens,
graphistes, stylistes, ...) un nouvel instrument de recherche et de conception permettant la manipu-
lation de formes géométriques non classiques. Ce projet associe étude théorique et expérimentation,
recherche sur la modélisation géométrique et recherche plastique.

A partir des IFS (Iterative Function Systems) et leurs généralisations (Projection d’TFS, LRIFS),
nous avons développé une modélisation géométrique fractale. Nous avons étendu aux formes fractales
plusieurs approches de la modélisation classique : la géométrie constructive [THO97], les formes & poles



[ZT96], les opérations géométriques (déformations, combinaisons) [TZTV97]. Nous avons abordé le
probléeme inverse, celui de la reconstruction de formes non lisses : courbes [GTB01] et surfaces [GTB02].

Nous avons développé et testé des logiciels expérimentaux qui ont permi de nombreuses créations
(estampes, tissus, objets, ...) [ZRM96] [HBET96] [TRM99]. L’écriture du modeleur a été essentielle-
ment 'ceuvre de Thierry EXCOFFIER, chercheur au LIRIS, en collaboration avec Martine RONDET-
MIGNOTTE, plasticenne associée au laboratoire depuis le début du projet Modeleur fractal en 1993.

Ce papier présente ce travail et les résultats obtenus dans la construction et la coloration des formes
fractales.
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Figure 2: Créer des formes avec les IFS.

2 IFS et formes géométriques

Le principe du modele IFS, introduit par HUTCHINSON et particulierement développé par BARNSLEY
[BARSS| est d’utiliser un procédé itératif pour générer et représenter des formes géométriques. Le
formalisme IFS présente de nombreux avantages : d’abord celui d’étre simple a coder, a visualiser et
a modifier; ensuite, comme nous allons le montrer, il constitue un treés bon outil pour la recherche
plastique et la création artistique.

2.1 Formes générées
Etant donnés :
e un espace d’itération F, c.a.d. un espace métrique complet - en pratique £ = R™ et m = 2 ou 3;

e un monoide d’itération M, c.a.d. un monoide M opérant sur F - en pratique M = M 4(m)
ensemble des opérateurs affines de R™;

un [FS (Iterative Function System) est un ensemble fini d’opérateurs contractants de M, noté 7 =
{Tov,...,Tn—1}, auquel est associé un opérateur, appelé opérateur de HUTCHINSON, qui agit sur les
compacts non vides de F :

KeHE)TK=T)KU..UTy_1K € H(E).
Le principe du procédé est de répéter cette opération (voir figure 3) :

TK = TyKU..UTnv 1K,
T’°K = TyLhKUT,T'KU..UTy 1Ty 1K,

T'"K = UgesnTo, .. T, K.



Figure 3: Emergence d’une forme ramifiée a partir d’une sphere.

La diminution de la taille des formes et 'augmentation du nombre de répétitions entraine 1’émergence
d’une nouvelle forme (voir figure 3). Cette forme est un objet mathématique qui est bien défini.

En effet, Vopérateur K +— 7 K est contractant dans ’espace H(FE) muni de la distance de HAUS-
DORF :

di (K, K" = ma in d ax min d .
(K, K') mx{glggg}p, <p’q>’5213$21€% (»a)}

Il admet un point fixe, appelé attracteur [BARS8] défini par : A(7) = lim,, oo 7"K avec K € H(E)
quelconque.

L’attracteur A est autosimilaire (au sens général du terme) dans le monoide M, c.a.d. il vérifie
: A=TAouencore A =TyAU..UTy_1A avec T; € M. En pratique, les T; étant des opérateurs
affines, les attracteurs d’IFS sont auto-affines.

Un ensemble fini d’opérateurs contractants 7 permet ainsi de définir une forme géométrique A(7),
qui est en général fractale. L’attracteur est la forme générée, 'IFS est un descripteur.

2.2 Gammes de formes

En considérant I'IF'S comme une famille finie d’opérateurs T = (T;);cx avec ¥ ensemble fini d’indices
(en pratique on prend ¥ = {0, ..., N — 1}), Pattracteur A est muni d’une fonction d’adressage [BARSS]
Chaque point de 'attracteur est adressé dans 3“ ensemble des mots infinis sur ¥ :

ceX— &)= lim T,,.. T, pe E (1)
n—oo

Un IFS définit ainsi une forme paramétrée, dont la paramétrisation est formelle.

Le formalisme IFS peut étre utilisé comme un modéle géométrique : les attracteurs A(7") sont des
formes paramétrées par ® : ¥ — A. Sous certaines conditions, leurs propriétés sont controlées (par
exemple leur topologie [TOS99]).

De maniere plus générale, il peut étre utilisé comme un générateur de formes [SEL8T7]. A chaque
niveau d’itération n, la figure igénérée 7"K = UyexnTy,...Ty, K correspond a 'affichage simultané
d’'une gamme de formes (T, .. Ta, K)aesn. Cette gamme peut étre visuellement intéressante (voir
figure 1). La dynamique d’itération TK,72K,73K, ... est caractérisée par le semigroupe de trans-
formations engendré par 'IFS : 7+ = T UT2 U T3 U .... Comme celui de 'autosimilarité, le type
géométrique de cette dynamique est donné par le monoide d’itération : 7+ C M.



2.3 Rendu visuel

Il existe plusieurs méthodes de visualisation des attracteurs [BARS88]. Nous avons choisi d’utiliser
des figures K,, = 7"K affichables dans un logiciel graphique, ce qui correspond & l'algorithme dit
“déterministe”. En prenant pour figure initiale K une primitive graphique (point, segment de droite,
cube, sphere, cylindre, ... ), les figures itérées 7" K vont étre des unions finies de primitives trans-
formées (nuages de points, lignes brisées, polyedres, ...).

Le choix de n et K dépend du type de rendu souhaité. Si on veut une figure proche de 'attracteur,
il faut prendre un nombre n d’itérations suffisant pour faire apparaitre la nouvelle forme et disparaitre
la figure initiale (réduction de la taille en dessous d’un certain seuil : taille du pixel ou autre). Mais
si on cherche surtout un effet esthétique, il peut étre intéressant de choisir un n pas trop grand, de
maniere a conserver la figure initiale et 1'utiliser comme un motif répétitif (voir la figure 1).

Figure 4: Création d’une forme a partir de la saisie de reperes.

3 Création de formes

Dans un modeleur fractal, la manipulation des attracteurs s’effectue a travers des actions sur les IFS
(voir la figure 2). Quand on veut créer ex nihilo des formes générées, on est confronté au probleme
suivant : il faut pouvoir, au moins partiellement, controler et anticiper ’aspect de ces formes & partir
de leurs générateurs. En jouant avec les propriétés de la relation entre descripteur et attracteur, il est
possible d’acquérir une intuition des formes générées et d’utiliser des méthodes de construction.

3.1 Interfaces graphiques

Nous avons développé une interface graphique basée sur I'affichage des premiéres figures générées (voir
figure 4). Il est ainsi possible d’avoir un controle visuel de la dynamique d’itération :

o 7 ={Tp,..,Tn—_1} est composé de transformations affines T; données par des reperes : T;(Ozy) =
Oxiyi;



o TK,T?K,T3K est la suite de figures correspondant aux trois premiéres itérations avec K prim-
itive graphique (segment, carré, ...).

Figure 5: Création d’une forme filaire.

Une variante de cette interface (voir figure 5) reprend les procédés de description de courbes
fractales [DUBS87] [PS88] ou de figures filaires [TOS99] & partir de points d’interpolation et de régles
de substitution :

(p07p1) - (Qioa "'7qim) ou (p07p1) - (qikaqik+1)'

Cette variante impose des contraintes sur les transformations et les attracteurs :
e les T; sont des similitudes données par les équations : T;, po = q;,, T3, p1 = Giy. 1

e la topologie des attracteurs est filaire et dérivée du graphe de sommets ¢; et d’arcs (g;,, ;.. ,)-

3.2 Approche constructive

L’approche constructive en modélisation géométrique consiste a fabriquer de nouvelles formes a partir
d’anciennes formes supposées connues, tout en ayant un certain contréle du résultat.
Deux grandes propriétés lient les IFS et leurs attracteurs [GT92] :

e La relation entre IFS et attracteur est croissante : ’ajout d’une transformation a I'IF'S se traduit
par un ajout de points a lattracteur (la figure 4 est obtenue par suppression du repére central).

e La relation entre IFS et attracteur est continue : une petite modification des parametres des
transformations de I'IF'S se traduit par une petite modification de I’attracteur (voir figure 6).

Ces deux propriétés rendent possible une maitrise intuitive des formes produites : la premiére permet
de “composer” les formes fractales, la deuxieme permet de les “modeler”.

En affinant ces propriétés sur des généralisations des IFS, nous avons pu, entre autres, étendre aux
formes fractales les méthodes de construction utilisées en modélisation classique [ZT96] [TZTV97] et
en définir de nouvelles, qui sont spécifiques aux formes fractales [THO97].
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Figure 6: Déformations de la forme filaire.

Le caractere croissant de la relation entre IFS et attracteur permet la construction pas a pas de
formes fractales par combinaisons d’TFS élémentaires. En utilisant le formalisme des LRIFS (Langage
Reduced Iterated Function System) [PH91] qui permet de sélectionner des itérations d’TF'S, nous avons
pu développé une “algebre” de formes qui permet de définir des formes complexes par compositions de
formes simples [TT95] [THO97]. Les gammes de transformations Ty, ...Ty,, sont alors plus complexes,
elles ne correspondent plus & des semigroupes mais a des langages formels : aj...a;, € L.

Le caractere continu de la relation entre IFS et attracteur permet la déformation des formes frac-
tales (voir figure 6), mais également leur métamorphose par interpolation des IF'S [GT92][BOW95|[BHI7].
Il permet également 'ajustement et 'approximation de formes fractales [GTB01] [GTB02].

D’autres opérations sur les IFS autorisent I'extension d’opérations géométriques classiques aux
formes fractales. Les transformations affines et les déformations polynomiales d’attracteurs s’expriment
avec des opérations sur les IFS [ZT96] [TZTV97].
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Figure 7: Exemple de palette a 6 couleurs et 16 transformations.

4 IFS et couleurs

Classiquement l'espace d’itération est £ = R? ou R?, mais en utilisant des espaces plus généraux, il
est possible d’intégrer les couleurs a la description des formes générées par IFS.

4.1 Approche générale

Pour définir des formes fractales colorées, S. NIKIEL a pris pour espace d’itération £ = Ef x E,, avec
Ey = R? espace des formes et E, = [0,1]> espace des couleurs en RVB [NIK98]. Avant lui, J. C.
SPROTT avait interprété R® comme un espace R x R avec Ef = R? espace des formes et B, = [0, 1]
espace des dégradés d’une couleur [SPR94].

Un IFS Ty, est alors composé de transformations affines opérant sur Ey x E. et l'attracteur Ay,
associé est tel que :

o A; =1IIyA;. sa projection dans Ey correspond a la forme,
o A, =1II.Ay. sa projection dans E,. correspond a ’ensemble des couleurs.

L’attracteur A correspond a la relation entre points et couleurs : Ay, € Ay x A.. La fonction
d’adressage précise cette relation :

(p,c) € Afe & FJoeX¥ p=1II;Ps.(0) et c = Pp.(0).

En général, cette relation n’est pas une fonction, a un méme point peut correspondre plusieurs couleurs.



J. C. SPROTT et S. NIKIEL utilisent ’algorithme du “jeu du chaos” pour visualiser 'attracteur
coloré [SPR94] [NIK98]. Le dernier point affiché est p, affecté de la couleur ¢,, avec (pn,c,) =
T, ---Ta, (po, o) €t aq, ..., oy, suite aléatoire d’éléments de 3.

4.2 Relation entre formes et couleurs

Pour avoir un meilleur controle sur la construction des formes fractales colorées, nous avons utilisé un
modele ou les définitions des formes et des couleurs sont indépendantes. Ce modele est moins général
que le précédent mais il permet une meilleure maitrise de la relation entre formes et couleurs.

Pour définir séparément Ay et A., nous utilisons pour opérer sur E; x E. un monoide My x M,
avec M monoide opérant sur les points de £y et M. monoide opérant sur les couleurs de E..

Un IFS 7Ty, est alors composé de couples (T,,T,) avec T; € My et T; € M,. Ces couples opérent
séparément sur les points et les couleurs :

(T;. T;)(p, ¢) = (T;p, Tic).
Les produits de couples sont donc les couples de produits :
(Tyy s Tp))e(Ty,  Ty) = (T Ty, s Tipy o T, ).
La fonction d’adressage correspond au couple de fonctions d’adressage :

(I)fc(a) = lim (T017T01)"'(T0n7T0n)(p7 C)v

n—0o0

= nango(Tgl...Tgn,Tol...Tan)(p, c),

= (lim (75,..75,p, JLIIC}OTUI...T%C),

n—oo

= (®4(0), Pc(0)).
Les projections dans Ey et I, correspondent aux attracteurs de 7y et 7, :

Ap = Dp(3¥) = A(Ty),
Ao = D(X¥) = A(T).

Comme dans I'approche générale, A;. = A({(T},T;)/i € £}) = ®;.(2*) correspond & une relation
Are € Ay x Ac qui n'est pas une fonction. A un point de Ay possédant plusieurs adresses peut
correspondre plusieurs couleurs de A, :

peAy — & '(p)={o/ ®s(0) =p},
= OB (p) = {Pe(0)/ Pf(0) = p}
Pour obtenir une relation fonctionnelle entre points et couleurs, il suffit que chaque point ait une adresse
distinguée. Les indices de ¥ = {0, ..., N — 1} étant totalement ordonnés par : 0 <1 < ... < N — 1, les

mots infinis de »“ sont également totalement ordonnés par 'ordre lexicographique induit. A chaque
point de I'attracteur est associée son adresse maximale :

pe A — T(p)=max <I>J71(p) =max{o/ ®s(0) =p}.

Cette fonction, appelée Tops function par BARNSLEY, est bien définie car ®~!(p) est un compact de
¥¢ et possede un élément maximum [BARO5]. Pour extraire une fonction de la relation Ay, C Ay x A,
il suffit de prendre :

peAr — O(T(p) € Ae

Remarque : BARNSLEY distingue l'espace d’itération E., support des couleurs, et l'espace des
couleurs RVB, il introduit une fonction de peinture P : E. — Eryp et définit ainsi une fonction de
coloration un peu plus générale : P o ®.o7 [BARO5].



Figure 8: A gauche esquisse, & droite deux compositions.

4.3 Affectation des couleurs

BARNSLEY réalise affichage avec l'algorithme du “jeu du chaos” [BARO5]. Nous avons réalisé
I'affichage avec l'algorithme déterministe. Celui-ci correspond naturellement a la fonction ®. o 7.
Dans l'image obtenue, a chaque pixel n’est affecté qu’une couleur, celle de la derniere composante
Ty, .. Ta, Ky affichée. L'ordre d’affichage est celui du parcours des nceuds de 1'arbre des produits :

I
7 N
To Tn-1
SN\ SN\
ToTy ... ToTn-1 ToTn-1 .. Tn—1TNn—1

Cet ordre correspond & l'ordre lexicographique sur ¥* induit par I'ordre des indices de .
En choisissant un motif de forme Ky, a chaque point de 7" Ky = UqexinTy, ... 1o, K est associé
I'adresse du dernier produit calculé :

peT"K; — a(p) =max{o..o, € X"/ g€ Ky Ty, .. T,,q = p}.

Nous avons choisi de doter chaque composante de T, ...T,, Ky d’'une couleur uniforme ¢, déduite de
l'opérateur Tal ...Tan. Nous décrivons ainsi une suite de figures colorées dont la superposition aboutit
a une partition de 7" Ky (voir la figure 8). Les zones K, de couleur ¢, composant la partition sont
définies comme suit :

o Ky_1yr = T4 Ky,
o K, = Tal---Taan \ UB>QKB.
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5 Création de formes colorées

Le descripteur d’une forme colorée générée est un ensemble fini de couples (TZ,TZ) avec T; et T, qui
peuvent étre saisis séparément.

Plusieurs approches sont ainsi possibles pour créer une forme colorée. La plus classique consiste a
construire une forme puis a lui ajouter de la couleur. Mais il est également possible de faire I'inverse
: partir d’'une palette de couleurs et en dériver une forme colorée. Dans les deux cas, il faut définir
I'TFS (Ti)meg qui va générer les couleurs.

5.1 Gammes de couleurs

Une gamme de couleurs va correspondre a une famille de transformations dans l’espace des couleurs
E. (Toé1 Tan)QEE” La manieére la plus simple de définir une gamme harmonique est d’effectuer des
melanges - c.a.d. des combinaisons convexes - d’'un ensemble fini de couleurs de base (voir figure (7)).
Ces gammes de couleurs sont obtenues en opérant sur les couleurs avec des homothéties.

Ayant associé une couleurs ¢; a chaque indice i € X, T, est une homothétie de centre ¢; et de
rapport % L’action de T} est de “tirer” une couleur quelconque ¢ vers la couleur ¢; en faisant la
moyenne de c et ¢; :

1
Tic = ci+§(c—ci),
= —¢+ zc

2 2

Tout produit de ces homothéties est encore une homothétie de rapport - o

- - 1 1 1 1
Ty, .- Th,c = §Ca1 + 92 —Cay + - + - Can + 2—nc,
1 1

_ 1y\—1(1 1 1
son centre est ¢, = (1 — 57) 7 (5Cay + 52Cay + - + 5 Cay )-
La fonction d’adressage associée est :

O.(0) = nh_)rrgo T(,-1 T1,,c,
_ i L.
- an F0n
n=0 2"
= Z)\ici avec Z)‘i =let0< )\ <1
€D 1€X

Les ceefficients A; sont donnés par leurs développements binaires :

— 1 g ; 1 si on =1
Ai :712::02_"1)%) avee b’(l] :{ 0 sinon

A tout point (o) est associée une homothétie dégénérée de centre ®.(o) et de rapport 0, qui est la
limite de la suite d’homothéties : (T, ... Ty, )n-

A chaque niveau n, le concepteur dispose d’une gamme finie de couleurs (¢y )qexn. Deux possibilités
sont offertes pour les calculer :

o (o = Cq est le centre de Thy,..Th, ;
o lo="Ta..To,cr=(1- 37)Ca + wcr avec ¢; couleur globale initiale.

La premiére est extraite de la gamme potentielle infinie (®.(0))yexw car : ¢ = P.(a¥). La
gamme initiale de base (¢;);ex étant choisie, ces gammes sont composées de combinaisons convexes
des couleurs de la gamme initiale (voir les figures 7, 8 et 9).
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5.2 Palettes : des couleurs aux formes

Une palette itérative correspond a un attracteur dans I'espace E; x E., dont la forme II; A est “stan-
dard”. Une palette en damier (voir figure 7) est obtenue par subdivision m x m du pavé [0,1]2. On
prend ¥ ={0,1,....,m — 1} x {0,....,m — 1} et :

{ Tl-j(s, t) =

Tl'yC =

£

m

t);

s, L 4
c.

Mh_‘/'\
MI»—S'H
3=

Cij

A partir d’une palette initiale, on modifie les gammes de formes en conservant les gammes de
couleurs :
Viex (T;,T;) — (T}, T))
L’image de la figure 1 a été congue ainsi.
Le passage d’une “esquisse” (premiere disposition de couleurs), a une série de compositions (vari-
antes géométriques de la disposition) est illustré par la figure 8.

Figure 9: Choix de primitives et de couleurs.

12



5.3 Colorisation : des formes aux couleurs

En utilisant une interface avec choix de couleurs, on ajoute des couleurs aux formes (voir figure 9) :

VieXY T, — (T;,T;).

Figure 10: “Construction/Déconstruction”, 2000, création de Martine RONDET-MIGNOTTE.

Dans le cas tridimensionnel, Ey = R? et B, = [0, 1], une autre méthode est possible : elle consiste
a déduire la gamme de couleurs de la gamme de formes.

A toute forme définie dans [0,1]3, est associée une forme colorée. En effet , & tout point p =
(7,1,2) € [0,1]® est associée la couleur (r,v,b) avec r = z,v = y,b = 2. Tout IFS dont lattracteur
est inclu dans [0, 1]? peut s’interpréter comme un IFS de couleurs. Si I'IFS (T});cx a pour attracteur
Ay C[0,1]%, VIFS (T;,T;)iex a pour attracteur la relation identité sur Ay : As. = {(p,p)| p € Ay}

6 Reésultats

Le modele IFS s’est révélé un bon outil pour la recherche plastique. Expérimentation empirique,
intuition des formes, mais également rigueur et précision sont rendues possibles par les propriétés du
modele. Il est possible de travailler a la fois les formes géométriques - en les composant et les modelant
- et les couleurs - en construisant des gammes.

Les formes générées par IFS possedent une dynamique géométrique particuliére. En les choisissant
plus ou moins proches des attracteurs, elles peuvent ne pas refléter directement les propriétés fractales.

Les deux images de la figure 11 montrent des formes générées a partir de 'interface de la figure 5.
L’image de gauche montre une forme proche d’un attracteur. Sa structure topologique filaire met en
évidence son autosimilarité et contribue a l'intérét visuel. L’image de droite, par contre, montre une
composition qui ne ressemble pas du tout a un attracteur. La distribution des primitives (sphéres et
cubes) correspond a une “gamme géométrique” de similitudes. C’est ici la dynamique de 'TF'S qui est
mise en évidence et qui contribue a l'intérét visuel.

Comme le dit la plasticienne de notre équipe, Martine RONDET-MIGNOTTE : “Les structures
fractales interviennent comme principe d’organisation et d’unification de ’espace a puissance égale
avec la lumiere et la couleur. Je pars d’un ordre fractal pour aller & un acte pictural. ... Mon propos
n’est pas de montrer des fractales mais de toujours porter un regard interrogatif sur la forme et son
rapport a la surface en utilisant une nouvelle géométrie et un nouvel outil qui témoignent d’une époque,
d’une évolution de la pensée”.
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Figure 11: A gauche “Prolifération”, 2001; a droite “Tohu-bohu”, réalisation pour la maison de
I’Université de 2005, créations de Martine RONDET-MIGNOTTE.
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