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Figure 1: “Marécage”, 2001, création de Martine Rondet-Mignotte.

1 Introduction

L’informatique graphique combinant calcul et visualisation, a permis de rendre visible l’invisible. Des
figures géométriques mathématiquement bien définies, mais jusqu’ici sans visage, en ont acquis un.
Pour certaines d’entre elles, ce visage s’est révélé inattendu et esthétiquement surprenant. C’est le cas
des fractales, qui sont ainsi passées du statut de “monstres mathématiques” à celui d’objets de création
[PR86] [BDM+88]. Le principal initiateur de cette découverte est Benoit Mandelbrot : quelques
années après 1975, année de la publication de son ouvrage “Les objets fractals” [MAN75], il obtenait
la visualisation spectaculaire et fascinante de l’ensemble qui porte aujourd’hui son nom. Recherche
mathématique et outil informatique étaient ainsi les sources d’une double innovation : scientifique et
artistique [SHE95].

Nous sommes partis de cette idée pour étudier et de spécifier un modeleur fractal, c.a.d. un mod-
eleur basé sur la géométrie fractale. Notre but est de fournir aux artistes et créateurs (plasticiens,
graphistes, stylistes, ...) un nouvel instrument de recherche et de conception permettant la manipu-
lation de formes géométriques non classiques. Ce projet associe étude théorique et expérimentation,
recherche sur la modélisation géométrique et recherche plastique.

À partir des IFS (Iterative Function Systems) et leurs généralisations (Projection d’IFS, LRIFS),
nous avons développé une modélisation géométrique fractale. Nous avons étendu aux formes fractales
plusieurs approches de la modélisation classique : la géométrie constructive [THO97], les formes à pôles
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[ZT96], les opérations géométriques (déformations, combinaisons) [TZTV97]. Nous avons abordé le
problème inverse, celui de la reconstruction de formes non lisses : courbes [GTB01] et surfaces [GTB02].

Nous avons développé et testé des logiciels expérimentaux qui ont permi de nombreuses créations
(estampes, tissus, objets, ...) [ZRM96] [HBE+96] [TRM99]. L’écriture du modeleur a été essentielle-
ment l’œuvre de Thierry Excoffier, chercheur au LIRIS, en collaboration avec Martine Rondet-

Mignotte, plasticenne associée au laboratoire depuis le début du projet Modeleur fractal en 1993.
Ce papier présente ce travail et les résultats obtenus dans la construction et la coloration des formes

fractales.

Concepteur
↙ ↖

codes IFS formes générées

T4

T1T2

T3

T = {T1, T2, T3, T4} −→







T1K ∪ T2K ∪ T3K ∪ T4K,
T 2

1
K ∪ T1T2K ∪ ... ∪ T 2

4
K,

...

Figure 2: Créer des formes avec les IFS.

2 IFS et formes géométriques

Le principe du modèle IFS, introduit par Hutchinson et particulièrement développé par Barnsley

[BAR88] est d’utiliser un procédé itératif pour générer et représenter des formes géométriques. Le
formalisme IFS présente de nombreux avantages : d’abord celui d’être simple à coder, à visualiser et
à modifier; ensuite, comme nous allons le montrer, il constitue un très bon outil pour la recherche
plastique et la création artistique.

2.1 Formes générées

Etant donnés :

• un espace d’itération E, c.a.d. un espace métrique complet - en pratique E = R
m et m = 2 ou 3;

• un monöıde d’itération M, c.a.d. un monöıde M opérant sur E - en pratique M = MA(m)
ensemble des opérateurs affines de R

m;

un IFS (Iterative Function System) est un ensemble fini d’opérateurs contractants de M, noté T =
{T0, ..., TN−1}, auquel est associé un opérateur, appelé opérateur de Hutchinson, qui agit sur les
compacts non vides de E :

K ∈ H(E) 7→ T K = T0K ∪ ... ∪ TN−1K ∈ H(E).

Le principe du procédé est de répéter cette opération (voir figure 3) :

T K = T0K ∪ ... ∪ TN−1K,

T 2K = T0T0K ∪ T0T1K ∪ ... ∪ TN−1TN−1K,

...

T nK = ∪α∈ΣnTα1
...Tαn

K.
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Figure 3: Emergence d’une forme ramifiée à partir d’une sphère.

La diminution de la taille des formes et l’augmentation du nombre de répétitions entrâıne l’émergence
d’une nouvelle forme (voir figure 3). Cette forme est un objet mathématique qui est bien défini.

En effet, l’opérateur K 7→ T K est contractant dans l’espace H(E) muni de la distance de Haus-

dorf :
dH(K,K ′) = max{max

p∈K
min
q∈K ′

d(p, q),max
q∈K ′

min
p∈K

d(p, q)}.

Il admet un point fixe, appelé attracteur [BAR88] défini par : A(T ) = limn→∞ T nK avec K ∈ H(E)
quelconque.

L’attracteur A est autosimilaire (au sens général du terme) dans le monöıde M, c.a.d. il vérifie
: A = T A ou encore A = T0A ∪ ... ∪ TN−1A avec Ti ∈ M. En pratique, les Ti étant des opérateurs
affines, les attracteurs d’IFS sont auto-affines.

Un ensemble fini d’opérateurs contractants T permet ainsi de définir une forme géométrique A(T ),
qui est en général fractale. L’attracteur est la forme générée, l’IFS est un descripteur.

2.2 Gammes de formes

En considérant l’IFS comme une famille finie d’opérateurs T = (Ti)i∈Σ avec Σ ensemble fini d’indices
(en pratique on prend Σ = {0, ..., N −1}), l’attracteur A est muni d’une fonction d’adressage [BAR88]
Chaque point de l’attracteur est adressé dans Σω ensemble des mots infinis sur Σ :

σ ∈ Σω 7→ Φ(σ) = lim
n→∞

Tσ1
...Tσn

p ∈ E (1)

Un IFS définit ainsi une forme paramétrée, dont la paramétrisation est formelle.
Le formalisme IFS peut être utilisé comme un modèle géométrique : les attracteurs A(T ) sont des

formes paramétrées par Φ : Σω → A. Sous certaines conditions, leurs propriétés sont contrôlées (par
exemple leur topologie [TOS99]).

De manière plus générale, il peut être utilisé comme un générateur de formes [SEL87]. À chaque
niveau d’itération n, la figure igénérée T nK = ∪α∈ΣnTα1

...Tαn
K correspond à l’affichage simultané

d’une gamme de formes (Tα1
...Tαn

K)α∈Σn . Cette gamme peut être visuellement intéressante (voir
figure 1). La dynamique d’itération T K,T 2K,T 3K, ... est caractérisée par le semigroupe de trans-
formations engendré par l’IFS : T + = T ∪ T 2 ∪ T 3 ∪ .... Comme celui de l’autosimilarité, le type
géométrique de cette dynamique est donné par le monöıde d’itération : T + ⊆ M.
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2.3 Rendu visuel

Il existe plusieurs méthodes de visualisation des attracteurs [BAR88]. Nous avons choisi d’utiliser
des figures Kn = T nK affichables dans un logiciel graphique, ce qui correspond à l’algorithme dit
“déterministe”. En prenant pour figure initiale K une primitive graphique (point, segment de droite,
cube, sphère, cylindre, ... ), les figures itérées T nK vont être des unions finies de primitives trans-
formées (nuages de points, lignes brisées, polyèdres, ...).

Le choix de n et K dépend du type de rendu souhaité. Si on veut une figure proche de l’attracteur,
il faut prendre un nombre n d’itérations suffisant pour faire apparaitre la nouvelle forme et disparaitre
la figure initiale (réduction de la taille en dessous d’un certain seuil : taille du pixel ou autre). Mais
si on cherche surtout un effet esthétique, il peut être intéressant de choisir un n pas trop grand, de
manière à conserver la figure initiale et l’utiliser comme un motif répétitif (voir la figure 1).

Figure 4: Création d’une forme à partir de la saisie de repères.

3 Création de formes

Dans un modeleur fractal, la manipulation des attracteurs s’effectue à travers des actions sur les IFS
(voir la figure 2). Quand on veut créer ex nihilo des formes générées, on est confronté au problème
suivant : il faut pouvoir, au moins partiellement, contrôler et anticiper l’aspect de ces formes à partir
de leurs générateurs. En jouant avec les propriétés de la relation entre descripteur et attracteur, il est
possible d’acquérir une intuition des formes générées et d’utiliser des méthodes de construction.

3.1 Interfaces graphiques

Nous avons développé une interface graphique basée sur l’affichage des premières figures générées (voir
figure 4). Il est ainsi possible d’avoir un contrôle visuel de la dynamique d’itération :

• T = {T0, .., TN−1} est composé de transformations affines Ti données par des repères : Ti(Oxy) =
Oxiyi;
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• T K,T 2K,T 3K est la suite de figures correspondant aux trois premières itérations avec K prim-
itive graphique (segment, carré, ...).

Figure 5: Création d’une forme filaire.

Une variante de cette interface (voir figure 5) reprend les procédés de description de courbes
fractales [DUB87] [PS88] ou de figures filaires [TOS99] à partir de points d’interpolation et de règles
de substitution :

(p0, p1) → (qi0, ..., qim) ou (p0, p1) → (qik , qik+1
).

Cette variante impose des contraintes sur les transformations et les attracteurs :

• les Ti sont des similitudes données par les équations : Tikp0 = qik , Tikp1 = qik+1
;

• la topologie des attracteurs est filaire et dérivée du graphe de sommets qi et d’arcs (qik , qik+1
).

3.2 Approche constructive

L’approche constructive en modélisation géométrique consiste à fabriquer de nouvelles formes à partir
d’anciennes formes supposées connues, tout en ayant un certain contrôle du résultat.

Deux grandes propriétés lient les IFS et leurs attracteurs [GT92] :

• La relation entre IFS et attracteur est croissante : l’ajout d’une transformation à l’IFS se traduit
par un ajout de points à l’attracteur (la figure 4 est obtenue par suppression du repère central).

• La relation entre IFS et attracteur est continue : une petite modification des paramètres des
transformations de l’IFS se traduit par une petite modification de l’attracteur (voir figure 6).

Ces deux propriétés rendent possible une mâıtrise intuitive des formes produites : la première permet
de “composer” les formes fractales, la deuxième permet de les “modeler”.

En affinant ces propriétés sur des généralisations des IFS, nous avons pu, entre autres, étendre aux
formes fractales les méthodes de construction utilisées en modélisation classique [ZT96] [TZTV97] et
en définir de nouvelles, qui sont spécifiques aux formes fractales [THO97].
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Figure 6: Déformations de la forme filaire.

Le caractère croissant de la relation entre IFS et attracteur permet la construction pas à pas de
formes fractales par combinaisons d’IFS élémentaires. En utilisant le formalisme des LRIFS (Langage
Reduced Iterated Function System) [PH91] qui permet de sélectionner des itérations d’IFS, nous avons
pu développé une “algèbre” de formes qui permet de définir des formes complexes par compositions de
formes simples [TT95] [THO97]. Les gammes de transformations Tα1

...Tαn
sont alors plus complexes,

elles ne correspondent plus à des semigroupes mais à des langages formels : α1...αn ∈ L.
Le caractère continu de la relation entre IFS et attracteur permet la déformation des formes frac-

tales (voir figure 6), mais également leur métamorphose par interpolation des IFS [GT92][BOW95][BH97].
Il permet également l’ajustement et l’approximation de formes fractales [GTB01] [GTB02].

D’autres opérations sur les IFS autorisent l’extension d’opérations géométriques classiques aux
formes fractales. Les transformations affines et les déformations polynomiales d’attracteurs s’expriment
avec des opérations sur les IFS [ZT96] [TZTV97].
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Figure 7: Exemple de palette à 6 couleurs et 16 transformations.

4 IFS et couleurs

Classiquement l’espace d’itération est E = R
2 ou R

3, mais en utilisant des espaces plus généraux, il
est possible d’intégrer les couleurs à la description des formes générées par IFS.

4.1 Approche générale

Pour définir des formes fractales colorées, S. Nikiel a pris pour espace d’itération E = Ef ×Ec, avec
Ef = R

2 espace des formes et Ec = [0, 1]3 espace des couleurs en RVB [NIK98]. Avant lui, J. C.

Sprott avait interprété R
3 comme un espace R

2 × R avec Ef = R
2 espace des formes et Ec = [0, 1]

espace des dégradés d’une couleur [SPR94].
Un IFS Tfc est alors composé de transformations affines opérant sur Ef × Ec et l’attracteur Afc

associé est tel que :

• Af = ΠfAfc sa projection dans Ef correspond à la forme,

• Ac = ΠcAfc sa projection dans Ec correspond à l’ensemble des couleurs.

L’attracteur A correspond à la relation entre points et couleurs : Afc ⊆ Af × Ac. La fonction
d’adressage précise cette relation :

(p, c) ∈ Afc ⇔ ∃σ ∈ Σω p = ΠfΦfc(σ) et c = ΠcΦfc(σ).

En général, cette relation n’est pas une fonction, à un même point peut correspondre plusieurs couleurs.
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J. C. Sprott et S. Nikiel utilisent l’algorithme du “jeu du chaos” pour visualiser l’attracteur
coloré [SPR94] [NIK98]. Le dernier point affiché est pn affecté de la couleur cn, avec (pn, cn) =
Tαn

...Tα1
(p0, c0) et α1, ..., αn suite aléatoire d’éléments de Σ.

4.2 Relation entre formes et couleurs

Pour avoir un meilleur contrôle sur la construction des formes fractales colorées, nous avons utilisé un
modèle où les définitions des formes et des couleurs sont indépendantes. Ce modèle est moins général
que le précédent mais il permet une meilleure maitrise de la relation entre formes et couleurs.

Pour définir séparément Af et Ac, nous utilisons pour opérer sur Ef × Ec un monöıde Mf ×Mc

avec Mf monöıde opérant sur les points de Ef et Mc monöıde opérant sur les couleurs de Ec.
Un IFS Tfc est alors composé de couples (Ti, T̃i) avec Ti ∈ Mf et T̃i ∈ Mc. Ces couples opèrent

séparément sur les points et les couleurs :

(Ti, T̃i)(p, c) = (Tip, T̃ic).

Les produits de couples sont donc les couples de produits :

(Tσ1
, T̃σ1

)...(Tσn
, T̃σn

) = (Tσ1
...Tσn

, T̃σ1
...T̃σn

).

La fonction d’adressage correspond au couple de fonctions d’adressage :

Φfc(σ) = lim
n→∞

(Tσ1
, T̃σ1

)...(Tσn
, T̃σn

)(p, c),

= lim
n→∞

(Tσ1
...Tσn

, T̃σ1
...T̃σn

)(p, c),

= ( lim
n→∞

(Tσ1
...Tσn

p, lim
n→∞

T̃σ1
...T̃σn

c),

= (Φf (σ),Φc(σ)).

Les projections dans Ef et Ec correspondent aux attracteurs de Tf et Tc :

Af = Φf (Σω) = A(Tf ),

Ac = Φc(Σ
ω) = A(Tc).

Comme dans l’approche générale, Afc = A({(Ti, T̃i)/i ∈ Σ}) = Φfc(Σ
ω) correspond à une relation

Afc ⊆ Af × Ac qui n’est pas une fonction. À un point de Af possédant plusieurs adresses peut
correspondre plusieurs couleurs de Ac :

p ∈ Af 7→ Φ−1
f (p) = {σ/ Φf (σ) = p},

7→ Φc(Φ
−1
f (p)) = {Φc(σ)/ Φf (σ) = p}

Pour obtenir une relation fonctionnelle entre points et couleurs, il suffit que chaque point ait une adresse
distinguée. Les indices de Σ = {0, ..., N − 1} étant totalement ordonnés par : 0 < 1 < ... < N − 1, les
mots infinis de Σω sont également totalement ordonnés par l’ordre lexicographique induit. À chaque
point de l’attracteur est associée son adresse maximale :

p ∈ Af 7→ τ(p) = maxΦ−1
f (p) = max{σ/ Φf (σ) = p}.

Cette fonction, appelée Tops function par Barnsley, est bien définie car Φ−1(p) est un compact de
Σω et possède un élément maximum [BAR05]. Pour extraire une fonction de la relation Afc ⊆ Af ×Ac,
il suffit de prendre :

p ∈ Af 7→ Φc(τ (p)) ∈ Ac

Remarque : Barnsley distingue l’espace d’itération Ec, support des couleurs, et l’espace des
couleurs RVB, il introduit une fonction de peinture P̄ : Ec → ERV B et définit ainsi une fonction de
coloration un peu plus générale : P̄ ◦ Φc ◦ τ [BAR05].
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Figure 8: À gauche esquisse, à droite deux compositions.

4.3 Affectation des couleurs

Barnsley réalise l’affichage avec l’algorithme du “jeu du chaos” [BAR05]. Nous avons réalisé
l’affichage avec l’algorithme déterministe. Celui-ci correspond naturellement à la fonction Φc ◦ τ .
Dans l’image obtenue, à chaque pixel n’est affecté qu’une couleur, celle de la dernière composante
Tα1

...Tαn
Kf affichée. L’ordre d’affichage est celui du parcours des nœuds de l’arbre des produits :

I
↙ ↘

T0 ... TN−1

↙ ↘ ↙ ↘
T0T0 ... T0TN−1 T0TN−1 ... TN−1TN−1

Cet ordre correspond à l’ordre lexicographique sur Σ∗ induit par l’ordre des indices de Σ.
En choisissant un motif de forme Kf , à chaque point de T nKf = ∪α∈ΣnTα1

...Tαn
Kf est associé

l’adresse du dernier produit calculé :

p ∈ T nKf 7→ α(p) = max{α1...αn ∈ Σn/ ∃q ∈ Kf Tα1
...Tαn

q = p}.

Nous avons choisi de doter chaque composante de Tα1
...Tαn

Kf d’une couleur uniforme c̆α, déduite de
l’opérateur T̃α1

...T̃αn
. Nous décrivons ainsi une suite de figures colorées dont la superposition aboutit

à une partition de T nKf (voir la figure 8). Les zônes Kα de couleur c̆α composant la partition sont
définies comme suit :

• K(N−1)n = T n
N−1Kf ,

• Kα = Tα1
...Tαn

Kf \ ∪β>αKβ.
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5 Création de formes colorées

Le descripteur d’une forme colorée générée est un ensemble fini de couples (Ti, T̃i) avec Ti et T̃i qui
peuvent être saisis séparément.

Plusieurs approches sont ainsi possibles pour créer une forme colorée. La plus classique consiste à
construire une forme puis à lui ajouter de la couleur. Mais il est également possible de faire l’inverse
: partir d’une palette de couleurs et en dériver une forme colorée. Dans les deux cas, il faut définir
l’IFS (T̃i)in∈Σ qui va générer les couleurs.

5.1 Gammes de couleurs

Une gamme de couleurs va correspondre à une famille de transformations dans l’espace des couleurs
Ec : (T̃α1

...T̃αn
)α∈Σn . La manière la plus simple de définir une gamme harmonique est d’effectuer des

mélanges - c.a.d. des combinaisons convexes - d’un ensemble fini de couleurs de base (voir figure (7)).
Ces gammes de couleurs sont obtenues en opérant sur les couleurs avec des homothéties.

Ayant associé une couleurs ci à chaque indice i ∈ Σ, T̃i est une homothétie de centre ci et de
rapport 1

2 . L’action de T̃i est de “tirer” une couleur quelconque c vers la couleur ci en faisant la
moyenne de c et ci :

T̃ic = ci +
1

2
(c − ci),

=
1

2
ci +

1

2
c.

Tout produit de ces homothéties est encore une homothétie de rapport 1
2n :

T̃α1
...T̃αn

c =
1

2
cα1

+
1

22
cα2

+ ... +
1

2n
cαn

+
1

2n
c,

= (1 −
1

2n
)cα +

1

2n
c;

son centre est cα = (1 − 1
2n )−1(1

2cα1
+ 1

22 cα2
+ ... + 1

2n cαn
).

La fonction d’adressage associée est :

Φc(σ) = lim
n→∞

T̃σ1
...T̃σn

c,

=
∞
∑

n=0

1

2n
cσn

,

=
∑

i∈Σ

λici avec
∑

i∈Σ

λi = 1 et 0 ≤ λi ≤ 1.

Les cœfficients λi sont donnés par leurs développements binaires :

λi =
∞
∑

n=0

1

2n
b(i)
n avec b(i]

n =

{

1 si σn = i
0 sinon

À tout point Φc(σ) est associée une homothétie dégénérée de centre Φc(σ) et de rapport 0, qui est la
limite de la suite d’homothéties : (T̃σ1

...T̃σn
)n.

À chaque niveau n, le concepteur dispose d’une gamme finie de couleurs (c̆α)α∈Σn . Deux possibilités
sont offertes pour les calculer :

• c̆α = cα est le centre de T̃α1
...T̃αn

;

• c̆α = T̃α1
...T̃αn

cI = (1 − 1
2n )cα + 1

2n cI avec cI couleur globale initiale.

La première est extraite de la gamme potentielle infinie (Φc(σ))σ∈Σω car : cα = Φc(α
ω). La

gamme initiale de base (ci)i∈Σ étant choisie, ces gammes sont composées de combinaisons convexes
des couleurs de la gamme initiale (voir les figures 7, 8 et 9).
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5.2 Palettes : des couleurs aux formes

Une palette itérative correspond à un attracteur dans l’espace Ef ×Ec, dont la forme ΠfA est “stan-
dard”. Une palette en damier (voir figure 7) est obtenue par subdivision m × m du pavé [0, 1]2. On
prend Σ = {0, 1, ...,m − 1} × {0, ...,m − 1} et :

{

Tij(s, t) = ( i
m

+ 1
m

s, j
m

+ 1
m

t);

T̃ijc = 1
2cij + 1

2c.

À partir d’une palette initiale, on modifie les gammes de formes en conservant les gammes de
couleurs :

∀i ∈ Σ (Ti, T̃i) → (T ′
i , T̃i)

L’image de la figure 1 a été conçue ainsi.
Le passage d’une “esquisse” (première disposition de couleurs), à une série de compositions (vari-

antes géométriques de la disposition) est illustré par la figure 8.

n = 1

n = 2

n = 3

Figure 9: Choix de primitives et de couleurs.
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5.3 Colorisation : des formes aux couleurs

En utilisant une interface avec choix de couleurs, on ajoute des couleurs aux formes (voir figure 9) :

∀i ∈ Σ Ti → (Ti, T̃i).

Figure 10: “Construction/Déconstruction”, 2000, création de Martine Rondet-Mignotte.

Dans le cas tridimensionnel, Ef = R
3 et Ec = [0, 1]3, une autre méthode est possible : elle consiste

à déduire la gamme de couleurs de la gamme de formes.
À toute forme définie dans [0, 1]3, est associée une forme colorée. En effet , à tout point p =

(x, y, z) ∈ [0, 1]3 est associée la couleur (r, v, b) avec r = x, v = y, b = z. Tout IFS dont l’attracteur
est inclu dans [0, 1]3 peut s’interpréter comme un IFS de couleurs. Si l’IFS (Ti)i∈Σ a pour attracteur
Af ⊆ [0, 1]3, l’IFS (Ti, Ti)i∈Σ a pour attracteur la relation identité sur Af : Afc = {(p, p)| p ∈ Af}.

6 Résultats

Le modèle IFS s’est révélé un bon outil pour la recherche plastique. Expérimentation empirique,
intuition des formes, mais également rigueur et précision sont rendues possibles par les propriétés du
modèle. Il est possible de travailler à la fois les formes géométriques - en les composant et les modelant
- et les couleurs - en construisant des gammes.

Les formes générées par IFS possèdent une dynamique géométrique particulière. En les choisissant
plus ou moins proches des attracteurs, elles peuvent ne pas refléter directement les propriétés fractales.

Les deux images de la figure 11 montrent des formes générées à partir de l’interface de la figure 5.
L’image de gauche montre une forme proche d’un attracteur. Sa structure topologique filaire met en
évidence son autosimilarité et contribue à l’intérêt visuel. L’image de droite, par contre, montre une
composition qui ne ressemble pas du tout à un attracteur. La distribution des primitives (sphères et
cubes) correspond à une “gamme géométrique” de similitudes. C’est ici la dynamique de l’IFS qui est
mise en évidence et qui contribue à l’intérêt visuel.

Comme le dit la plasticienne de notre équipe, Martine Rondet-Mignotte : “Les structures
fractales interviennent comme principe d’organisation et d’unification de l’espace à puissance égale
avec la lumière et la couleur. Je pars d’un ordre fractal pour aller à un acte pictural. ... Mon propos
n’est pas de montrer des fractales mais de toujours porter un regard interrogatif sur la forme et son
rapport à la surface en utilisant une nouvelle géométrie et un nouvel outil qui témoignent d’une époque,
d’une évolution de la pensée”.
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