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Abstract. This paper introduces a new algorithm for solving binary

CSPs. The proposed algorithm alternates, at each branching point,

a classical variable instanciation and a non-deterministic instanciation

which uses two values at a time. The choice between the two instanci-

ation strategies is controled by a single parameter which is computed

by means of a neural network. Tests carried on randomly generated

binary CSPs suggest that the proposed algorithm outperforms the clas-

sical Forward-Checking algorithms on many CSP instances.
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R�esum�e. On pr�esente dans cet article un nouvel algorithme de r�esolu-

tion de CSPs binaires qui alterne, �a chaque point de choix, instancia-

tion classique de variable et instanciation non-d�eterministe portant sur

deux valeurs �a la fois. Nous proposons �egalement un crit�ere permettant

de choisir entre les deux strat�egies d'instanciation. Ce crit�ere s'appuie

sur un param�etre unique calcul�e par r�eseau de neurônes. Des tests ef-

fectu�es sur des CSPs binaires al�eatoires montrent que les performances

de l'algorithme ainsi obtenu sont meilleures que celles de l'algorithme

Forward-Checking sur plusieurs instances de CSPs.
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1. Introduction

Les probl�emes de satisfaction de contraintes (CSPs) constituent un cadre formel

simple et assez g�en�eral pour la mod�elisation et la r�esolution de nombreux probl�emes

combinatoires. Un CSP est constitu�e d'un ensemble de variables, chaque variable

pouvant prendre une valeur choisie parmi un ensemble de valeurs appel�e domaine

de valeurs. La notion de contrainte, qui est au centre du formalisme, intervient de

mani�ere �a interdire aux variables de prendre certaines combinaisons de valeurs.

R�esoudre un CSP revient �a a�ecter des valeurs aux variables qui satisfassent

toutes les contraintes du probl�eme. Les CSPs sont, en g�en�eral, des probl�emes

NP-complets et leurs applications sont diverses, citons �a titre d'exemple des ap-

plications dans le domaine de la biologie mol�eculaire [1], dans le domaine de la

t�el�ecommunication [19], ou encore des applications d'analyse structurale [12,13] : : :

Compte tenu de l'int�erêt pratique des CSPs, plusieurs m�ethodes et techniques de

r�esolution ont �et�e propos�ees. Dans cet article nous nous int�eressons aux m�ethodes

dites compl�etes qui ont l'avantage de trouver au moins une solution au probl�eme si

une telle solution existe. Les algorithmes complets les plus commun�ement utilis�es

sont Forward Checking (FC) [5] et Maintaining Arc Consistency (MAC) [15]. Ces

deux algorithmes sont deux versions am�elior�ees d'un même algorithme initial:

Backtracking Chronologique (CB) qui r�esout les CSPs en e�ectuant une recherche

en profondeur d'abord.

Plusieurs travaux ont montr�e qu'aucun algorithme de r�esolution de CSPs n'est

meilleur que les autres, bien que MAC semble être le plus utilis�e [3, 4]. Toute-

fois, pour des CSPs de grande taille (impliquant des centaines de variables), la

r�esolution demeure un processus coûteux en temps de calcul. L'�emergence de

nouveaux probl�emes concrets, notamment ceux issus du domaine de la biologie

mol�eculaire [1], renforce le besoin d'algorithmes de plus en plus performants.

Dans ce contexte, et en vue d'am�eliorer les performances de FC et de MAC,

nous avons adapt�e �a la r�esolution de CSPs une technique issue du domaine de la

th�eorie des graphes connue sous le nom de projection de clique [7] ou, plus par-

ticuli�erement, projection d'arête [10]. Nous montrons qu'il est possible d'adapter

cette technique au cadre de la r�esolution des CSPs binaires [11] et d'obtenir ainsi

une nouvelle m�ethode de r�esolution que nous appelons m�ethode par Projection

de Valeurs (VP). Nous proposons ensuite une d�emarche qui alterne une projec-

tion de valeurs et une propagation locale de contraintes. Nous avons men�e une

�etude exp�erimentale sur des CSPs al�eatoires. Les r�esultats obtenus attestent que

l'algorithme propos�e est plus performant que FC sur de nombreuses instances de

CSP binaires.

L'article est structur�e comme suit: le paragraphe suivant introduit les d�e�nitions

de base et des conventions de notations. Le paragraphe 3 pr�esente la m�ethode

propos�ee. Dans le paragraphe 4, on d�ecrit l'algorithme de base qui met en oeu-

vre la projection de valeurs. Les premiers r�esultats exp�erimentaux ont justi��e
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l'introduction d'un m�ecanisme d'alternance contrôl�e par un param�etre : r�esultats

et algorithme �nal sont pr�esent�es au paragraphe 5. En�n, le paragraphe 6 termine

l'article par quelques conclusions.

2. D�efinitions et notations

D�e�nition 2.1. Un probl�eme de satisfaction de contraintes (CSP) est un triplet

(X;D;C) o�u:

� X = fi1; : : : ; ing est l'ensemble des variables du probl�eme.

� D = fD1; : : : ; Dng est l'ensemble des domaines de valeurs associ�es au

variables; Dk �etant le domaine de valeurs de la variable ik.

� C = fC1; : : : ; Cmg est l'ensemble des contraintes du probl�eme. Chaque

contrainte Ck porte sur un sous-ensemble de variables V ar(Ck) = fik1 ; : : : ;

ikr
g et est d�e�nie pas une relation Rel(Ck) � Dk1

�Dk2
: : :�Dkr

. Rel(Ck)

d�etermine les r-uplets de valeurs admises par la contrainte Ck.

Dans cet article, on s'int�eresse aux CSPs qui n'impliquent que des contraintes

binaires, c'est-�a-dire des contraintes qui ne font intervenir que deux variables.

Rappelons que tout CSP peut être transform�e en un CSP binaire �equivalent. Ainsi

une contrainte portant sur les variables i et j sera not�ee Cij . L'association d'une

valeur a 2 Di �a une variable i sera not�ee par le couple variable-valeur (i; a) et

d�esign�ee dans la suite par \valeur (i; a)".

D�e�nition 2.2. Soient (i; a) et (j; b) deux valeurs telles que Cij 2 C. Si ((i; a); (j; b

)) 2 Rel(Cij) alors (i; a) et (j; b) sont dites compatibles ou coh�erentes. Autrement,

(i; a) et (j; b) sont incompatibles ou incoh�erentes.

D�e�nition 2.3. Une instanciation IY des variables de Y = fik1 ; ik2 ; : : : ; ikrg,

Y � X est un �el�ement du produit cart�esien Dk1
�Dk2

� : : :�Dkr
. Si Y = X alors

IY est une instanciation compl�ete , sinon IY est partielle. Une solution d'un CSP

P = (X;D;C) est une instanciation compl�ete qui satisfait toutes les contraintes

de C.

A tout CSP binaire, on associe un graphe simple qui repr�esente la structure

du probl�eme : le graphe de contraintes, graphe des d�ependances entre variables

et contraintes. On d�e�nit �egalement le graphe d'incoh�erences qui repr�esente plus

�nement le probl�eme, en int�egrant les relations d'incompatibilit�e entre valeurs des

variables. C'est un graphe simple dont les sommets sont d�e�nis par les valeurs deS
i2X

Di et dont les arêtes relient les valeurs incompatibles.

D�e�nition 2.4. (graphe d'incoh�erences)

Le graphe d'incoh�erences �P = (XD; E �C
) associ�e au CSP P = (X;D;C) est un

graphe simple d�e�ni par:

� XD = f(i; a)ji 2 X ^ a 2 Dig

� E �C
= f[(i; a); (j; b)] 2 XD �XDjCij 2 C ^ ((i; a); (j; b)) =2 Rel(Cij)g

Signalons que la m�ethode que nous proposons pour r�esoudre les CSPs utilise le

graphe d'incoh�erences.
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D�e�nition 2.5. Soit P = (X;D;C) un CSP binaire et soit �P = (XD; E �C
) son

graphe d'incoh�erences. Le voisinage d'un sommet (i; a) de �P est d�esign�e par une

fonction N d�e�nie par:

N(�P ; i; a) = f(j; b) 2 XDj[(i; a); (j; b)] 2 E �C
g

Pour simpli�er les notations, on utilisera N(i; a) au lieu de N(�P ; i; a). N(i; a)

regroupe donc toutes les valeurs incompatibles avec la valeur (i; a).

3. M�ethode propos�ee

Au d�ebut du processus de r�esolution, les m�ethodes classiques du type back-

tracking disposent de trop peu d'informations pour consid�erer les valeurs dans

un ordre qui favorise l'�etablissement rapide des solutions [8, 9, 18]. Le risque de

choisir alors des valeurs qui ne m�enent pas �a des solutions est donc important.

Les cons�equences d'un choix erron�e e�ectu�e �a un niveau proche de la racine sont

d'autant plus pr�ejudiciables que le probl�eme est diÆcile, car dans ce cas, un \mau-

vais" choix n'est remis en cause qu'apr�es avoir explor�e une partie importante de

l'espace de recherche.

La m�ethode que nous proposons vise �a am�eliorer le processus de recherche en

dirigeant l'exploration par des choix coordonn�es de valeurs pour les variables. On

se propose ici de remplacer la d�emarche classique qui consiste �a e�ectuer des choix

d�eterministes portant sur une seule valeur �a la fois, au pro�t d'une d�emarche qui

consid�ere deux valeurs pour une même variable �a chaque point de choix.

3.1. Principe

Soit P un CSP binaire, i une variable de P , a et b deux valeurs possibles pour

i. Notons P jDi=fa;bg le sous-probl�eme de P obtenu en r�eduisant Di �a fa; bg. Un

algorithme du type backtracking commence par a�ecter �a i l'une des deux valeurs,

par exemple a. Cela conduit �a r�esoudre un premier sous-probl�eme qui ne contient

pas i et que l'on note P ji=a. Si P ji=a n'admet pas de solution, alors P ji=b, le

sous-probl�eme obtenu �a la suite de l'a�ectation de b �a i, sera consid�er�e �a son tour.

Dans la d�emarche que nous proposons, la r�esolution de P jDi=fa;bg conduira �a

un seul sous-probl�eme qui ne contient pas la variable i. La d�ecision qui consiste

�a a�ecter a ou b �a i sera prise ult�erieurement. Notons P ji=a_b le sous-probl�eme

r�esultant du choix non d�eterministe i = a _ i = b. P ji=a_b est construit de

telle sorte qu'il admette comme ensemble de solutions l'union des ensembles de

solutions de P ji=a et P ji=b. La r�esolution de P ji=a et de P ji=b pourra donc être

remplac�ee par celle de P ji=a_b (voir �gure 1). La d�e�nition de P ji=a_b repose

sur son graphe d'incoh�erences et se fonde sur une adaptation de la technique de

projection d'arête [10] au contexte de la r�esolution de CSPs binaires. Pour mettre

en �evidence le fait que l'on s'appuie sur les valeurs des variables pour restreindre

la recherche de solutions des CSPs, on choisit d'appeler la technique: Projection

de Valeurs (VP).
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Figure 1. Illustration sch�ematique d'une exploration classique

et d'une exploration avec projection de valeurs.

3.2. Projection de valeurs

Avant de d�e�nir de mani�ere formelle la projection de valeurs, on introduit les

notations suivantes:

� N(i; ab) d�esigne N(i; a)\N(i; b), soit l'ensemble des valeurs incompatibles

�a la fois avec (i; a) et (i; b);

� N(i; a� b) d�esigne N(i; a)�N(i; b), soit l'ensemble des valeurs incompat-

ibles avec (i; a) mais compatibles avec (i; b);

� E(Y ) d�esigne l'ensemble des arêtes incidentes �a l'ensemble des sommets

Y dans le graphe d'incoh�erences;

� E(i; a � b) d�esigne l'ensemble des arêtes [(j; c); (k; d)] telles que j 6= k;

(j; c) 2 N(i; a�b) et (k; d) 2 N(i; b�a), soit l'ensemble des arêtes joignant

toutes les valeurs incompatibles avec (i; a) mais compatibles avec (i; b) aux

valeurs incompatibles avec (i; b) mais compatibles avec (i; a), �a condition

que chaque arête ajout�ee ne relie pas deux valeurs impliquant la même

variable.

L'op�eration de projection de valeurs est d�e�nie comme suit:

D�e�nition 3.1. (Projection de valeurs)

Soit P un CSP binaire et soit i une variable de P telle que fa; bg � Di. Consid�erons

P jDi=fa;bg le sous-probl�eme obtenu �a partir de P en r�eduisant le domaine de

i �a la paire fa; bg et soit �P jDi=fa;bg = (XD jDi=fa;bg; E �C
jDi=fa;bg) son graphe

d'incoh�erences. La projection des valeurs (i; a) et (i; b) sur �P jDi=fa;bg conduit

�a un sous-probl�eme que l'on note P ji=a_b et que l'on d�e�nit par le biais de son

graphe d'incoh�erences �P ji=a_b = (XDji=a_b; E �C
ji=a_b) de la mani�ere suivante:

� XDji=a_b = XDjDi=fa;bg � f(i; a); (i; b)g �N(i; ab)

� E �C
ji=a_b = E �C

jDi=fa;bg �E(i; a)�E(i; b)�E(N(i; ab)) [ E(i; a� b)

P ji=a_b est obtenu �a partir de P jDi=fa;bg en supprimant du graphe d'incoh�eren-

ces de P jDi=fa;bg les deux sommets (i; a) et (i; b), ainsi que les arêtes qui leur sont

incidentes (i.e. E(i; a) et E(i; b)). On supprime �egalement les sommets adjacents �a

(i; a) et �a (i; b) �a la fois (i.e. N(i; ab)), ainsi que les arêtes qui leurs sont incidentes

(i.e. E(N(i; ab))). En�n, les valeurs compatibles avec (i; b) mais pas avec (i; a)
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Figure 2. Illustration d'une op�eration de projection de valeurs. Dans

cet exemple, on proj�ete les deux valeurs de la variable i1. Le deuxi�eme

graphe est le projet�e du premier graphe.

(i.e. N(i; a�b)) sont rendues incompatibles avec les valeurs compatibles avec (i; a)

mais pas avec (i; b) (i.e. N(i; b� a)), et ceci en ajoutant au graphe d'incoh�erences

les arêtes de E(i; a� b). La �gure 2 illustre une op�eration de projection de valeurs

�a partir des valeurs de la variable i1.

3.3. Projection et consistance

Proposition 3.2. Soit S une instanciation compl�ete d'un CSP P , alors on a:

S 2 Sol(P ), 8(i; a) 2 S S \N(i; a) = ;

o�u Sol(P ) d�esigne l'ensemble des solutions de P . Cette �equivalence d�ecoule

imm�ediatement de la d�e�nition d'une solution (def. 2.3) et de la d�e�nition du

voisinage d'une valeur dans le graphe d'incoh�erences (def. 2.5).

Proposition 3.3. P jDi=fa;bg est consistant si et seulement si P ji=a_b est consis-

tant.

Proof. Notons, tout d'abord que i est la seule variable qui appartient �a P jDi=fa;bg

mais pas �a P ji=a_b.

(i) Soit S une solution de P jDi=fa;bg. Montrons qu'il existe une solution S
0 de

P ji=a_b, calculable �a partir de S. Si S est une solution de P jDi=fa;bg, alors l'une

des deux valeurs (i; a) ou (i; b) est dans S. Soit S0 = S � f(i; a); (i; b)g. Montrons

que S0 est une solution de P ji=a_b.

Notons, tout d'abord, que S0 est une instanciation compl�ete de P ji=a_b. Raison-

nons par l'absurde et supposons que S0 n'est pas une solution de P ji=a_b. Donc,

d'apr�es la proposition 3.2, il existe (j; c) 2 S
0 telle que S0

\ N(j; c) 6= ;. Notons

(k; d) un �el�ement quelconque de S0
\N(j; c). Comme (k; d) est une valeur incompat-

ible avec (j; c), on a [(j; c); (k; d)] 2 E �C
ji=a_b. Or S

0
� S, donc (j; c) 2 S et (k; d) 2

S. Mais S est une solution de P jDi=fa;bg donc [(j; c); (k; d)] =2 E �C
jDi=fa;bg, sinon

(j; c) et (k; d) seraient incompatibles tout en faisant partie d'une même solution.

Par cons�equent, d'apr�es la d�e�nition de E �C
ji=a_b, on a forc�ement [(j; c); (k; d)] 2

E(i; a � b). Cela implique que cette arête fait partie des arêtes rajout�ees, et

donc : (j; c) 2 N(i; a � b) et (k; d) 2 N(i; b � a) ou bien (k; d) 2 N(i; a � b) et
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(j; c) 2 N(i; b � a)). Supposons, sans perte de g�en�eralit�e, que le premier cas se

r�ealise. Comme N(i; a � b) � N(i; a) et N(i; b � a) � N(i; b), on en d�eduit que

(j; c) 2 N(i; a) et (k; d) 2 N(i; b). Par cons�equent: S\N(i; a) 6= ;^S\N(i; b) 6= ;.

Or S est une solution telle que (i; a) 2 S ou (i; b) 2 S. Donc, on doit avoir, d'apr�es

la proposition 3.2: S \N(i; a) = ; _ S \N(i; b) = ;. D'o�u une contradiction.

(ii) Soit S0 une solution de P ji=a_b. Il s'ensuit que S
0 a�ecte des valeurs �a toutes

les variables de P jDi=fa;bg sauf �a i. D'apr�es la d�e�nition de �P ji=a_b, S
0 est donc

une solution partielle de P jDi=fa;bg. Montrons comment il est possible d'�etendre

S
0 �a i pour obtenir une solution de P jDi=fa;bg.

Consid�erons dans E �C
ji=a_b, les arêtes de E(i; a� b). Ces arêtes rendent chaque

valeur de N(i; a� b) incompatible avec celle de N(i; b� a), sous la r�eserve que les

valeurs ne concernent pas la même variable. Donc S
0 ne peut pas contenir �a la

fois, un �element de N(i; a� b) et un �el�ement de N(i; b� a). En d'autres termes,

on a : S0
\N(i; a� b) = ; _ S0

\N(i; b� a) = ;.

On peut supposer sans perte de g�en�eralit�e que S
0
\ N(i; a � b) = ;. D'autre

part, d'apr�es la d�e�nition de XDji=a_b, on a S0
\N(i; ab) = ;. Des deux derni�eres

�equations, on d�eduit que S0
\N(i; a) = ; puisque N(i; a) = N(i; a� b)[N(i; ab).

Par cons�equent, S = S
0
[f(i; a)g est une instanciation compl�ete de P jDi=fa;bg qui

v�eri�e les conditions de la proposition 3.2. S est donc une solution de P jDi=fa;bg.

�

3.4. Recherche de solution

La proposition 3.3 sugg�ere que la d�emarche consistant �a trouver tout d'abord

une solution S
0 �a P ji=a_b, puis �a �etendre cette solution �a la variable i, est une

d�emarche correcte et compl�ete pour r�esoudre P jDi=fa;bg. Dans le cas o�u le choix

de a ou b ne donne pas de solution, on peut consid�erer les autres valeurs de Di,

en appliquant une projection de valeurs pour chaque autre paire de valeurs de Di.

On �etend ainsi la r�esolution au probl�eme entier. En proc�edant de la sorte avec les

autres variables du CSP, on e�ectue une contraction de la recherche en consid�erant

les a�ectations par paires de valeurs. En�n, dans le cas o�u le CSP est consistant,

la recherche se terminera en une feuille de l'arbre de recherche o�u un ensemble de

paires de valeurs aura �et�e s�electionn�e. Il est alors possible (d'apr�es le point (ii) de

la preuve), �a partir de la derni�ere paire s�electionn�ee, de construire une solution en

ajoutant �a chaque fois, une valeur consistante avec la solution partielle courante.

4. Algorithme de r�esolution par Projection de Valeurs

L'algorithme que nous proposons est, �a la base, une proc�edure de recherche en

profondeur d'abord qui r�eduit les CSPs en e�ectuant des projections de valeurs,

d'o�u sa d�enomination : algorithme par Projection de Valeurs (VP). Il op�ere sur le

graphe d'incoh�erences �P du CSP �a r�esoudre.
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4.1. Algorithme VP

VP proc�ede de la mani�ere suivante. Une phase de projection de valeurs a tout

d'abord lieu : variable par variable, on consid�ere les valeurs par paire, jusqu'�a ce

que toutes les valeurs soient �elimin�ees. C'est la phase de \descente", r�ealis�ee par

la proc�edure ProjectionDeV aleurs. Puis, si l'algorithme parvient �a traiter toutes

les variables du probl�eme, alors un traitement suppl�ementaire est n�ecessaire pour

obtenir une solution. En e�et, pour chaque paire retenue lors de la descente, il

reste �a faire le choix entre les deux valeurs de chacune des variables. C'est la phase

de \remont�ee", r�ealis�ee par la proc�edure Remontee.

Algorithme 4.1. VP(X;D; �P )

1: D�ebut

2: I  ProjectionDeValeurs(X;D; �P ; ;)

3: si I 6= ; alors

4: S  Remont�ee(I; �P )

5: AÆcher(S)

6: �n-si

7: �n

ProjectionDeValeurs choisit, �a chaque n�ud de l'arbre de recherche, une variable

non encore instanci�ee i. Les valeurs de Di sont consid�er�ees par paire. Dans le cas

o�u Di contient un nombre impair de valeurs, la derni�ere valeur sera prise deux fois.

La projection de valeurs aura dans ce cas les mêmes e�ets qu'un �ltrage e�ectu�e

par Forward-Checking.

La projection de valeurs proprement dite comporte deux �etapes qui sont ef-

fectu�ees par la proc�edure ProjeterValeurs. Tout d'abord, les valeurs de N(i; ab)

sont supprim�ees du graphe d'incoh�erences, ce qui demande un nombre d'op�erations

�el�ementaires de l'ordre de O(nd), o�u d d�esigne le nombre de valeur par vari-

able. La deuxi�eme �etape consiste �a ajouter au graphe d'incoh�erences, les arêtes de

E(i; a� b). Cette �etape n�ecessite O(md
2) op�erations �el�ementaires.

Proc�edure 4.2. ProjectionDeValeurs(X;D; �P ; I)

1: D�ebut

2: si X = ; alors

3: retourner(I)

4: sinon

5: Choisir i 2 X

6: pour chaque fa; bg � Di faire

7: ProjeterValeurs((i; a); (i; b); D; �P )

8: I
0
 ProjectionDeValeurs(X � fig; D; �P ; I [ ff(i; a); (i; b)gg)

9: si I 0 6= ; alors

10: retourner(I 0)

11: �n-si

12: Restaurer(�P ; D)

13: �n-faire
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14: retourner(;)

15: �n-si

16: �n

Lors de la phase de remont�ee, et comme le sugg�ere la proposition 3.3, les vari-

ables sont consid�er�ees dans l'ordre inverse de leur instanciation dans la phase de

descente. L'algorithme commence donc par la derni�ere variable instanci�ee. Une des

deux valeurs possibles de cette variable est choisie et toutes les valeurs incompati-

bles avec cette derni�ere sont �elimin�ees. L'algorithme proc�ede de la même mani�ere

avec l'avant derni�ere variable, et ainsi de suite jusqu'�a remonter �a la premi�ere vari-

able instanci�ee. A ce stade, l'algorithme aura a�ect�e une valeur unique �a chaque

variable du CSP. On obtient ainsi une solution.

Proc�edure 4.3. Remont�ee(I; �P )

1: D�ebut

2: S  ;

3: tant que I 6= ; faire

4: f(i; a); (i; b)g  D�epiler(I)

5: si S [ f(i; a)g satisfait toutes les contraintes alors

6: S  S [ f(i; a)g

7: sinon

8: S  S [ f(i; b)g

9: �n-si

10: �n-faire

11: retourner(S)

12: �n

4.2. Cadre de l'exp�erimentation de VP

L'exp�erimentation a port�e sur des CSPs al�eatoires de diverses tailles. Un CSP

al�eatoire est caract�eris�e par quatre param�etres n; d; p1 et p2, o�u n est le nombre

de variables du probl�eme, d est le nombre de valeurs par domaine de valeurs, p1
est la probabilit�e d'existence d'une contrainte entre deux variables et p2 donne la

proportion approximative des couples de valeurs incompatibles dans la d�e�nition

des contraintes. Pour des valeurs �x�ees de n; d et p1, il existe une zone de variation

de p2 o�u les CSPs sont particuli�erement diÆciles �a r�esoudre [17]. Les instances

de probl�emes consid�er�ees dans l'exp�erimentation ont �et�e choisies dans cette zone

critique. Pour chaque instance de CSP al�eatoire, (i.e. pour chaque quadruplet

(n; d; p1; p2)), on g�en�ere 100 probl�emes, consid�erant que 100 est un nombre suÆsant

pour att�enuer l'e�et des perturbations dues �a des cas particuliers. Le g�en�erateur

utilis�e est du type d�esign�e par mod�ele A dans la litt�erature [14].
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(n; d; p1; p2) % pb. solubles FC VP

(60,5,0.2,0.205) 46 28 16

(50,5,0.5,0.11) 41 26 19

(50,5,1,0.055) 84 46 33

(50,10,0.1,0.53) 39 164 54

(20,20,0.5,0.45) 56 30 283

(80,5,0.1,0.26) 81 452 14

(40,10,0.5,0.2) 35 783 1430

(80,5,0.5,0.067) 71 3298 1227

Figure 3. Quelques r�esultats obtenus avec FC et VP. Les temps de

calcul sont donn�es en secondes.

4.3. R�esultats de l'exp�erimentation de VP

L'algorithme VP a �et�e compar�e �a l'un des algorithmes de r�esolution les plus

commun�ement utilis�es: Forward-Checking (FC). On a choisi de se limiter �a une

comparaison avec FC car les performances de MAC sont tr�es li�ees �a la fa�con dont

il est impl�ement�e.

On a d'abord appliqu�e l'algorithme VP �a un ensemble de CSPs al�eatoires

di��erents. La comparaison des performances de cet algorithme avec celles obtenues

avec FC montre qu'une r�esolution utilisant la technique de projection de valeurs

�a chaque point de choix, n'est meilleure que la r�esolution par FC que lorsque le

graphe de contraintes est peu dense (p1 faible), ou si le rapport n=d est grand (voir

�gure 3). Il semble que pour des probl�emes pr�esentant un graphe de contraintes

dense ou de faible rapport n=d, l'e�et de la propagation de contraintes e�ectu�e par

FC est assez eÆcace, et permet d'obtenir de r�esultats meilleurs que ceux obtenus

avec VP.

Cette remarque sugg�ere d'alterner une r�esolution classique avec une r�esolution

utilisant la technique de projection de valeurs selon une d�emarche similaire �a celle

utilis�ee dans le cadre d'une comparaison entre FC et MAC [3].

5. Approche alternant projection de valeurs et

propagation de contraintes

Souhaitant alterner des propagations locales de contraintes et des projections

de valeurs, il faut d�eterminer, en un point de choix, si l'on op�ere une projection

de valeurs ou si l'on adopte une d�emarche classique. Pour e�ectuer ce choix, il est

n�ecessaire d'introduire un crit�ere permettant d'opter pour l'une ou pour l'autre

des deux strat�egies, dans le but d'obtenir les meilleures performances possibles.

Deux crit�eres ont �et�e particuli�erement �etudi�es: la profondeur du point de choix,

et le nombre de conits; d'autres : le param�etre � [2] et l'estimateur de Knuth [6]

ont �et�e envisag�es.
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Figure 4. Variation du temps de calcul en fonction du nombre de

conits (�) ou de la profondeur dans l'arbre de recherche (h) pour

(60; 5; :2; :205). Les valeurs de � et de h indiquent respectivement le

nombre de conits et la profondeur au del�a desquels l'algorithme bas-

cule de VP �a FC. Les points ayant pour absisse 0 donnent la perfor-

mance de Forward-Checking.

5.1. Crit�ere d'alternance : le nombre de conflits

Les meilleurs r�esultats ont �et�e obtenus en utilisant comme crit�ere le nombre

de conits. Si i est la variable �a instancier et a la valeur de Di choisie pour être

a�ect�ee �a i, alors le crit�ere de choix est le nombre de conit de la valeur (i; a) (i.e.

le nombre d'�el�ement de N(i; a)). Si le nombre de conit de (i; a) est inf�erieur �a une

valeur pr�ed�etermin�ee qu'on note � , alors une projection de valeurs sera e�ectu�ee,

sinon l'algorithme e�ectuera une simple propagation locale de contraintes, comme

celle e�ectu�ee par FC. On appelle l'algorithme g�en�erique ainsi obtenu FC+VP,

dans lequel les projections de valeurs sont contrôl�ees par la valeur de � .

Les r�esultats obtenus sur une instance de CSP al�eatoire avec le crit�ere du nombre

de conits sont pr�esent�es �a la �gure 4. On notera sur la �gure 4 qu'un autre crit�ere

�etudi�e, celui de la profondeur de choix h, ne donne pas de meilleurs r�esultats.

On constate qu'avec le nombre de conits, les performances se d�egradent si l'on

e�ectue des projections au del�a d'une valeur critique. Nous avons cherch�e alors �a

d�eterminer cette valeur critique de � .

Pour �etudier l'e�et du param�etre � sur les performance de FC+VP, on a men�e

une exp�erimentation sur diverses instances de CSPs al�eatoires, et mesur�e le nombre

de n�uds d�evelopp�es dans l'arbre de recherche en faisant varier la valeur de � . On

constate, tout comme pour le temps de calcul �etudi�e dans la �gure 4, que le nombre

de n�uds d�evelopp�es diminue jusqu'�a ce que � atteigne une valeur critique au del�a

de laquelle on observe une augmentation du nombre de n�uds d�evelopp�es.

Une variation du même type est observ�ee si on fait varier les di��erents param�etres

n; d et p1 (voir �gure 5). La variation du nombre de n�uds d�evelopp�es en fonction

de � suit donc une fonction qui poss�ede un minimum global unique. Nous avons
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chercher �a d�eterminer la valeur de � qui donne le nombre de n�uds d�evelopp�es min-

imum. Cette valeur particuli�ere, not�ee ��, devra être estim�ee avant la r�esolution de

chaque probl�eme a�n d'obtenir les meilleures performances possibles. L'estimation

de �
� est d�etermin�ee en fonction des quatre param�etres n; d; p1 et p2, avant la

r�esolution du probl�eme �a traiter.

Une �etude de la variation de �
� en fonction des param�etres n; d; p1 et p2 a

�et�e e�ectu�ee, et les r�esultats montrent que les relations entre �
� et les di��erents

param�etres ne sont pas toutes lin�eaires (voir �gure 6). En e�et, en maintenant con-

stant n et d et en faisant varier p1 de 0:1 �a 1, la variation de �� suit une �evolution

hyperbolique. Cette exp�erimentation a �et�e r�ep�et�ee avec plusieurs valeurs de n et

l'on obtient une �evolution similaire; de même, si on fait varier n en maintenant

constant d et p1. Par contre, en �xant les valeurs de n et de p1 et en faisant varier

d, on constate que �
� crô�t lin�eairement. En�n, si on fait varier p2 dans la zone

critique tout en gardant constant les trois autres param�etres, �� reste approxima-

tivement constante.

Nous avons opt�e pour une approximation de �� par r�eseau de neurônes multi-

couches, pour la raison essentielle suivante : la variation de �� n'est pas une fonc-

tion lin�eaire des param�etres n et p1. Or, les r�eseaux multi-couches constituent un

moyen d'approximation eÆcace pour des fonctions non-lin�eaires [16]. Le r�eseau que

nous utilisons est un r�eseau multi-couches avec une seule couche cach�ee. La couche

d'entr�ee contient trois neurônes: un neurône pour chacun des param�etres n; d et

p1. La couche cach�ee en contient trois �egalement. Ce nombre s'est r�ev�el�e suÆsant

pour l'obtention de r�esultats satisfaisants. La couche de sortie contient un seul

neurône donnant en sortie la valeur estim�ee de ��. L'algorithme d'apprentissage

est celui de la r�etropropagation du gradient. La base d'exemples sur laquelle on a

e�ectu�e l'apprentissage contient 130 exemples. Les probl�emes consid�er�es ont une

taille variant de 20 �a 100 avec des domaines de valeurs de 5, 10 ou 20, la valeur de

p1 varie entre 0.08 et 1, les valeurs de p2 variant dans la zone critique.

5.2. R�esultats exp�erimentaux

Pour mettre en �evidence la pr�ecision des approximations donn�ees par le r�eseau

de neurônes, ainsi que l'apport de l'algorithme FC+VP, on a report�e �a la �gure 7

les r�esultats obtenus en appliquant FC+VP contrôl�e respectivement par �� et �̂�

la valeur approch�ee de �� calcul�ee par le r�eseau de neurônes. Les mesures portent

sur le nombre de n�uds d�evelopp�es. Les performances obtenues avec FC seul sont

�egalement pr�esent�ees �a la �gure 7. Ces tests ont �et�e e�ectu�es sur des instances de

CSPs qui ne font pas partie de la base d'exemples. On constate, en examinant le

tableau de la �gure 7, que les performances obtenues avec �̂� sont assez proches

de celles obtenues avec ��.

A�n de mieux comparer les performances respectives de FC et de FC+VP, on

a ensuite �etudi�e le rapport entre leurs performances, mesur�ees par le nombre de

n�uds d�evelopp�es et aussi par le temps de calcul (voir �gure 8). Ces rapports

expriment le gain en nombre de n�uds d�evelopp�es ou en temps de calcul dû �a la
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Figure 5. Variation du nombre de n�uds d�evelopp�es en fonction

du param�etre de contrôle des projections � . R�esultats obtenus sur

des l'instances de CSPs al�eatoires diÆciles. Les points d'abscisse 0

indiquent les performances de FC.

projection de valeurs. On se propose d'�etudier la variation de ce gain en fonction

du rapport n=d et du param�etre p1. Notons que le rapport n=d a �et�e pr�ef�er�e �a n

et d pris s�epar�ement car on a constat�e que pour des valeurs �xes de p1, le gain

ne varie pratiquement pas si n=d reste constant. Notons aussi que la variation

de p2 n'inue pas sur l'apport de la m�ethode, si on se limite �a des valeurs de p2
prises dans la zone critique. Les graphes de la �gure 8 montrent que l'apport de

la m�ethode est plus signi�catif pour des valeurs faibles de p1 et pour des rapports

n=d grands.

6. Conclusion

Dans cet article nous avons propos�e une nouvelle technique de r�esolution de

CSPs qui e�ectue des instanciations de variables de mani�ere non-d�eterministe, et

qui portent sur deux valeurs �a la fois. Cette technique, que nous avons appel�ee

projection de valeurs (VP), est une alternative �a la d�emarche classique adopt�ee
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Figure 6. Variation de �� en fonction des param�etres n; d et p1. Pour

le premier graphique, la valeur de d �a �et�e �x�ee �a 10. Pour le second

graphique, la valeur de p1 �a �et�e �x�ee �a 0:5.

(n; d; p1; p2) �� �̂� FC+VP(��) FC+VP(�̂�) FC

(20,15,0.5,0.42) 28 24 429 431 519

(20,15,0.7,0.32) 22 21 912 913 1059

(20,20,0.5,0.45) 33 32 1016 1021 1210

(20,20,0.7,0.35) 27 28 3429 3431 3931

(40,10,0.15,0.48) 20 17 680 769 2475

(40,10,0.3,0.3) 17 15 5594 5698 8894

(40,10,0.5,0.19) 15 13 19845 20360 27466

(60,5,0.3,0.145) 9 12 2057 2394 4711

(60,5,0.5,0.088) 8 9 2601 2653 5317

(80,5,0.3,0.11) 8 11 21868 30038 59904

(80,5,0.5,0.068) 9 10 62860 67670 157685

Figure 7. Valeurs optimales (��) et valeurs calcul�ees par r�eseau

de neurônes (�̂�) du param�etre de contrôle des projections. Perfor-

mances (en milliers de nombres de n�uds d�evelopp�es) obtenues par

des ex�ecutions contrôl�ees par �� et par des ex�ecutions contrôl�ees par

�̂�. En derni�ere colonne �gurent les performances obtenues par FC.

par la plupart des algorithmes existants et qui consiste �a utiliser une seule valeur

dans chaque instanciation. En int�egrant cette technique �a l'algorithme Forward-

Checking, on a obtenu un nouvel algorithme qui alterne instanciation classique et

projection de valeurs. Le choix entre une instanciation classique et une projec-

tion de valeurs est e�ectu�e �a chaque n�ud de l'arbre de recherche. Ce choix est

contrôl�e par un param�etre unique. Pour le calcul d'une valeur approch�ee de ce

param�etre de contrôle, nous avons con�cu un r�eseau de neurônes qui a conduit �a

des approximations satisfaisantes. L'algorithme ainsi obtenu a �et�e test�e sur des

CSPs al�eatoires et les r�esultats des tests ont montr�e que l'apport de la projection

de valeurs est signi�catif.
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Figure 8. Variation de l'acc�el�eration exprim�ee par le rapport des

nombres de n�uds d�evelopp�es par les deux algorithmes (graphique

de gauche). Variation de l'acc�el�eration exprim�ee par le rapport des

temps de calcul consomm�es par les deux algorithmes: FC et FC+VP

(graphique de droite). Le trait en pointill�es repr�esente un rapport de

1. En absisse, on fait varier le rapport n=d. Les di��erents points cor-

respondent �a des valeurs di��erentes de p1.

Nous estimons que, dans le cadre de la r�esolution de probl�emes de satisfaction et

d'optimisation de contraintes (CSOP), l'int�egration de la technique de projection

de valeurs �a un algorithme comme le Branch and Bound pourra sensiblement en

am�eliorer les performances.
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