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Résumé

Au cours de ces derniéres années beaucoup de travaux ont moetiégpropriétés topologiques sont intéres-
santes dans un contexte image (analyse, traitement, synthese). Pasnié$dnvariants topologiques (caracté-
ristique d’Euler, nombres de Betti, orientabilité, etc.), les groupes dflogie sont connus pour étre particulie-
rement intéressants en termes de caractérisation topologique. lls soptud, calculables de fagon homogéne
pour n'importe quelle dimension. Dans cet article, nous rappelons énnt les structures cellulaires utilisées
en modélisation géométrique a base topologique et en analyse d’imags.pxaposons ensuite trois approches
pour calculer 'homologie de ces différentes structures. Ces appsoshet des adaptations de méthodes clas-
siques provenant de la topologie algébrique. Celles-ci ont été principaié développées pour des structures
simpliciales et cubiques. Nous présentons en particulier deux déveh@ppe en cours traitant de deux méthodes
différentes pour calculer I'information homologique sur des structureshinatoires dérivées des cartes combi-
natoires : une méthode basée sur la définition d’'un opérateur de bdrdaiee et une autre méthode suivant une
approche constructive basée sur les travaux concernant I’homoédfgetive.

Mots-clés : Modélisation géométrique a base topologique, structures coombinatelhelgices, calcul de I'ho-
mologie

1. Introduction intéressant entre la quantité d’'information obtenue et la dif-

Une grande variété de modeéles combinatoires existe ficulté a la calculer.

pour structurer un objet géométrique [LFBO08]. lls ont
été développées dans différents contextes qui vont de
I'analyse d’'images (par ex. les Region Adjacency Graphs
RAG [Ros74], les graphes duaux [Kro95], les ordres [Ber99,
DCBO03], les cartes topologiques [BDF01, DBF04]) a la mo-
délisation géométrique a base topologique (par ex. les cartes
généralisées [Lie94], les chaines de cartes [EL95]). Des pro-
priétés topologiques peuvent étre calculées sur ces modele
combinatoires. Ces propriétés sont des invariants topolo-
giques qui peuvent aider a reconnaitre des objets via une ca-
ractérisation topologique partielle [NSR2]. lls sont aussi

Cependant, méme si la théorie de I'homologie a été déve-
loppée pour une large classe de structures [LW69, May67]
(les CW-complexes et leurs sous-classes), les algorithmes
effectifs de calcul de I'homologie ont principalement été
congus pour de petites dimensions [DPF06, DPF08] et/ou
pour des classes particuliéres de structures comme les com-

lexes simpliciaux ou les complexes cubiques [GDIJMRO09,

MMO04, NSK*02].

Ces algorithmes de calcul de I'information homologique
L N - U > . reposent principalement sur deux approches qui ont été dé-
mteressants pour (_:ontrfnler Ia_valldlte des différentes opéra- veloppées en topologie algébrique. La méthode de réduction
tions de manipulation d'un objet [DLO3, DL87, LSBO4]. de matrices d’'incidence en Forme Normale de Smith [Hat02,

Différents invariants topologiques, tels la caractéristigue Mun84] est historiguement la premiere, elle utilise la dé-
d’Euler [DPFLO6] ou le groupe fondamental [ADFQO3, finition d’'un opérateur de bord ce qui est bien connu pour
Mal01] ont été étudiés. Parmi ces invariants, la caractéri- les structures simpliciales. Cette méthode existe en de nom-
sation de I'hnomologie offre un compromis particulierement breuses variantes et optimisations dont I'objectif est de ré-
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duire le colt des opérations de réduction sur des matrices (i.e. des simplexes pour une structure simpliciale) d’'une di-
trés creuses [DHSWO03,DSV01, Gie96, Sto96]. mension donnée qui forment un « chemin » qui « entoure » le
trou. Ces ensembles de cellules s’appellentgfasrateurs

La seconde methode, qui peut étre appelee “méthode dedu groupe d’homologie de la dimension considérée.

I’'homologie effective”, repose sur une approche construc-
tive [GDIJMRO09, RS06]. Elle emploie principalement deux Ainsi, pour la dimension 0, les « trous » sont les compo-

outils, les réductions et les équivalences homologiques, et santes connexes de I'objet; ils sont caractérisés par la don-
produit des algorithmes capable de calculer I'information née d’'un sommet pour chague composante connexe. En di-
homologique de maniére incrémentale, par exemple durant mension 1, les trous sont les tunnels de I'objet. Ils sont carac-
la construction d’un objet. térisés par un chemin d’arétes qui les entourent. Par exemple
sur le tore, un cercle méridien et un cercle parallele entourent

Il ne semble pas exister d'obstacle théorique pour adap- chacun un trou de dimension 1 (cf. figure. 1). La dimension

ter ces deux approches aux structures cellulaires, et pour
développer des méthodes similaires a celles utilisées pour
les complexes simpliciaux ou cubiques. Néanmoins, peu
d’études portent sur ce sujet. Quelques avancées ont été réa-
lisées en ce sens, concernant des extensions de calcul de
la Forme Normale de Smith pour les ensembles simploi-
daux [PFL09], et pour une sous-classe des cartes générali-
sées [APDLO09].

Nos travaux actuels se concentrent sur les structures cel-
lulaires triangulables, qui correspondent en pratique a la plu-
part des structures cellulaires utilisées en géométrie algo-
rithmique, en modélisation géométrique a base topologique
et en analyse d'images. Nous essayons d’obtenir des al-
gorithmes de calcul de I'information homologique sur les
structures cellulaires en adaptant les deux approches décrites
précédemment. Le fait d’étre triangulable est une propriété 2 permet encore une interprétation simple des trous de cette
cruciale des complexes cellulaires que nous étudions. Elle dimension. Les trous de dimension 2 sont les cavités d'un
est indispensable pour valider nos méthodes, car I'informa- objet volumique. Les générateurs sont des chemins de faces

Figure 1: Les deux “trous” de dimensiot du tore.

tion homologique que nous calculons pour un objet repré-
senté par une structure cellulaire doit étre équivalente a celle
obtenue par un calcul pour une triangulation de cet objet.

Les méthodes que nous développons doivent étre plus gé-

qui entourent la cavité.

2.1. Chaines, groupes des chaines

Pour une dimensiorp, on considére I'ensemble des

nérales que les méthodes classiques car elles doivent pouvoil.ompinaisons linéaires a coefficients entierspdeeliules.

s'étendre selon le type de cellules de la subdivision considé-
rée. De plus, notre objectif est de concevoir des algorithmes
spécialisés qui tirent profit des propriétés des subdivisions
cellulaires étudiées et, en particulier, de bénéficier de I'op-
timisation du nombre de cellules (i.e. pour un méme objet
sa subdivision cellulaire contient moins de cellules que son
analogue simplicial).

La section 2 rappelle brievement ce qu’est 'homologie
d’une structure combinatoire et la section 3 présente trois
approches pour le calcul de 'homologie de structures com-
binatoires.

2. Une courte présentation de 'homologie

L’homologie d'un objet s’exprime sous la forme d'une
collection de groupes abéliens associés a I'objet subdivisé.
Malgré leur nature algébrique, les groupes d’homologie ont
une interprétation géométrique : ils décrivent les « trous » de
la structure combinatoire pour chaque dimension.

Muni d’'une opération d’addition, cet ensemble forme le
groupe degp-chaines. De cette facon, toytechaine s’écrit
" aPaP, ot np est le nombrep—cellules de I'obj

i, p ep—cellules de I'objet, et

2i-1
P est un coefficient entienf’ € Z) etaP estune

pour touti, o
p-cellule. Lorsque le coefficiemt; est nul, on omet I'écriture
du termeajo? dans lap-chaine.

Pour additionner deup—chaines, il suffit d’additionner
les coefficients cellule par cellule. De cette fagon, I'ensemble
desp-chaines est muni d'une opération d’addition que I'on
note aussi4". Cette notation reste compatible avec la défi-
nition d’'une p-chaine.

L'ensemble dep—chaines muni de cette opération d’'ad-
dition “+” est donc un groupe abélien dont I'élément neutre
estla chaine vide, que I'on note 0, et 'opposé d’prehaine
y °,aPaP est lap-chainey ™, (—aP)oP = —(3*, aPaP).

De cette fagon, la somme d’'umpechaine et de son opposée

est bien égale & 0. On ndBy le groupe deg-chained.

Ces trous sont caractérisés par des ensembles de cellules t. En informatique graphique, les objets considérés, méme s'ils
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La notion de chaine est purement algébrique. En effet, le 2.4. Groupes d’homologie
coefficienta d’un simplexes? dans une chaine n'a pas for-
cément de sens géométrique, excepté pour les valeurs 1 eti
—1. Dans ce cas,.& signifie que la cellules est considéré
avec son orientation, et1.0 signifie que I'on considéere
avec son orientation opposée.

Pour une dimensiomp, I'ensemble des classes d'équiva-
ence pour la relation « étre homologue » forme un groupe :
le groupe d’homologie de dimensiq on le noteHp. Plus
formellement, c’est le quotient du sous-groupe des cyfiles
par la relation « étre homologue ». Les classes d'équivalence

Sans rentrer dans les détails, on peut noter que I'on défi- partitionnent les cycles d&, en fonction des trous qu'ils en-
nit I'homologie sur des objets subdivisés en cellules orien- tourent. Tous les bords d& sont homologues a la chaine
tables. Une discussion approfondie de la notion d’orientation nulle; ils forment la classe notée 0 du groupe d’homologie.

se trouve dans [Mun84, Hat02]. On peut donc aussi dire que le groupg est le quotient de
Zp parBp; cela s'écrit :

2.2. Bord, sous-groupes des bords et des cycles Hp = Zp/Bp.
L'application de borddp est un morphism% entre le
groupe des chainé3;, et le groupe des chain€p_;. Ainsi
le bord, d’'unep-chainec= 5P | aPoP se déduit par linéarité o _
a partir du bord d’une celluledp(c) = Z?:plaipa(cip)- Un complex.e de chaines libest une suite de groupes et
d’homomorphismes de bord :

2.5. Complexe de chaine, structure des groupes
d’homologie

L’homologie est définie a partir d’homomorphismes 5
de bord vérifiant pour toup > 0 et toute p-chainec, 0 0”—“>Cn On, Chog =5 ... 2N Co L 0.
0p—1(dp(c)) = 0). Autrement dit, le bord de toute chaine,
elle méme obtenue comme le bord d’'une chaine, est la Chaque groupép, calculé a partir d'un complexe de
chaine nulle. chaines libres vérifie le théoréme des groupes abéliens fi-
niment engendrés [Mun84]. Chaque grotifjeest donc iso-

Les p-chaines dont le bord est la chaine nulle sont appe- morphe & une somme directe de la forme :

lées desp-cycles Les p-cycles forment un sous-groupe de
Cp, celui-ci est not&p. 7®.. . PLOZLMLSD ... DL/WL.
N ——

Les p-chaines qui sont le bord d'ungp + 1)-chaine Bo
forment un sous-groupe d& (car le bord d’'un bord est la
chaine nulle). On appelle cgschaines dep-bordset le
sous-groupe est not.

Un groupe d’homologied, est alors caractérisé par un
nombreBp, appelép-iéme nombre de Bettet des entiers
ty,- - -tk appeléxoefficients de torsigriels que; divisetj 1
pour touti.

2.3. Cycles homologues Le nombrepp correspond au nombre de « trous » de di-
mensionp. Par exemple pour le tor@; =1 etP; = 2. Les
entierd; caractérisent un autre type de trous que I'on appelle
les parties de torsion de I'objet. De tels trous sont des cycles

Lorsque I'on observe les cycles qui ne sont pas des bords
sur un objet, on remarque que ces cycles entourent les

« trous » de l'objet. L'idée de I'homologie est de définir Ui ne sont pas des bords. mais tels aue si on les parcourt
une relation d’équivalence qui « range » les cycles qui en- qui T pa ! d P
plusieurs fois, ils se comportent comme des bords.

tourent les mémes trous dans la méme classe d’équivalence!
Ainsi, deux cycleg; etz sont homologues si on peut écrire Cette notion de torsion permet, entre autres, de distinguer
Z =b+2z oubestun bord. le tore et la bouteille de Klein. Ces trois objets peuvent étre
obtenus a partir d'une cellule carrée, mais avec des recolle-
ments d’arétes différents. Le figure 2 montre comment obte-
nir une bouteille de Klein a partir d’'une cellule carrée.

On dit que deux cycles sohbmologuesi leur différence
est un bord (i.e. un élément &@). Cette relation « étre ho-
mologue » est une relation d’équivalence.

3. Approches pour le calcul de groupes d’homologie

peuvent compter un nombre trés grand de cellules, ne sonttoésst Dans cette section nous présentons trois approches pour
que d'un nombr_e fini de cellules. Ainsi, dans notre cas,piobaine le calcul de groupes d’homologie sur des structures cellu-
est unesomme finigle p-cellules. . . laires. Ces structures cellulaires se divisent en deux grandes
1. Un morphisme est une application entre éléments d'en- . ) w . R
sembles munis de structures analogues (ici une structuredpejr familles [LFBO8]; les structures typg grgphes d |nuden<_:\e
et qui sont compatibles avec cette structure. Ici, un morphidene et les structures type “cartes combinatoires”. Ces derniéres
groupef, envoie I'élément neutre 0 sur I'élément neutfé) = 0, permettent des relations de multi-incidences (par exemple,
et est compatible avec les opérations définies sur les groupes ~ une aréte dont les deux sommets sont identiques, i.e. une

f(a+b) = f(a)+ f(b). boucle) ce que ne permettent pas les premiéeres.
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Y & \Y sur la structure cellulaire et non plus sur I'analogue simpli-
. cial qui contient plus de cellules.

3.2. Définition d'un opérateur de bord cellulaire

a f a; . o . _
: ! ? Cette seconde approche vise donc a tirer parti de I'optimi-

sation apportée par la structuration cellulaire. Un tel opéra-
teur de bord@™ doit satisfaire plusieurs conditions.

En premier lieu, afin de définir UNE homologie, I'opé-
rateurd™ doit étre nilpotent de classe 2 (i.é.Da =0).
Nous avons défini un tel opérateur de bord pour les chaines
de cartes [ADLP11].

L'objectif n’est pas de définir une homologie quelconque,
mais I’nomologie simpliciale (i.e. la méme homologie que
celle calculée sur la structure simpliciale associée a notre
structure cellulaire). En d’autres termes, definir un opéra-
teur de bord satisfaisagt'a~ = 0 n'est pas suffisant. Par
exemple, Brenons le cas d'un opérateur de @otdrivial,
on a bierd=a" = 0, mais I’'homologie définie a partir de cet
opérateur de bord ne nous aide pas pour caractériser topolo-

Figure 2: Bouteille de Klein. En 2(a) une représentation d’une cel-  giquement notre objet cellulaire.
lule carrée. Les fléches indiquent comment sont recollébdeds.
En 2(b) la représentation géométrique de la bouteille derkKén
respectant les recollements indiqués.

(b)

Dans [ADLP11], nous avons d'une part défini un opéra-
teur de bord cellulaire sur les chaines de cartes. Mais cette
structure permet de modéliser des cellules qui ne sont pas
équivalentes a des boules topologiques (cette situation existe
aussi pour les structures type “graphes d’incidence”). On sait

Nous nous sommes particuliérement intéressés au calculdonc qu’on ne pourra pas obtenir un opérateur de bord défi-
des groupes d’homologie sur les g-cartes (cartes générali- Nissant 'homologie simpliciale pour toute chaine de cartes.
sées) [Lie94] qui sont des structures de type cartes combina-NOUs avons donc exhibé une sous-classe de chaines de cartes
toires. pour laquelle 'homologie que I'on a définie est équivalente

a I’'homologie simpliciale.

Les structures cellulaires des deux types sont des struc-
tures triangulables auxquelles on peut associer un analogue o ) )
simplicial (i.e. une triangulation). Les structures de type 3-3. Application de 'homologie effective pour les
“cartes combinatoires” sont des structures simpliciales struc- g-cartes (travaux en cours)

turées en cellules. Certains simplexes y sont définis de ma-  Cette approche constructive permet de calculer 'homolo-
niére explicite, leurs cellules et leurs relations d'incidence y gie d'un objet de maniére incrémentale. Cette approche est
sont définies de maniere implicite. Pour les structures cellu- ype adaptation des travaux de F. Sergeraert [Ser99] pour le
laires de type “graphes dincidence” qui se basent sur une modgle des g-cartes. Les fondements de I'homologie effec-
definition explicite de chaque cellules et de leur relations tje proviennent de la topologie algébrique, et reposent en
d'incidences, la structure simpliciale sous-jacente est définie particulier sur les notions de réduction, d’équivalence ho-

de fagon implicite. mologique et de cone d’'un morphisme.

Uneréductionp : (675) = (C,0) est un diagramme :
3.1. Conversion de modele afin d’appliquer des
méthodes simpliciales

g
h N -————
Une premiere méthode directe, permettant de calculer C(C,a)_> (C,9)
I’'homologie d’une structure cellulaires, consiste a effectuer f
le calcul sur la structure simpliciale sous-jacente.

ou:
Cette méthode permet d’obtenir un résultat exact, mais — (6.,5) and(C,0) sont des complexes de chaines
le fait de travailler sur la structure simpliciale annule I'op- — f etg sont des morphismes de complexes de chaines
timisation liée a la structuration en cellules. La complexité — hestunopérateur d’homotopiqui envoie des éléments
du calcul de 'homologie étant directement lié au nombre de de dimensionp de C sur des éléments de dimension

cellules. On aurait tout intérét a pouvoir calculer directement p+1deC.
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les applicationd, g eth satisfont les relations :

(a) gf =idc

(b) fg+ho+oh=idgs

(¢) hf=gh=hh=0

La réductionp est notée pa((675)7 (C,0),h, f,g) quand
il est nécessaire d’'indiquer ses différentes composantes. La
figure 3 montre un exemple de réduction.

(@) (b)

Figure 3: Un exemple de réduction, le comple&@le la fi-
gure 3(a) est réduit sur le complexe C de la figure 3(b). La
réduction est telle que g est l'inclusion de C dadisf est

la projection deC dans G et h est représentée sur la fi-
gure 3(c). Les fleches indiquent les endr0|ts ou h n'est pas
nulle. Le sommet s’envoie sur I aretq3 et l'aréted s'en-
voie sur la face.

Une équivalence homologiquest formée de deux réduc-
tions et elle fait le lien entre trois complexes associés a
trois objets homologiquement équivalents : I'obfdont
on souhaite connaitre I’homologie, un obfe€ plus petit
en nombre de cellules et qui posséde la méme homologie et
un objeté plus grand en nombre de cellules a partir duquel
on peut retrouver 'obje€ ainsi que les opérations qui ont
permis de le construire.

On a une réductior = C, deC surC et une réduction
C = EC, deC surEC. On note I'équivalence homologique
entreC et EC parC <= C = EC. Le figure 4 montre un
exemple d’équivalence homologique.

Toute l'information homologique d€ est quant a elle
contenue dans le petit objBIC. Le gros objelC est indis-
pensable afin de faire le lien entteandEC.

Le cone d’'un morphismepeut étre vu comme un moyen

~

B C

A,
pl// &Pz
Q /\

Figure 4: Un exemple d’équivalence homologique. La ré-
ductionp; envoie le sommet sur I'aréte ¢ (par son opéra-
teur d’homotopie ) et la réductionp, envoie I'aréted sur

la facey (par son opérateur d’homotopigh

de représenter un morphisme sous la forme d'un complexe
de chaines. Le cdne d’'un morphisnie M — N est la
somme directe d& et N telle que le morphismé définit

une partie du bord d&¥ & N. Cette représentation permet
d’obtenir un objet homologiquement équivalent a I'objet dé-
finit par le morphisme a partir du morphisme utilisé pour
le construire. Le figure 5 montre un exemple de cone d’'un
morphisme.

L’homologie effective se base sur le théoréme énoncé ci-
dessous exprimé ici de maniere simplifiée. Pour une présen-
tation plus formelle, voir [RS06].

Théoreme 1

Soient deux objeta etB et deux équivalences homologiques
associées a ces objefse— A —> EAetB < B— EB.
Considérons un troisieme objet Si on peut définir des mor-
phismesd,r, j,sreliantA, B etC, vérifiant les propriétés sui-
vantes :

— ri =idp
—ir+sj=idg
— js=idc

alors les applications: A — B, etEi: EA— EB peuvent

étre déduites des applications précédentes. De plus, on peut
deduire une équivalence homologique pour I'objeten
construisant les cones des morphismasdEi.

Cette situation est schématisée ainsi :

i j
—_— —_—
- -

r AN S

A

C
A\ A\

~
I

ne(i)

)
)

Co

. V
El Cone(Ei)

—» EB

EA



(a) Morphismef : M — N. Les fleches in-
diquent ou s’envoient les éléments de
dansN.

(b) Chaquek-cellule deM est remplacée
par une(k+ 1)-cellule. On obtient I'objet
M.
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= I ==l

A A
B ¢ BN

Ei Q @

@

Figure 6: Diagramme correspondant a la situation du théo-
reme 1 pour une opération d’identification. Les applications
i et r décrivent comment 'objet A s’envoie dans I'objet B.
Les applications j et s décrivent comment l'identification
des arétes “centrale” de 'objet B est effectuée pour obte-
nir I'objet C. Le théoreme 1 permet de maintenir la connais-
sance de I'information homologique pour I'objet C.

lulaire et I'opération d’identification. Initialement, une-g-

carte est construite, puis des opérations de céne cellulaire et
d’identification sont appliquée. A chaque étape, nous sto-
ckons les équivalences homologiques associées a chaque
cellule et a chaque composante connexe.

(c) Cone(f) : chaque cellule est soit un élé-
ment deN, soit un élément db11. L'opéra-
teur de bord est construit & partir des opéra-
teurs de bord d¥l, N et def.

Figure 5: Un exemple de céne d'un morphisme. En 5(a),
le morphisme considéré. En 5(b), la construction du cone.
En 5(c), I'objet obtenu.

Ce théoréme est adapté pour une approche incrémentale
de I'homologie. En effet, soi€ un objet construit a partir
de deux autres objefsetB, par un mécanisme de construc-
tion décrit par les morphismesr, set j. Si on connait des
équivalences pour chaque obje¢tB, alors un morphisme
reliant les deux objetd et B et un morphisméi reliant les
deux objetsAE et AB peuvent étre déduits. Les cones de ces
deux morphismes sont utilisés pour construire une équiva-
lence homologique s@. La figure 6 illustre une application
du théoreme pour calculer une équivalence homologique sur
une objet construit par une opération d’identification.

L'algorithme de calcul incrémental de I'homologie que

@) (b)

Figure 7: Opération de cone cellulaire.

[Z2R]
: A
(@) (b)
© (d)

Figure 8: Opération d'identification de deux arétes.

Nous décrivons ci-dessous la maniére de calculer ces

équivalences homologiques a chaque nouvelle étape de la
construction en utilisant les équivalences de I'étape pré-

nous proposons pour les g-cartes se base sur les deux opéraeédente pour I'opération de cone cellulaire et I'opération
tions de construction élémentaire : I'opération de cone cel- d'identification.
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3.3.1. Opération de cone cellulaire Ces pistes sont maintenant a explorer plus avant en pro-
posant des implantations efficaces pouvant manipuler des

Soit G une (n - 1)-g-carte, telle que les équivalences objets contenant un grand nombre de cellules. Une autre
homologiques de chaque cellule et de chaque composante ) 9 '

- X . , . voi rait d'établir 2quivalen ntre str r |-
connexe ont été calculées au cours de sa construction. L'opé- ole se a; d etab, des equivalences entre st uctu,es ce
. A~ . . . 5 . lulaires afin de bénéficier pour une structure de résultats
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