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Résumé

Au cours de ces dernières années beaucoup de travaux ont montré que les propriétés topologiques sont intéres-
santes dans un contexte image (analyse, traitement, synthèse). Parmi tous les invariants topologiques (caracté-
ristique d’Euler, nombres de Betti, orientabilité, etc.), les groupes d’homologie sont connus pour être particuliè-
rement intéressants en termes de caractérisation topologique. Ils sont, de plus, calculables de façon homogène
pour n’importe quelle dimension. Dans cet article, nous rappelons brièvement les structures cellulaires utilisées
en modélisation géométrique à base topologique et en analyse d’image. Nous proposons ensuite trois approches
pour calculer l’homologie de ces différentes structures. Ces approches sont des adaptations de méthodes clas-
siques provenant de la topologie algébrique. Celles-ci ont été principalement développées pour des structures
simpliciales et cubiques. Nous présentons en particulier deux développements en cours traitant de deux méthodes
différentes pour calculer l’information homologique sur des structures combinatoires dérivées des cartes combi-
natoires : une méthode basée sur la définition d’un opérateur de bord cellulaire et une autre méthode suivant une
approche constructive basée sur les travaux concernant l’homologieeffective.

Mots-clés : Modélisation géométrique à base topologique, structures coombinatoires cellulaires, calcul de l’ho-
mologie

1. Introduction

Une grande variété de modèles combinatoires existe
pour structurer un objet géométrique [LFB08]. Ils ont
été développées dans différents contextes qui vont de
l’analyse d’images (par ex. les Region Adjacency Graphs
RAG [Ros74], les graphes duaux [Kro95], les ordres [Ber99,
DCB03], les cartes topologiques [BDF01,DBF04]) à la mo-
délisation géométrique à base topologique (par ex. les cartes
généralisées [Lie94], les chaînes de cartes [EL95]). Des pro-
priétés topologiques peuvent être calculées sur ces modèles
combinatoires. Ces propriétés sont des invariants topolo-
giques qui peuvent aider à reconnaître des objets via une ca-
ractérisation topologique partielle [NSK∗02]. Ils sont aussi
intéressants pour contrôler la validité des différentes opéra-
tions de manipulation d’un objet [DL03,DL87,LSB04].

Différents invariants topologiques, tels la caractéristique
d’Euler [DPFL06] ou le groupe fondamental [ADFQ03,
Mal01] ont été étudiés. Parmi ces invariants, la caractéri-
sation de l’homologie offre un compromis particulièrement

intéressant entre la quantité d’information obtenue et la dif-
ficulté à la calculer.

Cependant, même si la théorie de l’homologie a été déve-
loppée pour une large classe de structures [LW69, May67]
(les CW-complexes et leurs sous-classes), les algorithmes
effectifs de calcul de l’homologie ont principalement été
conçus pour de petites dimensions [DPF06, DPF08] et/ou
pour des classes particulières de structures comme les com-
plexes simpliciaux ou les complexes cubiques [GDJMR09,
KMM04,NSK∗02].

Ces algorithmes de calcul de l’information homologique
reposent principalement sur deux approches qui ont été dé-
veloppées en topologie algébrique. La méthode de réduction
de matrices d’incidence en Forme Normale de Smith [Hat02,
Mun84] est historiquement la première, elle utilise la dé-
finition d’un opérateur de bord ce qui est bien connu pour
les structures simpliciales. Cette méthode existe en de nom-
breuses variantes et optimisations dont l’objectif est de ré-
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duire le coût des opérations de réduction sur des matrices
très creuses [DHSW03,DSV01,Gie96,Sto96].

La seconde méthode, qui peut être appelée “méthode de
l’homologie effective”, repose sur une approche construc-
tive [GDJMR09, RS06]. Elle emploie principalement deux
outils, les réductions et les équivalences homologiques, et
produit des algorithmes capable de calculer l’information
homologique de manière incrémentale, par exemple durant
la construction d’un objet.

Il ne semble pas exister d’obstacle théorique pour adap-
ter ces deux approches aux structures cellulaires, et pour
développer des méthodes similaires à celles utilisées pour
les complexes simpliciaux ou cubiques. Néanmoins, peu
d’études portent sur ce sujet. Quelques avancées ont été réa-
lisées en ce sens, concernant des extensions de calcul de
la Forme Normale de Smith pour les ensembles simploï-
daux [PFL09], et pour une sous-classe des cartes générali-
sées [APDL09].

Nos travaux actuels se concentrent sur les structures cel-
lulaires triangulables, qui correspondent en pratique à la plu-
part des structures cellulaires utilisées en géométrie algo-
rithmique, en modélisation géométrique à base topologique
et en analyse d’images. Nous essayons d’obtenir des al-
gorithmes de calcul de l’information homologique sur les
structures cellulaires en adaptant les deux approches décrites
précédemment. Le fait d’être triangulable est une propriété
cruciale des complexes cellulaires que nous étudions. Elle
est indispensable pour valider nos méthodes, car l’informa-
tion homologique que nous calculons pour un objet repré-
senté par une structure cellulaire doit être équivalente à celle
obtenue par un calcul pour une triangulation de cet objet.

Les méthodes que nous développons doivent être plus gé-
nérales que les méthodes classiques car elles doivent pouvoir
s’étendre selon le type de cellules de la subdivision considé-
rée. De plus, notre objectif est de concevoir des algorithmes
spécialisés qui tirent profit des propriétés des subdivisions
cellulaires étudiées et, en particulier, de bénéficier de l’op-
timisation du nombre de cellules (i.e. pour un même objet
sa subdivision cellulaire contient moins de cellules que son
analogue simplicial).

La section 2 rappelle brièvement ce qu’est l’homologie
d’une structure combinatoire et la section 3 présente trois
approches pour le calcul de l’homologie de structures com-
binatoires.

2. Une courte présentation de l’homologie

L’homologie d’un objet s’exprime sous la forme d’une
collection de groupes abéliens associés à l’objet subdivisé.
Malgré leur nature algébrique, les groupes d’homologie ont
une interprétation géométrique : ils décrivent les « trous » de
la structure combinatoire pour chaque dimension.

Ces trous sont caractérisés par des ensembles de cellules

(i.e. des simplexes pour une structure simpliciale) d’une di-
mension donnée qui forment un « chemin » qui « entoure » le
trou. Ces ensembles de cellules s’appellent desgénérateurs
du groupe d’homologie de la dimension considérée.

Ainsi, pour la dimension 0, les « trous » sont les compo-
santes connexes de l’objet ; ils sont caractérisés par la don-
née d’un sommet pour chaque composante connexe. En di-
mension 1, les trous sont les tunnels de l’objet. Ils sont carac-
térisés par un chemin d’arêtes qui les entourent. Par exemple
sur le tore, un cercle méridien et un cercle parallèle entourent
chacun un trou de dimension 1 (cf. figure. 1). La dimension

Figure 1: Les deux “trous” de dimension1 du tore.

2 permet encore une interprétation simple des trous de cette
dimension. Les trous de dimension 2 sont les cavités d’un
objet volumique. Les générateurs sont des chemins de faces
qui entourent la cavité.

2.1. Chaînes, groupes des chaînes

Pour une dimensionp, on considère l’ensemble des
combinaisons linéaires à coefficients entiers dep-cellules.
Muni d’une opération d’addition, cet ensemble forme le
groupe desp-chaînes. De cette façon, toutep-chaîne s’écrit
∑np

i=1 αp
i σp

i , où np est le nombrep−cellules de l’objet, et
pour touti, αp

i est un coefficient entier (αp
i ∈Z) etσp

i est une
p-cellule. Lorsque le coefficientαi est nul, on omet l’écriture
du termeαiσ

p
i dans lap-chaîne.

Pour additionner deuxp−chaînes, il suffit d’additionner
les coefficients cellule par cellule. De cette façon, l’ensemble
desp-chaînes est muni d’une opération d’addition que l’on
note aussi “+”. Cette notation reste compatible avec la défi-
nition d’unep-chaîne.

L’ensemble desp−chaînes muni de cette opération d’ad-
dition “+” est donc un groupe abélien dont l’élément neutre
est la chaîne vide, que l’on note 0, et l’opposé d’unep-chaîne
∑np

i=1 αp
i σp

i est lap-chaîne∑np

i=1(−αp
i )σ

p
i = −(∑np

i=1 αp
i σp

i ).
De cette façon, la somme d’unep-chaîne et de son opposée
est bien égale à 0. On noteCp le groupe desp-chaînes†.

†. En informatique graphique, les objets considérés, même s’ils
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La notion de chaîne est purement algébrique. En effet, le
coefficientαp

i d’un simplexeσp
i dans une chaîne n’a pas for-

cément de sens géométrique, excepté pour les valeurs 1 et
−1. Dans ce cas, 1.σ signifie que la celluleσ est considéré
avec son orientation, et−1.σ signifie que l’on considèreσ
avec son orientation opposée.

Sans rentrer dans les détails, on peut noter que l’on défi-
nit l’homologie sur des objets subdivisés en cellules orien-
tables. Une discussion approfondie de la notion d’orientation
se trouve dans [Mun84,Hat02].

2.2. Bord, sous-groupes des bords et des cycles

L’application de bord∂p est un morphisme‡ entre le
groupe des chaînesCp et le groupe des chaînesCp−1. Ainsi
le bord, d’unep-chaînec=∑p

i=1 αp
i σp

i se déduit par linéarité
à partir du bord d’une cellule :∂p(c) = ∑np

i=1 αp
i ∂(σp

i ).

L’homologie est définie à partir d’homomorphismes
de bord vérifiant pour toutp > 0 et toute p-chaîne c,
∂p−1(∂p(c)) = 0). Autrement dit, le bord de toute chaîne,
elle même obtenue comme le bord d’une chaîne, est la
chaîne nulle.

Les p-chaînes dont le bord est la chaîne nulle sont appe-
lées desp-cycles. Les p-cycles forment un sous-groupe de
Cp, celui-ci est notéZp.

Les p-chaînes qui sont le bord d’une(p + 1)-chaîne
forment un sous-groupe deZp (car le bord d’un bord est la
chaine nulle). On appelle cesp-chaînes desp-bordset le
sous-groupe est notéBp.

2.3. Cycles homologues

Lorsque l’on observe les cycles qui ne sont pas des bords
sur un objet, on remarque que ces cycles entourent les
« trous » de l’objet. L’idée de l’homologie est de définir
une relation d’équivalence qui « range » les cycles qui en-
tourent les mêmes trous dans la même classe d’équivalence.
Ainsi, deux cyclesz1 etz2 sont homologues si on peut écrire
z2 = b+z1 oùb est un bord.

On dit que deux cycles sonthomologuessi leur différence
est un bord (i.e. un élément deBp). Cette relation « être ho-
mologue » est une relation d’équivalence.

peuvent compter un nombre très grand de cellules, ne sont constitués
que d’un nombre fini de cellules. Ainsi, dans notre cas, unep-chaîne
est unesomme finiede p-cellules.

‡. Un morphisme est une application entre éléments d’en-
sembles munis de structures analogues (ici une structure de groupe)
et qui sont compatibles avec cette structure. Ici, un morphismede
groupef , envoie l’élément neutre 0 sur l’élément neutre,f (0) = 0,
et est compatible avec les opérations définies sur les groupes, i.e.
f (a+b) = f (a)+ f (b).

2.4. Groupes d’homologie

Pour une dimensionp, l’ensemble des classes d’équiva-
lence pour la relation « être homologue » forme un groupe :
le groupe d’homologie de dimensionp ; on le noteHp. Plus
formellement, c’est le quotient du sous-groupe des cyclesZp

par la relation « être homologue ». Les classes d’équivalence
partitionnent les cycles deZp en fonction des trous qu’ils en-
tourent. Tous les bords deBp sont homologues à la chaîne
nulle ; ils forment la classe notée 0 du groupe d’homologie.
On peut donc aussi dire que le groupeHp est le quotient de
Zp parBp ; cela s’écrit :

Hp = Zp/Bp.

2.5. Complexe de chaîne, structure des groupes
d’homologie

Un complexe de chaînes libreest une suite de groupes et
d’homomorphismes de bord :

0
∂n+1
−→Cn

∂n
−→Cn−1

∂n−1
−→ ·· ·

∂1
−→C0

∂0
−→ 0.

Chaque groupeHp, calculé à partir d’un complexe de
chaines libres vérifie le théorème des groupes abéliens fi-
niment engendrés [Mun84]. Chaque groupeHp est donc iso-
morphe à une somme directe de la forme :

Z⊕ ...⊕Z
︸ ︷︷ ︸

βp

⊕Z/t1Z⊕ ...⊕Z/tkZ.

Un groupe d’homologieHp est alors caractérisé par un
nombreβp, appelép-ième nombre de Betti, et des entiers
t1, · · · tk appeléscoefficients de torsion, tels queti diviseti+1
pour touti.

Le nombreβp correspond au nombre de « trous » de di-
mensionp. Par exemple pour le tore,β2 = 1 etβ1 = 2. Les
entiersti caractérisent un autre type de trous que l’on appelle
les parties de torsion de l’objet. De tels trous sont des cycles
qui ne sont pas des bords, mais tels que si on les parcourt
plusieurs fois, ils se comportent comme des bords.

Cette notion de torsion permet, entre autres, de distinguer
le tore et la bouteille de Klein. Ces trois objets peuvent être
obtenus à partir d’une cellule carrée, mais avec des recolle-
ments d’arêtes différents. Le figure 2 montre comment obte-
nir une bouteille de Klein à partir d’une cellule carrée.

3. Approches pour le calcul de groupes d’homologie

Dans cette section nous présentons trois approches pour
le calcul de groupes d’homologie sur des structures cellu-
laires. Ces structures cellulaires se divisent en deux grandes
familles [LFB08] ; les structures type “graphes d’incidence”
et les structures type “cartes combinatoires”. Ces dernières
permettent des relations de multi-incidences (par exemple,
une arête dont les deux sommets sont identiques, i.e. une
boucle) ce que ne permettent pas les premières.
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Figure 2: Bouteille de Klein. En 2(a) une représentation d’une cel-
lule carrée. Les flèches indiquent comment sont recollés lesbords.
En 2(b) la représentation géométrique de la bouteille de Klein en
respectant les recollements indiqués.

Nous nous sommes particulièrement intéressés au calcul
des groupes d’homologie sur les g-cartes (cartes générali-
sées) [Lie94] qui sont des structures de type cartes combina-
toires.

Les structures cellulaires des deux types sont des struc-
tures triangulables auxquelles on peut associer un analogue
simplicial (i.e. une triangulation). Les structures de type
“cartes combinatoires” sont des structures simpliciales struc-
turées en cellules. Certains simplexes y sont définis de ma-
nière explicite, leurs cellules et leurs relations d’incidence y
sont définies de manière implicite. Pour les structures cellu-
laires de type “graphes d’incidence” qui se basent sur une
définition explicite de chaque cellules et de leur relations
d’incidences, la structure simpliciale sous-jacente est définie
de façon implicite.

3.1. Conversion de modèle afin d’appliquer des
méthodes simpliciales

Une première méthode directe, permettant de calculer
l’homologie d’une structure cellulaires, consiste à effectuer
le calcul sur la structure simpliciale sous-jacente.

Cette méthode permet d’obtenir un résultat exact, mais
le fait de travailler sur la structure simpliciale annule l’op-
timisation liée à la structuration en cellules. La complexité
du calcul de l’homologie étant directement lié au nombre de
cellules. On aurait tout intérêt à pouvoir calculer directement

sur la structure cellulaire et non plus sur l’analogue simpli-
cial qui contient plus de cellules.

3.2. Définition d’un opérateur de bord cellulaire

Cette seconde approche vise donc à tirer parti de l’optimi-
sation apportée par la structuration cellulaire. Un tel opéra-
teur de bord∂� doit satisfaire plusieurs conditions.

En premier lieu, afin de définir UNE homologie, l’opé-
rateur∂� doit être nilpotent de classe 2 (i.e.∂�∂� = 0).
Nous avons défini un tel opérateur de bord pour les chaines
de cartes [ADLP11].

L’objectif n’est pas de définir une homologie quelconque,
mais l’homologie simpliciale (i.e. la même homologie que
celle calculée sur la structure simpliciale associée à notre
structure cellulaire). En d’autres termes, definir un opéra-
teur de bord satisfaisant∂�∂� = 0 n’est pas suffisant. Par
exemple, prenons le cas d’un opérateur de bord∂� trivial,
on a bien∂�∂� = 0, mais l’homologie définie à partir de cet
opérateur de bord ne nous aide pas pour caractériser topolo-
giquement notre objet cellulaire.

Dans [ADLP11], nous avons d’une part défini un opéra-
teur de bord cellulaire sur les chaines de cartes. Mais cette
structure permet de modéliser des cellules qui ne sont pas
équivalentes à des boules topologiques (cette situation existe
aussi pour les structures type “graphes d’incidence”). On sait
donc qu’on ne pourra pas obtenir un opérateur de bord défi-
nissant l’homologie simpliciale pour toute chaîne de cartes.
Nous avons donc exhibé une sous-classe de chaines de cartes
pour laquelle l’homologie que l’on a définie est équivalente
à l’homologie simpliciale.

3.3. Application de l’homologie effective pour les
g-cartes (travaux en cours)

Cette approche constructive permet de calculer l’homolo-
gie d’un objet de manière incrémentale. Cette approche est
une adaptation des travaux de F. Sergeraert [Ser99] pour le
modèle des g-cartes. Les fondements de l’homologie effec-
tive proviennent de la topologie algébrique, et reposent en
particulier sur les notions de réduction, d’équivalence ho-
mologique et de cône d’un morphisme.

Uneréductionρ : (Ĉ, ∂̂) =⇒ (C,∂) est un diagramme :

(C,∂)(Ĉ, ∂̂)
f

g
h

où :
– (Ĉ, ∂̂) and(C,∂) sont des complexes de chaines
– f etg sont des morphismes de complexes de chaines
– h est unopérateur d’homotopiequi envoie des éléments

de dimensionp de Ĉ sur des éléments de dimension
p+1 deĈ.
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les applicationsf , g eth satisfont les relations :
(a) g f = idC
(b) f g+h∂+∂h= idĈ
(c) h f = gh= hh= 0
La réductionρ est notée par((Ĉ, ∂̂),(C,∂),h, f ,g) quand

il est nécessaire d’indiquer ses différentes composantes. La
figure 3 montre un exemple de réduction.
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Figure 3: Un exemple de réduction, le complexeĈ de la fi-
gure 3(a) est réduit sur le complexe C de la figure 3(b). La
réduction est telle que g est l’inclusion de C dansĈ, f est
la projection deĈ dans C∗ et h est représentée sur la fi-
gure 3(c). Les flèches indiquent les endroits où h n’est pas
nulle. Le sommet̂1 s’envoie sur l’arêtêβ et l’arête α̂ s’en-
voie sur la face.

Uneéquivalence homologiqueest formée de deux réduc-
tions et elle fait le lien entre trois complexes associés à
trois objets homologiquement équivalents : l’objetC dont
on souhaite connaître l’homologie, un objetEC plus petit
en nombre de cellules et qui possède la même homologie et
un objetĈ plus grand en nombre de cellules à partir duquel
on peut retrouver l’objetC ainsi que les opérations qui ont
permis de le construire.

On a une réduction,̂C =⇒C, deĈ surC et une réduction
Ĉ=⇒ EC, deĈ surEC. On note l’équivalence homologique
entreC et EC parC ⇐= Ĉ =⇒ EC. Le figure 4 montre un
exemple d’équivalence homologique.

Toute l’information homologique deC est quant à elle
contenue dans le petit objetEC. Le gros objetĈ est indis-
pensable afin de faire le lien entreC andEC.

Le cône d’un morphisme, peut être vu comme un moyen

α

α

ββ

β

γ
γ

γ

δ

δ δ

η

η η

ϕ

γ

ρ1 ρ2

Ĉ

C EC

Figure 4: Un exemple d’équivalence homologique. La ré-
ductionρ1 envoie le sommetα sur l’arêteϕ (par son opéra-
teur d’homotopie h1) et la réductionρ2 envoie l’arêteϕ sur
la faceγ (par son opérateur d’homotopie h2).

de représenter un morphisme sous la forme d’un complexe
de chaînes. Le cône d’un morphismef : M → N est la
somme directe deM et N telle que le morphismef définit
une partie du bord deM ⊕N. Cette représentation permet
d’obtenir un objet homologiquement équivalent à l’objet dé-
finit par le morphisme à partir du morphisme utilisé pour
le construire. Le figure 5 montre un exemple de cône d’un
morphisme.

L’homologie effective se base sur le théorème énoncé ci-
dessous exprimé ici de manière simplifiée. Pour une présen-
tation plus formelle, voir [RS06].

Théorème 1
Soient deux objetsAetBet deux équivalences homologiques
associées à ces objets,A⇐= Â=⇒ EA et B⇐= B̂=⇒ EB.
Considérons un troisième objetC. Si on peut définir des mor-
phismesi, r, j,s reliantA, B etC, vérifiant les propriétés sui-
vantes :
– ri = idA
– ir +s j = idB
– js= idC
alors les applicationŝi : Â 7→ B̂, et Ei : EA 7→ EB peuvent
être déduites des applications précédentes. De plus, on peut
deduire une équivalence homologique pour l’objetC en
construisant les cônes des morphismesî andEi.

Cette situation est schématisée ainsi :

A

Â

EA

B

B̂

EB

C

Cone( î )

Cone(Ei)

i

î

Ei

j

r s
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N

M

f

(a) Morphismef : M → N. Les flèches in-
diquent où s’envoient les éléments deM
dansN.

N

M↑

f

(b) Chaquek-cellule deM est remplacée
par une(k+ 1)-cellule. On obtient l’objet
M↑.

(c) Cone(f) : chaque cellule est soit un élé-
ment deN, soit un élément deM↑. L’opéra-
teur de bord est construit à partir des opéra-
teurs de bord deM, N et de f .

Figure 5: Un exemple de cône d’un morphisme. En 5(a),
le morphisme considéré. En 5(b), la construction du cône.
En 5(c), l’objet obtenu.

Ce théorème est adapté pour une approche incrémentale
de l’homologie. En effet, soitC un objet construit à partir
de deux autres objetsA etB, par un mécanisme de construc-
tion décrit par les morphismesi, r, s et j. Si on connaît des
équivalences pour chaque objetA etB, alors un morphismêi
reliant les deux objetŝA et B̂ et un morphismeEi reliant les
deux objetsAE etABpeuvent être déduits. Les cônes de ces
deux morphismes sont utilisés pour construire une équiva-
lence homologique surC. La figure 6 illustre une application
du théorème pour calculer une équivalence homologique sur
une objet construit par une opération d’identification.

L’algorithme de calcul incrémental de l’homologie que
nous proposons pour les g-cartes se base sur les deux opéra-
tions de construction élémentaire : l’opération de cône cel-

i

î

Ei

j
r s

(a)

Figure 6: Diagramme correspondant à la situation du théo-
rème 1 pour une opération d’identification. Les applications
i et r décrivent comment l’objet A s’envoie dans l’objet B.
Les applications j et s décrivent comment l’identification
des arêtes “centrale” de l’objet B est effectuée pour obte-
nir l’objet C. Le théorème 1 permet de maintenir la connais-
sance de l’information homologique pour l’objet C.

lulaire et l’opération d’identification. Initialement, une 0−g-
carte est construite, puis des opérations de cône cellulaire et
d’identification sont appliquée. À chaque étape, nous sto-
ckons les équivalences homologiques associées à chaque
cellule et à chaque composante connexe.

(a) (b)

Figure 7: Opération de cône cellulaire.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 8: Opération d’identification de deux arêtes.

Nous décrivons ci-dessous la manière de calculer ces
équivalences homologiques à chaque nouvelle étape de la
construction en utilisant les équivalences de l’étape pré-
cédente pour l’opération de cône cellulaire et l’opération
d’identification.
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3.3.1. Opération de cône cellulaire

Soit G une (n− 1)-g-carte, telle que les équivalences
homologiques de chaque cellule et de chaque composante
connexe ont été calculées au cours de sa construction. L’opé-
ration de cône cellulaire, qui construit unen-g-carte à partir
de G, consiste à ajouter de nouvellesn-cellules “remplis-
sant” chaque composante connexe deG (cf. figure 7). Les
cellules de dimensions 0 à(n− 1) restent donc inchangées
et les équivalences homologiques qui leurs sont associées
également.

L’équivalence homologique liée à chaque nouvelle
n−cellule peut être déduite en temps linéaire à partir de
l’équivalence homologique de la composante connexe dont
elle est issue.

Pour les composantes connexes, le résultat est obtenu im-
médiatement car on sait qu’un objet résultant d’une opéra-
tion cône cellulaire possède une homologie triviale (i.e. pour
chaque composante connexe, seulH0 est isomorphe àZ).

3.3.2. Opération d’identification

L’opération d’identification de deux(n−1)-cellules ayant
même bord a pour effet de les fusionner. L’identification
peut être réalisée de manière plus générale pour deux cel-
lules n’ayant pas même bord en identifiant d’abord récur-
sivement les cellules de leurs bords (cf. figure 8 pour un
exemple d’identification de deux arêtes).

Les équivalences homologiques des cellules de dimension
0 àn−1 qui ne sont impliquées dans aucune identification
sont préservées, sinon elles sont fusionnées en une nouvelle
cellule qui a la même homologie que les deux cellules identi-
fiées, et une des deux équivalences homologiques peut donc
être conservée.

Les cellules de dimensionn ne sont jamais modifiées par
aucune identification, leurs équivalences homologiques res-
tent donc inchangées.

Le calcul des équivalences homologiques des compo-
santes connexes sont plus délicates à calculer et nécessitent
l’utilisation du théorème 1. En effet, on se trouve dans la si-
tuation de la figure 6 où l’objetA correspond aux parties à
identifier, l’objetB correspond à l’objet auquel on applique
l’opération et l’objetC est l’objet obtenu après l’opération.
Les applicationsi, j, r,s encodent les relations entre ces ob-
jets.

4. Conclusion

Dans cet article nous avons esquissés deux pistes inté-
ressantes pour calculer l’homologie de structures cellulaires.
L’une utilisant la définition d’un opérateur de bord cellulaire
adapté à la structure cellulaire étudiée ou à une de ses sous-
classes [ADLP11]. L’autre en utilisant une approche incré-
mentale basée sur la théorie de l’homologie effective [Ser99]
autorisant une méthode incrémentale.

Ces pistes sont maintenant à explorer plus avant en pro-
posant des implantations efficaces pouvant manipuler des
objets contenant un grand nombre de cellules. Une autre
voie serait d’établir des équivalences entre structures cel-
lulaires afin de bénéficier pour une structure de résultats
obtenues pour l’autre structure. Cela a déjà été abordé
dans [ADLP11].
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